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Abstract

This thesis aims to introduce divisibility for mappings between finite ordinals. Based
on Number theory, we define an analogy of classical divisibility for finite mappings
and their composition and describe its main properties. We focus closer on finding
greatest common divisors and least common multiples for mappings and describing
them formally. In the end, we compare our results with the classical divisibility and
point out their similarities as well as some important differences. We also include a
geometrical interpretation.

Key words: mapping; divisibility; finite ordinal; function composition; Number
theory

Abstrakt

Prace si klade za cil predstavit délitelnost zobrazeni mezi konecnymi ordindly. Na
zakladé teorie ¢isel definujeme analogicky délitelnost pro konecna zobrazeni a jejich
skladani a popisujeme jejich hlavni vlastnosti. Zejména se zamérujeme na hledani
nejvetsich spolecnych délitelt a nejmensich spole¢nych nasobkii zobrazeni. Na za-
vér zavedenou délitelnost porovnavame s klasickou délitelnosti a popisujeme jejich
podobnosti i hlavni rozdily. Také zahrneme geometrickou interpretaci.

Klicova slova: zobrazeni; délitelnost; konecny ordindl; skladani zobrazeni; teorie
Cisel
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1 UVOD 1

1 Uvod

Délitelnost je jednim ze zakladnich kament matematiky a vyuziva se ji napri¢ nejriiz-
néjsimi obory. Teorie ¢isel, kterd se délitelnosti zaobira, patii mezi nejstarsi odvétvi
matematiky a Tesi nejzndmejsi matematické problémy.

I pres svoji komplexnost stoji na jednoduché definici. Pro dvé cela ¢isla fekneme,
ze a déli b, pokud existuje celé cislo ¢ takové, ze

b=a-c.

Je patrné, ze naprosto analogicky lze délitelnost definovat pro jakoukoli binarni
operaci na libovolné mnoziné. Pavel Ruzicka ve své praci (3) délitelnost zobecnuje
pro komutativni monoidy a zabyva se jejimi obecnymi vlastnostmi. V této praci
se vénujeme délitelnosti na konkrétni mnoziné, a to na mnoziné zobrazeni mezi
koneénymi ordinély (dale jen konecnd zobrazeni) s bindrni operaci skladéni, kterd
komutativni neni. I kdyz se objekty, které tato délitelnost popisuje, od ¢isel znacné
lis1, mnohé zakladni definice ponechavame témér nezménéné a muzeme vysledovat
mnohé analogie.

V prvnich tfech kapitolach shrnujeme zakladni poznatky o teorii ¢isel a zobra-
zenich, se kterymi pozdéji pracujeme, a formulujeme jednoduché pomocna tvrzeni,
kterda budeme potiebovat k dikaztim komplikovanéjsich vét.

Ctvrtd ¢ast prace se zabyva samotnou definici délitelnosti pro kone¢na zobra-
zeni a zkouma podminky délitelnosti. V této kapitole dale propojime zaklady teorie
¢isel s nové definovanou délitelnosti konecnych zobrazeni a analogicky definujeme
nekteré pojmy obecné vyuzivané pri praci s ¢isly, jako jsou nejvétsi spoleény délitel
a nejmensi spolecny nasobek. Na rozdil od nasobeni neni operace skladani zobrazeni
komutativni, a tak mnohé casti prace délime podle toho, zda se zabyvaji pravou,
nebo levou délitelnosti. Diky kategorialnimu pristupu, tj. chytré préaci s jazykem,
vsak nachézime dualitu jak mezi nasobky a déliteli, tak i mezi pravou a levou dé-
litelnosti. Diky tomu nam popis jednoho ze ¢tyt pripadi_dava navod, jak popsat
zbylé t1i. To je vidét zejména na formulaci a dikazech Vét by, 61 a 65, vychézejicich
z Véty @ Schématicky:

nejmensi spolec¢ny levy nasobek ‘ nejmensi spoleény pravy nasobek
nejvetsi spolecny levy délitel ‘ nejvetsi spoleény pravy délitel

Pata kapitola ma za cil vzajemné porovnat délitelnost ¢isel s délitelnosti konec-
nych zobrazeni a poukazat na jejich zasadni rozdily. Na zavér se podivame na vlast-
nosti konecnych zobrazeni a jejich délitelnost z geometrického hlediska a intuitivné
interpretujeme nékteré pojmy.

Zatimco prvni a castecné druha kapitola opakuji obecné znamé skutecnosti,
z nichz prace vychazi, zbylé ¢asti jsou cisté nasi praci.
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Cil prace

Cilem prace je definovat analogii k délitelnosti ¢isel pro koneéna zobrazeni s operaci
skldadani zobrazeni, ptfizpiisobit ji vybrané pojmy z teorie ¢isel a porovnat ji s klasic-
kou délitelnosti. Na zavér abstraktni koncept nami zavedené délitelnosti intuitivné
popiseme pomoci geometrické interpretace.
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2 Zaklady teorie cisel

V této ¢asti prace pripomeneme nékteré zakladni pojmy z teorie ¢isel, které pak
zobecnime pro konecénd zobrazeni. Nejprve zopakujeme definici délitelnosti, od niz
se prace bude déle odvijet:

Definice 1. Necht a, b € Z. Rekneme, Ze a déli b, pokud existuje celé Cislo c
takové, Ze
b=ua-c,

piseme a | b. Cislo a pak nazjvime délitelem cisla b, naopak ¢islo b je ndsobkem
cisla a.

Zejména se zameérime na pojmy nejvetsi spolecny délitel a nejmensi spolecnij
ndsobek:

Definice 2. Necht a, b € Z. Spolecnym délitelem cisel a a b rozumime cislo d € Z
takové, Ze

d|and]|b.

Definice 3. Necht a, b € 7Z. Nejvétsim spolecnym delitelem cisel a a b rozumime
¢islo NSD(a, b) definované ndsledovné:

NSD(a,b) = max{d:d € N,d | a Ad | b}.

Definice 4. Necht a, b € Z. Spolecnym nasobkem cisel a a b rozumime cislon € Z
takové, Ze
a|nAb|n.

Definice 5. Necht a, b € Z. Nejmensim spolecnym ndsobkem cisel a a b rozumime
¢islo nsn(a, b) definované ndsledovné:

nsn(a,b) =min{n:n € N,a|nAb|n}.

Vedle klasické definice si uvedeme i alternativni charakterizaci nejvétsitho spo-
le¢ného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku. Obdobné jako v nasledujicich
vétach tyto pojmy pozdéji definujeme pro konecéna zobrazeni, nebot pro zobrazeni
nebudeme zavadét usporadani, a tedy ani maximalni a minimalni prvek.

Véta 6. Nechta, b € Z, d € N. Cislo d je nejuétsi spolecny délitel ¢isel a a b prdve
tehdy, kdyz pro kazdého spolecného délitele ¢ cisel a, b plati c | d.

Diikaz. Uvazme pro spor spolecného délitele ¢, ktery nedéli NSD(a, b). Potom jisté
existuje prvocislo p takové, ze v,(c) 2 vp(NSD(a,b))E]. Jelikoz ¢ déli a, b, pak jisté
i NSD(a,b) - p déli a a b. Existuje tedy spolecny délitel a a b, ktery je ziejmé vetsi
nez NSD(a,b), coZ je spor (pokud by toto ¢islo bylo zaporné, pak i ¢islo k nému

1 Z&pis v, (), kde p je prvoéislo, znadi nezdporné celé &islo takové, ze p*»(®) déli  a zdroven
pU» (@)1 nedali .
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opa¢né musi byt spoleénym délitelem a a b. Vidime tedy, ze ¢islo NSD(a, b) musi
byt ndsobkem vsech spoleénych délitelu a a b).

Nyni dokazme opac¢nou implikaci, tedy ze pokud d je délitel cisel a a b takovy, ze
pro kazdého spoleného délitele ¢ ¢isel a, b plati ¢ | d, je d nejvétsim spoleénym
délitelem. Ziejmé pokud d je prirozené a c¢ | d, plati d 2 ¢, a tedy d je nejvétsi ze
vsech kladnych spole¢nych délitelt ¢isel a a b. Jelikoz je prirozené, je jisté i vétsi nez
vsichni zadporni délitelé. ]

Véta 7. Necht a, b € Z, n € N. Cislo n je nejmensi spolecny ndasobek c¢isel a a b
pravé tehdy, kdyz pro kazdy spolecny nasobek ¢ cisel a, b platin | c.

Diikaz. Predpokldadejme, ze mame nsn(a,b) a spoleény néasobek c¢ ¢isel a a b,
ktery neni ndsobkem nsn(a,b). Potom musi existovat prvocislo p takové, ze
vy(c) £ w, (nsn(a,b)). Z predpokladu a | ¢ a b | ¢ musi obé délit i w. Tento
nasobek je ziejmé mensi nez nsn(a,b), coz je spor s predpokladem.

Nyni ukazme, ze pokud prirozené ¢islo n je nasobek cisel a a b takovy, ze pro kazdy
spoleény ndsobek ¢ ¢isel a, b plati n | ¢, je n nejmensim spoleénym nésobkem. Je
ziejmé, Ze pokud ¢ je kladnym nasobkem n, plati n < ¢. Cislo n je tedy mezi klad-
nymi spolecnymi nasobky nejmensi. O

Povsimnéme si, ze pokud bychom v predchozich vétach nespecifikovali, ze nej-
vétsi spoleény nésobek i nejmensi spoleény délitel jsou prirozena ¢isla, nebyli by
definovani jednoznacné. Pokud naptiklad ¢islo d = NSD(a,b), pak i —d by podle
podminky Véty B bylo nejvétsim spole¢nym délitelem, nebot d | (—d) i (—=d) | d
pro vsechna d € 7Z. Analogii k tomuto pozorovani v pozdéjsi ¢asti prace popiseme
i u nejvetsich spoleénych délitelii a nejmensich spoleénych nasobkt konecnych zob-
razeni.

Dalsim pozorovanim, které stoji za zminku, je dualita predchozich dvou vét. Ac-
koli se zabyvaji hledanim jiného objektu, jejich formulace i ditkazy jsou vystavény
analogicky, sta¢i znaky = nahradit < a misto nasobeni uvazovat déleni a ziskavame
navod, jak z jedné véty ziskat druhou. Této skutecénosti budeme vyuzivat i pri po-
pisovani délitelnosti zobrazeni, a to nejen mezi nasobky a déliteli, ale i mezi pravou
a levou délitelnosti.
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3 Uvod do zobrazeni

V této casti formélné zavedeme zobrazeni a s nimi souvisejici pojmy, se kterymi
budeme pozdéji pracovat.

Definice 8. Kartézsky soucin mnozin A a B je mnoZina
Ax B={(a,b): a € Abe B}.

Definice 9. Bindrni relace R mezi mnoZinami A a B je mnoZina R C A x B.

Definice 10. Bindrni relaci f mezi mnozinami A a B nazyvame zobrazenim mezi
mnozinami A a B, jestlize

Va e A: 3lb e B: (a,b) € f.

Pro zobrazeni f mezi mnozinami A a B pouZivime znaceni f: A — B a misto

(a,b) € f piseme f(a) =b.

Zobrazenim tedy rozumime bindrni relaci, kterd kazdému prvku mnoziny A
pritadi pravé jeden prvek mnoziny B. Zakladnim kamenem pro préaci s délitelnosti
pro nas bude skladani zobrazeni definované nasledovné.

Definice 11. Necht f: A — B, g: B — C jsou zobrazeni. SloZenym zobrazenim
go f: A— C rozumime zobrazeni definované predpisem

(g0 f)la) = g(f(a)).
Zamérme se na nékteré vlastnosti zobrazeni:
Definice 12. Zobrazeni f: A — B se nazjvd injektivni (téZ injekce), jestlize
Va,b € A: f(a) = f(b) = a=b.
Lemma 13. Necht f = hog a f je injekce. Potom i zobrazeni g musi byt injektivni.

Diikaz. Jestlize f je injekce, plati f(a) = f(b) = a = b, a tedy h(g(a)) =
= h(g(b)) = a = b, odkud vidime, zZe g(a) = g(b) = a = b. O

Lemma 14. Necht f: A — B je zobrazeni a existuje injekce d: A — C'. Potom
ezistuje zobrazeni g: C'— B takové, Ze god = f.

—F B

f
A
A
dﬁ I
)
C
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Dukaz. Zobrazeni g definujeme nasledovné: pro prvky z mnoziny C' takové, ze
existuje y: d(y) = x, necht g(x) = f(y). Toto y existuje jednoznacné, nebot d
je injekce. Pro ostatni x necht f(x) je libovolné. Potom pro kazdé y € A plati
(god)(y) = g(x) = f(y). O

Definice 15. Zobrazeni f: A — B se nazjvd surjektivni (téZ surjekce), jestlize
Vbe B:Ja€ A: f(a) =

Lemma 16. Necht f =hog, f: A— B a f je surjekce. Potom i zobrazeni h musi
byt surjektivni.

Dukaz. Pripustme, Ze h neni surjektivni, a tedy existuje x € B takové, Ze na néj
h nezobrazi zadny prvek. Potom pro zddné a € A neplati h(g(a)) = x, coz je spor
s predpokladem, ze f je surjekce. O]

Lemma 17. Necht f: A — B je zobrazeni a existuje surjekce d: C' — B. Potom
existuje zobrazeni g: A — C takové, Ze do g = f.

A—71 . p
. )
9
\\j
C
Diikaz. Jelikoz d je surjekce, Vb € B 3¢, € C takové, Ze d(c) = b. Zobrazeni g tedy
mizeme definovat predpisem g(z) = cf(). O

Definice 18. Zobrazeni f: A — B se nazyjvd bijektioni, jestlize je zdaroven injektivni
1 surjektivni.
Definice 19. Identitou nazveme bijektivni zobrazeni I,: A — A definované pro

vsechna a € A predpisem 14(a) = a.

Definice 20. Necht A C B. Inkluzi mnoziny A do mnoziny B rozumime zobrazeni
i: A — B definované predpisem i(a) = a pro vSechna a € A.

Lemma 21. Zobrazeni f: A — B je bijekce pravé tehdy, kdyz existuje zobrazeni
f~t: B — A takové, Ze

foft=Ig N flof=I4
Drikaz.

(i) Dokazme pravou implikaci. Jelikoz je f surjekce, pro kazdé b € B existuje
a € A takové, Ze f(a) = b. Definujme f~! predpisem f~!(f(a)) = a. Jelikoz f
je injektivni, existuje takové a jednoznaéné
Potom pro kazdé a € A platl (ftof)(a)= fY(f(a)) =aapro kazde b€ B,
kde b= f(a) plati (f o f7)(b) = f(f~'(b)) = ( “(f(a)) = fla) =
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(ii) Dokazme levou implikaci. Zobrazeni Ig je surjekce, a tak podle Lemma @
a prvni rovnosti musi byt i zobrazeni f surjektivni.
7Z druhé rovnosti vidime, Ze injektivni zobrazeni I4 odpovidé slozeni f~! o f,
a tak podle Lemma [13 i zobrazeni f musi byt injektivni. Odtud plyne, Ze f je
bijekce.

]

Definice 22. Necht f: A — B je zobrazeni. Jeho obrazem rozumime mmnoZinu
imf € B,
imf={be B:Ja€ A: f(a) =b}.

Pokud je zobrazeni f surjektivni, pak zfejmé imf = B.

Lemma 23. Necht f: A — B. Potom ho lze rozloZit na injekci po surjekci ndsle-
dovne:

f = if © f|im7
kde iy je inkluze imf — B a fl|im je zobrazeni A — imf definované predpisem
flim(z) = f(x). Situaci mizZeme zndzornit ndsledujicim diagramem:

A ! > B
o » i
Dikaz. Ziejmé iy o flim(a) = (i7(flim(a))) = (i7(f(a))) = f(a). O

Lemma 24. Necht f = hog. Potom imf C imh.

Diikaz. Uvazme b € imf, tedy existuje a takové, ze b = f(a). Potom b = f(a)
= h(g(a)), a tedy b € imh. O

Lemma 25. Necht f = ho g a g je surjekce. Potom imf = imbh.

Dikaz. 7 Lemma @ plyne imf C imh. Dokazme imh C imf. Uvazme b € imh, tedy
existuje a takové, ze h(a) = b. Jelikoz g je surjekce, existuje i ¢ takové, ze g(c) = a.
Proto b = h(a) = h(g(c)) = f(c), a tedy b € imh.

O

Definice 26. Necht f: A — B je zobrazeni. Relaci ~; pro zobrazeni f definujme
jako podmnoZinu kartézského soucinu A x A takovou, Ze f(a') = f(a") < a' ~f ad”.

Lemma 27. Relace ~y je ekvivalence.
Diikaz.
(i) Jelikoz plati f(a) = f(a), je relace ~ reflexivni.

ii) Jelikoz rovnost je symetricka, i relace ~; je symetricka.
Je sy flesy
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(i) Pokud plati a ~f b a b ~¢ ¢, tedy f(a) = f(b) a f(b) = f(c), pak jisté plati
i f(a) = f(c), atedy a ~f c. Relace ~ je tranzitivni.

]

Definice 28. Necht ~ je relace ekvivalence, ~ C A x A. Tridou ekvivalence [a] pro
a € A rozumime mnozinu prvki x € A takovijch, Ze x ~ a.

Definice 29. Necht f: A — B je zobrazend. Koobrazemd zobrazent f rozumime
mnozinu trid ekvivalence ~¢, znacime ji coimf.

Definice 30. Znacenim coimf N g budeme rozumét mnozinu trid ekvivalence ~ ¢ng
definovanou ndsledovné: o’ ~sng a” < (f(a') = f(a”) A g(a’) = g(a”)). Znacenim
coimf U g potom takovou, Ze a' ~¢,, a” < (f(a') = f(a”) Vv g(d') = g(a")).
Lemma 31. Necht f: A — B. Zobrazeni f lze rozlozit na injekci po surjekci ndsle-
dovneé:

f=17g o fleoim,
kde j; je zobrazeni coimf — B definované predpisem jr([a]) = f(a) a fleoim je
zobrazeni A — coimf definované predpisem flcoim(a) = [al.

A \» f / b
Jooim COimf Jf
Diikaz. 7 definice (]f 0 fleoim)(z) = jf(f|coim(x)) = ]f([x]) = f(=). u

Dualita mezi obrazy a koobrazy je nejlépe vidét z nasledujiciho lemma. Dilezita
bude zejména pri srovnavani pravé a levé délitelnosti v nasledujicich kapitolach.

Lemma 32. Necht [ je zobrazeni. Existuje bijekce 5 mezi coimf a imf takovd, Ze
B(la]) = f(a).

Diikaz. 7 definice maji vSechny prvky t¥idy ekvivalence stejny obraz, nebot [a/] =
= [a"] & f(d’) = f(d"), a tedy je zobrazeni definovano korektné. Z této ekvivalence
zaroven vyplyva, ze f([d']) = B([a"]) = f(da’) = f(a") = [d] = [a"], tedy zobrazeni 3
je injektivni. Z definice obrazu pak zobrazeni (5 je i surjektivni, a je tedy bijekci. [

Bijekce v Lemma @ nam ukazuje dualitu mezi obrazy a koobrazy, a tedy i mno-
hymi vlastnostmi popsanymi v této kapitole. Ziskavame tak dva rtzné zpusoby, jak
popsat jedno zobrazeni, které ndm pomohou pracovat zvlast s pravou a levou déli-
telnosti. Zaroven ale mezi nimi nachazime mnohé analogie, jezZ nam usnadni praci
a daji navod, jak k jednotlivym pripadiim pristupovat.

Nasledujici tabulka ukazuje priklady dualnich pojmu v této kapitole. Doporu-
¢ujeme porovnat definice a formulace nasledujicich pojmu a tvrzeni.

2 Mizeme se také setkat s anglickym terminem ,coimage®, proto také znacime coimf.
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injekce | surjekce
Lemma [L3 | Lemma [16
Lemma [14 | Lemma |17
obraz koobraz

Poznamka. Abychom rozlisili t¥idy ekvivalence rtznych zobrazeni, budeme psat
dané zobrazeni v dolnim indexu, napiiklad [z];.

Lemma 33. Necht f a g jsou zobrazeni z mnoziny A. Pokud plati ~,C~y, lze
sestrojit surjekci o: coimg — coimf s predpisem o([z],) = [x];.

Dikaz.

(i) Dokazme, ze je zobrazeni o definovéano korektné. Uvazme z’,z” € coimg ta-
kové, ze [2'], = [2"],. Abychom ukazali, ze zobrazeni bylo definovano korektné,
musime dokazat [2']; = [2"];. To ale pfimo vyplyva z predpokladu ~,C~y .

(ii) Dokazme, ze zobrazeni o je surjekce, tedy Ze pro kazdy prvek coimf doké-
zeme nalézt takovy prvek z coimg, ktery se na néj zobrazi. Vezméme prvek
[z]f € coimf. Mdme x € A a [z], € coimg a z definice o([z]f) = [],.

]
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4 Délitelnost zobrazeni

V této casti prizptisobime vybrané pojmy teorie ¢isel pro koneéna zobrazeni, zejména
definujeme jejich délitelnost. Pro ptrehlednost a jednozna¢nost budeme pracovat se
zobrazenimi mezi kone¢nymi ordinaly, ktera zachovavaji potradi:

Definice 34. Konecny ordindB n je usporadand mnozina n = {1,...,n}.
Definice 35. Zobrazeni f: n — m zachovdvd poradi, jestlize
Va'a" en:d £ d" = f(d) £ f(d").

Lemma 36. Necht f je zobrazeni n — m, g je zobrazeni m — [, pricemzZ obé
zachovavaji poradi. Potom i zobrazeni g o f zachovdvd poradi.

Diikaz. Necht a',a” € n,a’ < a”. JelikoZ zobrazeni f zachovava poradi, f(a’)
< f(a"). Zobrazeni g také zachovava poradi, proto i g(f(a’)) = g(f(a")).

LTHA

Poznamka. Od této chvile budeme predpokladat, ze vsechna zobrazeni zachovavaji
poradi, aniz bychom to pokazdé specifikovali. Diky tomu mame naptiklad zaruceno,
ze mezi dvéma mnozinami existuje nanejvyse jedna bijekce.

Véta 37. Necht f: n — m je zobrazeni. Pak existuji jednoznacné konecny ordindl k,
surjektioni zobrazeni g: n — k a injektivni zobrazeni h: k — m takovad, Ze

hog=f.

Dukaz. Nejprve si uvédomme, ze mnozina imf je, jakozto podmnozina usporada-
ného koneéného ordinélu m, sama uspotradana. Uvazme rozklad zobrazeni f na f|iy,
a if, kterd obé zachovavaji pofadi, a oznacme ® jedinou bijekci mezi usporada-
nymi mnozinami imf a k, kde k = |imf|. Zobrazeni g a h definujme predpisem
g(z) == (Po flm)(x) a h(x) := (if o @) (x), viz nasledujici diagram.

f .
n > m
\\\ ;7\
/
\
\ fli if ///
1m .
N im f /
\\ //
/
g\ ,/ h
\\\ @ ¢71 //
N //
N Ve
N 7
X 1 \(/

Zobrazeni g je zfejmé surjekce, nebof je slozenim dvou surjekci, a stejné tak h
je injektivni, jelikoz je slozenim dvou injekci. Obé zobrazeni také zachovavaji poradi,
protoze i f|im, iy a ® zachovavaji pofadi. Zbyva dokazat, ze g a h spliuji podminky
véty.

3V literatuie se klasicky setkévame spise se znacenim n = {0,1,...,n — 1}. My jsme se vSak
rozhodli pracovat s touto pro nas prirozenéjsi definici.



4 DELITELNOST ZOBRAZENI 11

(i) Dokazme f = hog:

(hog)(a) = ((iy 0@ ") o (®o flim))(a) = (is o flin))(a) = f(a).
(ii) Dokazme, ze zobrazeni g a h existuji jednoznacné. Pripustme, Ze existuji zobra-

zeni ¢’ a b/, kterd téz rozkladaji f a splnuji podminky vét. Potom z Lemma @
plyne imh’ = imf. MizZeme tedy zkonstruovat A'|;, a i jako na obrazku.

n

Z Lemma @ je h'|im injektivni, nebot samo &' je injekce. Proto h/|;, je bijekce.
Potom ® o /|y, je sloZeni dvou bijekei, a tedy bijekce mezi koneénymi ordinély.
Odtud plyne k = k'

7 definic dostavame

h=ifod ' =ijod ol =if0o®  o®oh | =1i0h|im=riwoh|m="H,

g =Wl o flm=Teohy, " o fln=Pohiy0hiy ™ o flm=0o0 flm=g.

O

Dale budeme pro rozklad libovolného zobrazeni f podle Véty @ pouzivat zna-
ceni f = hf °gr.

Na nasledujicim obrazku vidime ptiklad rozkladu zobrazeni f: 5 — 4 na injekci
po surjekci podle Véty B7 pres mnozinu 3.
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[~

9f
1 . 1 , N
2/2 = 2/2 2

. 3 3/3\3
4 . 4 47 \‘4
5/ 5

4.1 Definice délitelnosti

—_
~
—_

3

V nésledujicich dvou definicich zavadime délitelnost zobrazeni. PovS§imnéme si, ze
operace skladani zobrazeni neni komutativni, a tak na rozdil od délitelnosti cisel
musime rozliSovat pravou a levou délitelnost.

Definice 38. Rekneme, Ze zobrazeni g: k — m zprava déli zobrazeni f:n — m,
pokud existuje zobrazeni h: n — k takové, Ze:

goh=f.

Pokud zobrazeni g zprava déli zobrazeni f, rikame, Ze f je pravym ndsobkem g.

7, obrazku je ziejmé, proc fikame, ze g déli f zprava, prestoze piseme f = goh,
kde g je nalevo.

Definice 39. Rekneme, Ze zobrazeni g: n — | zleva déli zobrazeni f: n — m, pokud
existuje zobrazeni h: [ — m takové, Ze:

hog=f.

Pokud zobrazeni g zleva déli zobrazeni f, rikame, Ze f je levym ndsobkem g.
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Zamérme se na charakterizaci délitelnosti zobrazeni. Ziskame nasledujici ekvi-
valence, kterych budeme hojné vyuzivat, nebot nam znacné zjednodusi ivahy. Na-
sledné se zamérime na souvislosti mezi délitelnosti a rozkladem zobrazeni na injekci
po surjekci.

Lemma 40. Necht [ je zobrazeni f: a — b a d je zobrazeni d: n — b. Zobrazeni d
deli zprava f prave tehdy, kdyZ imf C imd.

Dikaz.

(i) Dokazme, ze imf C imd je podminkou nutnou. Pokud d zprava déli f, pak
existuje zobrazeni h takové, ze f = do h. Podle Lemma P4 potom plati im f C
C im d.

(ii) Dokazme, ze imf C imd je podminkou dostacujici, tedy ze lze zkonstruovat
zobrazeni h, aby f = d o h. Podle Lemma PR3 muzeme f i d rozlozit na injekci
po surjekei (viz diagram nize). Z predpokladu imf C imd lze sestrojit inkluzi
7: im f — im d. Pak z Lemma [17 plyne, ze existuje zobrazeni h takové, ze
dlimoh =10 flim, atedyidoh = f.

]

Lemma 41. Necht f je zobrazeni f: a — b a d je zobrazeni d: a — n. Zobrazeni d
deéli zleva f pravé tehdy, kdyz ~qC~y.

Dukaz.

(i) Dokazme, ze ~;C~ je podminkou nutnou. Predpoklddejme, ze f = god
a zaroven x' ~g x”, tedy d(z') = d(2”). Aplikujme g na obé strany, ¢imz
dostavame g(d(z')) = g(d(z")), coz je ale f(z') = f(2"), a proto &’ ~ z”.
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(ii) Dokazme, ze ~4C~ je podminkou dostacujici. Méjme zobrazeni f a d spliujici
podminku a ukazme, Ze existuje zobrazeni h takové, ze f = hod, kde h: n — b.
Podle Lemma [14 existuje zobrazeni g: n — coimf takové, ze g o j; = i. Zobra-
zeni h definujeme jako jfog. Potom hod = jf0 g0 jq0d|coim = jf 070 d|coim =
:jfof|coim:f-

a : b

O

V kontextu predchozich dvou lemmat z Véty @ vyplyva, ze z pohledu pravé
délitelnosti pro nas budou zasadni injektivni slozky zobrazeni, zatimco z pohledu
levé délitelnosti to budou ty surjektivni. Nasledujici véty ukazuji, ze diky tomu
mohou existovat zobrazeni f’, f”, kterd se zprava ¢i zleva déli navzdjem®.

Véta 42. Necht f':d' — b a f": a” — b jsou zobrazeni. Uvazme jejich rozklady
f'=hpogp af’=hpogsm podle Véty @ Potom " a " se navzdjem déli zprava,
prave kdyz hy = hyr.

Diikaz.

(i) Dokazme pravou implikaci. Z Lemma @ plyne imf’ = imf”. Jelikoz gp i g
jsou surjektivni, plati pole Lemma Rj imf’ = imhp a imf” = imhg, a tedy
imh s = imhyn. Tato zobrazeni jsou injektivni, zachovavaji poradi a maji stejny
obraz, a proto i hp = hyn.

(ii) Dokazme levou implikaci. Pokud hyp = hgr, pak podle Lemma @ imf’ =
= im(hf/ o gf/) = imhf/ = imhf// = im (hf// o gf//) = imf”, a proto podle
Lemma U(Q f’ déli f” a zaroven f” déli f'.

]

Véta 43. Necht f':a — b a f":a — V' jsou zobrazeni. UvaZme jejich rozklady
f'=hpogp, f" = hpogpm podle Vety . Potom [ a " se navzdjem déli zleva,
prave kdyz gy = gy

Dikaz.

4 Formulaci ”f" a f se déli navzajem” myslime f'|f" A f”|f’.
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(i) Dokazme pravou implikaci. Z Lemma @ vime, ze pokud se zobrazeni [’ a f”
déli navzajem, plati ~p=~. Protoze hy je injektivni, plati hy(gs(z’)) =
= hy(gr(2")) & gr(2') = gp(2"), a tedy ~p=rvy, a stejné tak ~pr=r~y .
Odtud plyne ~ =g JelikoZ ale gy 1 gp jsou surjektivni a zachovavaji
poradi, jsou jednoznacné zadané svym koobrazem, a tedy gs» = gyr.

(ii) Dokazme levou implikaci. Necht gy = gpr. Jelikoz hy je injektivni, ~p=rv,.
Analogicky i ~pi=~gr, a tedy ~p=~gy=rgn=r~ps. Z Lemma @1 plyne, Ze po-
tom f’ deli f”1i f” deli f'.

O

Lemma 44. Necht f je zobrazeni. Potom hy je jediné injektivni zobrazent, které se
navzdajem zprava deli s f.

Diikaz. Predpokladejme, Zze d je takové injektivni zobrazeni, které se navzijem
zprava deéli s f. Potom podle Véty @ hg = hy. Jelikoz d je injektivni, i g4 je in-
jekce, a tedy identita. Proto d = hqo gq = hq = hy. [

Lemma 45. Necht f je zobrazeni. Potom gy je jediné surjektivni zobrazeni, které
se navzajem zleva deli s f.

Diikaz. Predpokladejme, Ze d je takové zobrazeni, které se navzajem zleva déli s f.
Potom podle Véty ¢3 gq = g¢. Jelikoz d je surjektivni, hy je podle Lemma [L také
surjektivni. Potom Ay, je surjektivni i injektivni zobrazeni zachovavajici poradi, a tedy
identita. Proto d = hq 0 g4 = g4 = gy. [

4.2 Nejvetsi spolecni délitelé

V sekci zabyvajici se teorii ¢isel jsme pro dvé ¢isla definovali jejich nejvétsiho spolec-
ného délitele, kterého intuitivné chapeme jako nejvétsi ¢islo, které déli obé stanovena
¢isla. Timto zptisobem vsak na nejvétsiho spoleéného délitele dvou zobrazeni pohli-
zet nebudeme, namisto toho ho definujeme podobné jako ve Vété p.

Definice 46. Necht f, g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Nejvétsim praviym
spolecnym delitelem téchto zobrazeni nazveme zobrazeni d, které zprava deli obé
zobrazeni f, g a kaZdy spolecny pravy délitel zobrazeni f, g zprava déli zobrazeni d.

Definice 47. Necht f,g jsou zobrazeni, f: n — m,qg: n — k. Nejvétsim levym
spolecnym deélitelem téchto zobrazeni nazveme zobrazeni d, které zleva déli obé zob-
razeni f, g a kazdy spolecny levy délitel zobrazeni f, g zleva deli zobrazend d.

Zde uz muzeme vidét, ze nejveétsi spolecny délitel dvou zobrazeni, at pravy, ¢i

levy, nemusi zdaleka byt jen jediny. Naopak téchto délitelt bude nekonec¢né mnoho,
coz je disledek nasledujicich vét.
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Definice 48. Necht f,g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Oznacme b je-
dinou bijekci a — imf Uimg, kde a je konecny ordindl. Ddle oznacme @ inkluzi

imfUimg — m a pg =10b.
m
\
ig
\ E
s
img

a> » imf Uimg

Véta 49. Necht f, g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Potom 1y, je nejvétsim
spolecnym pravym delitelem zobrazeni f a g.

Diikaz.

(i) Dokazme, ze 1y, je spole¢nym pravym délitelem zobrazeni f a_g. Plati imf C
C imf Uimg = im¢ = imty,, posledni rovnost plyne z Lemma 24. Proto podle
Lemma {0 je 1y, pravym délitelem f. Obdobné pro g.

(ii) Dale ukazme, ze vy, je nejvétsim pravym délitelem. Uvazme libovolného
spolecného pravého délitele d zobrazeni f a g. Potom z Lemma plyne
imf Uimg C imd, tedy imw;, C imd a d zprava déli ¢,.

[]

Véta 50. Necht f:a — c a g: b — ¢ jsou dvé zobrazeni. Zobrazeni d: n — c je
jejich nejvétsi spolecny pravy délitel prave tehdy, kdyZ imd = imf Uimg.

Diikaz.

(i) Dokazme pravou implikaci. Zobrazeni d déli zprava f, respektive g, proto podle
Lemma U( imd O imf a imd O img, a tedy imd D imf Uimg.
JelikoZ d je nejvétsi spolecny délitel, déli ho zprava i zobrazeni ¢, z piedcha-
zejici véty. Proto podle Lemma @¢0 imt, D imd, respektive imf Uimg 2 imd.
Z poznatki imd O imf Uimg a imf U img O imd pak vyplyva rovnost
imd = im f U img.

(ii) Dokazme levou implikaci. Necht plati imd = imf Uimg. Pak i imd C imf U
Uimg = im1¢,. Proto d déli zprava v¢,4, a tedy déli f i g a d je tedy spolecnym
délitelem.
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Z inkluze imf Uimg C imd plyne, Ze 9, déli d, a tedy d je také nejvétsim
spolecnym délitelem.

]

V tomto bodé uz je zfejmé, ze nejvétsich spoleénych pravych déliteli dvou
zobrazeni je nekonecné mmnoho. Jedinou podminkou, kterou klademe, je prave
imd = imf Uimg a lze si snadno rozmyslet, ze dokazeme sestrojit libovolné mnoho
zobrazeni s danym obrazem. Pokud ale stanovime podminku, Ze chceme nalézt nej-
vétsiho spoleéného pravého délitele, ktery je injektivni, pak existuje jediny, jak uka-
zuje nasledujici véta.

Véta 51. Nejvetsi injektivni spolecny pravy délitel zobrazeni f:a — c a g: b — ¢
existuje jednoznacné a je jim zobrazeni 1y, .

Diikaz. Podle Véty @ je zobrazeni v, nejvétsim spolecnym délitelem f a g.
7 definice je injektivni. Pokud by existoval i néjaky jiny injektivni nejveétsi spo-
lecny pravy délitel d, musel by se navzdjem délit s ¢y,. Z Lemma ale vyplyva
d=hy,, =y, O

V nasledujici ¢asti budeme charakterizovat nejvétsiho spolecného levého déli-
tele. Postupovat budeme velice analogicky jako v ptripadé pravého délitele a jednot-
livé véty dostaneme pouze dudlni zaménou pojmu. Tu lze vysledovat i na prilozenych
diagramech — misto obrazil vyuzivame koobrazy, injekce zaménujeme za surjekce,
ale hlavni struktura zustava stale stejna.

Definice 52. Necht f, g jsou zobrazeni, f: n — m,g: n — k. Oznacme (f N g)|coim
surjekci n — coimf N g takovou, Ze (f N g)|coim(z) = [2], a b jedinou bijekci coim f N
Ng — a. Zobrazeni x ¢, definujeme jako bo (f N g)|coim-

Vidime, Ze zobrazeni xy, je jakoZto bijekce po surjekci surjektivni a aby dva
prvky mély stejny obraz, musi byt v relaci jak podle zobrazeni f, tak podle g, tedy
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Véta 53. Necht f,g jsou zobrazeni, f:n — m,g: n — k. Pak zobrazeni xy, je
jejich mejvetsim spolecnym levym délitelem.

Diikaz. Ukazme, Ze zobrazeni xy, je levym délitelem zobrazeni f a g. Vidime, Ze
X1s(@) = Xpy@) & @ ~p @' N~y @ S f(@) = F(@) A g(@) = g(a"), a tedy
podle Lernmaﬂ@ Xfq déli zobrazeni f a g.

Ukazme, Ze je nejvétsim spolecnym levym délitelem. Uvazme zobrazeni d, které je
spolecnym levym délitelem f a g. Pak podle Lemma @1 plyne ~yC~f A ~gCry,
tedy ~4C (~y N ~y). Z definice plyne ~;y N ~,C~, . . Vidime tedy, Ze ~yCr~y, ,
a tedy d zleva déli x,. O

Véta 54. Necht f:a — b a g: a — ¢ jsou zobrazeni. Zobrazeni d: a — n je jejich
nejuétsim spolecnym levym délitelem, prave pokud plati ~g= (~¢ N ~y).

Diikaz.

(i) Dokazme levou implikaci, tedy Ze pokud dané d: a — n spliuje podminku
~g= (~ N ~g), je nejvétsim spolecnym levym délitelem.
Podle Lemma ﬁ je d levym délitelem zobrazeni f i g. Necht d’ je spoleénym
levym délitelem f a g. Pak podle Lemma U1 plati ~yC (~f N ~,), a tedy
~gCrg a zobrazeni d’ déli podle Lemma Y1l zobrazeni d.

(ii) Dokazme pravou implikaci, tedy Ze kazdy nejvétsi spolecny levy délitel splinuje
~a= (~f N Ny@
Podle Lemma {1 pro nejvétsiho spolecného délitele musi platit ~;C (~f N ~y).
Jestlize je zobrazeni d nejvétsi spolecny délitel, pak zobrazeni y ¢, déli d. Potom
podle Lemma @1l ~, , Cr~y, a tedy (~f N ~y) Crg.
Mame tedy ng (Nf N Ng) a (Nf N Ng) de. Odtud (Nf N Ng) =~d.

O

7 této véty, podobné jako z Véty @, vidime, Ze i levych nejvétsich spole¢nych
déliteld je nekonec¢né mnoho, nebot neklademe zadné podminky na velikost mnoziny
n. Surjektivni nejvétsi spoleény levy délitel ale existuje jen jediny:

Véta 55. Nejvétsi surjektivni spolecny levy délitel zobrazeni f: a — b a g: a — c,
existuje jednoznacneé a je jim zobrazent x g .

Diikaz. Podle Véty @ je zobrazeni x ¢, nejvétsim spolecnym levym délitelem f a g
a zaroven je z definice surjektivni.

Uvazme nyni nejvétsiho spole¢ného levého surjektivniho délitele d zobrazeni f a g.
Potom se podle Véty p4 zobrazeni d a xy, déli navzajem. Z Lemma {3 ale vyplyva

d= Ixse = Xfg- ]
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4.3 Nejmensi spolecné nasobky

Nejmensi spolecné nasobky definujeme zcela analogicky k nejvétsim spolecnym dé-
litelim. Opét ve formulaci vét i diikazi vychazime z predchozi sekce, pouze vhodné
zaménujeme pojmy. I nasobky nebudou obecné jednoznac¢né a budeme muset doplnit
podminku injektivity /surjektivity.

Definice 56. Necht f, g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Nejmensim pravym
spolecnym ndsobkem téchto zobrazeni nazveme zobrazeni v takové, Ze obé zobrazeni f,
g zprava deli v a zobrazeni v zprava déli kaZdy spolecny pravy nasobek zobrazeni f, g.

Definice 57. Necht f, g jsou zobrazeni, f: n — m, g: n — k. Nejmensim levym spo-
lecnym ndsobkem téchto zobrazeni nazveme zobrazeni v takové, Ze obé zobrazeni f, g
zleva déli v a zobrazeni v zleva deéli kazdy spolecny pravy ndsobek zobrazeni f, g.

Definice 58. Necht f,g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Oznacme b jedinou
bijekci a — imf Nimg, kde a je konecny ordinal, a i inkluzi imf Nimg < m. Dale

oznacme Qg =10 b.
\ /

fh

1mf “rq
a > » 1mfﬂ1mg

b

Véta 59. Necht f, g jsou zobrazent, f: n — m,g: k — m. Potom je ¢, nejmensim
spolecnym pravym ndsobkem zobrazeni f a g.

Diikaz.
(i) Dokazme, Ze ¢y, je spoletnym pravym nasobkem zobrazeni f a g. Ziejmeé

imgs, = imf Nimg. Zaroven imf Nimg C imf, a proto im¢;, C imf. A tedy
podle Lemma @#( zobrazeni f déli ¢¢,. Analogicky pak i g déli ¢y,.

(ii) Déle ukazme, Ze ¢, je nejmensim pravym nasobkem. Uvazme néjaké zob-
razeni v, které je spoleénym nasobkem f a ¢g. Pak podle Lemma plati
imy C imf a imy C _img, a tedy imy C imf N img neboli imy C imgy,.
Z cehoz podle Lemma U0 vyplyva, Ze ¢, déli v.

]
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Véta 60. Necht f:a — c a g: b — ¢ jsou dvé zobrazeni. Zobrazeni v: n — c je
jejich nejmensi spolecny pravy ndsobek prdve tehdy, kdyz imy = imf Nimg.

Dikaz.

(i) Dokazme levou implikaci. Zfejmé plati imy C imf i imv C img, a proto f, g
zprava déli v, tedy v je pravy nasobek f, g. Nyni uvazme libovolny jiny spolec¢ny
nasobek zobrazeni f a g, zobrazeni /. Aby 1/ bylo ndsobkem f i g, musi platit
imy’ C imf, respektive im/ C img, tedy imz/ C imf Nimg = imv. A tedy v
zprava deli /.

(ii) Dokazme pravou implikaci. Vime, ze zobrazeni ¢y, je pravym nasobkem f i g.
Jelikoz zobrazeni v je nejvétsim spoleénym pravym nasobkem, musi byt pravym
délitelem zobrazeni ¢,. Podle Lemma {0 tedy plati im¢s, C imv, respektive
imf Nimg C imv.

Zéaroven, jelikoz v je nasobkem f, respektive g, podle Lemma @ imy C imf,
respektive imyv C img, tedy imy C imf Nimg.

Méme tedy imf Nimg C imy a zaroven imy C imf Nimf. Odtud uz plyne
kyZena rovnost imy = imf M img.

O

Véta 61. Necht f:a— c a g: b— c jsou dvé zobrazeni. Jejich nejmensi injektivni
spolecny pravy ndsobek existuje jednoznacné a je jim zobrazeni ¢y,.

Diikaz. Podle Véty @ je ¢y, nejmensi spole¢ny pravy ndsobek. 7 definice je ja-
kozto injekce po bijekci injektivni. Uvazme zobrazeni v: k — ¢, které je injektivnim
nejmensim spolecnym nasobkem f a g. Potom se zobrazeni v a ¢, déli navzajem
a podle Lemma @4 plati v = hy, = ¢y,

[

Definice 62. Necht f,g jsou zobrazeni, f: n — m,g: n — k. Oznacme f U g|coim
surjekci n — coimf U g takovou, Ze f U glcoim(T) [z], a b jedinou bijekci
coimf N g — a. Zobrazeni &5, definujeme jako bo f U glcoim-

n
v
!
9lcoim
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Jako slozeni dvou surjekei je zobrazeni &, surjektivni. Zaroven vidime, Ze dva
prvky maji stejny obraz, pravé kdyz f(a') = f(a”) Vv g(a') = g(a”).

Véta 63. Necht f,g jsou zobrazeni, f: n — m,g: k — m. Potom je £, nejmensim
spolecnym levym ndasobkem zobrazeni f a g.

Diikaz. Dokazme, zZe &4 je spolecnym levym ndsobkem zobrazeni f a g. Z definice
plati £1,() = &,(a") & F(@) = f(a") V g(a') = g(a"), tedy ~g,= (~7 U ~,),
a tedy ~y, respektive ~,, C~y, . Podle Lemma @ je zobrazeni &, spolecnym na-
sobkem zobrazeni f a g.

Dale ukazme, Ze {4 je nejmensim levym nasobkem. Uvazme néjaky spolecny levy né-
sobek v. Podle Lemma @1f (~ U ~,) C~, neboli ~¢, C~,, a tedy podle Lemma
zobrazeni £y, déli v. O

Véta 64. Necht f:a — b a g: a — ¢ jsou zobrazeni. Zobrazeni v: a — n je
nejmensim spolecnym leviym ndsobkem, prdvé pokud plati ~,= (~; U ~).

Dukaz.

(i) Dokazme levou implikaci. Podle Lemma @ jsou zobrazeni f a g zfejmé levymi
déliteli v. Necht zobrazeni v/ je libovolny nasobek f a g. Pak z Lemma {1 plyne
~Cryr, respektive ~yCryr, tedy (~f U ~y) C~, neboli ~, C~yy. Odtud vi-
dime, Ze zobrazeni v zleva déli zobrazeni 1/, a tedy v je podle definice nejmensim
spolecnym levym nésobkem f a g.

(ii) Dokazme pravou implikaci. Aby v bylo nejmensim spolecnym levym nasobkem
zobrazeni f a g, musi byt levym nasobkem obou z nich, a tedy z Lemma
plati (Nf U Ng> Crp.

Zobrazeni &, je levym nasobkem zobrazeni f a g. Proto z definice musi platit
v déli £y, tedy ~,Cr,, . Odtud plyne ~,C (~; U ~y).

Méame tedy (~f U ~,) C~,, a zarovell ~,C (~; U ~,). Vidime, ze ~,= (~; U
U ~y).

]

Véta 65. Necht f:a — b a g: a — ¢ jsou zobrazeni. Jejich nejmensi surjektivni
spolecny levy ndsobek existuje jednoznacné a je jim zobrazeni g, .

Diikaz. Podle Véty @ je zobrazeni r, nejmensim spolecnym levym nasobkem f a g.
Uvazme nyni néjaky surjektivni nejmensi spolecny levy nasobek v zobrazeni f a g.
Potom vime, Ze zobrazeni v a &, se déli navzdjem, a tedy podle Lemma U9 plati
vV =ge;, = &t [
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5 Srovnani délitelnosti ¢isel a zobrazeni

Nejvyraznéjsim rozdilem mezi klasickou délitelnosti ¢isel a délitelnosti zobrazeni de-
finovanou v této praci je nutnost rozlisSovat mezi pravou a levou délitelnosti. Tento
rozdil je zptisoben tim, Ze operace skladani zobrazeni neni na rozdil od nasobeni ko-
mutativni. Proto i ¢ast této kapitoly rozdélime na dvé sekce, které se budou vénovat
zminénym dvéma pripadim. Na obrazku mutzeme vidét rozdil mezi slozenimi dvou
zobrazeni v rizném poradi:

fog gof

Povsimnéme si, ze aby bylo mozné délitelnost zobrazeni viibec uvazovat, museji
obé zobrazeni sdilet alespon jednu z mnozin, mezi nimiz zobrazujeme. Nema tedy
smysl uvazovat nad délitelnosti pro obecna dvé zobrazeni. Kdyz uvazime mnozinu
vSech zobrazeni z, respektive do jistého kone¢ného ordindlu, mtzeme najit neutralni
prvek vici operaci skladani — vzdy jim bude identita na dané mnoziné. Ve svéteé cisel
toto odpovida cislu 1, jakozto neutralnimu prvku vzhledem k nédsobeni. Podobné jako
¢islo 1 déli libovolné cislo, plati, ze identita déli vSechna zobrazeni.

Na rozdil od teorie ¢isel mame pro zobrazeni k dispozici pouze jednu operaci,
a nenabizi se tedy moznost hledat analogii k vété o déleni se zbytkem ani dalSim
navazujicim konceptiim, se kterymi se v teorii ¢isel bézné pracuje.

Poznamenejme, ze na jednoznacnost jsme narazili velice ztidka, prestoze jsme
pracovali se zobrazenimi mezi konecnymi ordinaly, ktera zachovavaji poradi, tedy
s velice tizkou mnozinou.

Za zminku jisté stoji i vyznam Véty @ o jednoznacném rozkladu zobrazeni
na injekci po surjekci, ktery mtze v souvislosti s teorii ¢isel pripominat zakladni
vétu aritmetiky o rozkladu na prvocinitele. (Tuto podobnost je ovsem potteba brat
s rezervou, nebot dana zobrazeni nelze povazovat za analogie prvocisel. Témi se za-
byvéa napt. kniha Categories for the Working Mathematician (2, s. 177) a popisuje
jednoznac¢ny rozklad zobrazeni na déle nedélitelné ,prvocinitele®.) Pro kazdé zobra-
zeni tak dostavame dvé zobrazeni, kterd maji kazdé vyznam v riznych kontextech.
Vzhledem k tomu, Ze jednoznacnost délitelnosti zobrazeni nastava pii podmince
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surjektivity /injektivity, je toto tvrzeni uziteéné a ukazuje nam, kterd zobrazeni bu-
dou mit_z pohledu pravé/levé délitelnosti podobné vlastnosti, jak mizeme vidét ve
Vétach 47 a

Diky praci s obrazy a koobrazy vidime nejen dualitu mezi nasobky a déliteli,
ale i mezi pravou a levou délitelnosti ¢i injektivitou a surjektivitou. Mnohé véty
jsou si proto strukturou velmi podobné, byt kazda popisuje jiny koncept a pracuje
s odlisSnymi objekty.

5.1 Prava délitelnost

Uz z Lemma @ vidime, ze prava délitelnost zavisi na obrazech zobrazeni. Aby zob-
razeni d zprava délilo f, musi d, intuitivné feceno, poslat néjaky prvek do kazdého
prvku imf. Tim budeme mit pojisténo, ze pri slozeni d zobrazi prvky pravé tam,
kam by je zobrazilo zobrazeni f.

Jak uz bylo zminéno, dvé zobrazeni, kterd se déli navzajem, mizeme v jis-
tych kontextech povazovat za stejna, nebot vétsina jejich vlastnosti vychazi z jejich
obrazli. Napriklad nasledujici dvé zobrazeni budou mit z pohledu pravé délitelnosti
podobné vlastnosti, protoze maji stejny obraz, a tak se podle Véty #2 déli navzajem.

1l — 1 1l — 1
2/2 2 2
3 —— 3 3>>3
4/

To je divod, pro¢ na jednoznacnost narazime jen zridka. Na mnozinu, do niz
zobrazujeme, ale klademe docela prisné naroky. Pokud tedy budeme hledat pouze
injektivni zobrazeni se zadanym obrazem, které navic zachovava potradi, bude jediné,
jak nam 1ika Lemma @4. Na obrazku vidime priklad jediného injektivniho zobrazeni
do mnoziny 3, kde im = {1, 3}.

] —— 1

2 2

.

Vsimnéme si, Ze jde o zobrazeni hy v rozkladech zobrazeni na obrazku vyse
podle Véty B7, které je z Véty U2 u obou zobrazeni stejné. Proto i pozdéji budeme
pro jednoznacnost klast podminku na injektivitu zobrazeni.
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5.2 Leva délitelnost

Leva délitelnost pro zobrazeni na rozdil od pravé délitelnosti nezavisi na obrazech
zobrazeni, nybrz na jejich koobrazech, tedy na tom, které prvky dand zobrazeni
yscvaknou“ neboli poslou na stejny obraz. Toto vidime z Lemma {1l a stejné jako
u pravé délitelnosti na tuto podminku mtzeme nahliZet intuitivné — pokud zobrazeni
d déli zleva zobrazeni f, znamen4 to, ze pokud f ztotozni néjaké dva prvky, musi je
ztotoznit také d.

Podobné jako u pravé délitelnosti si miizeme vSimnout, Ze i tentokrat mnoho
zobrazeni 1ze z pohledu levé délitelnosti povazovat za stejnd, protoze budou mit
stejné vlastnosti. Opét to budou ta, kterd se déli navzajem. Napriklad nasledujici
dvé:

1l — 1 1l — 1
2 2 2 — 2
4

Obé tato zobrazeni se déli navzajem podle Véty @ Zobrazeni hy (tj. jediné
surjektivni zobrazeni, které se s témito zobrazenimi navzajem zleva déli) je nasledu-
jlct:

1 > 1
3

5.3 Jednoznacnost injektivnich a surjektivnich zobrazeni

Jestlize se dvé zobrazeni déli navzajem a jedno z nich je nejvétsim spolecnym déli-
telem néjakych dvou zobrazeni, pak jim je pfimo z definice i druhé. Stejné to plati
i pro nejmensi spolecné nasobky. Pokud pro ¢isla definujeme nejvétsiho spole¢ného
délitele podle Véty [, setkavime se s podobnym vysledkem. Stejné jako u ¢isel
nepovazujeme za nejvétsiho spolecného délitele i ¢islo k nému opacéné, nemusime
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ani v kontextu zobrazeni k jednotlivym nejvétsim spole¢nym déliteliim pristupo-
vat zvlast. Namisto toho tedy klademe podminku injektivity ¢i surjektivity, a tedy
podle Lemma {4 a Lemma ¢§ hleddme zobrazeni Ay a g shodna pro vsechny nejveétsi
délitele a nejmensi nasobky.

5.4 Dualita mezi pravou a levou délitelnosti

Podobnosti mezi pravou a levou délitelnosti zobrazeni jsme uz nékolikrat zminovali,
presto bychom chtéli v této podkapitole jesté jednou celistvé popsat tyto souvislosti.

Protoze operace skladani neni komutativni, chovaji se prava a leva délitelnost
na prvni pohled naprosto odlisné. Tyto zjevné rozdily lze vidét i v Lemma @ a
Pokud bychom pracovali pouze s relacemi a neuvazovali koobrazy zobrazeni, museli
bychom k obéma délitelnostem pristupovat zcela zvlast. Koobrazy predstavuji dudlni
pojem k obraztim zobrazeni, podobné jako prinik k sjednoceni. surjekce k injekci
a leva k pravé. Kdyz se podivame na diagramy v kapitolach %a @, milzeme
si vSimnout, Ze oba zastavaji analogickou pozici. Navic Lemma iika, Ze mezi
obrazem a koobrazem vzdy existuje bijekce, a tedy Ze se jedna o ten samy objekt,
pouze popsany ze dvou ruznych uhla.

Nas pristup je vyhodny v tom, Ze z kteréhokoliv diagramu lze jednoduse sestavit
i ostatni pouhou zadménou surjekei za injekce, obrazli za koobrazy a obracenim Sipek.
Tim ziskavame formulace a dikazy dulezitych vét témér bez prace.
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6 Geometricka interpretace délitelnosti zobrazeni

Se zobrazenimi jsme doted pracovali abstraktné. V této kapitole se pokusime zobra-
zeni vizualizovat a ukézat vlastnosti jejich délitelnosti nazorné na prikladech. Tato
kapitola nema za cil predstavit nové poznatky, nybrz priblizit teoretické konstrukce
z predchozich c¢asti prace.

K vizualizaci ndm budou slouzit takzvané n—simplexy, které si miizeme pred-
stavit jako n—rozmérné utvary sestavajici z n+ 1 bodu (tzv. vrcholi) pospojovanych
hranami. Proto O—simplex bude bod, 1-simplex tsecka, 2—-simplex trojihelnik a tak
dale. Analyticky mizeme n—simplex chapat jako podmnozinu R".

Definice 66. Necht n € N, potom n—simplexem rozumime mnozinu

{lv1, o, ] 2 € [0, Ay + 20+ + 201 = 1}.(4, 5. 178)

Obrazek 1: 3—simplex

Simplexy jsou, podobné jako konecné ordinaly, zadany pouze mnozinou n bodi,
tj. vrcholi. Misto abstraktniho ordindlu n = {1,...,n} tedy muZzeme uvaZovat
(n — 1)-simplex, kde vrcholy reprezentuji jednotlivé prvky; hrany, respektive stény
(a obecné ve vyssich dimenzich dal$i podsimplexy) predstavuji néjaky vztah mezi
nimi. Podivejme se na tuto interpretaci z pohledu obou délitelnosti.

6.1 Prava délitelnost geometricky

Uz vime, Ze z hlediska pravé délitelnosti zalezi pfedevsim na obrazech zobrazeni.
Budeme uvazovat pouze zobrazeni zachovavajici poradi, kterd jsou injektivni, a tedy
je jejich obraz urcuje jednoznacné. Potom na kazdé zobrazeni f : a — b mizeme
pohlizet jako na inkluzi jednoho ordinalu do druhého, z hlediska nasi interpretace
tedy i inkluzi (@ — 1)-simplexu do (b — 1)-simplexu.

To znamenad, ze kazdé zobrazeni f si lze predstavit jako vybér podsimplexu re-
prezentujiciho obraz zobrazeni f. Na nasledujicim obrazku vidime priklad zobrazeni
2 — 4 a jeho geometrickou interpretaci.
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1

Obréazek 2: Geometrickd interpretace (pravéd) zobrazeni 2 — 4

Kdyz hleddame nejvétsiho spolecného délitele d dvou zobrazeni ' a f” do mno-
ziny a, chceme nejprve, aby d délilo obé zobrazeni. Podle Lemma {10 musi obrazy f’
a f” byt podmnozinami obrazu d, geometricky tedy hledame podsimplex obsahujici
oba vybrané (zvyraznéné) podsimplexy f’ a f”.

Aby nami zvoleny simplex d reprezentoval nejvetsiho délitele, musi délit vSechny
ostatni spolecné délitele, tedy byt podmnozinou kazdého podsimplexu obsahujiciho
oba podsimplexy f’" a f”. Podsimplex d je tedy ,sjednocenim* podsimplexu f" a f”.
Presnéji feceno, podsimplex d dostaneme jako podsimplex zadany vrcholy z obou
podsimplexu [’ a f”, jak zndzornuje nésledujici obrazek. Timto dostdvame geomet-
rickou interpretaci Véty p0.

Obrazek 3: Nejvétsi spoleény pravy délitel

Pti hledani nejmensiho spolecného pravého nasobku postupujeme analogicky.
Je patrné, ze v této dualni situaci bude namisto sjednoceni hrat roli prinik mnozin;
nejmensim spolecnym nasobkem zobrazeni f’ a f” je prunik jejich podsimplexu,
ktery opét tvori podsimplex. Tim dostavame geometrickou interpretaci Véty (0.
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Obrazek 4: Nejmensi spole¢ny pravy nasobek

6.2 Leva délitelnost geometricky

Kdyz zkoumame vlastnosti levé délitelnosti pro konecna zobrazeni, je pro nas za-
sadni, které vzory maji stejny obraz. Dokazali jsme, Ze pro pochopeni a praci se
zobrazenim z hlediska levé délitelnosti nam staci uvazovat pouze surjektivni zobra-
zeni, a na ta se tedy nyni zamérime.

Uvazujme surjektivni zobrazeni f: a — b. Toto zobrazeni budeme geometricky
interpretovat na (a — 1)-simplexu pomoci koobrazu f. Koobraz zobrazeni f je roz-
délenim mnoziny vzor na podmnoziny, zobrazeni f mizeme vnimat jako rozdéleni
(a — 1)-simplexu na mnozinu b disjunktnich podsimplexi. Tyto podsimplexy budou
odpovidat jednotlivym tiidam, tedy vrcholy v daném podsimplexu budou reprezen-
tovat prvky, které maji v zobrazeni f stejny obraz.

Obrazek 5: Geometrické interpretace (levd) zobrazeni 4 — 2

7 hlediska levé délitelnosti zobrazeni f interpretujeme jako rozklad simplexu
na disjunktni podsimplexy. Ukazeme, jak 1ze pomoci této geometrické interpretace
pohlizet na levé nejvétsi spolecné délitele a nejmensi spolecné nasobky. Pro pre-
hlednost uvazujme obarveni vrcholii simplexu, kterym reprezentujeme surjektivni
zobrazeni f, tak, ze kazdému z podsimplexii odpovidajicich rozdéleni podle f prira-
dime unikatni barvu. Nejvétsim spoleénym levym délitelem dvou obarveni podle f’
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a f” pak bude obarveni d zkonstruované nasledovné: dva vrcholy budou mit stejnou
barvu pravé tehdy, kdyz mély stejnou barvu jak v obarveni f’, tak i v obarveni f”.

Obrazek 6: Nejvétsi spolecny levy délitel

Obarvenimi se ndm podarilo geometricky interpretovat neintuitivni pojem ko-
obrazu zobrazeni a predchozi diskuze interpretuje Vétu p4. Mizeme si vSimnout, ze
jde v podstaté o jisty typ pruniku jednotlivych obarveni, coz odpovida dualité mezi
pravou a levou délitelnosti i podminkadm popsanym v predchozich kapitolach prace.
Podobné jako kritéria délitelnosti byla pro levou délitelnost komplikovanéjsi nez ta
pro pravou délitelnost, i geometricka interpretace je v tomto pripadé o néco méné
intuitivni.

Analogicky potom muzeme nalézt i jejich nejmensi spolecny nasobek, tentokrat
vsak podle pravidla: stejnou barvou na novém simplexu obarvime prave ty dvojice
vrcholi, které maji stejnou barvu alespon v jednom z obarveni [’ a f”. Dostdavame
interpretaci Véty p4.

Obrézek 7: Nejmensi spole¢ny levy nasobek
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7 Zavér

Cilem préace bylo definovat délitelnost pro konecna zobrazeni a srovnat jeji vlastnosti
s vlastnostmi klasické délitelnosti. Délitelnost jsme definovali pomoci operace skla-
dani zobrazeni. Jelikoz skladani neni komutativni, rozliSujeme mezi pravou a levou
délitelnosti.

Zamérili jsme se zejména na nalezeni nejvétsich spoleénych délitelt a nejmen-
sich spolec¢nych nasobkt zobrazeni a zjistili jsme, ze v mnoha ohledech se chovaji
podobneé jako v teorii ¢isel. Analogicky jako u klasické délitelnosti pracujeme zejména
s prirozenymi ¢isly, v nasi praci jsme ukézali, ze mizeme pracovat pouze se surjektiv-
nimi/injektivnimi zobrazenimi, ¢imz jsme dospéli k jednoznac¢nosti. Musime si ale
uvédomit, ze kromé podminky injektivity/surjektivity klademe na zobrazeni jesté
dalsi naroky — uvazujeme pouze zobrazeni mezi konecnymi ordindly, ktera zachova-
vaji poradi. Pokud bychom se zamétrovali na obecnéjsi zobrazeni, na jednoznacnost
bychom nenarazili viibec. Pfesto by nebyl problém praci zobecnit i pro jiné mnoziny.

Diky popsané dualité mezi obrazy a koobrazy, prinikem a sjednocenim mno-
zin a otacenim Sipek byl postup hledani vSech ¢tyt konstrukci velice analogicky.
Zéasluhou chytré prace s grafickym znazornénim jsme ziskavali ndvod na sestrojeni
odpovidajicich zobrazeni v riznych kontextech.

V posledni ¢asti jsme zobrazeni interpretovali pomoci simplexti s cilem pribli-
zit Ctenari vlastnosti jednotlivych zkoumanych objektu a intuitivné popsat jejich
konstrukei.

Ukazalo se, ze ndmi definovana délitelnost vede k zajimavym vysledkiim a jsme
schopni nalézt mnohé analogie k teorii ¢isel. Mohlo by byt hodno dalsiho zkoumani
pokusit se definovat délitelnost i pro jiné mnoziny a operace.
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