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Anotace

Tato prace se zabyva matematickym modelovanim a jeho vyuzitim, specificky v biologii.
Popisuje rozdilné metody a postupy modelovani a predstavuje zakladni nastroje pro studium
matematickych modelt. Po obecné ¢asti se prace blize zaméfuje na piiklady v imunologii a dale
rozviji modelovani dynamiky imunitni reakce pii virové nakaze. Ke konci je cely proces
zrekapitulovan tvorbou modelu hepatitidy typu B (HBV). Pomoci soustavy obycejnych
diferencialnich rovnic je vytvoien kompartmentovy model, do néhoz je zaclenén mechanismus
vyCerpavani cytotoxickych T-lymfocytd (CTL). Nasledna analyza studuje zakladni chovani
tohoto modelu a zkouma vliv nového mechanismu na prabéh onemocnéni.

Klicova slova

Hepatitida B; matematické modelovani; vycerpani cytotoxickych T-lymfocyti;
kompartmentové modely; dynamika viru uvnitf hostitele

Annotation

This work deals with mathematical modelling and its use, especially in biology. It describes
different methods and procedures of modelling and it presents basic tools for studying
mathematical models. After the general part the work focuses more closely on examples in
immunology and it further develops the modelling of immune reaction dynamics during viral
infection. At the end the whole process is recapitulated by creating a model of hepatitis B
(HBV). Using a system of ordinary differential equations a compartmental model, which takes
into account the cytotoxic T-lymphocytes (CTL) exhaustion, is developed. The following
analysis studies the basic model behaviour and examines the new mechanism’s impact on
disease course.
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1. UVOD

Skute¢n¢ rozumime pozorovanému jevu, pokud jsme jej objasnili pouze kvalitativné? Mizeme
ho pak naplno vyuzit? V realném svété takovy popis samoziejmé nedostacuje a musime ho pied
pouzitim napted kvantifikovat. V takovych chvilich vstupuje do hry matematika, ktera nejprve
nam nabizi nemalo nastroju, stava se pak nas problém casto jen béznym ptikladem. Disciplinu,
kde vytvafime matematickou reprezentaci realného scénafe, nazyvame matematické
modelovani (Bender 2000).

Jedna z oblasti aplikované matematiky se nazyva matematicka biologie, ktera, jak jiz z nazvu
vyplyva, popisuje biologické jevy pomoci matematiky. Zabyva se mnoha typy biologickych
problému od studia konkurence druhii pfes ucinnost 1€kt a v neposledni fad¢ i biologickymi
procesy jako je napf. imunitni reakce na virovou nakazu (Handel et al. 2020). Posledni
jmenované studujeme nejen kviili pozndni jako takovému, ale zejména abychom védéli, jakeé
faktory maji jakou roli, v jakém mnozstvi podavat pacientovi 1é¢ivo, kdy nasadit protilatky
nebo abychom zjistili pravdépodobnost reinfekce. Za ptiklad dileZitosti tohoto oboru Ize zminit
nedavnou koronavirovou pandemii, kde epidemiologové nezkoumali pouze Sifeni nemoci, ale
bylo publikovano také velké mnozstvi imunologickych ¢lankt zabyvajicich se dynamikou viru
uvnitt hostitele (Cao et al. 2021, Chu et al. 2022).

wewr

Jedno z nejzavaznéjsich virovych onemocnéni ¢lovéka je hepatitida B. Prislusné viry béhem ni
napadaji hepatocyty (jaterni buiiky) a zptisobuji zanét jater zvany hepatitida. Na svété existuje
kolem 300 milionti chronicky nemocnych a ro¢né toto onemocnéni zpisobuje pfiblizné milion
umrti vyvolané selhanim jater. Ackoliv ve vyspélych zemich se jiz vyskytuje spiSe vzacné,
Vv rozvojovych zemich s hor§imi hygienickymi navyky pfedstavuje béznou nemoc. Studiu viru
hepatitidy B (HBV) se vénuje velké usili a nové poznatky se hojné vyuZivaji v mediciné
(Dienstag 2008).

Od vyse uvedeného se odviji cil této prace, jimz je ptedstavit ¢tenafi matematické modelovani
a vyuziti matematiky ve védg, specificky v imunologii, a dale shrnout tyto znalosti vytvofenim
matematického modelu prubéhu infekce hepatitidy B spole¢né s jeho zékladni analyzou. Tato
prace ¢tenafi nejprve uvede rizné typy modeld, nékteré divody pro jejich vybér a priblizi
proces jejich tvorby a studia. JelikoZ se dale bude zabyvat modelovanim v imunologii, bude
nasledovat kratké seznameni s biologickym pozadim dynamiky virti a imunity a uvede v tomto
oboru par zakladnich ptikladi. Na konci se ¢tenaf obeznami s charakteristikou onemocnéni
HBV a bude mu predstaven novy model dynamiky HBV s imunitou, ktery nové zohledni a
matematicky popiSe mechanismus zmifiovany v nékolika biologickych ¢lancich, a to vycerpani
cytotoxickych T-lymfocytu (Yi et al. 2010).



2. MATEMATICKE MODELOVANI

Aristoteles vylozil ve svych Druhych analytikach princip axiomatizace jakozto smér, kterym
1ze dosdhnout skute¢n¢ pravdivého védeéni. Veskera véda, ktera se v dneSni dobé muze takto
nazyvat, Z nich nevédomky vychazi. Z principu je tedy védecka ¢innost piirozené piiklonéna
k matematice, jelikoz jeji samotna podstata spociva ve vystavbé komplexnich systémui za
pouziti pouhych nékolika zdkladnich kament — axiomil. Vyjadieni naSich ideji prave takto
piinasi nescetné vyhod, a to zejména:

1. Presnost a piehlednost, které ndm umoziuji snadnéji popisovat slozité scénare.
2. Kvantifikace problémii.
3. Snadné otestovani efekti pfi zménach systému.

Samoziejmé by bylo velmi naivni domnivat se, ze modely redlné¢ho svéta obsdhnou vSechny
jeho detaily. Takovy pokus by byl ptilis slozity a ve své podstaté dokonce nemozny, proto by
meél spravné spocivat Ve vyuziti pouze nezbytnych faktorl. Za spole¢nou vlastnost vSech
dobrych modelii se povazuje rozumny kompromis mezi detailnosti popisu a co nejmensi
vypocetni slozitosti. Podle zohlednénych faktort vznikaji rizné kategorie modeli se svymi
charakteristickymi vlastnostmi. Je tieba také fici, ze kazdému matematickému modelovani
musi pfedchazet formulace problému, cild modelovani, pfipadné pracovni hypotézy. To pak
urcuje komplexitu modelu a moznou miru zjednoduSeni redlného modelovaného systému.

2.1 Klasifikace modelu

Samotné modely se déli do mnoha kategorii, coZ zejména umoziuje pochopit jejich vyznam.
Stézejni klasifikace d€li modely na:

e Deterministické vs. Stochastické — prvné jmenované obsahuji pevné definované
veli¢iny a stejné pocatecni podminky vedou ke stejnym vysledkiim, zatimco druhy
termin oznacuje modely, které obsahuji nahodné veli¢iny a opakované simulace vedou
k rozdilnym modelovym trajektoriim. Za ptiklad deterministického modelu mizeme
uvést druhy Newtonlv zakon fikajici, Ze pokud na téleso plsobi sila, bude téleso
urychleno podle vzorce sila = hmotnost - zrychleni. Za piiklad Stochastického
modelu lze uvést model hazeni idealni minci, kdy je poloviéni Sance pro kazdou stranu,
ovsem z piedchoziho hodu nelze vyvodit vysledek hodu nasledujiciho.

e Mechanistick¢é vs. Empirické (fenomenologické) — Vv mechanistickych modelech
bereme v potaz mechanismy z nizsich Grovni systému, pti¢emz zpravidla uplatiujeme
redukcionismus. Naopak v empirickych modelech k tomu nedochazi. Ty pouze hledaji
podobné vzory a informace z dat. Jako piiklad uvedeme popis plynu. Bud'to miizeme
plyn popisovat jako soustavu mnoha ¢astic a vyjadfovat jeho vlastnosti pomoci jejich
parametrt a vzajemnych interakci (mechanisticky ptistup), nebo mizeme uvazovat plyn
jako jeden celek a méfit jeho vlastnosti jako tlak a teplotu, aniz bychom brali v potaz,
Z ¢eho je slozen (empiricky ptistup).



A dale také:

e Statické vs. Dynamické — zde se rozliSuje, zda se systém nachazi v ¢asov¢ invariantnim
stavu, nebo se méni. Statické modely jsou pouzivané pro studium struktury a vztaht
uvnitt systému, zatimco u dynamickych modelt studujeme spise chovani systému, jeho
zmény a procesy. Napi. hodiny mizeme bud’to zkoumat jako samostatné soucastky a
popisovat jejich umisténi nebo definovat poméry ozubenych kol (staticky model), nebo
muzeme zkoumat otaCeni vnitinich koleCek, urCovat jejich rychlosti ¢i sledovat
druhotné jevy jako otiesy (dynamicky model).

e Diskrétni vs. Spojité — zatimco diskrétni model popisuje objekty jednotlivé napt. kazdou
molekulu vody zvlast, spojity model popisuje objekty spojité napi. vlastnosti vody jako
kapaliny. Takto je spojitost ¢i diskrétnost uvazovana vzhledem k prostoru. Obecn¢ jesté
tyto veli¢iny uvadime vzhledem k ¢asu (nase Gspory se uroc¢i kazdy mésic, a tedy penize
dostaneme jednou za tu dobu vs. hodnota nasich uspor je zmenSovana inflaci neustale,
proto maji v jakykoliv moment mensi hodnotu nez ptedtim).

Pfikladem matematického modelu mutze byt zakladni Newtoniv model pohybu nebeskych
téles, ktery je deterministicky (stejné pocateéni podminky vedou ke stejnému vysledku),
mechanisticky (zohleditujeme vSechna uvazovana télesa, jejich vzajemné sily atp.), a spojity
(spojity je jak cas, tak prostor). Podle toho, zda se nachazi v ekvilibriu, je bud’ staticky, nebo
dynamicky.

2.1.1 Kompartmentové modely

Tzv. kompartmentové modely jsou jedny z konceptudlné€ nejjednodusSich a nejvice
vyuzivanych matematickych modelit v nejriznéjsich oborech, véetné imunologie. Jejich
principem je, Ze rtiznorodou populaci rozdélime do nékolika homogennich kompartmentt
(napf. zdravé a infikované buriky), u kterych sledujeme jejich velikost. Pfedpokladame tak, ze
vSichni jedinci uvnitt urcitého kompartmentu maji identické vlastnosti. Kompartmenty
(presnéji jedinci z téchto kompartmentl) spolu navzajem interaguji a méni se tak pocet jedincti
Vv nich obsazenych (napf. po nakazeni zdravé bunky ji odebereme z jednoho kompartmentu a
pfemistime ji mezi nakaZené buiky). Pro kazdy kompartment vytvoiime rovnici, kterd urcuje
zménu Velikosti dané populace. Pro ndzornost vytvofime singletni populaci P, do které se
jednotlivci rodi a ve které umiraji. K tomu vyuzijeme diferencialni rovnici.

P =bP —dP
kde P znagi derivaci podle asu, b je mira narozeni a d je mira umrti.

Jako priklad s vice kompartmenty Ize uvést tzv. SIRS model. Ten se vyuziva v piibuzném oboru
imunologie — Vv epidemiologii, ovSem vychazi zn¢ mnoho jinych modelit dokonce i
imunologickych. Sledujeme zde tfi populace slozené z jedinci nachylnych k nakazeni
(Susceptible), infekénich jedinct (Infectious) a jedinct uzdravenych (Recovered). Nachylni
jsou po nakazeni infek¢énimi. Ti se po urcité dob¢ uzdravuji a ptechazi do uzdravenych, nicméné
mezitim nakazi n€kolik jedinci z populace nachylnych. V populaci uzdravenych chvili
zustavaji (napft. kvili zbytkové imunité) a nasledné€ se znovu presouvaji do nachylnych a proces
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se opakuje. Obrazek 1 piedstavuje schématické znazornéni tohoto procesu. Soucin SSI
reprezentuje model setkani nachylnych a infek¢nich jedinci.

Symbol Definice Hodnota
U Rychlost ztraty imunity 0,033/den
B Mira nakazeni 0,7/den
v Rychlost uzdraveni 0,1/den

Tabulka 1 — Parametry a testovaci hodnoty pro SIRS model

S [—
N/

Obradzek 1 — Schéma interakcei v SIRS modelu

SIRS model v rovnicich s parametry z tabulky 1 zapiSeme jako

S = uR — BSI
[ =BSI—vI
R =vI—puR

Numerické feSeni soustavy rovnic SIRS modelu je vykresleno na obrazku 2, kde je vidét
souvislost mezi jednotlivymi kompartmenty. Vidime, Ze pfi ristu populace infek¢nich jedinct
zaroven klesa populace nachylnych, a jakmile je velmi mala, rist ptestava. To je zapfi¢inéno
tim, Ze ptisun novych nachylnych jedinct je pfili§ maly a nesta¢i nahrazovat nové infikované
jedince. Dale si muzeme vSimnout, ze pii rustu populace infekénich roste i populace
uzdravenych, coz opét vyplyva z charakteristiky modelu.
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Obrazek 2 — Grafické reseni SIRS modelu pro pocatecni hodnoty S, = 107,1, = 10,R, = 0 a parametry
z tabulky 1

Takové modely jsou velmi uZiteéné, nebot” umoznuji efektivni studium velikosti populace
v ¢ase. Nicmén¢ pokud zkoumany systém zavisi nejen na Case ale i na rozmisténi v prostoru,
nebudou zpravidla obycejné diferencialni rovnice dostacovat. Jeden ze zptsobd, jak se s timto
problémem vypotadat, je implementace parcidlnich diferencidlnich rovnic, které kromé casu
zohlediuji i zmény vici jednomu ¢i vice smérum (Wang, Yang & Kuniya, 2016). Dal§im
zpisobem zohlednéni prostoru je urcity protiklad ke kompartmentovym modelim, tzv. agentni
¢1 také individudlné orientované modely, které sleduji tzv. agenty a simuluji je individudlné
(Bauer, Beauchemin & Perelson, 2008). Agenty mohou byt celé populace, nékteré entity ¢i
pouze jeden jednotlivec. Mimo jiné tento ptistup umoziiuje modelovat rozmanitost v chovani
sledovanych jedinct, ktera zpravidla vyplyva z pravdépodobnostnich rozdélenich pro dané
systémy. To modelim dovoluje detailnost a dobfe odpovida skutecnosti, nicméné velké
mnozstvi sledovanych entit také implikuje vysokou obtiznost analyz a dlouhé vypocetni ¢asy,
stejné jako velké mnozstvi parametrti velmi komplikuje moznost je spolehlivé odhadnout. |
zkoumaného jevu, coz je jeden z diivoda vzrustu po¢tu novych agentove orientovanych modeld
v imunologii.

2.2 Tvorba modelu

Dobry model by mé¢l souhlasit s experimentalnimi daty a zahrnovat vSechny dilezité jevy,
nebot’ v opacném pripad¢ jej nelze smysluplné pouzit. Proto model jesté¢ pred samotnym
pouzitim prochazi n¢kolika fazemi, které postupné ovéiuji vlastnosti modelu. Samotny proces
modelovani se skladd ze Ctyf zékladnich Cinnosti, a to sestavovani, studovéni, testovani a
pouziti. Defekty nalezené béhem jednotlivych fazi vraci model zpét, aby mohly byt opraveny a
cely cyklus se opakuje. Neni nutné, aby kazdy model prosel v§emi zminénymi fazemi nebo aby
byly pfesn¢ ve zminéném poradi. Ve vétsin€ piipadt spolu jednotlivé body souviseji a neni tak
dan striktni postup. Obrazek 3 reprezentuje vztahy jednotlivych fazi.
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l

Pouziti

Obrazek 3 — Faze modelovani

Jesté pred tim, nez zaéneme model sestavovat, méli bychom zkoumanému problému porozumét
a ujasnit si cil modelovani. Teprve podle toho vybirame typ modelu, uréujeme jeho slozitost a
vybirame relevantni veliiny a faktory. Pokud nebudeme védét, co se ve zkoumaném systému
d&je, bude nas model, az na rizné typy black box modeld!, nepfesny. Uved’'me jednoduchy
ptiklad. Reknéme, e na§ model predikuje linearni povahu velikosti populace hrabosi na poli,
avSak z experimentalné zjisténych dat vime, Ze pocet hrabost cyklicky osciluje. Zjistili jsme
tedy, Ze v naSem modelu opomijime né&jakou ¢ast, kterd je zodpovédna za vznik oscilace.
Samoziejm& nemusi existovat pouze jedna takovad uprava vyvolavajici oscilaci, takZe se
zpravidla vybira ta, ktera nejlépe koresponduje s experimentalnimi daty. Takové vybirani by
pak bylo soucasti faze testovani.

Dalsi z véci, kterou si musime jesté pred tvorbou samotného modelu ujasnit, je komplexnost
modelu. Ac¢koliv jsou detailnéj$i modely piesnéjsi a 1épe reflektuji realitu, z hlediska pouziti to
pfinasi mnoho negativnich vlastnosti. Naptiklad vice proménnych s sebou pfinasi mnoho
parametr, které je ¢asto velmi obtizné odhadnout. Model se tak stava méné srozumitelnym a
hute aplikovatelnym. Naopak s modely, které nejsou tak dikladné, se zachdzi o poznani
jednoduseji, snadno je analyzujeme a studujeme, ale nesou s sebou véEtSi miru nepiesnosti a
feknou nam toho o systému o poznani mén¢. Komplexnost modelu musi byt na miru kazdého
problému. Jako piiklad vhodné detailnosti lze uvést mapy. Pokud na mapu celého svéta
vyneseme kazdou jednotlivou vesnici, bude velmi neptehlednd a bude nam délat problémy ji
pouzivat. Pokud ale na map¢ vyznaéime pouze hlavni pozemni komunikace, nicméné naSim
cilem je jit do lesa sbirat houby, pak bude tato mapa prakticky nevyuzitelna. Je tedy dulezité
rozumét jevu, ktery modelujeme, a mit uréeny cil, kterého tim chceme dosdhnout. Prave timto
zpusobem se definuji predpoklady, o které se cely model opira.

Predpoklady lze chépat jako pevnou piidu, na které stojime, kdyZz stavime nas model. V dalSich
krocich je bereme jako univerzalné pravdivé, takze pokud je néktery z nich nespravny, bude ve

! Black box je ¢lanek systému, ktery pfijiméa data a posila je zp&t upravend, aniz bychom védéli, co se uvnitt déje.
Valna vétsina dnesnich algoritmi strojového uceni s timto pojmem néjakym zplsobem pracuje.
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vysledku nepravdivy i samotny model. S riznymi predpoklady si mizeme praci do jisté miry i
uleh¢it. Pokud modelujeme epidemii v ramci nékolika mésict, tak mizeme zanedbat porodnost
a prirozenou mortalitu, ¢imz se model znateln¢ zjednodusi. Mezi dalsi bézné piedpoklady 1ze
zaradit determinismus, spojitost ¢i diskrétnost systému atp.

Naptiklad predpokladejme, Ze populace bude bez limitujicich faktorti rist amérné velikosti
populace. Deterministicky model, ktery predpoklada, ze k rastu dochazi spojité, Ize zapsat jako
jednoduchou diferencialni rovnici

dp
—=aQa
at P

Zde p(t) je velikost populace v Case t a a je konstanta, ktera urcuje rychlost riistu populace na
jednoho jedince. K vyieseni pouzijeme metodu separace proménnych, podle které prevedeme
nezavislé proménné na jednu stranu a zavislé proménné na druhou stranu rovnice a nasledné ji

zintegrujeme:

1d dt

“dp=a
p

[Lap= [ aa
“dp=|a
p

In(p) =at +c

Z ¢ehoz nakonec dostavame finalni tvar

p(t) = p(0)e*

S pocatecni velikosti populace rovnou p(0). Tento model ndm tak tika, Ze by za naSich
predpokladii populace rostla exponencialné.

Naopak pokud budeme uvazovat diskrétni rist, pouzijeme diferen¢ni rovnici
di+1 = bd,;

kde di je velikost i-té generace a b je konstanta uréujici rychlost ristu. Pokud diferenéni rovnici
vyte§ime, ziskame rovnici

d; = dybt

ktera je analogicka k pfedchozimu modelu. Dokonce poznamenejme, ze pokud by populace
byly na zacatku stejné velké a rostou stejné rychle (neboli d, = p(0) a b = e%), jsou v ¢asech
t = i identické velikosti populaci (obrazek 4).
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—— Spojity model
® Diskrétni model

20000 A
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Obrazek 4 —Vykresleni spojitého a diskrétmiho populacniho modelu pro dy, = p(0) ab = e®

Vyse jsme si ukazali rozdil mezi spojitym a diskrétnim modelem. Dal$im moznym délenim
muze byt deterministicky vs. stochasticky pfistup, pficemz dosud jsme uvazovali pouze prvni
z nich. Ukazeme si tedy i druhou moznost. Stochasticky model obsahuje ndhodné veli¢iny a pfi
ruznych opakovéanich mize mit rizné vystupy. Musime tedy ve studovaném systému najit
nahodny prvek. Tim neni nic jiného nez rychlost riistu populace. Zdiiraziiuji, ze pro vypocet
ap® _
dt
ap(t), avsak funkce a(t) jiz neni konstantni. Pouzijeme tedy namisto toho diferenéni rovnici

nemizeme vyuzit vzorce p(t) = p(0)e®, jelikoz je feSenim diferencialni rovnice

di+1 = bd,;

kde hodnota b € (x;; x,) a pii kazdé iteraci je z tohoto intervalu volena nahodné. Jeden z
moznych prubéhl je vykreslen na obrazku 5. Mizeme si v§imnout, ze priubéh je stale
exponencialni (protoze x; = 1 a tedy b je vzdy vétsi nez 1), avsak ¢len b zpusobuje, ze sklon
funkce je v kazdém bodé¢ rozdilny.
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12 4 — Stochasticky model

10

T
0 20 40 60 80 100

Obrazek 5 — Stochasticky populacni model prody = 1ab € (1;1,05)
2.3 Rovnice

Jakmile jsme si ujasnili, co od naseho modelu o¢ekavame, pokro¢ime dale a zaCneme pro néj
sestavovat rovnice?. Aby byly vsechny procesy piehledné uspotfadany, mizeme si V této fazi
vytvotit jejich grafické znazornéni. Napiiklad schémata kompartmentovych modelt znazoriuji
ptesuny jedinct mezi jednotlivymi kompartmenty (viz napf. obrazek 1 a 7). Vztah mezi
schématem a rovnicemi je ekvivalence. Rovnice mizeme utvafet sami anebo se mizeme
inspirovat externimi zdroji. Nejjednoduss$i moznosti je v literatufe najit model podobného
systému, pievzit jej, a pokud se pokousime zahrnout do modelu nové jevy ¢i vyuzivame jiné
predpoklady, vhodné jej upravit ¢i rozsifit.

Po sestaveni rovnic ptichazi na fadu jejich vyfeseni. Rovnice lze feSit dv€ma zpiisoby, a to
analyticky a numericky. Analytické feSeni piedstavuje obecnou formu a nezavisi na
numerickych hodnotach parametri. Spolecné s nim znadme celé vztahy, z cehoZ vyplyva, Ze
jsme schopni doséhnout vysoké ptesnosti. Nevyhodou tohoto zpiisobu je, Ze 1ze feSit jen zlomek
ptipadt a zpravidla i ty ptinaseji své vlastni vyzvy. Pokud selhava prvni zptsob, zkusime druhy.
Numerické feSeni je méné presné a poskytuje nam informace jen o jedné konfiguraci, avSak v
dnes$ni dobé mame velmi vykonné nastroje — pocitace, které se specializuji na pocitani
repetitivnich ptikladi, a s jejich pomoci jsme schopni provést miliony potfebnych vypocta. Pri
popisu virové dynamiky Se vyuziva zejména numerickych feSeni systému diferencialnich
rovnic, coz funguje nasledovné.

Pii hledani ktivky, u které zname pocatecni bod a jeji diferencialni rovnici, vyuzivame definici
derivace. Tim jsme schopni zjistit jeji tecnu v jakémkoliv bod€. Ud€lame-li krok po této tecné

2 Samoziejmé by bystry &tenai mohl namitnout, Ze naptiklad model piepisu DNA se vyjadfuje pomoci teorie uzld,
ktera bézné rovnice nevyuziva, i pfesto tim dochazime k vysledkim. Kazdopadné stale jednotlivé objekty
porovnavame — coz je definice rovnice, popf. nerovnice. Timto ptikladem tedy ukazuji, Zze bychom obc¢as neméli
nad rovnicemi smyslet pouze v bézném slova smyslu, i kdyz se zde omezim na ty nejcastéjsi.
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a pro tento bod udélame dalsi tecnu, ziskdme tim pfiblizny opis kiivky. Chyba se postupné scita,
ovSem zmensenim délky kroku opis kiivky zptfesniujeme. VysSe popsand metoda se nazyva
Eulerova a spada jakoZzto nejjednodussi ¢len do rodiny Runge-Kutta (RK) algoritmu. Napiiklad
metoda RK4 je ve své podstaté také Eulerova metoda, jen se urci vazeny pramér ¢tyi kroki
namisto jednoho. Ja pro své ucely v této praci vyuzivam pravé metodu RK4 (viz Piiloha 1).

Na obrazku 6 je vidét presnost jednotlivych fesicu pii kroku o velikosti 0,05. Mizeme si
vSimnout, Zze RK4 viceméné splyva s exaktnim feSenim a exponenciala ziskana Eulerovou
metodou se lisi jen nepatrn€. Pro praktické ucely je tedy numerické feseni zcela dostacujici.

—— Euler
RK4
—— Exaktné

20000 -

15000 A

10000 A

5000 A

Obrdzek 6 — Reseni jednotlivych metod pii kroku Ax = 0,05 pro diferencidlni rovnici dl;ix) =y(x)

2.4 Studium

Kazdy model se chovd svym charakteristickym zptsobem. Studiem tohoto chovéni jsme
schopni zjistit n¢které vlastnosti zkoumaného systému. Jednou ze zkoumanych vlastnosti je
stabilita modelu. Z dlouhodobého hlediska ma pfi stalych podminkach vétsina modeld tendenci
uchylovat se do tzv. ekvilibrii (rovnovaznych stavil). To mize vypadat mnoha zpisoby.
Nejcastéji se feseni modelu limitné blizi uréité hodnoté, nebo vznikaji tzv. limitni cykly. Prvné
jmenované nastava naptiklad u populace s omezenymi zdroji. Pocet jedinct se sice zvysuje, ale
jelikoZ nemaji bezmezné zdroje, rist se kazdym novym krokem zpomaluje a konverguje k
urcité konstantni hodnoté. Dalsi podobou jsou tzv. limitni cykly typické tim, Ze u nich dochazi
k periodickym oscilacim. Jako ptiklad lze uvést Lotkiv-Volterriv model interakce dravec-
kotist. ZvySeni populace kofisti implikuje, ze dravci maji dostatek potravy a jejich populace
vzroste. Tim padem je loveno vice a kofisti ubyva, coz zpiisobi, ze pro nedostatek potravy se
snizi i poCet dravcu a kofisti pfibude. Tento cyklus se opakuje donekone¢na. Existuji i modely
vykazujici tzv. chaotické chovani, kdy se feSeni nedostane ani do ekvilibria ani do limitniho
cyklu. V kazdém ptipad¢ je standardnim prvnim krokem analyzy modelu hledani jeho
ekvilibrii.

15



Dalsi ze studovanych vlastnosti je stabilita. Zpravidla nas zajima, zda pfipadné existujici
ekvilibrium rtizna feseni modelu pfitahuje nebo naopak odpuzuje. V tomto kontextu lze zminit
I bifurkacni parametry, tedy parametry, pro které rizné jejich hodnoty vedou k riznym typiim
chovani systému. Tim je napiiklad tzv. reprodukéni €islo Ry, Které se pouziva, pokud dochazi
k Sifeni ¢ehokoliv od virové nakazy v populaci do sledovani velikosti populace jako takové.
Viceméné popisuje, jaky je ocekdvany pocet sekundarnich ptipadii vyvolanych jednim
jedincem neboli napt. u epidemie jsme schopni zjistit, zda se nemoc bude S§ifit dale, ¢i
samovolné zanikne. Vypocet takovych parametrd, jakym je reprodukéni ¢islo, je pro praktické
vyuziti velmi uzitecny.

Kromé vySe uvedeného lze studovat i citlivost modelu na jednotlivé parametry. Pokud
urcujeme citlivost pro néjaky parametr, zafixujeme vSechny parametry kromé néj a
porovnavame vysledky pii jeho malych zménach. Timto zpiisobem se dozvime, jak pfesné
musime parametry experimentalné méfit, anebo pokud se model v podstaté neméni i pii velkych
zménach, zjistime, zda lze tento ¢len vynechat a zjednodusit ho.

2.5 Testovani

Béhem faze testovani se ovéiuji predpoklady, struktura, parametry a pfedpovédi porovnavanim
vysledki s experimenty. Vyuzivaji se k tomu data rozdilna od téch, které byly pouzity k
odhadovéni modelovych parametrd, pokud tak bylo béhem procesu ucinéno. Predpovédi
modelu by si nem¢ély protifecit S jeho ocekavanymi vlastnostmi — napt. pokud je riist populace
ukolem je zkoumat odlisnost modelu oproti pozorovani. Vytvori se statisticky prumérna chyba
mezi predikci P; pro observaci 0;, kde i = 1, ..., n. Typu praméru existuje cela fada a kazdy z
nich se pouZziva za jinych okolnosti. Malé odchylky jsou zplisobeny béZnymi chybami v méfeni.
Problém nastava, jestlize se pozorovani a predikce modelu pfilis lisi. V takovém piipadé se
nejspise udélala chyba v jednom z predpokladti a model se vraci do prvni faze.

2.6 Pouziti

V této chvili je model jiz ovéteny a lze ho pouzit v praxi, kde mize pomahat s mnoha ukoly.
Kuptikladu diky ptfedpovédi pocasi vime, zda si s sebou brat deStnik, dokdzeme urcit
reproduk¢ni ¢islo béhem pandemie a ze znalosti modelu ho omezovat, nebo pro podnik najit
strategii maximalniho zisku. Samotné matematické modelovani se vétvi do mnoha obori
predevsim podle oblasti uplatnéni.

Pouziti modelt 1ze rozttidit do ti zakladnich kategorii (ackoliv spolu souvisi), a to jmenovité
porozuméni, predikce a manipulace. Neni nutné, aby kazdy model spliioval vSechny anebo
pouze jednu kategorii.

Porozuméni — Pomoci modelu se dozvidame nebo 1épe rozumime procestim, které probihaji
uvniti studovaného systému. Naptiklad pokud si nejsme jisti, jaké procesy zde probihaji, ze
shody modelovych dat s experimentalnimi mizeme formulovat hypotézu o moznych pficinach
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daného chovani zkoumaného systému. Nebo ackoliv jiz naptiklad zname jednotlivé procesy, z
modelu zjistujeme, jak jejich vzajemné interakce ovliviiuji vysledek. Modely se tedy postupné

vvvvvv

Predikce/projekce — Jelikoz matematické modely se snadno simuluji, miZzeme provadét tzv. in
silico experimenty, kdy neprovadime experimenty pfimo, ale vyuzivame vytvoreného modelu.
Timto zptsobem lze ziskat data, ktera jsou Spatné ¢i dokonce nejsou vitbec dostupna.

Manipulace — Pokud umime vytvafet piedpovédi ¢i projekce, miZzeme zamérné upravovat
podminky a proces ovlivnit. Nakonec zkoumame disledky riznych manipulaci a vybirdme ty,
které se nam z hlediska cilii naseho modelovani hodi nejvice.

Uvedeme si ptiklad pouzivani modelu. Pfedstavme si raketu na kosmodromu. Protoze by v
takovém piipad¢ bylo prili§ drahé pouzivat metodu pokus — omyl, byl pted startem rakety
utvofen model jejiho pohybu v atmosféfe. Porozuméni by pak ptedstavovalo chapani vlivu
odporu vzduchu, gravitaci ¢i vliv tahu paliva. To, Ze z néjakych podminek se raketa nedostane
do vesmiru a spadne zpét na Zem, je predikce, a tim, Ze upravime podminky tak, aby se do
vesmiru dostala, jsme provedli manipulaci.

Matematické modelovani je rozsahly obor, pomoci kterého jsme schopni popsat nejrizné;jsi
systémy. Proces modelovani zajistuje, ze se model postupné zlepsuje a 1épe se shoduje s
realitou. Nasledné nam vzniklé modely uleh¢uji praci a rozsituji lidské poznani. Jako odvétvi
matematiky pronika ¢im dal vice do mnoha védnich disciplin jako naptiklad do imunologie.

17



3. BIOLOGIE VIRU A IMUNITY

3.1 Viry

Virus je maly nebunéény organismus, ktery se neumi sdm o sob&é rozmnozovat, ale musi pro
replikaci vyuzivat schopnosti zivych bunék provadét proteosyntézu. Oproti jinym organismim
jsou viry vysoce druhové a organové specifické, avsak jejich riznorodost pokryje vsechny typy
bunék od téch zivocisnych a rostlinnych az po bakterie. Klasifikujeme je podle typu hostitele,
typu a povahy nukleové kyseliny, symetrie kapsidy a jejiho tvaru, existence obalu a kde ho
virus ziskava, dale také podle antigenni struktury a infekénosti. Mezi nejéastéjsi druhy patii
nejrizngjsi kmeny chiipky, hepatitida A, B a C, Covid-19, vir klistové encefalitidy a mnoho
dalsich. Mohou se sifit skrze pfenaSece jako je napiiklad krevsajici hmyz, §iti se vzduchem
napt. v kapénkach, nebo zlstavaji na infikovaném povrchu atp. Dalsi moznosti je pfimy kontakt
s nakazenym jedincem (napf. pohlavnim stykem nebo skrze krev u HIV). Studiem virti se
zabyva vétev mikrobiologie — virologie.

Jednu virovou ¢astici nazyvame virion. Ta je sloZzena z vnitini ¢asti — nukleoidu a z vné&jsi
proteinové schranky — kapsidy. Obsahuji vzdy pouze jeden typ nukleové kyseliny. Tzv. obalené
viry maji mimo kapsidy jest¢ dvojvrstvy obal z proteintl a lipidi.. Casto se zde nachazi i
glykoproteiny, které utvareji symetrické peplomery a slouzi k lepsi adsorpci bunikou. Ty se
nachazeji napiiklad u viru chiipky typu A, ktery ma na povrchu hemaglutinin (H), protein
zodpoveédny za vazbu viru na kyselinu sialovou nachézejici se na povrchu cilovych bun¢k, a
neuraminidazu (N), ktera pomaha uvoliovat viry po puceni z plazmatické membrany
hostitelské bunky. Podle jejich typu se vir chiipky A dale déli na kmeny a lze je zapsat napf.
jako N1H3, kde cisla urcuji typ daného glykoproteinu. Co se tyce velikosti virionti, pohybuje
se od 20 nm az do 300 nm. Napftiklad viry chiipky jsou velké ptiblizn€¢ 100 nm.

Jelikoz se viry neumi rozmnoZzovat sami, musi se nejprve dostat do vnimavé bunky. Pod
pojmem vnimava buiika rozumime tu, ve které dojde k uplnému reprodukénimu cyklu viru. Zde
vyuzije jiz pfitomného transkripcniho a translacniho apardtu a donuti hostitelskou buiku
vytvatet své nové kopie. Po rozpadu bunky se uvolni nové viriony a napadaji okolni bunky,
¢imz se proces opakuje. Viry mohou zpiisobovat i nddorova onemocnéni, napt. onkoviry svou
genetickou informaci slouci s hostitelskou buiikou a narusi tim tumor-supresorové geny. Tim
dochézi k nekontrolovatelnému déleni buné€k a vzniku nadora.

3.2 Imunitni systém

Organismy se vici virim snaZzi ptirozené branit. Co se tyce lidské imunitni reakce, rozliSujeme
dvée slozky — vrozenou a ziskanou imunitu. Vrozena je obecna a pisobi béhem nékolika minut.
Oproti tomu ziskana imunita je specificka a je u¢inna hlavné pro jiz prodélana onemocnéni.
Patii k ni i tzv. humoralni imunita, pfi niZ jsou na vir vazany protilatky a vir se tim stava
neskodnym. Tyto protilatky, imunoglobuliny, jsou vytvateny B-lymfocyty a v tomto piipadé se
jedna o imunoglobulin M (IgM), ktery ptisobi pouze prvnich par tydnd, a imunoglobulin G
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(1gG). Imunitni reakci lze také rozd€lit na lytickou a nelytickou. Prvné zminovana odstranuje a
ni¢i nakazené bunky, zatimco jeji opak, nelyticka reakce, se pomoci antigenti snazi nicit
patogeny a brzdit jejich replikaci. Spatnym vyvéaZzenim téchto dvou mechanismi dochézi k
poskozeni tkané, anebo organismus vir nezvladne porazit a onemocnéni pictrvava. Pravé
rozdila mezi lytickou a nelytickou reakci se vyuziva pii vytvafeni modeld HBV, nebot’ jejich
reakce souvisi s poskozenim jater.

Mezi dalsi zakladni imunitni reakci patii apoptéoza. Jedna se o jev, kdy je burka
naprogramovana se zni€it pii vyskytu chyby. Pokud tento systém selze, zbyva jesté jeden
mechanismus. Kazda zdrava bunka vyrabi protilatky viaci tzv. ,natural killer* bunikdm
(pfirozeny zabijak, zkracené NK, fazeny pod T-lymfocyty). Jakmile buiika nefunguje spravné,
prestava vyrabét tyto protilatky a je témito buitkami odstranéna. Na likvidaci nakazenych bunék
se také podili dalsi druhy T-lymfocytd a monocyty s makrofagy. Zvlast¢ T-lymfocyty v této
oblasti pfedstavuji dalezitou slozku. Jedna se o bilé krvinky, které zasahuji jen na predem
urCené antigeny, jsou tedy soucasti specifické imunity. Podle funkce se dale déli na pomocné
Th-lymfocyty, supresorové Tsuyp-lymfocyty, cytotoxické Tey-lymfocyty (CTL) a jiz diive
zminéné NK bunky. Th-lymfocyty produkuji cytokiny, ¢imz zahajuji specifickou imunitni
reakci. Podle druhu cytokini rozlisujeme pomocné lymfocyty T1, které podporuji cytotoxickou
a bunéénou ¢ast imunity, a T2, které podporuji B-lymfocyty a tvorbu protilatek. Tsup-lymfocyty
moderuji a tlumi pribéh imunitni reakce a pomoci transformacniho ristového faktoru (TGF-p)
urychluji opravu poskozené tkan¢. Nakonec CTL maji schopnost donutit buniky k apoptoze a
ptipadné ji cytotoxickymi mechanismy zni¢i samy. Na jejich membranach se nachéazi protein
T-bunécny receptor (TCR), ktery se vaZe na specificky antigen. Pokud se tedy pii kontaktu
s bunikou na buiku navéaze, dostava lymfocyt signal pro jeji odstranéni. JelikoZ by jenom TCR
nedostacoval funkci CTL, maji jesté¢ podpirny protein CD8, ktery pomaha ptidrzet buiku
s lymfocytem u sebe béhem aktivace. Odtud pochazi jiny nazev pro CTL, a to CD8+ T buiky.

Pfi 1é¢bé virovych onemocnéni se uplatiiuji tzv. antivirotika. Jedna z forem jejich pasobeni je
vnutit viru faleSné stavebni bloky nukleovych kyselin, které si vezme do jeho genomu pfi
replikaci. Protoze neobsahuji hydroxylovou skupinu a fosfor, stava se novy genom neaktivnim.
Jiné druhy antivirotik se spiSe zamétuji na inaktivaci uréitych virovych enzymi, ¢imz omezuji
jeho infekénost. Obecné vSak omezuji pocet virli a zpomaluji jeho replikaci, coZ pomaha
pacientiim s bojem proti viru a naslednym uzdravenim.
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4. MODELOVANI V IMUNOLOGII

Imunologie je odvétvi mediciny a biologie studujici dynamiku imunitniho systému. Ten
obsahuje mnoho vzajemné ptsobicich komponent, které zabranuji $ifeni patogenti. Sledovat
jednotlivé mechanismy je casto pfiliS obtizné. Modelovanim tyto déje sjednocujeme a
prohlubujeme naSe porozuméni. Zpravidla se vyuzivad deterministickych mechanistickych
modeld, nebot’ se predpoklada vysoky pocet jedincti ve vSech populacich, ¢imz se nahodné jevy
redukuji. Cilem této kapitoly je kratce uvést priklady model a motivaci za jejich predpoklady.

4.1 Zakladni model

Za zakladni model virové infekce uvnitié hostitele se povazuje model, ktery rozliSuje tyto
kompartmenty (Perelson & Ribeiro 2018): zdravé bunky (T'), nakazené buiky (I) a volné virové
castice (V). Tento model je podobny SIR modelu uvedenému vyse, avSak vynechava populaci
uzdravenych, nebot’ vyrobou virovych castic je nakazena bunika zni¢ena. Kromé toho se také
predpoklada bézny vznik a zanik bun€k a imunitni reakce se zde zobectiuje jako zanik virovych
¢astic danou rychlosti.

mﬁ 3

A
S0

/1

Obrazek T — Schéma interakci mezi viry a bunikami

Zdravé bunky se vytvareji rychlosti A, umiraji rychlosti m a jsou nakazeny s Gi¢innosti £ jakmile
se vir setka se zdravou bunkou. Infikované buiiky umiraji rychlosti § a produkuji viriony
rychlosti k. Virové ¢astice zanikaji rychlosti u. Tyto ptedpoklady ptepiSeme do tii rovnic:

T=A1-—mT — BTV
=BTV — 61 (1)
V =k -uV

Na obrazku 7 mame schéma interakci mezi jednotlivymi kompartmenty. Na obrazku 8 mame
vykresleny priabéh modelu (1) pro parametry z tabulky 2. Mzeme si v§imnout prvotniho peaku
a nasledného smétovani k urc¢itému ekvilibriu. To Ize vypodist z definice jakozto konfiguraci
systému, kde jsou Casové derivace jednotlivych kompartmenti rovny nule. Dostaneme tedy
soustavu rovnic:

0=21— mT — BTV
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0=BTV — &I
0=kl-uV

Nejprve budeme uvazovat ekvilibrium bez nakazy (disease-free equilibrium, tj. DFE). V takové
chvili uvazujeme, ze kompartmenty [ a V jsou rovny nule. Po vyfeseni dostavame:

Dopo¢teno pro hodnoty z tabulky 2:
T=1000; I=0; V=0

Druhé ekvilibrium, které mtizeme uvazovat je endemické ekvilibrium (EE). Namisto DFE uz
ovSem nenahrazujeme kompartmenty I a V nulou. Ziskavame nenulové feSeni:
uéd _ ABk —mué - ABk — mud

=z ! 5pk Bud

Dopocteno pro hodnoty z tabulky 2:
T = 154; [ = 42; V =13750

Abychom mohli vysetfit stabilitu téchto ekvilibrii, budeme potiebovat Sirsi znalosti, které zatim
jesté nemame. Z tohoto duvodu se k tomuto piikladu vratime na konci podkapitoly 6.2, kde si
na nich zaroven ukazeme samotny proces dokazovani stability. Model (1) lze dale zobecnovat
a upravovat podle vnitinich d&jt, které chceme zakomponovat. Napiiklad Dai et al. (2014)
uvazuji nelinearni vztah pro hodnoty parametru B a nahrazuji ho spojitou a derivovatelnou
funkei f(V) : Rt - R*, f(0) = B,f'(V) < 0 a f(e) = 0. Dal$i mozna uprava je, ze
pokud by celkovy pocet nakaZenych bunék byl jen malym zlomkem celkového poctu, ¢i pokud
predpokladdme, Ze vir se nemiZe dostat do kontaktu se vSemi builkami, mliZeme poloZit
aproximaci, ze nové zdravé buiiky nevznikaji a tim si ospravedlnime vynechani ¢lenu A. Model
(1) pak mizeme upravit do tvaru (2). Takovy piedpoklad ale mizeme pouzit jen v pfipad¢, ze
je dostatek zdravych bunék a vytvari se velmi pomalu.

T =—mT — BTV
[ =BTV — 61 2)

V==kI-uV
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Symbol Definice Hodnota (SARS-CoV-2)

A Rychlost vzniku zdravych bunék 100/den
m Pfirozena amrtnost zdravych bunék 0,1/den

S Mira virové nakazy 4*10°/den
) Umrtnost nakaZzenych bunék 2/den

k Mira vzniku virovych ¢astic 6,5*10%/den
u Mira zéaniku virovych ¢astic 20/den

m Mira piechodu bunék vystavenych viru do 0,33/den

produktivni faze

Tabulka 2 — Parametry a jejich hodnoty pro SARS-CoV-2 podle Wang et al. 2020

175000

150000 A

125000

100000 A

75000 +

Pocet virovych castic

50000 +

25000 4

04

T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14
Dny

Obrazek 8 — Mnozstvi virovych castic podle modelu (1) pii ndkaze pro pocatecni hodnoty Ty = 103,1, = 0,V, =
100 a parametry z tabulky 2

4.2 Model s latentni fazi

Odaka (2021) ve své praci zmifnuje, ze nez se hostitelska bunka stane nakazlivou, prochazi
latentni fazi. V epidemiologii oznacuje latentni faze dobu mezi vstupem infek¢éniho ptivodce do
organismu a nastupem infekcnosti nakazeného jedince. V nasem piipadé pak mezi okamzikem,
kdy virus vstoupi do bunky a kdy zac¢ne bunka produkovat virové castice. Tento model ji
nezanedbavi a piidava ji do zakladniho modelu jako populaci I;. Samotné nakazlivé buiiky jsou
pak oznaceny proménnou I,. Z latentni do infekéni faze buiiky postupuji rychlosti p.

T=1 —mT — BTV
Ly =BTV — ul ©)
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jz =l’t[1_ 612
V==kI, —uV

Prabéh modelu (3) je vykreslen pro u = § a parametry z tabulky 2 na obrazku 9. Mizeme Si

zde vSimnout, ze za identickych podminek (zakladni model i tento pracuji se stejnymi
parametry) se s modelem (1) 1isi v délce nastupu a trvani onemocnéni. Zatimco nemoc podle
modelu (1) nastoupi vcelku okamzité a béhem 15 dni je viceméné pry¢, podle modelu (3)
nastupuje pfiblizn¢ 5 dni a doba nemoci trva mnohem déle, jelikoz ani po 25 dnech se neblizi
ekvilibriu. Rozdily mezi modely (1) a (3) souhlasi s pfedpokladem u¢inku modelovaného d¢je.
Pravé spravnym zohlediiovanim biologickych jevia ziskavame presnéjsi modely.

30000 +

25000 4

20000 +

15000 A

Potet virovych &astic

10000

5000 +

Dny

Obrazek 9 — Mnozstvi virovych cdstic podle modelu (2) S latentni fazi pri ndkaze pro pocatecni hodnoty T, =
103,1, =0,V, = 100 aprou = § a parametry z tabulky 2

4.3 Sekundarni ter¢

Ptikladem vhodného zohlednéni biologickych jevi je napt. model od Wang et al. (2020), kde
uvadi, Ze byl zjistén vysoky pocet virovych ¢astic uvniti lymfocytl u pacientli s SARS-CoV a
MERS-CoV a také infekce T-lymfocytd u SARS-CoV-2. Z tohoto divodu piidavaji druhé
cilové bunky T, K ptivodnim bunkam tkané T;. Jelikoz T, reprezentuji lymfocyty, které se
podileji na odstraiiovani nakazenych bun¢k, vlozili autofi do modelu ¢len —wT,I, ktery tento
jev modeluje. Parametry jsou identické stémi v tabulce 2, jen A zde predstavuje vznik
lymfocytd a w je umrtnost zplisobena vnitini imunitni reakci. Takto vznikaji tyto rovnice:

Tl = - ﬁTlV

T, = A— BT,V 4
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[=BV(T,+T,)— [0+ wl,]I
V==kI-uV

Piisun T-lymfocytl autofi aproximuji jako konstantu A, nebot’ je podle nich v téle stale
konstanti troven a vznik novych je pomaly. Podobné modely jiz byly vytvoreny i na HIV a
virus chiipky.

Vykreslenim modelu (4) pro w = 1073 a parametry z tabulky 2 dostaneme obrazek 10. Rychly
nastup souvisi s vétSim mnozstvim nachylnych bunék. Onemocnéni nahle mizi kvili
zakomponované imunitni sloZce.

150000 A

125000 A

100000

75000 +

Pocet virovych ¢astic

50000 1

25000 J
o

T T T T T T
0 5 10 15 20 25
Dny

Obrizek 10 — Mnozstvi virovych édstic podle modelu (4) pro poéatecni hodnoty Tyg = 103, T, = 0,1, = 0,V, =
100 a pro w = 1073 a parametry z tabulky 2

4.5 Viralni synapse

K §ifeni viru nemusi dochézet pouze skrze interakci virovych ¢astic s tkanovymi bunkami, ale
k pfenosu infekce mtize dojit i kontaktem infikované buiiky se zdravou. Tim se virus mize
vyhybat mnoha imunitnim reakcim. Tento efekt zohlednuje Pearce-Pratt-Phillipsiv model
(Pearce-Pratt et al. 1994), ktery pfidava ¢len B,TI reprezentujici interakci infikovanych bunék
se zdravymi. Model zachovava ptedeslou notaci, ; a [, jsou postupné miry infekce pro
interakci viru s bunkou a interakce nakaZzené bunky se zdravou burnikou. Rovnice vypadaji
nasledovné:

T=1—mT — BTV — B,TI
I =BTV + B,TI- &I (5)

V ==k -uV
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Vykresleni modelu (5) pro f, = 10~* a parametry z tabulky 2 vidime na obrazku 11. Pokud
ho porovname s vykreslenim zakladniho modelu (1), vidime, Ze si jsou velmi podobné.
Skute¢né, jakmile bychom ménili velikost ,, vysledek se bude ménit minimaln¢. Nebudeme
se zde zabyvat podrobnostmi, ov§em toto je piiklad toho, ze studovany systém (v tomto piipade
infekce SARS-CoV-2) zavisi na daném jevu pouze minimalné.

175000

150000 A

125000 -

100000 -

75000 +

Pocet virovych bunék

50000 4

25000 4

0

Obrazek 11 — Mnozstvi virovych castic podle modelu s virdlni synapsi pri nakaze pro pocatecni hodnoty Ty =
103,1, = 0,V, = 100 a pro 5, = 10~* a parametry z tabulky 2
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5. VIROVA HEPATITIDA B

Virus hepatitidy B (HBV) je zodpovédny za virovou infekci® postihujici jatra. Patii mezi DNA
viry do rodiny Hepadnaviridae a v soucasné dobé je nemoc, kterou vyvolava, povazovana za
hepatitidu, coz souvisi srozvojem cirhdzy a rakoviny jater. Podle Svétové zdravotnické
organizace se pocet chronicky nakazenych odhaduje kolem 296 milioni (2019) s ristem 1.5
milionu novych piipadl za rok a naptiklad v roce 2019 zpisobilo kolem 820 000 tmrti
spojenych se selhanim a rakovinou jater. V Ceské republice je v poslednich letech hlaseno
kolem 80 akutnich ptipadl ro¢né, coz predstavuje znacny tspéch od 90. let, kdy dochazelo
k n¢kolika tisicim piipadim za rok. Ackoliv se V rozvinutych zemich onemocnéni pfilis
nevyskytuje, v jinych ¢astech svéta (Afrika a Asie) se vzhledem k nedostateénym hygienickym
podminkam jedna o vazné riziko. HBV se piendsi krvi a télnimi tekutinami, tudiz k nakaZeni
muze dojit pfimym kontaktem s infikovanou krvi, nechranénym pohlavnim stykem, sdilenim
injekénich stiikacek, ziletek atp. a mezi nej€astéjsi piiciny patii i pfenos z matky na dité béhem
porodu. Nejnachylnéjsimi osobami jsou novorozenci, u kterych se v 90 % piipadi nemoc
rozvine do chronické podoby. U dospélych se do chronického stadia dostane méné jak 10 %
pripada.

Proniknutim viru do téla se aktivuje imunitni systém. Ten eliminuje kolem 90 % virt a zbytek
se dostava krvi do jater. Pomoci HBsAg (hepatitis B surface antigen, téz znamy jako australsky
antigen®) poznava jaterni buiiku, vstoupi a za¢ina se replikovat. Infikovana buiika vaze HBcAg
(hepatitis B core antigen) a obaluje jim DNA viru. Podle jeho piitomnosti je rozpoznan
imunitnim systémem. Stejny mechanismus se vyuZziva i v 1ékai'ské diagnostice, kde se zjistuje
pfitomnost tohoto antigenu v téle. Behem imunitni reakce dochazi k lyze hepatocytii a mezitim
se snizuje schopnost jater vylucovat bilirubin, ¢imz dochazi k dal§imu poskozeni tkan¢. Pokud
je imunitni odpoveéd pfili§ silnd, dochazi k poskozeni organu i samotnymi T-lymfocyty.
V zavislosti na UspéSnosti reakce nastavaji dvé situace, replikacni a integracni. Pfi prvné
jmenované zanét zlstava a existuje nemala pravdépodobnost ptrechodu do cirhézy ¢i
karcinomu. Béhem druhé jmenované zanét ustdva a virova DNA se integruje do genomu
jaternich bungk. Takto je vir schopny pteckat a po n&jakém Case se zacit znovu replikovat. Od
proniknuti viru do téla ubéhne kolem 30-180 dni, neZ se projevi prvni symptomy. Inkubaéni
doba je bezptiznakova a jelikoz se vir replikuje pomalu, zpravidla neni ze zacatku zjistén
imunitnim systémem. Mezi nasledné symptomy patii Zloutenka, vyrazka, tmava moc, Unava,
nevolnost, zvraceni a bolest bticha. Tato faze se nazyva akutni. U né€kterych pfipadi prechazi
nemoc do chronické faze (oblas bez zjevné akutni faze). Béhem ni dochazi piedevsim
k vyCerpani CTL, z ¢ehoz vyplyva, ze vir setrvava, nebot’ zbyla ¢ast imunity nesta¢i na jeho
odstranéni. Nékteré ¢lanky (napf. Yi et al. 2010) jako jednu z pfi¢in zminuji nepiimou zavislost
mezi poctem virovych ¢astic a po¢tem T-lymfocytii. Pfedpoklada se, ze n¢které proteiny HBV
inhibuji CTL, ¢imz dochazi k jejich inaktivaci. Kazdopadné je v této oblasti potieba dalsiho
vyzkumu. Chronicka faze miize mit benigni formu, béhem niz ma pacient mirné klinické obtize,

3 Lze se setkat i se star§im nazvem pro hepatitidu B, a to pod titulem sérova Zloutenka.
4 Tento nazev byl piifazen poté, co u prvni izolace z krevniho séra byla pouzita krev australskych aboridzinca.
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lehce zvySené jaterni testy a neni infekéni, anebo progredujici formu, pii které ma pacient
znaéné obtize, Cinnost jater je naruSena a je nadale infekéni. Co se tyCe 1écby, akutni
onemocnéni nema zadnou presné danou terapii a opira se predev§sim o zmirnéni symptomt.
Piedevsim se predepisuji 1éky chranici jaterni buniky a podporujici jejich obnovu, aby se
zabranilo piipadnym komplikacim. Chronickad infekce se 1é¢i interferonem o (IFN-o) a
antivirotiky jako napi. lamivudinem, ktery blokuje syntézu virové DNA.
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6. MODEL

V této Casti vytvorime novy model dynamiky HBV s imunitnim systémem. Hlavnim cilem
bude v nasem modelu zohlednit vycerpavani cytotoxickych T-lymfocytt, jak navrhuje napt. Yi
et al. (2010) nebo Tan et al. (2015), a sledovat jeho tc¢inek na dynamiku infekce. VyuZzijeme
bézn¢ pouzivané metody modelovani v imunologii, takze budeme uvazovat v ¢ase spojity,
deterministicky kompartmentovy model.

6.1 Predstaveni modelu

Budeme se inspirovat velmi podrobnym modelem od Chenar et al. (2018), ktery je popsan 9
riaznymi kompartmenty, které jmenovité tvoii hostitelské bunky (imunni — R, nakazené — I a
zdravé — T), viry — V, interferony typu | — F; a Il — F,, vrozena imunita (NK buiiky — N) a
ziskana imunita (protilatky — A, CTL — E):

T=d(1—T)—BVT + pR— @, T(F, +F,)

I=BVT — 681 — [y (1 + s.F; + 5,F,)N + up (1 + siFy + syF,)E + @, F,]1
Fy = pid — 81Fy

F, = p;E + p3N = 6,F,

N =N —N)+ (q:F, + :F,)N

E=1rE(1—E)+alE

R = ¢:T(F; + F,) + @2IF, — pR

_ p
1+ 53F; + s,F,

[ —cV —kAV

A=d,(1—A) —kAV +qV

Nasledujici tabulka predstavuje vy¢et modelovanych jevu a jejich tvar v modelu Chenar et al.
(2018).

d(1-T),N1—-N),n,E(1—-E),d,(1 Pfirozené udrzovani normalni velikosti

—A) populace
pvT Nakazeni zdravé bunky
PR Ztrata imunity imunnich bunék
©.T(F, + F,) Imunizace zdravych bunék
61,8,F;,8,F,, cV Ptirozené umrti v dané populaci
U (1 + s,F; + s,F,)NI u, (1 + s Fy Eliminace nakazenych bunék pomoci N a I,
+ s,F,)EI zvySena efektivita pii vysSSich hodnotadch
interferond.
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@, F,1 Imunizace nakazenych bunék

p1l,02E, 3N, qV Cleny uréujici linedrni zménu pii zméné
jiného kompartmentu
kAV Eliminace virovych ¢astic protilatkami
p Vznik virovych ¢astic

1+ 53F5 + 54F,
Tabulka 3 - Jevy obsazené v modelu Chenar et al. (2018)

Tento model je velice komplexni a obsahuje mnoho neznamych parametrti, které nejsme
schopni zjistit experimentaln¢. To Casto neni idealni. Vzhledem k divodim pro vytvoieni
naseho modelu se pokusime model Chenar et al. (2018) zjednodusit:

1. Budeme uvazovat, ze interferony piedstavuji jen mustek pfi zménach velikosti nékterych
kompartmentil. Za ptedpokladu, Ze interferony reaguji dostate¢né rychle, miizeme polozit
aproximaci, ze se né€které jevy déji piimo bez ¢asového zpozdéni; vnika tak staticka vazba
nékterych proménnych, které tak mizeme dosadit do jinych dynamickych rovnic a snizit
dimenzionalitu modelu.

2. Nebudeme uvazovat imunitu hostitelskych bunék. Z prvniho zjednoduseni vyplyva, ze bude
velikost kompartmentu R konstantni. Dale nase zjednoduseni utvrdime tim, Ze budeme
povazovat pocet imunnich bunck za zanedbatelné maly oproti poctu bun¢k zdravych.

3. Nebudeme uvazovat NK buiiky. Vzhledem Kk vynechani dynamiky interferon jsou
kompartmenty N a E podobné a jednoduse lze fici, ze NK burniky budou pouze zkoumany
jev na CTL tlumit. Zménu provadime kvili cili tohoto modelu — abychom mohli 1épe
studovat vlivy vyse zminéného procesu na CTL, jejichz pocéet se méni za podobnych
okolnosti, oviem nejsou ovlivnény jevem, ktery chceme zahrnout. Model budeme tedy
studovat v ekvilibriu pro NK nebo blizko n€¢ho, kde bude zména v jejich poétu dostatecné
rychl4, abychom mohli provést aproximaci, jak je vysvétleno vySe. Naopak zachovame
protilatky, které souvisi s rozdilnymi veli¢inami.

4. Namisto logistického rastu pro CTL pouzijeme jako aproximaci rast linearni. Duvody
k tomuto kroku jsou podobné jako u Wang et al. (2020) u modelu (3). Podle nich je v téle
stala konstantni aroven lymfocytt a vznik novych je pomaly.

Model jsme tedy zjednodusili a vytvofili jsme novy. Jeho schéma je zobrazeno na obrazku 12.
Ten bude obsahovat tyto kompartmenty:

Kompartment Definice
Nakazené hostitelské buniky

I
\% Virové Castice
T Zdravé a nachylné hostitelské bunky
E CTL
A Protilatky

Tabulka 4 — Popis vybranych populaci

A bude zahrnovat tyto jevy (velka pismena znaci jednotlivé populace, mala pismena znaci
konstanty pro jednotlivé d¢je):
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Infikovani zdravé buiky virem pvVT

Odstranovani nakazenych bunék pomoci CTL ulE
Tvorba virovych ¢astic z nakaZenych bunc¢k pl
Odstraiiovani virovych castic protilatkami kAV
Vzrist CTL pfi zvySeném poctu nakazenych bunck alE
Vzrist protilatek pti zvySeném poctu virovych Castic qV

Smrt jedinct ve vybrané populaci (I, V, T, E, A) 61,cv,dT,d.E,d,A
Vznik novych jedinci ve vybrané populaci (T, E, A) A Ae, g

Tabulka 5 — Popis a matematicky tvar zahrnutych jevii

A% | E I *d.
k A N 7 "
& 1/| T |—B—>| I -

8
- ’@
I‘
da

Obrdzek 12 — Grafické zndzornéni jevii v modelu

V takovém piipad¢ bychom mohli sestavit model takto:

I =pBVT — 81 — ulE

V =pl —cV —kAV

T=1—dT — VT

E=21,—d.E + alE

A=2,—d,A+qV —kAV

Nyni se pokusime vyjadrtit vyCerpavani CTL. Pocet lymfocytl je inverzn€ imérny k poctu vira
(Tanetal. 2015, Yi et al. 2010), to znamena, ze zvySovanim poctu virt by se mél snizovat pocet
lymfocytil. Dale intuitivné plati, ze ¢im vice bude CTL, tim vice se jich vy&erpa®. Vyuzitim
téchto predpokladl utvoiime ¢len —wEV, ktery vyse uvedené podminky spliiuje.

Takto tedy sestavime novou soustavu rovnic, V niZ je jiz zakomponovan zminény jev:

% To stejné lze vysvétlit i tak, Ze aby se CTL vy&erpaly, musi se setkat s latkou piislusejici viru, a proto pouZijeme
soucin jako model setkavani se Ea V.
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[ =pBVT — 81 — ulE

V =pl—cV —kAV

T=A-—dT —BVT (7)
E =21, —d,E+ alE — wEV
A=Ay —d A+ qV — KAV

Tento ¢len jsem pridal sam podle informaci zjisténych v biologickych ¢lancich Tan et al. (2015)
aYietal. (2010). Jedna se tedy o novou soustavu.

6.2 Zakladni analyza — teorie

Pokud chceme studovat kompartmentové modely podrobngji, musime je nejprve definovat
obecné. V nasledujicich fadcich budeme vychazet z prace van den Driessche & Watmough
(2002).

Uvazujme riznorodou populaci, kterou lze rozdélit do homogennich ¢asti jako x =
(x1, .., xp) &, kde x; = 0 je velikost &asti populace v daném kompartmentu. Pro snadn&jsi
manipulaci bude prvnich m kompartmenti reprezentovat nakazené jednotlivce. Také
definujeme Xsjako mnozinu v$ech stavii bez nakazy (nadale DFE):

Xs={x=20|x; =0,i=1,..,m}
Dale si definujeme:

e F;(x) je rychlost, s jakou ptibyvaji nové infekce v jednom kompartmentu
e V. (x) je rychlost, s jakou piichazeji do kompartmentu jedinci jinak nez nakazenim
e V7 (x) jerychlost, s jakou jedinci dany kompartment opoustéji

Posledni dva ¢leny sjednotime jako: V;(x) = V7 (x) — V" (x) a vytvofime tak zakladni rovnici
pro kompartmentové modely:

x; = fi(x) = Fi(x) = Vi (x) 8
Uvedené funkce splituji nasledujici pfedpoklady:
(P1) x=>0=>F, V5V =20;i=1,..,n
To vyplyva jiz z definice, kdy kazda funkce representuje presun jedinci.

(P2) x=0=>V7(x)=0
Pokud je kompartment prazdny, nemtize z né€j byt premistén zadny jednotlivec.
(P3) F,=0=i>m
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Toto vyplyva jiz z definice.
(P4) Xx€EXs 2F(x)=0AV (x)=0;i=1,...,m
Timto tvrzenim zajistujeme, ze pokud je populace bez nakazy, pak bez ni i zlstane.
(P5) F(x) =0 = V vlastni ¢isla Df (x,) maji zapornou realnou ¢ast, kde Df (x,) =
[0fi/9x;] je Jakobiho matice.
Jinak feceno pii nulové mife novych infekci se bude systém pfiblizovat DFE. Pfi
vychyleni z DFE se do n¢j vrati podle linearizovaného systému:

x = Df (xo)(x — xp) )

Jesté si definujme terminy Z-matice a M-matice. Necht' s(A4) znali nejvy$si realnou Gast
vlastnich ¢isel matice A (spektralni abscissa) a necht’ p(A) znaci nejvyssi absolutni hodnotu
vlastnich &isel matice A (spektralni polomér). Matice B = [b; j] je Z-matici, pokud b;; < 0 pro
vSechna i # j. Pokud B = sI — P, kde I je jednotkova matice, P je nezaporna matice a s >
p(P), pak B je regularni M-matice. Pokud s = p(P), pak B je singularni M-matice. Za téchto
predpokladii plati nasledujici véta:

Véta 1. Pokud x, je DFE ekvilibrium systému (8) a f; (x) spliuje piedpoklady (P1) — (P5), pak

Jakobiho matice DF (x,) a DV (x,) odpovidajici funkcim F(x) a V(x) v bodé x, Ize zapsat
jako:

s (5 9. mo=() 1)

Kde F a V' jsou matice mxm definovany jako:

B [aﬂ

0x;

oV, ..
J(xo) a V= a_xj(xO) ;1<i,j<m

Dale, F je nezapornd, V je regularni M-matice a vSechna vlastni ¢isla J4 maji kladnou redlnou
Cast.

Diikaz. Necht' x, € X, je DFE. Podle (P3) a (P4) plati, Ze (0F;/0x;)(xo) =0 (i >m) V
(j >m). Dale podle (P2) a (P4) plati, ze x € X = V;(x) =0,i <m.Tim padem
(0V;/0x;)(x0) = 0,i <m A j > m. Nezéapornost F vyplyva z (P1) a (P4).

Necht’ {ej} je standardni baze. Pak pro j = 1, ..., m plati:

avi Vi(xo + he]) - Vi(x0)>

a_xj(xO) = hlgg)l+< h

Pokud je x, DFE, pak podle (P2) a (P4) plati, ze V;(x,) = 0,i =1, ..., m apokud i # j, pak i-
ta slozka xo + he; = 0 a z (A1) a (A2) vychazi, Ze Vi(xo + hej) < 0. Proto % <0Oproi<
J

maj #iaVje Z-matice. Pfidanim (P5) dostavame, Ze vSechna vlastni ¢isla matice V maji
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kladnou redlnou ¢ast. Snadno z téchto tvrzeni vidime, Ze V je regularni M-matice a vlastni ¢isla
J4 maji kladnou redlnou cast. m

Dilezitou veli¢inou je zakladni reprodukéni €islo. K jeho odvozeni vyuzijeme véty nachéazejici
se vySe. Abychom urcili vysledek typického infekéniho jedince v populaci, vyuzijeme
linearizovaného systému (2) bez reinfekce. Tento systém muzeme vyjadiit jako:

x = =DV (xo) (x — xo) (10)

Podle (P5) je v tomto systému DFE lokalné asymptoticky stabilni a mizeme tedy pouzit (10)
pro maly pocet infekénich jedincl. Polozme ;(0) jako prvotni pocet infek¢nich jedinct
v kompartmentu i a Y(t) = (Y, (1), ..., Y (£))* je zbyvajici pocet téchto jedinch v ase t.
MtuzZeme si v§imnout, Ze vektor 1 predstavuje prvnich m prvkii X, z ¢ehoz 1ze vyvodit, Ze uzitim
(10) a Véty 1 dostaneme ¢’ (t) = —V(t), rovnici, jejimz feSenim je Y (t) = exp (—Vt) ¥ (0).
Dale podle Véty 1 vime, ze matice V je regularni M-matice, a tudiz je invertibilni a vSechny
jeji vlastni ¢isla maji kladnou redlnou €ést. Z toho snadno vidime, Ze pokud zintegrujeme funkci
Fi(t) od nuly do nekonetna, dostaneme pocet nové nakazenych vzniklym diky puvodné
infekénim jedinctim jako vektor FV~1y(0) (jednoduse si z diferencialni rovnice pro
vyjadiime levou stranu). Samotné reprodukéni Cislo definujeme jako:

Ro = 0(FV ™) (11)

Zde o(A) znadi spektralni polomér matice A. Intuice za timto krokem se mize zdat velmi
nejasna a silné€ se opiréd o abstraktni zobrazeni povahy matic atp. Pro hlubsi pochopeni je vhodny
napi. Brouwer (2022) nebo van den Driessche (2002). Nasledujici véta fika, ze hodnota R, je
kritickym parametrem pro stabilitu DFE.

Véta 2. Pokud x, je DFE, pak je x, lokalné asymptoticky stabilni pro R, < 1, avSak pro R, >
1 je nestabilni, kde R je definovano v (11).

Dukaz. Necht' J; = F — V. Z vlastnosti matic F a V vyplyva, ze —J; =V —F je Z-matice.
Vyuzijeme pro ni tedy dvé lemmata od van den Driessche (2002).

Lemma 1. Necht H je regularni M-matice a predpokladejme, ze B a BH™! jsouZ-matice. Pak
B je regularni M-matice pravé tehdy, kdyz BH ™! je regularni M-matice.

Lemma 2. Necht’ H je regularni M-matice a predpokladejme, ze K > 0. Pak

i H — K) je regularni M-matice pravé tehdy, kdyz (H — K)H ™! je regularni M-
J g p y Y J g
matice.
i (H — K) je singularni M-matice pravé tehdy, kdyz (H — K)H™?! je singularni M-
J g p Y, KAy J g
matice.

Z toho vyplyva, Zze s(J;) < 0 & —J; je regularni M-matice, pfi¢emz s(A) znaéi nejvyssi
redlnou &ast viech vlastnich &isel matice A. Jelikoz FV ™1 je nezdporna, —;V"t =1 —FV1lje
také Z-matice. Pouzitim Lemmatu 1, kde H = V a B = —J,, dostavame, Ze —J; je regularni M-
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matice, pravé tehdy kdyz I — FV ! je regularni M-matice. Dale jelikoZ je FV ! nezaporn4,
vSechny jeji vlastni ¢isla maji mensi velikost nebo jsou rovny o(FV™1). Tudiz I — FV™ 1 je
regularni M-matice pravé tehdy, kdyz o(FV™1) < 1.

Protos(J;) <0 © R, < 1.

Podobng, s(J;) = 0 & —J; je singularni M-matice
& I — FV 1 je singularni M-matice

S Ry=1

Druha ekvivalence pro R, > 1 plyne podobné z lemmatu 2, kde H =V a K = F. Tim padem
S(]l) =O @RO = 1a5(]1) >O @RO > 1.

Dale je vhodné analyzovat stabilitu feSeni systému. To Ize ud¢lat tak, Ze linearizujeme okoli
fazového prostoru tohoto feseni (to mize byt nejen DFE ale i endemické ekvilibrium EE). Plati
nasledujici véta (uvedeme ji bez dikazu).

Véta 3. (Routh-Hurwitzova véta) Pokud vSechna vlastni ¢isla Jakobianu matice maji zaporné
realné ¢asti, pak feseni je asymptoticky stabilni. Pokud ma alespon jedno vlastni ¢islo kladnou
realnou ¢ast, pak je feSeni nestabilni. Pokud maximalni redlna ¢ast vSech vlastnich ¢isel je rovna
nule, pak Jakobiho matice nedokaze charakterizovat stabilitu.

Nyni si na modelu (1) ukdzeme vypocet R a diikazy stability DFE a EE. Za¢neme vypoctem
reprodukéniho Cisla.

Sestavime si nejprve vektory F a V. Jediny ¢len, kterym se do kompartmentu nakazenych
dostavaji novi jedinci jinak nez z jiného kompartmentu nakazenych, je STV . Dostavame tedy:

BTV S1
F=lo|; v=| uwu -k
0 mT + BTV — A

Nyni vypocteme Jacobiho matici a zachovdme pouze ¢ast tykajici se nakazenych a nyni jiz
budeme uvazovat konfiguraci v DFE.

= s v=( Davigle 3

A tyto matice jiZ jen vynasobime a vypocteme nejvyssi vlastni ¢islo:

Fy-1 = (O Aoy ( 0)_i(ﬁTok FTod)

“wso 0 /\k &/ " us\ o 0

Z ¢ehoz vyplyva charakteristickd rovnice:
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1

— (x = PTok)x =0

— (x = BTok)
Kde x znaci vlastni ¢islo. Rovnou vidime, Ze nejvyssi vlastni ¢islo bude to nenulové, a tedy
reprodukéndi ¢islo je:

_BKT, _ B

0=

ud  uém

nebot’ T, = A/m, jak plyne zrovnice (1). Stouto znalosti budeme pokraovat v dikazu
stability DFE. Sestavime si Jacobiho matici:

B
-5 BT, BV {‘5 m Ow
](DFE)=<k —u 0 )z k —u 0
0 —BT, —BVo—m \o _BA _m/
m

Abychom mohli pouzit Routh-Hurwitzovo kritérium, napiSeme charakteristickou rovnici
matice /(DFE).

A
m+x)(u+x)(6+x)—(m +x)kﬁa =0

Vytknutim zavorky (m + x) vidime, ze prvni feseni x; = —m < 0 a dale feSime rovnici:

A

u+x)6+x)—kp—=0

m
Vznika nam zde podminka, ze DFE je stabilni jen a pouze pokud kBT, < ud, coz je jinak
feceno, ze reprodukéni ¢islo musi byt mensi nez jedna. MiZeme toto tvrzeni dokazat bud’

Descartovym znaménkovym pravidlem (Xiaoshen 2004), ale zatim si vystaime
s jednoduchym porovnanim, kdy:

(u+x)(6+x) =k/3%

() Ry<1l & kﬁﬁ < ud = aby se jednotlivé ¢leny rovnaly, musi byt x,5 < 0, kde
X48 X5 jsou zbyvajicimi kofeny rovnice.

(i) Ry>1 e kﬁﬁ > ud = aby se jednotlivé ¢leny rovnaly, musi byt x, 5 > 0.

Ke studiu stability EE vyuzijeme taktéz Routh-Hurwitztv teorém. JelikoZ je postup analogicky
pfedchozimu vypoctu, vynechavam prvni kroky a za¢nu od charakteristické rovnice.

ABk ABk
x3+x2<5+u+i)+x(6+u)£+(lﬁk—mu5)=0
ud ud
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Zde X je opét vlastni ¢islo. Z Descartova znaménkového pravidla (Xiaoshen 2004) vime, ze aby
rovnice neméla kladné koteny, musi byt posledni ¢len kladny (nulové kofeny neuvazujeme,
snadno toto tvrzeni dokazeme dosazenim do polynomu). To nastane, jakmile bude reprodukéni
¢islo vétsi nez jedna.

6.3 Zakladni analyza — aplikace na model

Nyni jiz mame definovana obecna tvrzeni a postupy pro analyzu kompartmentovych modeld.
V nasledujicich fadcich je budeme vyuzivat pro konkrétni ptipad naseho modelu HBV
S imunitnim systémem (7). Za¢neme studiem omezenosti systému, zjistime DFE a jeho
stabilitu, vypocteme reprodukéni Cislo a nasledné se budeme vénovat endemickému ekvilibriu.

Zaénéme pocatecni podminkou: z biologického vyznamu proménnych uvazujeme systém (7)
S pocatecnimi podminkami:

1(0) = 0,V(0) = 0,E(0) = 0,A(0) > 0,T(0) > 0 (12)
Lemma 4. Pii (12) jsou pro t > 0 vSechna feSeni systému (7) nezaporna.
Dikaz. Tlr=o =24, Elj=0 = Ae, Alpo =g +qV >0 a I|;=9 = BVT, V]y=o =pI =0
Také necht’ T > 0 je prvni ¢as, kdy T(7) = 0. Ze 3. rovnice (7) mame
T =1>0=2te(t—¢1):TH) <0

Coz je spor s predpokladem (12). Analogicky i pro rovnice pro E a A.
Opét necht’ T > 0 je prvni ¢as, kdy I(t) = 0. Z 1. rovnice (7) mame

I(t)=pVT=20=>te(t—¢g1):I() <0

Pokud plati ostra nerovnost, jedna se o spor s piedpokladem (12). V piipadé, ze 1(0) = 0,
tvrzeni se shoduje s podminkou (12). Analogicky pro rovnici pro V.

Lemma 5. Pro systém (7) pfi podmince (12) IM > 0:1(t),V(t), T(t), E(t), A(t) < M.
Dukaz. Necht N =T + I. Pak
N =21—dT — 81 — ulE < A —aN;a = min (d, §)

a integraci dostdvame N < g JelikozI, T < N < %, dale pro V a A plati:

i A pA
V=pl—cV—-—kAV <p——cV=2V(t)<—
a ca
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A la  aqph
A= —daA+qV —kAV < 1, —dA+ﬂ:>A(t)_d—+qu
a

A nakonec pro CTL vyuzijeme znalosti o0 omezenosti ze zbylych funkci:

e

de +wm—a&

. pA A
E+(d +wa—a )E</’l =>E() <

Zde vznika podminka rozliSitelna v rovnici pro E. Aby byla E (t) omezena shora, musi platit
A
de + 0V (t) > a—
kde hodnoty V (t) se mohou pohybovat od 0 do %
Nyni mizeme definovat M jako
A Ae pA A, gpA

M _F )_I_+— ;
max O S pA a& ca’'d, cad,
ca a

a = min(d, 6)

Véta 6. Funkce I, V, T, E, Ajsou omezené.
Dukaz. Tvrzeni vyplyva z definice omezenosti a lemmat 1 a 2.
[
Lemma 7. DFE systému (7) existuje, je pro tento systém jediné a je ve tvaru DFE =
A e Aq
(0,0,=,
d’de’ dg
Diikaz. Pro DFE plati: | =V = Qazaroveh [ =V =T =F = A = 0.
Dosadime tedy do systému (7):
0=A1—-dT
0=21,—d.E
0=2,—-d,A

A e Aa)

Z ¢ehoz nasledné vyplyva 1 jediné feSeni DFE = (0 0,- 1L
e a
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Nyni jsme schopni vypocitat reprodukéni €islo infekce popsané systémem (7).

BVT 61 + ulE
0 —pl + cV + kAV
F=|o0 V= —A+dT + BVT
0 —Ae + d.E — alE + wEV
0 | A, + d A — qV + kAV |

Protoze m = 2 (infekéni kompartmenty jsou | a V), sestavenim ptisluSnych Jakobiho matic
ziskavame matice F a V vy¢islené v DFE.

_ (0 BT, _(6+uEO 0 )
F_(O 0) V= —p c+ kA,

Abychom spocetli reprodukéni ¢islo, budeme potiebovat inverzni matici k V, kterd je ve tvaru:

1 1 (c + kA, 0 )
(6 +pE)(c+kA)\ P 8 + HE,

A pokracujeme v postupu:

4 1 BpTy BTo(8 + UEy)
FVl_(5+,uEO)(c+kAO)(00 "o 0)

Vlastni ¢isla této matice zjistime z charakteristické rovnice

0= [x BrTo 0)]

B (6 + uEy)(c+ kA

kde x znaci vlastni Cislo. Z této rovnosti automaticky vyplyva spektralni polomér (nejvyssi
vlastni €islo), jelikoZ parametry jsou kladné a druhé vlastni ¢islo bude kladné, a tedy vyssi nez
prvni, které je rovno nule:

BrTy _ BpA
(6 + uEy)(c + k4,) d<6+,u§—e)(c+k§—“)

a

p(FV—1) =

Reproduk¢ni Cislo infekce popsané systémem (7) je tedy

_ Bpi
Ro = J(ovue) (o) (13)

Véta 8.
a) Ry, < 1 = DFFE existuje a je lokalné asymptoticky stabilni.

b) Ry > 1 = DFE je nestabilni.
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Dukaz. Vyuzijeme véty 3 (Routh-Hurwitzova kritéria). Sestavime Jakobiho matici systému (7)
v DFE.

5 Ao A 0 0 0
“a. P
kla 0 0 0
p c i
DFE) = y)
J(DFE) 0 —B= —-d 0 0
d
a 0 0 —-d, O
Aq
0 —kd—+q 0 0 —d,
a

Z toho dopocitame charakteristickou rovnici:

,Bp%(d + 0, + x)(d, + %) — <6+u2—:+x) (c+k2—‘;+x) d + ), + 0)(d, + %)

=0

kde x znaci vlastni ¢islo matice J(DFE). Ptimo v rovnici vidime, Ze x; = —d; x, = —d,; x3 =
—d, jsou jeji feseni.

Zbyva:

A (6+ %+-)<+k%+-)—0

(D Ro<1 & ,Bp% < (6 + uz—e + x) (c + ki—a + x) = aby se jednotlivé CcCleny

rovnaly, musi byt x,5 < 0, kde x,a x5 jsou zbyvajicimi kofeny charakteristické
rovnice.
(i) Ry>1 e Bpg > (6 + “2_2 + x) (c + k;—i + x) = aby se jednotlivé Ccleny
rovnaly, musi byt x, 5 > 0.
Z Routh-Hurwitzova kritéria nasledné vyplyva tvrzeni véty 8.
[
Pokud budeme vychazet z parametrii v tabulce 6, ptikladem, kdy je DFE stabilni, je napf.
obrazek 13 pfi f =5-1077 aw = 107°. Opacny piipad neboli kdyz je DFE nestabilni, vidime
na obrazku 14. O tendenci dynamiky modelu se mizeme piesvéd¢it také vypoctem zakladniho
reprodukéniho ¢isla. Nejprve vypocteme R, podle (13) pro obrazek 13 a nasledné pro obrazek
14.

» 5.10°7 -2 - 3300 0
013 — 100 = U,
. . -4, _—_". o
0,003 (0,2 +5-10 0,1) (0,2 + 0,002
107¢-2-3300
RO 14 = =~ 1,4‘

0,003 - (0,2+5-10*- %) (0,240,002 57)
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Vidime, Ze pro prvni z nich skute¢né plati, Ze je R, 13 < 0 (DFE stabilni) a druhy je naopak
RO 14 >0 (DFE nestabﬂni).

1.0 1

1 o o
ES o ®
L L

Pocet virovych ¢astic

o
N
L

0.0

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Dny

Obrazek 13 - Konvergence systému (7) do DFE, pro parametry z tabulky 6, § = 1077

Co se bude dit dal pro Ry, > 1?7 Kvuli komplexit¢ modelu, avSak jeho feSeni neumime
analyticky vyjadfit v piehledné formé. Z tohoto divodu nemohl byt také proveden obecny
dikaz stability endemického ekvilibria. Abych alespon nastinil, jak se systém chova, provedl
jsem rozsahlé numerické simulace pro rtizné velikosti parametrii. Vysledky naznacuji, Ze
endemické ekvilibrium existuje pouze pro R, > 1, pii kterém je i stabilni. Projdeme si jeden
piiklad takové simulace pro parametry v tabulce 6. Pokud vypocéteme reprodukéni ¢islo pro tyto
parametry, dostavame:
Ry=143>1

Vidime, ze reprodukéni ¢islo je vétsi nez jedna, a tedy ocekavame, Ze bude existovat dalsi feSeni
systému. Vypoctem nasledujici soustavy rovnic pro parametry v tabulce 6

0 =pBVT — 61 — ulE
0=pl—cV—kAV
0=A—dT —-pBVT
0=2A, —d.E + alE — wEV
0=24,—d,A+qV — kAV
ziskavame numerické feseni:
I" = 410; V* = 3526; T* =~ 505627; E* ~ 8284; A" = 16

Stabilitu endemického ekvilibria dale ur¢ime pomoci Jacobianu:
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—8 — UE” BT* pV* —ul” 0
( p —c — kA" 0 0 —kV*
J(EE) = 0 —pT* —-d — pVv* 0 0
aE* —wE” 0 —d, — wlV” 0
0 —kA* +q 0 0 —d, — kV*

Realné ¢asti vlastnich ¢isel této matice jsou v tomto piipadé rovny:

x, = —718; x, = —4,46; x3 ~ —0,13; x, = —0,08; x5 = —0,02
Vidime, ze vSechna jsou zaporna, z ¢ehoz za pomoci Routh-Hurwitzova kritéria vyplyva
stabilita endemického ekvilibria. Pokud bychom zménili napt. parametr p na p = 1, pak
reproduk¢ni Cislo ma polovicni velikost
Ry=072<1
a pro tuto moznost neexistuje endemické ekvilibrium. Tento postup byl mnohokrat zopakovan
pro rtizné hodnoty.

Parametr Hodnota Parametr Hodnota
A 3300 Aa 100
d 3-10°3 da 0,1
B 10 q 5-10°
) 0,2 o 3-10%
u 5-10™ p 2
w 1075 C 0,2
Ae 100 k 2:1073
de 0,1

Tabulka 6 — Priklad ciselnych hodnot parametrii pro numerické
simulace soustavy (7)

6.4 Analyza ¢lenu oEV

Pouzitim algoritmu ze sekce 2.3 jsme schopni systém (7) fesit numericky. Parametram modelu
byly pftifazeny hodnoty ztabulky 6. Pfi studiu vici ¢lenu wEV budeme vyuzivat hlavné
populace T a V, nebot’ se jedna o vhodné indikatory pribéhu onemocnéni. Na obrazku 14A
vidime pocet virovych Castic v zavislosti na ¢ase a na obrazku 14B pocet zdravych bunék
Vv zavislosti na ¢ase. Muzeme si v§imnout, ze pfi vysSich hodnotach w roste jak maximum
peaku, tak i pocet virti v endemickém ekvilibriu, coz souhlasi s ptedpokladem vyznamu ¢lenu
wEV, ktery oslabuje imunitni reakci, a tim padem se mohou viry vice Sifit. Navic model
predpovida, Ze velmi oslabené pocty CTL souvisi s pfechodem do chronické faze, coz by
odpovidalo skute¢nym piipadim. Lze tedy fici, Ze prvni obrazek nam popisuje silu onemocnéni
pfi riznych hodnotach w. Na druhém obrazku vidime, ze mnozstvi zdravych bunék v ekvilibriu
klesa s rostoucim parametrem w, coz koreluje s v&tsim poctem vird. Jelikoz tkan tvoii zdravé
buniky, jejich sniZovani znamend, Ze dochazi k posSkozovani. Vykresleni funkce T'(t) nam tedy
tika, zda napt. dojde k selhani jater. Z téchto dvou obrazkli poznavame, ze studovany jev miize
mit vysoky potencial ménit priabéh onemocnéni.
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1.0
25000 o

20000 0.8

15000 4

0.6 1

10000 4

Pocet virovych ¢astic
Pocet zdravych bunék

5000

0.2 4

T T T T T T T T T T T T
s} 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Dny Dny

Obrazek 14 — Pribéh funkce V (t) (panel A) a T(t) (panel B) p#i riiznych hodnotach w, pro model (7) a
parametry z tabulky 6

Dal§im zpisobem, jak muzeme zkoumat vliv nového ¢lenu, je fazovy diagram. Jeho
zobrazenim jsme schopni sledovat chovani modelu, napt. rizné cykly ¢i pozice ekvilibrii. Na
obrazcich 15 A a B mame fazovy diagram kompartmentd T sV a E s V. Lze si povSimnout, Ze
postupnym zvySovanim parametru @ dochazi k posouvani EE do vyssich hodnot pro V a
menSich pro T a E, coz souhlasi s pfedchozimi odstavci. Z grafii 1ze usoudit, ze ¢im vyssi je
parametr w, tim vyrazné&ji se projevuje i jeho zména. Tato informace je velmi podstatna pii
popisu prub&hu nemoci, nebot’ nam popisuje charakter velikosti rizika.
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Obrdzek 15 — Fazovy prostor funkei T (t) a V(t) (panel A) a funkci E(t) a V(t) (panel B) pii hodnotdach v
tabulce 6 a riznych hodnotich w
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7.ZAVER

V Gvodu prace jsem si vyty¢€il dva cile. Prvnim bylo seznamit ¢tenafe se zaklady matematického
modelovani interakce viru a imunitniho systému uvniti hostitele. Jako druhy cil jsem chtél tyto
znalosti vyuzit na sestaveni nového modelu prubéhu infekce virem hepatitidy B a na jeho
nasledné podrobeni analyze. Téchto cilti jsem dosahnul. Nejprve jsem se vénoval obecnému
matematickému modelovani a nasledné ¢tenaie uvedl do zakladt biologie virti a imunity, abych
mohl navazat piiklady nékterych obecnych modeld. V druhé ¢asti jsem kratce popsal hepatitidu
B a pfedstavil jsem zde novy model zohlednujici biologicky jev zndmy jako vycerpani CTL.
Oveétil jsem omezenost tohoto modelu, jeho chovani pii riznych parametrech a popsal jsem
vliv sledovaného jevu na prubéhu nemoci. Ze simulaci vyplyva, Ze novy ¢len posouva vysledné
endemické ekvilibrium k vy$§im pocétim virovych ¢astic a zvySuje silu infekce na tkor
lymfocytt.

Ptinosem nového modelu je lepsi porozuméni studovaného onemocnéni, diky kterému jsme
schopni ucelngji kontrolovat jeho prubéh. Pomoci 1é¢iv se mizeme zaméfit na specifické
parametry a ze znalosti modelu je upravovat do pozadovanych hodnot, ¢imZ miizeme nejen
zmirnit pfiznaky a nasledky, ale i zamezit postupu infekce do chronické faze.

Model kvalitativné souhlasi se skute¢nou infekci, ovsem mnohem lepsich vysledkt by bylo
mozné dosahnout nastavenim jeho parametru tak, aby modelové trajektorie odpovidaly datim
skutecnych pacientd. Pokud bychom chtéli model pouzit v praxi, byl by tento krok nezbytny.
Dale 1ze vysledky vylepsit robustnéjSim modelem zahrnujicim vice jevi, jelikoz v této praci
jsme se jinymi jevy pfili§ nezabyvali. To sebou nicméné piinasi 1 vy$s$i naroky na vykon
pocitace a na zpracovani symbolickych vyrazi. V neposledni fadé¢ by mohla byt v budoucnu
analyza modelu rozsifena o silngjsi tvrzeni jakoZto napf. o rigordzni dikaz lokalni stability
endemického ekvilibria ¢i globalni stability obecné.
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10. PREHLED ZKRATEK

T L CytotoxickéT-lymfocyty
DFE....o i Ekvilibrium bez nakazy (Disease-free ekvilibrium)
BB e Endemické ekvilibrium
o USSR Hemaglutinin
HBCAG ...ttt ettt ae e enes Hepatitis B core antigen
HBSAG ... Hepatitis B surface antigen (Australsky antigen)
HBV s Hepatitis B virus
HIV e Virus lidské imunitni nedostatecnosti
TN 0L s Interferon a
L G s Imunoglobulin G
LGVl et a e te et e e ns Imunoglobulin M
MERS-COV ..ot Blizkovychodni respira¢ni syndrom
IR PR PP PRI Neuraminidaza
N TP T R PTRRPRPPR Natural killer buiika
R ettt Zakladni reprodukéni ¢islo
R e s Runge-Kutta
SARS-COV ...t Koronavirus tézkého akutniho respiracniho syndromu
LI PP U TP PP PP UURTRRT T-bunéény receptor
TGP s Transformacni rastovy faktor
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11. Priloha 1: Algoritmus FeSeni diferencialnich rovnic

class ODESolver:
def init  (self, f):
# Wrap user’s f in a new function that always
# converts list/tuple to array (or let array be array)
self.f = lambda u, t: np.asarray(f(u, t), float)

def set initial condition(self, UO):

if isinstance (U0, (float, int)): # scalar ODE
self.neq = 1 # no of equations
U0 float (UO0)

else: # system of ODEs

U0 = np.asarray (UO)

self.neq = UO0.size # no of equations
self.U0 = U0

def advance (self):
"""Advance solution one time step."""
raise NotImplementedError # implement in subclass

def solve(self, time points):
self.t = np.asarray(time points)
N = len(self.t)

if self.neq == 1: # scalar ODEs
self.u = np.zeros (N)

else: # systems of ODEs
self.u = np.zeros ((N, self.neq))

# Assume that self.t[0] corresponds to self.U0
self.u[0] = self.UO0

# Time loop
for n in range(N - 1):

self.n = n

self.u[n + 1] = self.advance()
return self.u, self.t

class ForwardEuler (ODESolver) :
def advance (self):
u, £, n, t = self.u, self.f, self.n, self.t
dt = t[n+l] - t[n]
unew = ul[n] + dt*f(ul[n], tln])
return unew

class RungeKutta4 (ODESolver) :
def advance (self):
u, £, n, t = self.u, self.f, self.n, self.t

dt = t[n+l] - t[n]

dt2 = dt/2.0

kl = f(uln], t)

k2 = f(uln] + dt2*kl, t[n] + dt2)

k3 = f(uln] + dt2*k2, t[n] + dt2)

k4 = f(uln] + dt*k3, t[n] + dt)

unew = u[n] + (dt/6.0)*(kl + 2*k2 + 2*k3 + k4)

return unew
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