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ANOTACE

Kazdy zna jisté palindromy: slova, ktera se ctou stejné zepredu i pozpatku (napf. krk,
rotor, nepotopen). Palindromy v pfirozenych bazich, tj. ¢isla, kterd maji palindromicky
zapis v néjaké prirozené bazi, jsou dobfe matematicky prostudované. Palindromy hraji
také dulezitou roli v matematické discipliné zvané kombinatorika na slovech. Praveé tato
disciplina nés inspirovala ke studiu antipalindromu.

Hlavnim cilem prace je sezndmit s novymi poznatky o antipalindromech v pfirozenych
béazich a porovnat je s palindromy. Predstavujeme vysledky tykajici se poctu po néjakou
mez, délitelnosti a vyskytu prvocisel mezi antipalindromy, vzdalenosti, poradi, vyskytu
palindromu mezi antipalindromy a naopak atd.

Klicova slova: palindrom, palindromické c¢islo, antipalindrom, antipalindromické ¢islo,
zapis (rozvoj) ¢isla v béazi

ANNOTATION

Everybody has certainly heard about palindromes: words that stay the same when read
backwards (e.g. pop, rotor, tattarrattat). Palindromes in a natural base, i.e. numbers
having palindromic expansion in a natural base, have been deeply explored by mathema-
ticians. Palindromes play an important role in a mathematical field called Combinatorics
on words, too. This field inspired our study of antipalindromes.

We introduce a new notion of antipalindromes in a natural base and we obtain a lot of
new results for them. We present results concerning the number of antipalindromes boun-
ded by a constant, divisibility and occurrence of prime numbers among antipalindromes,
distances, order, occurrence of palindromes among antipalindromes and conversely, etc.
Key words: palindrome, palindromic number, antipalindrome, antipalindromic number,
expansion of a number in a base



Obsah

1 Uvod
1.1 Palindromy pod lupou . . . . . .. . ...
1.2 Motivace z kombinatoriky na slovech . . . . .. ... ... .00 0.
1.3 Clenéni prace . . . . o v v v

2 Antipalindromy

2.1 Definice . . . . . . e
2.2 PoCty . . . . .
2.2.1 Pocty antipalindromu . . . . . .. ... ... 0L
2.2.2  Pocty palindromu . . . . .. ...
2.3 Deélitelnost . . . . . . .o
2.3.1 Délitelnost palindromua . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.3.2 Deélitelnost antipalindromu . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.3.3 Prvocisla mezi antipalindromy a palindromy . . . . ... .. .. ..
2.4 Poradi . . . . ..
2.5 Vzddalenosti . . . . . . ..
2.5.1 Vzdélenosti mezi antipalindromy . . . . .. .. .. ... ... ...
2.5.2  Vzdélenosti mezi palindromy . . . . . . . . ... ... ... .. ...
2.6 Vyskyt palindromu mezi antipalindromy . . . . . . ... ... ... ... ..
2.7 Mocniny . . . . ...
2.7.1 Mocniny u antipalindromta . . . . . . ... .. oL L

2.7.2  Mocniny u palindromu
3 Zavér a oteviené problémy

4 Priloha

10
10
12
12
12
13
14
15
16
17
20
21
22
22
23

24

26



Kapitola 1

Uvod

Palindromy jsou slova, ktera se ctou stejné zepiredu a pozpatku. Jsou casto oblibenou
slovni hiickou. Pravé jejich ptiblizenim za¢neme tvod. V této praci se budeme zabyvat
predevsim antipalindromy, které muzeme chapat jako zobecnéni palindromu. V druhé
¢asti uvodu priblizime, jak nas motivovala kombinatorika na slovech ke zkoumani antipa-
lindromu. V posledni ¢asti ivodu popiseme ¢lenéni préce.

1.1 Palindromy pod lupou

Moc nas jisté nepiekvapi, ze v prirozenych jazycich ptilis dlouhé palindromy nenajdeme.
‘nezasazen’, ‘nezarazen’. V anglictiné je nejdelsim palindromickym slovem ‘tattarrattat’.
Jeho vitézstvi ovSem nemusime povazovat za zcela zaslouzené, protoze nejde o bézné
slovo, avsak o fantazii Jamese Joyce, ktery ve svém romanu Odysseus [3] pouzil tento
neologismus k popsani zvuku energického poklepani na dvefte:

“I was just beginning to yawn with nerves thinking he was trying to make a fool of me
when I knew his tattarrattat at the door.”

Zajimavéjsi jsou pak palindromické véty. Palindromy z nich vétSinou vzniknou jen v
piipadech, ze zapomeneme na mezery mezi slovy, ptipadné i na diakritiku. V c¢estiné
patii mezi znamé palindromické véty:

“V elipse spi lev.”
“Jelenovi pivo nele;j.”
“Kobyla ma maly bok.”

Neméné zajimavé jsou také palindromy tvotené ¢isly. Zajimavejsimi se stavaji ve chvili,
kdyz se k nim vaze napiiklad néjaké historickd udalost. Napiiklad datum (véetné casu)
polozeni zakladniho kamene Karlova mostu muzeme vyjadrit jako palindrom. Tento palin-
drom je slozen jen z lichych cifer 135797531. Muzeum Karlova mostu jej pouzilo jako své
logo. Podle historika astronomie Zdenka Horského byl zakladni kamen polozen 9. ervence
1357 v 5:31. V tu chvili pry byla ptizniva konstelace Slunce a Saturnu. Palindrom je tedy
sestaven z udaju: rok - den - mésic - hodina - minuty.



lemtn79vauensl

MUZEUM KARLOYA MOSTU

Obréazek 1.1: Logo Muzea Karlova mostu

1.2 Motivace z kombinatoriky na slovech

Pojmy z kombinatoriky na slovech jsou intuitivni, proto potfebné definice uvadime jen
v pozndmce pod ¢arou !. Zajimavéjsi nez v piirozenych jazycich je situace tykajici se
palindromu v nekonecnych slovech. Pro nase i¢ely muzeme uvazovat koneéna a nekonecéna
slova sestdvajici ze dvou symbolt, napi. z nul a jednicek. Rikdme jim bindrni slova. V
téchto slovech muzeme nachazet binarni palindromy libovolnych délek. Tato slova vsak
maji néjakou strukturu. Nekoneéné slovo muze totiz obsahovat v libovolném faktoru délky
n maximélné n ruznych neprazdnych palindromu [2].

Definice 1 ([2]). Nekonecéné slovo u nazgvame bohatym na palindromy, pokud v kazdém
svém faktoru délky n € N obsahuje pravé n neprdzdnijch palindroma.

Priklad 1. Nejzndmeéjsim slovem bohatym na palindromy je jedno ze dvou nejslavnéjsich
slov kombinatoriky na slovech — Fibonacciho slovo. Vyrobime je tzv. prepisovacimi pravi-
dly: 0 = 01 a 1 — 0. Zacneme nulou a pordd dal budeme aplikovat prepisovaci pravidla:

0

01

010

01001
01001010
0100101001001

Takto vyrabime delsi a delsi prefixy Fibonacciho slova.

Vezméme libovolny faktor Fibonacciho slova, napr. 001010 (délka je 6), a ovérme, Ze
obsahuje 6 neprdzdnijch palindromii. To skuteéné plati, nebot vsechny jeho palindromické
faktory jsou 0, 1, 00, 010, 101 « 01010.

Zaved'me nyn{ dvé zobrazenf: zrcadleni R (reflection) a vyménu E (exchange). Koneénému
slovu prifadi opét konecné slovo stejné délky. Zrcadleni ¢te slovo pozpatku a vyména cte
slovo pozpatku a zdroveii nulu pfepiSe na jednicku a naopak. Uvedme si jejich puisoben{
na piikladé slova w = 00110101. Dostaneme R(w) = 10101100 a E(w) = 01010011.
Nyni se da palindrom definovat jako pevny bod zrcadleni, tedy jako slovo w spliujici
R(w) = w. Naptiklad 0010100 je palindrom, protoze R(0010100) = 0010100. Podobné
slovo w nazveme antipalindromem, pokud E(w) = w. Napiiklad 0010101011 je antipalin-
drom, protoze E ptecte slovo pozpatku jako 1101010100 a poté vymeéni nuly a jednicky,
dostaneme tak 0010101011.

! Bindrnim slovem w nazyvame koneénou posloupnost dvou symboli, napi. 0 a 1. Jeho délkou rozumime
pocet symbolu, které obsahuje. Pod nekonecéngm bindrnim slovem u rozumime nekoneénou posloupnost
0al,tju=uuius..., kde u; € {0,1}. Konetné slovo w nazveme faktorem koneéného ¢i nekoneéného
slova u, pokud existuje slovo v a slovo ¢ (kone¢né ¢i nekonecné) tak, ze u = vwt. Je-li v préazdné slovo,
nazveme w prefizem slova u.



Priklad 2. Nejznaméjsim prikladem nekonecného slova, které v kazdém faktoru obsahuje
maximdlni mozny pocet palindromi a antipalindromal, je druhé ze dvou nejslavnéjsich slov
kombinatoriky na slovech — Thueovo-Morseovo slovo [4]. Toto bindrni nekoneéné slovo
vyrobime opét prepisovacimi pravidly: 0 — 01 a 1 — 10. Zacneme nulou a pordd ddl
budeme aplikovat prepisovaci pravidla:

0

01

0110

01101001

0110100110010110
01101001100101101001011001101001

Takto vyrdabime delsi a delsi prefixy Thueova-Morseova slova.

Na palindromy Thueovo-Morseovo slovo bohaté neni. Napriklad faktor 011010011 délky
9 obsahuje pouze 8 neprdzdnych palindromu 0, 1, 00, 11, 010, 101, 0110, 1001. Naopak
Fibonacciho slovo neni bohaté na palindromy a antipalindromy zdroven.

Motivaci ke studiu antipalindromi je nam fakt, ze v kombinatorice na slovech je jedno
ze dvou nejslavnéjsich nekoneénych slov bohaté pravé na palindromy a antipalindromy
zaroven (viz piiklad 2). Praveé toto zjisténi probudilo v oblasti kombinatoriky na slovech
v poslednich letech velky zdjem o studium antipalindromu. Pod poklicku kombinatoriky
na slovech muzete nahlédnout v ¢lanku [1], mimo jiné se v ném dozvite, pro¢ si pravée
Fibonacciho slovo a Thueovo-Morseovo slovo ziskala takovou slavu.

1.3 Clenéni prace

V této praci se zabyvame antipalindromy v ruznych prirozenych bazich. Zkoumame pro né
vlastnosti, které jsou znamé pro palindromy, a pii této prilezitosti nachédzime celou fadu
novych vysledku. Rozélenény jsou nasledujicim zpusobem. V kapitole 2.1 definujeme anti-
palindrom, resp. palindrom v pfirozené bazi a uvadime zdkladni vlastnosti bezprostfedné
ziskané z definic. Kapitola 2.2 informuje o poctech palindromu a antipalindromt s danym
poctem cifer a s poctem cifer omezenym néjakou konstantou. V kapitole 2.3 ukazujeme
zajimavé vysledky tykajici se délitelnosti antipalindromu a z nich odvozujeme, ze jedina
netrivialni prvocisla mezi antipalindromy existuji v bazi 3. Kapitola 2.4 prinasi navod, jak
ze zapisu antipalindromu urcit jeho potadi. V kapitole 2.5 ukazujeme, jakych vzdalenosti
mohou nabyvat po sobé jdouci antipalindromy a palindromy. V kapitole 2.6 zodpovidame
otazku, zda a kolik muze byt palindromt mezi antipalindromy a naopak. V kapitole 2.7
vysvétlujeme zékladni poznatky o mocnindch mezi antipalindromy, a také ukazujeme
jednu analogii mezi mocninami dvoucifernych antipalindromu a palindromu. V piiloze
najdeme seznam nékolika prvnich antipalindromu v bazich b =10,b=3 a b = 2.



Kapitola 2

Antipalindromy

2.1 Definice

Zactneme formalni definici palindromu a antipalindromu v pfirozené bazi a uvedenim
zékladnich vlastnosti.

Definice 2. Necht b € N,b > 2. Uvazujme prirozené c¢islo m, jehoZ zdpis v bdzi b md tvar
m = i,b" + -+ + 116+ 7o,
kde ig,i1,...,1, € {0,1,...,b—1}. Potom m nazveme
1. palindromem v bdzi b, pokud jeho cifry v bazi b spliugi podminku:

ij =1ln—; pro kaZdé j € {0,1,...,n}, (2.1)

2. antipalindromem v bdzi b, pokud jeho cifry v bdzi b splnugi podminku:
ij=b—1—1i,_; prokazdéje{0,1,...,n}. (2.2)
Priklad 3. Uvazuyme nyni ruzné bdze b a podivejme, jak vypadaji antipalindromy v téchto
bdazich:
o V bazi b= 10 je antipalindromem napr. 395406.
e V bazi b= 3 je antipalindromem napr. 2011120.
o V bdzi b= 2 je antipalindromem napr. 110100.

Veéta 1. Antipalindrom muze mit lichy pocet cifer pouze v liché bdzi b. Navic prostredni

cifra md pak hodnotu b_Tl
Diikaz. Oznacme cifry uvazovaného antipalindromu g, 71, 9, . . ., i2,. Uspofddejme cifry
do dvojic a sectéme: i + o, %1 + l2p—1,--.,In—1 + Inq1. Z definice antipalindromu ma

kazda tato dvojice soucet b — 1. Zustane nam vsak cifra 7,,, kterou musime takto sparovat
samu se sebou, a tudiz 2¢,, = b — 1.

7 toho vyplyva, ze prostiedni cifra i, je celé ¢islo jen pro b = 2k + 1, kde k € N, tedy
_ bl

pokud b je liché. Navic plati i, = >5-. O]



Veéta 2. Antipalindrom muze byt zdroven palindromem, jen kdyz bdze b je lichd a pokud
jsou vsechny cifry rovny b;—l

Dikaz. Méjme antipalindrom s ciframi g, 1, ...,7,. Aby byl palindromem musi platit
i; = in—; pro kazdé j € {0,1,...,n}. Z definice antipalindromu zaroven plyne, ze i; +
in—j = b— 1. Dostavame tedy i; = % pro kazdé j € {0,1,...,n} neboli vsechny cifry
maji hodnotu bg—l a béaze b je tudiz nutné licha. O]

2.2 Pocty

V této kapitole odvodime pocet palindromu a antipalindromu o n cifrach a také s nejvyse
n ciframi. Pro drobné zjednoduseni znaceni budeme pouzivat symboly: s = % pro liché
prirozené cislo k a a, = g pro sudé prirozené k.

2.2.1 Pocty antipalindromu

Veéta 3. Pocet antipalindromi obsahujicich k cifer zdavisi na parité bdze a na parité k
nasledujicim zpusobem:

o Je-li k sudé cislo, pak je pocet roven (b — 1)b% 1,
e Je-li k liché ¢islo a bdze b sudd, pak je pocet nulovy.
o Je-li k liché éislo vétsi neZ jedna a bdze b lichd, pak je pocet roven (b — 1)b*1.
e Jednociferny antipalindrom je v liché bazi jeden.
Dikaz. Rozdélime dukaz na dvé ¢asti podle parity poctu cifer:

1. Pro k = 2n oznacme cifry antipalindromu 9, _1,%2,_2,...,11,%. Cifry od iy, 1 az
do 1, se méni a jejich hodnotami uz jsou urcené cifry ¢, 1 az ig. Protoze cifry
ion—1y---yin € {0,1,...,0 — 1} (s vyjimkou i9, 1, kterd nebude nikdy 0, protoze
stoji na zacatku ¢isla), bude pocet antipalindromu s poctem cifer 2n roven poctu
variaci s opakovanim s, 1 az i, podle vySe zminénych podminek. Proto plati, ze
pocet antipalindromu s poctem cifer 2n je (b — 1)b" 1 = (b — 1)b% 1.

2. Pro k = 2n+1 zavisi vysledek na parité baze. Pokud je baze b sudé ¢islo, pak je podle
véty 1 pocet nulovy. Pokud je baze b liché ¢islo, pak ozna¢me cifry antipalindromu
analogicky jako v prvnim ptipadé is,,i0,_1,...,%1,%. Prostiedni cifra ¢, méa podle
véty 1 hodnotu pevné danou: i,, = b_Tl Cifry ptredchazejici i,, urcuji hodnoty cifer
nasledujicich po i,, proto je vysledek analogicky jako u sudého poctu cifer, a to
(b — 1)b" ! = (b — 1)b*~1. Specidlné pro jednociferné antipalindromy plati, ze v
sudé béazi neexistuji a v liché bazi je takovy antipalindrom jediny, a to roven b_Tl

m

Z veéty 3 zndme pocet antipalindromu pro néjaky pocet cifer k. Abychom ziskali pocet

antipalindromu do néjakého poctu cifer n, staci secist pocty antipalindromu s k ciframi

pro k < n.
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Suda baze b
O sudych bézich vime, ze se v nich nachazeji jen antipalindromy se sudym poctem cifer.
Pocet antipalindromi s nejvyse n ciframi je roven

an

Z(b —1)b* ' pro sudé n

a=1

a je roven

an—1
Z(b — 1)b*t pro liché n.
a=1

Sumu lze upravit vytknutim a posunutim mezi a poté secist:

an—1

(b—1)> b =0b"—1,
a=0

respektive
ap—1—1

b—1) > b =b"" -1
a=0

Disledek 1. Pocet antipalindromu v sudé bdzi b s poctem cifer nejvyse n je roven:

m =gz pro n sude,
b™ — 1, pricemz
n—1

m = "5= pron liché.

Licha baze b
O poctech antipalindromu s poctem cifer 25 a 25 + 1 vime, Ze jsou stejné, protoze ag; =

j : 2j+1)—1
2_J:]:(]+2)

5 = S9;+1 a podle véty 3 pro pocty plati

(b— 1)1 = (b—1)bp*+ L,

Pocet vsech antipalindromu s po¢tem cifer maximalné n tak muzeme spocitat jako dvojnasobek
poctu antipalindromu s lichym poctem cifer rovnym maximalné n, pokud je n liché ¢islo,
nebo jako dvojndsobek poctu antipalindromu s lichym poc¢tem cifer rovnym maximalné

n + 1 zmenseny o pocet antipalindromu s n + 1 ciframi, pokud je n sudé cislo.

Dostavame tak pro n liché sumu:

Sn

d 20—t =2 -2

s=1
Nezapocitali jsme vSak jesté posledni jednociferny antipalindrom, a tak pocet antipalin-
dromu pro liché baze s poc¢tem cifer maximélné n, kde n je liché cislo, je

20°™ — 1.
Podobné pro n sudé mame sumu:
Sn+1
Z 2(b — 1)[)371 —(b— 1)b3n+1*1 = 2 — 2 — (b— 1)58”‘“71.
s=1

Nezapocitali jsme vSak opét posledni jednociferny antipalindrom, a tak pocet antipalin-
dromu pro liché baze s poc¢tem cifer maximélné n, kde n je sudé ¢islo, je

205+ — 1 — (b— 1)p* 1t = (b+ 1)b*t 7t — 1.

11



Dusledek 2. Pocet antipalindromi v liché bazi b s poctem cifer nejuiyse n je roven:

20" —1, kde m = "T_l pro n liché,
(b+ 1" =1, kdem =% pron sudé.

2.2.2 Pocty palindromu

Pocty palindromu jsou podobné jako pocty u antipalindromu v lichych béazich b, protoze
v kazdém poctu cifer najdeme néjaky palindrom (stejné jako u antipalindromu v lichych
bézich). Pojdme se nyni podivat na analogii poctu palindromu s antipalindromy. Pocty
palindromtu rozdélime podle poctu cifer:

e jednociferné palindromy.
e pocet cifer 2n + 1,n € N.
e pocet cifer 2n,n € N.

Jednocifernych palindromu je celkem b (pro kazdou moznou hodnotu cifer od 0 do b —1).
Vsimnéme si, ze u palindromu se sudym poctem cifer se méni prvnich g cifer, kde k je
pocet cifer. U lichych poctu cifer se méni prvnich % cifer. Zbylé cifry se méni uz pouze
v zavislosti na téchto. A protoze tyto cifry kromé prvni cifry i;_1, kterd nemuze nédbyvat
hodnoty 0, nabyvaji hodnot od 0 do b — 1, plati, Ze pocet palindromu v néjakém poctu
cifer je pro sudé k roven b* 1 (b — 1) a pro liché k roven b* (b — 1).

Nyni udélame malé pozorovani: Pocet antipalindromu (v liché bazi) v poctu cifer k je po
fadé 1,0— 1,0 —1,b(b—1),b(b—1),b*(b—1),.... Pocet palindromt v poctu cifer k je po
fadé b,b—1,0(b—1),b(b—1),b*(b—1),0*(b—1),... . MZeme si v§imnout, Ze pro soucet
poctu antipalindromu v poctech cifer 1,2,3 plati, Ze je stejny jako soucet poc¢tu palindromu
v poctech cifer 1,2, a to 2b— 1. V dalsich poctech cifer jsou jiz po¢ty palindromu v k stejné
jako pocet antipalindromu v poctu cifer k£ + 1. Plati tedy, Zze pocet palindromu po néjaké
k je stejny jako pocet antipalindromu v liché bazi b po k+1. A protoze v takovém ptipadé
je parita cifer jind, musime u vzorcu pro vypocet poctu antipalindromu zménit s na a a
obracené.

Dusledek 3. Pocet palindromi po lichy pocet cifer je (b+ 1)b° — 1, kde s je polovina
poctu cifer zmenseného o jedna. Pocet palindromu po sudy pocet cifer je 2b® — 1, kde a je
polovina poctu cifer.

2.3 Deélitelnost

V této kapitole pripomeneme znamy vysledek tykajici se délitelnosti palindromu. Predstavime
nové vysledky tykajici se délitelnosti antipalindromu. Z téchto vysledku poté odvodime,
jak je to s vyskytem prvocisel mezi palindromy a antipalindromy.

2.3.1 Daélitelnost palindromi
Véta 4. Palindrom se sudym poctem cifer je delitelny b+ 1.

Diikaz. Uvazujme palindrom m = i,0" +1,,_1+- - -+ 11041 pro lichd n. Muzeme sparovat
jednotlivé dvojice i,_;b"7 + i;07 = i;(b"7 + b'), protoze definice palindromu ifkd, ze
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in—j = t;. Diky sudému poctu cifer muzeme timto zpusobem sparovat vSechny dvojice
in_b" 75167 pro j € {0,1,..., ”T_l} Dokazme, ze pro palindrom upraveny sparovanim
koeficientu plati:

= ig(0" + 1)+ i (0" Hb) + -+ i (0" F + ) =0 (mod b+ 1),

kde k = 251, Vsechny ¢leny kongruence muzeme zapsat i jako i;0/(b" % + 1) pro j €
{0,1,..., }, a protoze vzdy 27 < n, tak v kazdém ¢lenu kongruence najdeme c¢len
b2 —|— 1, kde n — 2j > 1. Zbyva tedy ukézat, ze (b*+ 1) = 0 (mod b + 1) pro lichd
prirozena ¢isla ¢, a to plyne ze znamého vzorce pro rozklad:

B4+ =0+ =" 4+...—=b+1)=0 (modb+1).

Timto je dokazano, ze palindromy se sudym poctem cifer jsou délitelné b + 1. O

2.3.2 Délitelnost antipalindromi

V desitkové soustaveé zname tvrzeni, které 1ika, ze prirozené cislo je délitelné 9, prave kdyz
jeho ciferny soucet je délitelny 9. Zobecnéme nyni toto tvrzeni pro soustavy s libovolnym
prirozenym zakladem b.

Lemma 1. Necht m je prirozené éislo a jeho zdpis v soustavé o zdkladu b je roven i,b™ +
i1V i b+ ig. Potom m je délitelné b— 1, prdvé kdyz jeho ciferny soucet v bdzi
b je délitelng b — 1, tj. (b— 1)|(4p + tn_1 + -+ + i1 +7p)-

Diikaz. Jelikoz b* — 1 = (b—1)(bF' + b*2 4+ ... + b+ 1), dostdvdme kongruenci b* = 1
(mod b — 1) pro kazdé k € {1,2,...,n}. Z vlastnosti kongruenci pak plyne, Ze ixb* = iy
(mod b — 1), tudiz také plati

i + i 0" bty =iy F i1+ .. i +d9 (mod b—1).
O

Veéta 5. Antipalindrom se sudym poctem cifer v soustavé o zdkladu b je délitelny cislem

b—1.

Diikaz. Uvazujme antipalindrom m = i9,_10*" ! + is,_ob?" "2 + - - - 4+ 41b + iy. Podle lem-
matu 1 mame kongruenci

Z'Qn,lenil -+ i2n72b2n72 —+ e 4 Zlb -+ ’io = ?:2”,1 —+ Z'Qn,Q + e 4 ?:1 -+ io (HlOd b— 1)

Podle definice antipalindromu plat{ g, 1 + i = b — 1 pro kazdé k € {0,1,...,2n — 1}.
Ze sudosti poctu cifer pak plyne i9,_1 + 9,2 + -+ + i3 + i = 0 (mod b — 1), tudiz
antipalindrom m je délitelny ¢islem b — 1. O
Veéta 6. Antipalindrom s lichym poctem cifer v soustavée o zdkladu b je délitelny cislem
b—1

2

Diikaz. Uvazujme antipalindrom m = i9,b*" +i9,_1b** 1 4+ - - +i1b+1ig. Z definice antipa-
lindromu s lichym poctem cifer vyplyva, ze vSechny cifry kromé prostiedni ¢, lze sparovat
Ton+1%0,%2n—1+11, - - - bnt1+1,—1 VZdy se souctem b—1. Ciferny soucet ¢isla m—1,b" je tedy
délitelny cislem b—1, a tedy podle lemmatu 1 je také piimo m —i,b"™ délitelné ¢islem b—1,
a tudiz samoziejmé i %1, Jelikoz prostiedni mfra podle véty 1 spliuje ,, = b_l , dozvedeli
jsme se zatim, ze mslo m— % 1b” je délitelné L. Tim je dokézéno, 7ze antlpahndrom m
je délitelny ¢islem b21 O]
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2.3.3 Prvocisla mezi antipalindromy a palindromy

Délitelnost a prvoécisla spolu tzce souvisi. Pojdme se tedy podivat, jak to s nimi vypadé
mezi antipalindromy a palindromy. 7 véty 4 vime, ze palindromy se sudym poctem cifer
nejsou prvocisla, az na pripad, kdy b+ 1 je prvocislo a 11 je pak jeho ptislusny palindro-
micky zépis (se sudym poctem cifer) v bazi b.

Palindromickych prvocisel muzeme najit spoustu v nasi desitkové soustavé, napft.
101,131, 353,757, ..., posloupnost A002385 v OEIS [5]. Avsak i v dalsich bézich b neni
slozité prvocisla najit, napf.

1011101, = 93,
111g = 73,
212, = 23,

B222B, = 729643,

Zatimco najit prvociselné palindromy nebylo prilis narocné, najit prvociselné antipa-
Baze b > 3
Véta 7. Necht je ddna bdze b > 3.

o Pak existuje maximdlné jeden prvociselny antipalindrom p v bazi b splnujici p < b,

atop:b_Tl.

e Prvociselny antipalindrom p v bdzi b splnujici p > b neexistuje.

Diikaz. e Jelikoz cifry v soustavé o zakladu b maji hodnoty od 0 do b — 1, ma kazdé
¢islo p < b jednociferny zapis v bazi b. Jediny jednociferny antipalindrom v bézi b
je ¢islo b_Tl, viz véta 1. Odtud jiz plyne prvni tvrzeni véty.

e Druhé tvrzeni plyne z délitelnosti antipalindromu (véty 5 a 6).
O

Disledek 4. Ezistuje nekoneéné mnoho prvocisel splnugicich, Ze jsou zdroven antipalin-
dromy v néjaké bdzi b > 3 a Ze maji hodnotu mensi nez b.

Diikaz. Tvrzeni plyne z faktu, ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Zvolime-li totiz libovolné

prvocislo ¢ > 3 a polozime b;—l =q, tj. b = 2q + 1, potom ¢ je prvociselny antipalindrom

v bazi b, viz véta 7. O

Baze b =2
Véta 8. V bdaz 2 existuje jediny prvociselny antipalindrom p, a to p = 2 se zdpisem 10.

Diikaz. V této bazi z definice antipalindromu vyplyva, ze posledni cifra v ¢iselném rozvoji
v této bazi bude 0. Kazdy antipalindrom mé tedy zépis tvaru 2" + i,_12" 1 + - - 4+ 4,2,
tudiz je délitelny dvéma. Jediné takové prvocislo je tudiz 2. O]
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Baze b =3

Veéta 9. V baz b= 3 existugi prvociselné antipalindromy. Nutné maji lichy pocet cifer a
navic minimdlné tri cifry.

Dukaz. O bazi 3 vime z véty 5, ze antipalindromy se sudym poctem cifer v této bazi
jsou délitelné dvéma. Pro antipalindromy s lichym poctem cifer plyne z véty 6 pouze
trivialni fakt, ze jsou délitelné ¢islem 1, a tak vSechny prvociselné antipalindromy v bazi 3
maji lichy pocet cifer. Jediny jednociferny antipalindrom v béazi 3 je ¢islo 1. Pro vSechny
prvociselné antipalindromy p v bézi b = 3 tak plati, ze b < p. Piikladem prvociselného
antipalindromu v béazi 3 je ¢islo 13 se zapisem 111. m

Kolik takovych prvociselnych antipalindromu p > b v bazi b = 3 existuje? To je otdzka,
na kterou bohuzel v této praci neodpovime. Uvedeme alespon, jakého tvaru jsou.

Lemma 2. Antipalindromy v bdzi 3 zacinajici cifrou 2 jsou délitelnd cislem 3.

Diikaz. Mame antipalindrom m = 4,3" 4 4,,_13" ' 4 - - - +1413 + i, piicemz i,, = 2. Jelikoz
in + 19 = 2, musi byt ig = 0. Odtud jiz plyne délitelnost antipalindromu m ¢islem 3. [

Véta 10. Vsechny prvociselné antipalindromy v bazi 3 jsou ve tvaru 6k + 1, kde k € N.

Diikaz. Uvazujme prvociselny antipalindrom m = i9,3*" + i9,_13?" 1 + -+ + 13 + 4
(pocet cifer je nutné lichy podle véty 9). Podle lemmatu 2 je ip, = 1 aig = 1 a z véty 1
vyplyva, ze i, = 1. Sparujme spolu jednotlivé cleny antipalindromu m (kromé iy, i, 9,):
Gon_132" L 4+ 013, ... iy 13" 44,1371 Jednotlivé dvojice lze zapsat obecné ve tvaru
ion—3%" 0 4+ 0;37,5 € {1,...,n — 1}. Dokazme, ze pro kazdé j € {1,...,n — 1} existuje
s € N spliujici:

Sj(ign_j32n_2j + Z]) = 6s.

V zéavorce muzeme piedpokladat pouze 3 moznosti pro cifry: i,—; = 2;¢; = 0 nebo
lon—j = 1 = 1 nebo i9,_; = 0;7; = 2. Ve vSech téchto pripadech rovnost plati, protoze v
zavorce bude sudé ¢islo. Dostavame proto rovnost

m = i9,3>" + 1,3" + iy + 6/
= 343"+ 1+6/
= 373"+ 1)+ 146

pro néjaké prirozené nebo nulové ¢islo . Odtud je vidét, ze m je skutecné tvaru 6k + 1
pro néjaké prirozené k. O

2.4 Poradi

Mame antipalindrom v béazi b s ciframi 9,,%9,_1,...,1, 1, pfipadné bez i, pii sudém
poctu cifer. Budou nas zajimat cifry, které se méni pii prechodu na nejblizsi vyssi an-
tipalindrom, konkrétné ty nachazejici se v druhé poloviné ¢éisla 2,1, ..., 41,79. Nejvyssi
antipalindrom v néjakém poctu cifer bude mit tyto cifry nulové. Napt. pro b = 10 je
999000 nejvyssi antipalindrom se Sesti ciframi. Kdyz se vSak presuneme k nizsimu anti-
palindromu, tak se postupné tato cast cifer méni. Posuneme-li se o ¢tyfi antipalindromy
dolu, pak dostaneme pro nas piiklad 995400. Pokud tyto cifry pre¢teme z druhé strany,
obdrzime ¢islo 4, které udava o kolik antipalindromu jsme se posunuli od nejvyssiho an-
tipalindromu se Sesti ciframi. Pro obecnou béazi b plati nasledujici tvrzeni. Vyuziva se
dusledku 1 a 2.

15



Véta 11. Necht b je lichd bdze.

1. Megme antipalindrom m v bdzi b s ciframi i9y,, 19,1, - . ., 11, 19. Potom poradi tohoto
antipalindromu je rovno poctu antipalindromi s nejvyse 2n + 1 ciframi zmensSeného
0 Z.()bnil + ’l.lbniz + -4 in_lbo, tj

20" — 1 — (igh" '+ b 4 - i, BO).
2. Méyme antipalindrom m v bdzi b s ciframi io,_1,...,01,%. Potom poradi tohoto

antipalindromu je rovno poctu antipalindromi s nejvyse 2n ciframi zmenseného o
A S AT/ S MY L 7 )

(b+ 10" =1 — (3™ ' + 0" 2 - i1 B°).
Necht b je sudd baze. Méjme antipalindrom m v bdzi b s ciframi isp, ion_1, . . . %1, %, T€SP.
s ciframi ig,_1, ..., 11, 1. Potom poradi m je rovno
b — 1 — (igb™ b2 iy DY),

Piiklad 4. V bdzi b = 3 wvazZujme antipalindrom 2011120. Tento antipalindrom v bdzi
3 je 46., protoZe pocet antipalindromi o nejvyse sedmi cifrdach je podle dusledku 2 roven
2-3% —1 a od néj odecteme éislo s ciframi 021 v bdzi 3, tj.

2:33-1-(0-3*+2-3+1) = 46.

V bazi b = 8 wvaZuyme antipalindrom 451623. Tento antipalindrom v bdzi 8 je 297.,
protoZe pocet antipalindromii o nejuyse Sesti cifrdch je podle disledku 1 roven 8 —1 a od
néj odecteme cislo s ciframi 326 v bdzi 8, tj.

8% —1— (3.8 +2.8+6) =297 = (451)s.

Pro sudé baze dokonce plati, Ze prvni polovina cifer je cislem v dané bazi uddvajicim,
kolikdty antipalindrom je. Je to tak, protoZe pruni polovina cifer jde od cifry 1 a postupné
se zvysuje vidy o jedna v dané bdzi a nikdy se neopakuje (souvisi to s neexistenci antipa-
lindroma s lichym poctem cifer). V liché bdzi se naopak proni polovina cifer opakugje pro
sudy pocet cifer a poté pro lichy pocet cifer o jedna véetsi, a tak vyse popsany postup je
uveden predevsim pro ni.

2.5 Vzdalenosti

Vzdalenosti mezi dvéma antipalindromy, respektive mezi dvéma palindromy budeme ro-
zumét jejich rozdil.

Definice 3. Vzdalenost mezi dvéma (anti)palindromy my a ma, kde my > ms, je rovna
i — M.
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2.5.1 Vzdalenosti mezi antipalindromy
Vzdalenosti mezi antipalindromy se stejnym poctem cifer

Pokud prechazime mezi antipalindromy se stejnym poctem cifer na dalsi v poradi a po-
zorujeme, co se déje s ciframi vlevo od stiedu, pak plati nasledujici:

e Cifra s nejnizsim indexem, ktera jesté nema maximalni moznou hodnotu b — 1, se
zvysi o jedna.

e Cifry s nizsim indexem (které tedy maji maximalni hodnotu) se vynuluji.
Cifry vpravo od stfedu se upravi tak, aby vznikl opét antipalindrom.

Priiklad 5. Uvazujme sudou bdzi b = 10. Pak prikladem po sobé jdoucich antipalindromai
se sesti ciframi jsou 509094 a 510984. Jejich vzddlenost je 1890.

Piiklad 6. Uvazujme lichou bdzi b = 3. Pak prikladem po sobé ndasledugicich antipalin-
dromu se sedmi ciframi jsou 1405 se zapisem 1221001 a 1509 se zdpisem 2001220. Jejich
vzddlenost je 104.

Pro vzdalenosti mezi antipalindromy se stejnym poctem cifer zavedeme symbol p,
ktery nazveme indexem (pofadim) zmény.

Definice 4. Index zmény p uddvd, jakd nejuyssi cifra (pocitino od stiedu zdpisu ¢isla) se
zmeénila pri prechodu od jednoho antipalindromu k ndsledujicimu.

Pro priklad 5 plati, ze p = 2, a pro priklad 6 plati, Zze p = 3. Pro antipalindrom se sudym
poctem cifer rovnym 2n plati, ze se pii prechodu k néasledujicimu antipalindromu méni
vSechny cifry s indexy ¢,_, aZ i,_14,. Pro antipalindrom s lichym poctem cifer 2n+1 plati,
ze se méni vsechny cifry s indexy i,_, az 4,4, kromé prostfedni cifry i,, kterd zustava

rovna %

Sudy pocet cifer

Veéta 12. Pro vzddlenost mezi dvéma antipalindromy v poradi za sebou se steynym sudym
poctem cifer plati vztah b*P(26P — b — 1), kde a znaci polovinu poctu cifer.

Diikaz. Méme antipalindrom m = ig,,_16*" 1 +ig, 90?2+ - - +i1b+1 (" = b%). Vime, 7e
u antipalindromu se sudym poc¢tem cifer se pti prechodu na dalsi antipalindrom v poradi
zmeéni vSech prostiednich 2p cifer. Cifry na misté i,_, a ¢,_14+, se zméni o jedna, zatimco
vSechny ostatni cifry pravé mezi témito dvéma se zméni z cifer b — 1 na 0 nebo obracené z
0 na b— 1. Nyni spocitdme rozdil mezi takovymi dvéma po sobé jdoucimi antipalindromy.
Rozdélime si spocteni rozdilu na dvé c¢asti (v jedné spocitdme rozdil z prvni poloviny
antipalindromu a v druhé z druhé poloviny antipalindromu):
1. ba+p71 _ ba+p72(b _ 1) _ ba+p73(b _ 1) - = ba(b _ 1) — ba+p71 _ ba+p71 + ba+p72 _
ba+p—2 + ba+p—3 — ba+1 _ ba+1 + ba — ba
Jak vidime, tak vsechny cleny 6%t kde j € {1,2,...,p — 1}, se odectou a z prvni
¢asti ndm tak zbyde jen b°.
2. ba—l(b _ 1) + ba—Q(b _ 1) 4o+ ba—p—i—l(b _ 1) _ ba—p — ba _ ba—l + ba—l _ ba—2 +
ba—2 — 4+ ba—p+2 _ ba—p+1 —prP = po — ba—p+1 — par

V této druhé ¢ésti je rozdil roven b* — p@—P+L — pa=p,
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Rozdil mezi dvéma po sobé jdoucimi antipalindromy se sudym poctem cifer tak je:
20" — bePHL TP = (0P — b — 1).
O

Podivejme se ted na pifklad 5. Dosadime-li do vzorce z véty 12 pro vzdalenost antipa-
lindromu se sudym poctem cifer hodnoty z tohoto ptikladu, tedy b = 10,p = 2,a = 3,
dostaneme vyraz 10(2 - 10> — 10 — 1), ktery je také roven 1890, coz skuteéné odpovida
vzdalenosti antipalindromu 509094 a 510984.

Lichy pocet cifer V tomto pripadé pracujeme automaticky pouze s lichou bazi b, viz
veta 1.

Véta 13. Pro vzddlenost mezi dvéma antipalindromy v poradi za sebou se stejnym lichym
poctem cifer plati vztah b*~P(bPH 40P —b—1), kde s znaci polovinu z poétu cifer zmenseného
o0 jedna.

Diikaz. Méme antipalindrom m = i9,0*" + 49, 10> 1 + -+ +i1b + iy (b" = b%). Pro liché
pocty cifer muzeme postupovat analogicky jen s drobnymi zménami. Vime, ze prostiedni
cifra i,, antipalindromu m nabyva ve vSech antipalindromech se stejnym poctem lichych
cifer stejné hodnoty bg—l a muzeme ji tak zanedbat. A déle si rozdélime spocteni rozdilu
na dvé casti analogicky jako u sudého poctu cifer, konkrétné pro cifry od 4,41 PO ipyp a

cifry od i,—p PO ip_1:

LobsP bt L (b= 1) = b5P 2 (b—1) —... = bFL(b—1) = b*+P — psTP L potp—l _potr=l g
bSer*? — 4 bs+2 _ bs+2 + bs+l — bs+1

Jak vidime, tak vsechny ¢leny b**/) kde j € {2,...,p}, se odectou a z prvni ¢dsti
nam tak zbyde jen b**!.

2. bsfl(b o 1) + bsz(b_ 1) R bsfp+1(b_ 1) —bp5P = ps — bsfl + bsfl . b572 _{_bsz -
= bsfp+2 + bsfp+2 _ bsprrl _ bsfp — bs _ bsprrl _ bsfp

V této druhé ¢dsti je rozdil roven b* — b5~ P — ps—P,
Rozdil mezi dvéma po sobé jdoucimi antipalindromy s lichym poctem cifer tak je:
b bt — b5 P P = B (WP P — b — 1),
O

Podivejme se ted na pifklad 6. Dosadime-li do vzorce z véty 12 pro vzddlenost anti-
palindromu s lichym poc¢tem cifer hodnoty z tohoto piikladu, tedy b = 3,p = 3,a = 3,
dostaneme vyraz 3373(31+33—3—1), ktery je roven 104, coz skuteéné odpovid4 vzddlenosti
antipalindromu 1405 a 1509.

Vzdalenosti mezi antipalindromy s riznym poctem cifer

Podivejme se nyni na rozdily mezi antipalindromy v poradi za sebou s ruznymi pocty
cifer.
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Suda baze b

Piiklad 7. UvazZujme sudou bdzi b = 10. Pak prikladem po sobé ndsledujicich antipalin-
dromi s 4 a 6 ciframi jsou 9900 a 100998. Jejich vzddlenost je 91098.

Veéta 14. Pro vzddlenost mezi dvéma antipalindromy v poradi za sebou v sudé bdzi s
poctem cifer 2a a 2a + 2 plati vatah b*4TH — b2 + b 4 b® — 2. kde a znaci polovinu z
poctu cifer mensiho z palindromal.

Diikaz. U sudych bazi vime z definice antipalindromu, ze antipalindromy tam nalezneme
jen v sudych poctech cifer. Uvazujme tedy po sobé jdouci antipalindromy s 2n a 2n + 2
ciframi. Zapsat mensi z téchto antipalindromu muzeme takto:

VPolo—1) 4+ 02— 1)+ + 01— 1) + b°(b — 1) = b** — b™.
A veétsi z antipalindromu pak takto:
bt (b — 1)+ b (b= 1)+ -+ b(b—1) +b—2=pT ppett 2

Odecteme-li od sebe tyto dva tvary dostaneme rozdil mezi takovymito dvéma antipalin-
dromy:
b2a+1 _ an 4 ba+1 L =2

]

Podivejme se nyni na pifklad 7. Dosadime-li do vzorce z véty 14 dostaneme 10° — 10* +
103 +10% — 2, a to je 91098.

Licha baze b

Piiklad 8. Uvazujme lichou bdzi b = 3. Pak prikladem po sobé ndasledugicich antipalin-
droma se 4 a 5 ciframi jsou 72 se zdpisem 2200 a 97 se zdpisem 10121. Jejich vzddlenost
je 25.

Priklad 9. UvazZujme lichou bdzi b = 3. Pak prikladem po sobé ndsledujicich antipa-
lindromi s 5 a 6 ciframi jsou 225 se zapisem 22100 a 268 se zdpisem 100221. Jejich
vzdalenost je 43.

Veéta 15. Vzdalenost mezi dvéma po sobé jdoucimi antipalindromy v liché bdzi b, kde

. 7/ 7/ v . . / S 1 S_ v 7/ . v
mensi z nich md sudy pocet cifer, je dana vztahem M#; kde s znaci polovinu z poctu
cifer zmensSeného o jedna u vétsiho z antipalindroma.

Diikaz. Pokud mensi z antipalindromt ma sudy pocet cifer, pak ¢len b* vétsiho antipalin-
dromu odpovidd ¢lenu b* mensfho antipalindromu (s = a < a = Zas = %) Mensi
z téchto dvou antipalindromu je poslednim antipalindromem v daném sudém poctu cifer.
Jeho rozvoj v bazi b tak muzeme zapsat takto (pouzijeme-li pocet cifer antipalindromu
dalstho v poradi):

Vb — 1) + 6% 20— 1) + - +b5(b— 1).

Prvni antipalindrom v lichém poctu cifer ma takovyto zapis:

—1
b25+bSbT+b8—1(b—1)+b8—2(b—1)+---+b(b—1)+b—2.

Pro spocteni rozdilu ode¢teme tyto dvé hodnoty: b —b*~1(b—1)—b*"2(b—1)—...—b*(b—

DA b—1)+ b 2(b—1) 4+ +b(b—1)+b—2 = b+ —psbol ppr 9 = BB 1
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Podivejme se na piiklad 8. Dosadime hodnoty z tohoto piikladu do vzorce z véty 15.
Dostaneme vzdalenost w = 25, coz je stejny vysledek jako v ptikladu 8.

Veéta 16. Vzdalenost mezi dvéma po sobée jdoucimi antipalindromy v liché bdzi b, kde
mensi z nich ma lichy pocet cifer, je ddana vztahem W, kde a znaci polovinu z
poctu cifer vétsiho z antipalindromai.

Dikaz. Pokud méa mensi z antipalindromu lichy pocet cifer, pak jeho ¢len b° odpovida
¢lenu b2~ ! u vétsiho antipalindromu. Postupovat déle muZzeme analogicky jako v piripadé
rozdilu mezi poslednim antipalindromem v sudém poctu cifer a prvnim v lichém poctu
cifer. Rozvoj mensiho z antipalindromu vypada takto:

b—1

b2a72(b_1)+b2a73(b_1)+”.+ba717.

Veétsi antipalindrom muzeme zapsat takto:
PO+ o= 1)+ 02— 1)+ b(b— 1)+ b—2.

Pro rozdil mezi témito antipalindromy dostavame:p?*~! —p2¢=2(b—1) —p**3(b—1) +- - -+

b*(b—1)+ b A 40 (b— 1)+ 0" 2(b—1)+---+b(b—1)+b—2=2b"—2— b 1L =

3b*H1+b2—4b ]
2b

Podivejme se nyni na piiklad 9. Dosadime hodnoty z tohoto ptikladu do vzorce z véty 16.

Po dosazeni dostaneme vzdalenost %333_43 = 43, a to je stejny vysledek jako v

prikladu 9.

2.5.2 Vzdalenosti mezi palindromy

Nyni ukazeme, jak je to se vzdalenostmi mezi palindromy.

Vzdalenosti mezi palindromy s riznym poctem cifer

Priklad 10. Uvazujme sudou bdzi b = 10. Pak prikladem po sobé ndsledujicich palindromi
s6 a7 ciframi jsou 999999 a 1000001. Jejich vzddlenost je 2.

Véta 17. Rozdil mezi dvema palindromy s riznymi pocty cifer v poradi za sebou je 2.

Diikaz. U palindromu, ktery je v néjakém poctu cifer k nejvétsi, plati, ze je cely slozen
z cifer hodnoty b — 1. Dalsi palindrom v poradi mé pocet cifer k¥ + 1. Prvni palindrom v
néjakém poctu cifer vsak ma jen dvé nenulové cifry, a to prvni a posledni (obé jsou 1).
Takové dva palindromy maji rozdil 2. m

Vzdalenosti mezi palindromy se stejnym poctem cifer

Stejné jako u antipalindromu vyuzijeme definice 4 pro zavedeni indexu zmeény p. U palin-
dromu v lichych poctech cifer neplati, ze prostredni ¢len nabyva jen jedné hodnoty jako
u antipalindromt, ale muze nabyvat vSech celoc¢iselnych hodnot od 0 do b — 1, stejné jako
dalsi cifry, kromé prvni a posledni. U palindromu také pro kazdou cifru, kterd se nachéazi
ve vzdalenosti dané indexem zmény p od stiedu, plati, ze je rovna b — 1.
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Sudy pocet cifer

Priklad 11. Uvazujme bdzi b = 10. Pak prikladem po sobé ndsledujicich palindromu s 6
ciframi gsou 599995 a 600006. Jejich vzdalenost je 11.

Veéta 18. Vzddlenost mezi dvéma po sobé jdoucimi palindromy se sudym poctem cifer je
ddna vztahem b*P(b+ 1), kde a znaci polovinu z poctu cifer.

Diikaz. Budeme postupovat analogicky jako u antipalindromt. Nebudeme vsak rozdélovat

vipocet vzdalenosti na dvé ¢asti. b*P~1 — paP=2(h— 1) — p¥TP3(h— 1) + ... — b* PH(h —
1) + pe—pP — ba+p71 . ba+p71 + ba+p72 _ ba+p72 — e+ bafp+2 - bafp+2 + baprrl + pe—pr =
b Pl p peP = pe P (b 4 1). O

Podivame se na ptiklad 11. Do vzorce z véty 18 dosadime hodnoty z tohoto piikladu a
dostaneme vzdalenost 10373(10 4 1) = 11, coZ je stejné jako v piikladu.

Lichy pocet cifer

Piiklad 12. Uvazujme bdzi b = 10. Pak prikladem po sobé ndsledujicich palindromai se 7
ciframi jsou 1599951 a 1600061. Jejich vzddlenost je 110.

Veéta 19. Vzddlenost mezi dvéema po sobé jdoucimi palindromy s lichym poctem cifer je
ddna vztahem b*"P(b+ 1) pro p > 0 a pro p = 0 je b°, kde s znaci polovinu z poétu cifer
zmenseného o jedna.

Diikaz. Postupujeme analogicky jako u sudych pocti cifer a antipalindromu b —p* =1 (b—
1)— bs+p—2<b_ +...— bs—p+1<b_ 1)+bP = pste —pstp g pstr—1 _pstp—1 _ .. ps—pt+2
b2 4 psPL 4 TP = Pl 4 p5P = p5P(h 4 1). Pro p > 0 ndm zbydou pii tomto
odvozeni dva ¢leny b* P! +b*"P a muzeme tak fici, Ze pro p > 0 tento vztah plati. Ziejmé
toto neplati, kdyz p = 0, mame palindromy v bazi 10 napt. 121 — 111 = 10. V takovém
pripadeé je rozdil b®, protoze jediné, co se méni, je pravé prostiedni clen s mocninou b°. [

Podivejme se nyni na pifklad 12 a dosad'me hodnoty z tohoto pifkladu do vzorce z véty 19.
Dostaneme tak vzddlenost 10372(10+1) = 110. Vysledek je tedy stejny jako v pifkladu 12.

2.6 Vyskyt palindromu mezi antipalindromy

V této casti se podivame na to, kolik maximélné muzeme najit antipalindromu mezi dvéma
po sobé jdoucimi palindromy a zda vibec muzeme najit dva po sobé jdouci antipalindromy;,
mezi kterymi neni zadny palindrom. Odpovédi na naSe otazky najdeme u sudych bazi.
Plati pro né nésledujici pozorovani:

e Pokud pujdeme od ¢isla 0 nahoru, dokud nenarazime na antipalindrom, najdeme
b+ 1 palindromu. (Jejich zapisy v bazi b jsou 0,1,...,b—1,11.)

e Z4dné antipalindromy s lichym poctem cifer v sudé bazi nenajdeme, a tudiz to je
misto, kde najdeme velké mnozstvi palindromu mezi dvéma antipalindromy.

Véta 20. Nejvice palindromu mezi dvéma antipalindromy najdeme v sudé bdzi mezi
poslednim antipalindromem s poctem cifer 2n a pronim antipalindromem s poctem
cifer 2n+2, a to b™(b— 1) + 2.
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Diikaz. Posledni antipalindrom v poctu cifer 2n ma prvni polovinu cifer slozenou z
cifer b—1. Palindrom, ktery ma prvni polovinu cifer stejnou jako tento antipalindrom,
je jen jeden, a protoze je slozen jen z cifer b— 1, je jisté vétsi. Analogicky se muzeme
podivat na prvni antipalindrom v poctu cifer 2n+2. Takovy antipalindrom ma prvni
cifru 1 a zbytek v prvni ptilce cifer jsou nuly, je tudiz roven o1 4 (b—1)b" 1 4. .. +
(b—1)b+b—2. Pro prvni palindrom s 2n+ 2 ciframi také plati, ze ma prvni cifru 1 a
zbytek v prvni pulce cifer jsou nuly. Takovy palindrom je jisté obecné mensi, protoze
se rovna b*"*1 4 1. Druhy palindrom je jiz vétsi nez prvni antipalindrom, to Ize lehce
ukazat, kdyz se podivame na prvni polovinu cifer, ktera bude u druhého palindromu
v poradi vétsi. Mezi poslednim antipalindromem v poctu cifer 2n a prvnim v poctu
cifer 2n 4 2 jsou tak dva palindromy, které maji sudy pocet cifer. K nim musime
jesté pric¢ist pocet palindromu s 2n + 1 ciframi, coz je b (b — 1). Pocet palindromu
mezi uvazovanymi dvéma antipalindromy je tak b"(b — 1) + 2. O

V sudém poctu cifer je pocet antipalindromi i palindromi shodny, a to ¥*~1(b—1), kde a
je polovina poctu cifer. To je misto, kde muzeme najit dva antipalindromy, mezi kterymi
nenajdeme zadny palindrom.

Priklad 13. UvazZujme dva po sobé jdouci antipalindromy 1458 a 1548 v bdzi b = 10.
Podivejme se nyni na jim nejblizZsi palindromy. Jsou to 1441 a 1551. Z toho jiz vidime, Ze
muze nastat situace, kdy mezi dvéma antipalindromy neni palindrom.

2.7 Mocniny

V této kapitole se podivame predevsim na dvouciferné antipalindromy a palindromy.

2.7.1 Mocniny u antipalindromu

Véta 21. Pokud pro bdzi b plati, Zeb—1 = c", kden > 1,n € N, pak v této bazi je celkem
Vb —1—1 n-tych mocnin, které jsou dvoucifernymi antipalindromy.

Diikaz. Podle véty 5 vime, ze v sudém poctu cifer je antipalindrom nasobkem b— 1. Podle
veéty 12 vime, ze mezi dvoucifernymi antipalindromy je vzdalenost vzdy b—1 a to znamena,
ze viechny dvouciferné antipalindromy v bézi b jsou po fadé nasobky ¢isla b—1 (pf. v bézi
b = 10 vidime, ze antipalindromy jsou po fadé nasobky ¢isla 9, a to 18,27, 36, ...,81,90).
Pokud tedy plati b — 1 = ¢", pak antipalindrom, ktery ma byt n-tou mocninou musi byt
ve tvaru (b — 1)a”, kde a € N. Takovy antipalindrom, pak bude ve tvaru (ac)". Nyni
se podivame jakych hodnot muze nabyvat a. Antipalindrom ve tvaru (b — 1)a" je jisté
vetsi nebo roven nejmensimu dvoucifernému antipalindromu a také je mensi nebo roven
nejvétsimu dvoucifernému antipalindromu:

b—1b>(b-1)a">b+b—2=b>a"Aa" > 2

7 toho jiz vidime, ze nejmensi a bude 2. Protoze neexistuji dvé stejné mocniny dvou
ruznych celych ¢isel vétsich nez jedna, mezi kterymi by byl rozdil jedna, tak nejvyssim
¢islem, které muze a nabyvat je V/b — 1. Plati tak, ze a € {2,3,...,V/b—1—1, Vb —1}.
Takovych cisel je celkem +/b— 1 — 1, ¢imz je dukaz hotov. O]
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Piiklad 14. Pro priklad vyuZijeme bdzi 10, pro kterou plati ¢ = 10 — 1. Vyhovuje tak
predpokladim ve vété 21. Druhiyjch mocnin néjakijch celyjch éisel, které jsou zdrovern an-
tipalindromy, tak ma byt celkem /10 — 1 — 1 = 2. Takové dva antipalindromy najdeme
snadno jako 9a?, pro a € {2,3}. A to plati pro tyto dva antipalindromy 36, 81.

Priklad 15. Podivame-li se na vétu 21, pak je pro bazi 10 jisté, Ze existuji prdve dvé
druhé mocniny celych cisel, které jsou antipalindromy. Co vsak z véty nemusi byt hned
vidét, je to, Ze v bdzi 10 existuje i ¢turtd mocnina celého ¢isla, a to 3* = 81. To vlastné
neni nic jiného nez 92. Obecné je pak jasné, Ze pokud (ac)™ je antipalindrom a zdroven
a = c, pak také a® je antipalindrom.

Priklad 16. Podle vety 21 také nelze rici vidy, jestl v néjaké bdazi je néjakd mocnina,
coZ lze predvést na tomto prikladu v bdzi 10. V této bdzi muzZeme najit dvouciferny anti-
palindrom, ktery je treti mocninou prirozeného &isla, i kdyz b — 1 # ¢®. Konkrétné je tim
antipalindromem 27. Zde také plati, Ze antipalindrom je ndsobkem b—1 =9 = 32. Je vsak
treti mocninou prirozeného cisla.

Na prikladu 16 muzeme dobfe vidét, ze véta 21 nam tika pouze to, ze pokud b—1 = ¢, tak
v tu chvili vime jisté, kolik takovych n-tych mocnin najdeme, avsak nevylucuje existenci
jinych mocnin, jak muzeme vidét na piikladu 16.

Mezi antipalindromy muzeme také najit spoustu mocnin i v jinych poctech cifer (napt. b =
10, 3" = 2187). Pro bazi deset lze snadno najit nékolik takovych mocnin ve tvaru 3"(napf.
33,3%,3") | které jsou antipalindromy. MuZeme si tedy polozit otdzku, jestli existuje dalsi
takova mocnina nebo jestli jich napriklad existuje nekoneé¢né mnoho. O podobném pripadu
muzeme uvazovat i v bazi 5, kde jsou vsechny antipalindromy podle vét 6 a 5 délitelné
dvéma, a tak si muzeme polozit otazku, zda existuji v bazi 5 antipalindromy ve tvaru 2"
nebo kolik jich je.

2.7.2 Mocniny u palindromu

U palindromu se predevsim muzeme divat na analogii s antipalindromy. Muzeme vyslovit
podobnou vétu pro dvouciferné palindromy.

Veéta 22. Pokud pro bazi b plati, Ze b+ 1 = ", pak v této bdazi je celkem b+ 1 — 1
dvoucifernych palindromu, které jsou n-tymi mocninami.

Diikaz. Podle véty 4 vime, ze dvouciferny palindrom je vzdy nasobkem b + 1. Podle
véty 18 vime, ze mezi dvoucifernymi palindromy je vzdéalenost vzdy b+ 1, a to znamena,
ze vSechny dvouciferné palindromy v bazi b jsou po fadé nésobky ¢isla b + 1 (pt. v béazi
b = 10 vidime, ze palindromy jsou po fadé ndsobky ¢isla 11, a to 11,22,33,...,88,99).
Pokud tedy plati b+ 1 = ¢”, pak palindrom, ktery ma byt n-tou mocninou, musi byt ve
tvaru (b+1)a™, kde a € N. Takovy palindrom, pak bude ve tvaru (ac)”. Nyni se podivame
jakych hodnot muze nabyvat a. Palindrom ve tvaru (b + 1)a™ je jisté vétsi nebo roven
nejmensimu dvoucifernému palindromu a také je mensi nebo roven nejvétsi dvoucifernému
palindromu:

b-—1)b+b—-1>b+1)a">b+1=b—-1>a"Na" >1

Z toho snadno vidime, ze nejmensi a bude 1. Mame zde mocninu b+ 1 néjakého celého ¢isla,
proto nejvétsim a bude /b+ 1 — 1. Plati tak, ze a € {1,2,...,V/b+1—-2, Vb+1—1}.
Takovych cisel je celkem /b + 1 — 1, ¢imz je dikaz hotov. O]
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Kapitola 3

Zavér a otevrené problémy

Tato prace popisuje rozdily a analogie mezi palindromy a antipalindromy v pfirozenych
bézich. Prinasi celou fadu novych vysledku a je tak po¢ateénim prvkem pro dalsi zkoumani
antipalindromu, které se ukazaly byt zajimavou strukturou.

Podle ndmi zkoumanych vlastnosti se zdaji byt antipalindomy o néco komplikovanéjsi nez
palindromy. Podivame-li se naptiklad na vzdalenosti, vystacime u palindromu s mensim
poctem vztahu vyjadiujicich rozdily mezi nimi.

Antipalindromy se ale naopak casto zdaji mit zajimavéjsi strukturu. To muzeme sledovat
napiiklad u délitelnosti, kdy kazdy antipalindrom v pfirozené béazi ruzné od 3 je délitelny
néjakym celym éislem podle jasného vzorce (az na vyjimky v lichych bézich a v bézi 2).
Konkrétné antipalindromy se sudym poctem cifer jsou délitelné ¢islem b — 1 a antipalin-
dromy s lichym poctem cifer jsou délitelné cislem b;—l

Mezi pocty palindromu a antipalindromt s poc¢tem cifer omezenym néjakou konstantou
muzeme najit podobnost ve vzorci vyjadrujicim tento pocet. Pro antipalindromy a palin-
dromy v liché bazi je velmi podobny. Pokud chceme zjistit, kolikaty je néjaky antipalin-
drom, tak to lze predevsim v sudé bazi snadno: postaci precist prvni polovinu cifer jako
¢islo v dané bazi b a mame jeho poradi. Avsak i obecnéjsi postup, ktery lze vyuzit zejména
pro liché baze, neni slozity. Kompletné jsou popsany také vzdalenosti mezi antipalindromy.

Zbyva celd fada otevienych otdzek, kterym se chceme déle vénovat. Uvedme namdtkou
nékteré z nich.

e Plati pro vétsinu ¢isel m, ze jsou v bazi b < m antipalindromicka?
e Je v béazi 3 nekoneéné mnoho antipalindromi, které jsou prvoécisly?

e Existuje nekonetné mnoho antipalindromu v néjaké bazi b takovych, ze (v/b—1)"
je antipalindrom?

e Existuje vzdalenost mezi dvéma antipalindromy v bazi b, ktera je sama antipalin-
dromem v bézi b7 Piipadné kolik takovych vzdalenosti v bazi b muzeme najit.
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Kapitola 4
Priloha

V priloze se nachézi seznam prvnich 120 antipalindromu v béazi b = 10, prvnich 53 anti-
palindromu v bazi b = 3 (tj. vSechny s poctem cifer mensim nez 8) a prvnich 31 antipa-
lindromu v bézi b = 2 (tj. vSechny s poctem cifer mensim nez 11) .

Seznam antipalindromu v bazi b = 10
e Antipalindromy s 2 ciframi: 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90

e Antipalindromy s 4 ciframi: 1098, 1188, 1278, 1368, 1458, 1548, 1638, 1728, 1818,
1908, 2097, 2187, 2277, 2367, 2457, 2547, 2637, 2727, 2817, 2907, 3096, 3186, 3276,
3366, 3456, 3546, 3636, 3726, 3816, 3906, 4095, 4185, 4275, 4365, 4455, 4635, 4725,
4815, 4905, 5094, 5184, 5274, 5364, 5454, 5634, 5724, 5814, 5904, 6093, 6183, 6273,
6363, 6453, 6633, 6723, 6813, 6903, 7092, 7182, 7272, 7362, 7452, 7632, 7722, 7812,
7902, 8091, 8181, 8271, 8361, 8451, 8631, 8721, 8811, 8901, 9090, 9180, 9270, 9360,
9450, 9540, 9630, 9720, 9810, 9900

e Antipalindromy s 6 ciframi: 100998, 101898, 102798, 103698, 104598, 105498, 106398,
107298, 108198, 109098, 110988, 111888, 112788, 113688, 114588, 115488, 116388,
117288, 118188, 119088, 120978

Seznam antipalindromiu v bazi b =3

e Antipalindromy s 1 cifrou: 1

e Antipalindromy s 2 ciframi: 11, 20

e Antipalindromy s 3 ciframi: 111, 210

e Antipalindromy s 4 ciframi: 1021, 1111, 1201, 2020, 2110, 2200

e Antipalindromy s 5 ciframi: 10121, 11111, 12101, 20120, 21110, 22100

e Antipalindromy s 6 ciframi: 100221, 101121, 102021, 110211, 111111, 112011, 120201,
121101, 122001, 200220, 201120, 202020, 210210, 211110, 212010, 220200, 221100,
222000

e Antipalindromy se 7 ciframi: 1001221, 1011121, 1021021, 1101211, 1111111, 1121011,
1201201, 1211101, 1221001, 2001220, 2011120, 2021020, 2101210, 2111110, 2121010,
2201200, 2211100, 2221000
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Seznam antipalindromu v bazi b = 2

e Antipalindromy s 2 ciframi: 10
e Antipalindromy s 4 ciframi: 1010, 1100
e Antipalindromy s 6 ciframi: 100110, 101010, 110100, 111000

e Antipalindromy s 8 ciframi: 10001110, 10010110, 10101010, 10110010, 11001100,
11010100, 11101000, 1111000

e Antipalindromy s 10 ciframi: 1000011110, 1000101110, 1001010110, 1001100110,
1010011010, 1010101010, 1011010010, 1011100010, 1100011100, 1100101100, 1101010100,
1101100100, 1110011000, 1110101000, 1111010000, 1111100000

27



