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Abstrakt

Primarnim cilem prace je pfednést vlastni, co mozné nejsrozumitelnéjsi feseni Basilejského
problému a také jeho zobecnéni. Uvedeny problém spociva v seCteni prevracenych hodnot
¢tverci vSech pfirozenych ¢isel. Problém bude dale zobecnén i na jakykoliv sudy exponent.
Hlavni podstata pouzitého postupu se ukryva v praci s tzv. gamma funkci a funkci psi
od gamma funkce odvozené. Sekundarnim cilem je co nejzevrubnéjsi seznameni ¢tenare
s pouzitou metodikou a nékterymi zajimavymi vyskyty odvozenych hodnot nejen v ma-
tematice, ale i ve fyzice. Nejvétsim prinosem je vytvoreni zobecnitelného dikazu, ktery
nemusi vyuzivat nijak silnych matematickych prostredki.

Klicéova slova: Faktoridl, gamma funkce, psi funkce, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce

Abstract

The primary goal of this paper is to perforn own and the most intelligible solution of
so-called Basel problem asi possible. Stated problem asks for sum of reciprocal values of
squares of all integers. The problem will be furthemore generalized to any even exponent.
The main nature of the approach used in the paper lies in working with gamma function
and psi function, which is later derived from gamma function. The secondary goal would
be the most deteailed familiarization with used theory and some interesting occurences of
derived values not only in mathematics but in physics as well. The most valued benefit
would be creation of generalizable proof, which doesn’t need to rely on some really strong
mathematical means.
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Uvod

Matematické fady jsou zajisté velmi krasnymi a nevyzpytatelnymi itvary. Krasné v tom
smyslu, Ze se pii praci s nimi mtzeme ponorit do taji najednou dvou kralovskych disciplin,
kterymi jsou matematickd analyza a teorie Cisel, nevyzpytatelné zase tim, Ze zahrnuji
pojem nekone¢no. Pod pojmem matematickd fada vibec rozumime kazdy soucet vsech
¢lentl nekone¢né posloupnosti ¢isel. Nekonecno je samoziejmé hodné citlivé a vZdy se s nim
musi pracovat velmi opatrné. V pfipadé fad tomu neni jinak a mnohdy néas operovani s nimi
zavede k pozoruhodnym, prekvapivym a nékdy i zcela intuici odporujicim vysledktm.

Mezi ty nejvice piekvapivé budeme radit i soucet, ke kterému sectenim jedné rady
poprvé roku 1734 dospél slavny matematik Leonhard Euler. Jedna se o problém, s kterym
udajné uz roku 1644 ptisel Pietro Mengoli. Zadani je vcelku jednoduché a pté se nas kolik
je Y22, 1/k?, neboli chceme nalézt soucet prevracenych hodnot ¢tverctt viech piirozenych
¢isel. Tento problém byl posléze pojmenovan Basilejsky problém a fakt, ze je jeho fesenim
ve skute¢nosti 72/6 mtizeme opravdu shledat lehce zarazejicim.

Obecny soucet » oo, 1/ k', kde t € R se nazyva zeta funkce a zpravidla se znad¢i ().

Eulertv originalni diikaz spocival v jednak rozvinuti funkce sinus do Taylorovy rady
a dale i v jejim zapsani ve formé nekonec¢ného soucinu. Euler vSak poprvé tento soucinovy
tvar spise uhodl a jeho rigorézni vysvétleni si zdda pouziti netrividlnich a jiz pokrodilejsich
prostfedki. Odvodit podobu Taylorovy fady pro funkci sinus a nasledné dokazat jeji kon-
vergenci neni nikterak naro¢ny tkol, ale neni tomu tak v pfipadé nekonecnych soucinti. Pro
vyjadfeni funkce, coby nekone¢ného soucinu, je zapotiebi tzv. Weierstrassovy faktorizacni
formule ([11]). Nam stac¢i védét, Ze se jedné o velmi pokrocilou vétu, jejiz dikaz je slozity
a dalece presahuje i poznatky nutné k dokazani Taylorovy véty. Kromé tohoto Eulerova
dikazu samoziejmé za celou dobu vznikla i fada dalsich, napiiklad pomoci Fourierovych
fad nebo integralni reprezentace uvedeného souctu.

Préace se zaméfuje na nalezeni vlastniho dikazu a postupné dopracovani se k nému
skrze co mozna nejlépe uchopitelnou teorii. Osobné jsem na tento problém narazil hned
pri svych zacatcich s matematikou, stejné jako mnohé, i mé jeho vysledek velmi zaujal
a pokusil jsem se k nému riznymi metodami dospét, avSak tehdy zatim bez uspéchu.
Poté jsem shromazdoval co nejvice znamych feSeni a zaroven zkouSel prijit s néjakym
vlastnim. Nakonec se jako tspésny ukazal postup vyuzivajici tzv. gamma funkce, coz je
kratce zobecnéni faktoridlu do vSech kladnych realnych ¢isel. Samotné feseni a dikazy
dilezitych pomocnych tvrzeni jsou koncipovany tak, aby co nejvice redukovaly pouzivani
velmi silnych matematickych zbrani a snazily se spokojit vice méné se zaklady matematické
analyzy.

Kdybychom nezkoumali ptivod vSech pouzitych tvzreni (¢ehoz se vSak v priubéhu prace
pokusime), tak je samotny dikaz tvofen jednoduchymi tipravami mezi vyrazy a fadami,
pricemz je zakoncen vypoctem relativné jednoduché limity.

Po zavedeni zajimavé posloupnosti Bernoulliho ¢isel je i docela snadné predlozené feseni
Basilejského problému zobecnit pro jakykoliv exponent 2m, kde m € N, tj. nalezneme
obecné vyjadieni uzavieného tvaru pro hodnoty ¢(2m).

Zavérem prace je ukazka nékterych vyskytl odvozenych hodnot v teorii ¢isel a napfti-
klad i ve fyzice.



1 gamma funkce

1.1 Zavedeni gamma funkce v oboru realnych cisel

Uz ze stfednich skol zajisté zname funkci faktorial, ktera je definovana jako koneény soucin
prvnich n pfirozenych ¢isel
n
[1%=n,

k=1

kde také definujeme 0! = 1. Okamzité si v§imneme nedostatku, ktery spoéiva v tom, Ze
je tato funkce definovdna pouze v oboru prirozenych ¢isel. Nasim cilem nyni bude jeji
zobecnéni do oboru éisel (resp. posléze i komplexnich) redlnych. Na prvni pohled se miize
zdat krajné nepredstavitelné, jak vypocitat napriklad faktoridl ze zlomku nebo jesté lépe
z Cisla 7, ale v pozdéjsich kapitolach si vskutku ukazeme, jak by to mohlo jit.

Jednim ze zamért matematik v osmnéactém stoleti bylo funkci faktorial interpolovat,
tj. nalézt kiivku, kterd prochazi vsemi body uréené rovnosti

y=(z+1)!

Takovychto kfivek mizeme vymyslet nekoneéné mnoho. Jedinou podminkou je, aby pro-
tinala body [n,n!], a jinak ji muZe reprezentovat i néjakd ,skareda“ a vlnita funkce, se
kterou nebude mozné velmi dobfe pracovat. Zkusme tedy nas hledacek trochu zazit a na-
lézt néjakou ,,péknou” interpolujici krivku.

Pod ne prilis urcitym vyrazem ,,pékny“ si zde muzeme predstavit konvexni funkci, tj.
jakakoliv spojnice dvou bodt na grafu této funkce, se bude nachézet v utvaru, ktery funkce
ohranicuje, ¢emuz odpovida nésledujici definice:

Definice 1.1.1. Pokud pro libovolné dva body z1, x2, z intervalu J a pro kazdé A € [0; 1]
plati, ze
fOz 4 (1 = Naz) < Af(21) + (1= A) f(22),

tak o funkci f fikdme, Ze je konverni na intervalu J. Pokud obratime znaménko nerovnosti,
tak dostavame podminku pro konkdvni funkci.

Pokud je funkce f na intervalu J navic dvakrat spojité diferencovatelna, da se dokazat,
Ze tato podminka je ekvivalentni s podminkou

f'(z) >0,
kde z € J (viz [1]).

My nyni budeme hledat takovou funkci, ktera je takzvané logaritmicky konvexni. Lo-
garitmicky proto, ze kdykoliv vytvorime sloZenou funkci log f, tak logaritmus vyrazné
zpomali rist funkce f. O logaritmu dobfe vime, Ze roste do nekonecna, ale neskutecné
pomalym zptisobem a sam o sobé je konkavni. Pokud tedy bude funkce log f konvexni
a f takto ustoji logaritmickou zatéz, pak tim spiSe bude f konvexni a bude se zakfivo-
vat hodné vzhiru. Takovymto funkcim také rikdme superkonvezni. To se nam pro nasi
interpolaci velmi hodi, nebotf vime, Ze faktoridl je prudce rostouci funkce.



Funkci s pozadovanou vlastnosti se fikd gamma funkce. Tu se zanedlouho pokusime
klasickym zptisobem zavést, tj. nejprve definujeme jeji predpis, odvodime jeji charakteris-
tické vlastnosti a poté dokazeme, Ze se jedna o jedinou funkci s takovymi vlastnostmi.

Jesté predtim se vSak k jeji definici zkusme néjakym zptisobem dopracovat, tj. popsat
postup, ktery k ni matematiky v ¢ele s Leonardhem Eulerem dovedl.

Priklad 1.1.2 (Euler - 1730). V nésledujicich tvahach se pokusme o vyjadieni n! pomoci
1
integralu. Uvazujme nyni ur¢ity integral [2%(1 — z)"dz, kde n € N a a € R. Uplatnéme

0
dale binomickou vétu na ¢len (1 — )™ a postupné upravujme:

1 1 .
[ {50 kdx—;m
/ n
2 (1) [y <>
0
odkud
’“Z;O <Z> : i_;)j 1o 0!(0‘1+ 1) _1!(ozn+ 2)+;((Z:L?) _n(ngl—(;)ﬁl}— s +(a(+_i)j—1)

coz nam po prevedeni vSech zlomkt na spoleéného jmenovatele dava vyjadreni

1
n!
(1 —z)"dx = .
/ (a+1D(a+2)...(a+n+1)
0
Nyni predpokladejme, Ze je o raciondlni a polozme « = u/v, z ¢ehoz je

u n' n'

1
— ’Vl — e =
/x (1—2)de = (1+Y)(2+Y)...(n+1+Y) whv. wi, - uinodo
0

v v v

n+1n! Uﬂ+1

(wtv)u+2v)...(u+v(n+1) utvn+1) (u+o)(u+2v)...(u+nv)

tedy
1

n! u+v(n+1 :
(U+U)(U+2U)(u+nv) ol /l‘ x T. ( )

0

Dale zavedeme v pofadi uz druhou substituci w = z?/(#+?)_ Je

v
vr uwtv

dw = x,

U+ v



pricemz nadm horni a dolni mez ztistanou obé stejné, z cehoz mame

1 1 v
u+v(n+1) g 1—i—v n+1) _v \N g utv
Y — xv +1 xu+v 1_xu+v) dx =
pnt v U+ v
0 0
1 1
1 1 _v \7 1 1 _v \"7
+vnzl+ / 1_mu+v> dr — +in:+l / (u+ov)" 1_xu+v> do —
v U+ (u+v)
0 0
1 n
1+v n+1 1fxu+v d
(u 4 v)ntl o
0 u—i—v
Podle (1) tedy plati
1 n
n! 1+vn—|—1/ 1 — gute d @)
— x.
(u+v)(u+20)...(u+ nv) u—+v)ntl / R

Jasné vidime, Ze pokud bychom zde postupné polozili © = 1 a v = 0, tak bychom hned
ziskali kyZené vyjadieni n!. Problémem je ovSem prava strana, kde bychom po takovémto
kroku obdrzeli neurc¢ity vyraz. Dosadme tedy do (2) u = 1 a poté vezméme obé strany
rovnosti limitou v — 0, tj.

1 1 v\ 7 1 1 v\ " 1 1 L\
. — qxl+tv . — qxl+tv . — qxl+tv
n! = lim — | dz = / lim ( ——— ] dz = / lim ———— | da.
v—0 J Tro v—0 Tro v—0 =

0 0

Limitu v argumentu integralu mtizeme lehce spocitat ze znamého ’Hospitalova pravidla,
podle kterého je za urcitych podminek limita podilu dvou funkci rovna limité podilu jejich
derivaci. Jelikoz se jedna o typ ,,0“ mame pro tento krok opravnéni. Také nezapominejme,
ze derivujeme podle v, tj. vzdy podle proménné, kterou limitné posilame k néjaké hodnoté,
nikoliv podle z, odkud

1 v x“il log ©

. — xlty R CEE . v

lim ———— = lim % = — lim z++1 logz = — log x.
v—0 T+o v—0 w+D? v—0

Vidime také, Ze tato limita konverguje tzv. stejnomérné (tedy nezavisle na x), coz nas také
opraviiuje k pfehozeni limity a integralu ve vypoctu vyse. Cili finalné

0/ ~logz)" da, (3)

coz je presné vysledek ke kterému jsme chtéli dospét a stejné tak vysledek k némuz jiz roku
1730 dospél Euler, a ktery 8.ledna stejného roku také formou dopisu oznamil Christianu
Goldbachovi, s kterym v téchto letech také, kvitli pravé problematice zobecnovani fakto-
ridlu, udrzoval stalou korespondenci. Vedle néj je dalsim z prvnich matematikt, ktefi se



o toto zajimali také Daniel Bernoulli. Vyjadfeni (3) poklada zaklad pro samotnou definici
gamma funkce, k niz dospéjeme pouhou zménou soufadnic, viz tedy (toto feseni bylo ¢as-
te¢né inspirovano podklady [3] a [4], které jsou oba viele doporuceny pro dal$i navazujici
studium gamma funkci):

Definice 1.1.3. Pro vsechna x € R, definujeme gamma funkci jako nevlastni urdity
integral

I'(z) = /t$_le_tdt.
0

To, ze tento integral je pro x = n pro prirozené n roven n!, je mozné snadno ovérit
integraci per partes, ale divodem, pro¢ uvadime ptredchozi ptiklad je, abychom priblizili,
jak k danému vysledku poprvé matematici viibec dospéli. Kdybychom definici 1.1.3 uhodli
a poté aplikovali zminény per partes, bylo by vse v poifadku, nicméné podoba gamma
funkce neni prilis intuitivni, tudiz lze povazovat zavhodné, popsat jak se k takovéto definici
dopracovat pifimou cestou.

Priklad 1.1.4 (Konvergence gamma funkce). Bylo by na misté vySetfit konvergenci ne-
vlastniho integralu, ktery funkce gamma reprezentuje, tj. chceme dokazat, ze je vzdy mensi
nez oo. Zkusme si pomoci mensim trikem, a sice tim, Ze si rozdélime vychozi integral na
dva:

[’ 1 ')
/tx_le_tdt = /tx—le—tdt+/t””—1e—tdt.
0 0 1

t

1
Prvné se zaméfme na integral [ t*~le~tdt. Vime, ze je funkce e’ na celém R klesajici,

0
a tedy méa pro ¢t > 0 maximum v bodé 0, odkud mimo jiné

1 1 1
/t‘”letdt < /t"”leodt = /t“ldt.
0 0 0

Prava strana konverguje k %, z ¢ehoz uz vyplyva konvergence levé strany. V druhém

YV

ukazme, ze exponencialni funkce roste rychleji nez polynom, tedy budeme dokazovat, zZe

n

Z thk

Mame rovnéz

tj. staci, kdyz dokdzeme




kde vsak pri porovnavani polynomu a exponencidly nebude v nekone¢nu na néjaké kon-
stanté ¢, vibec zalezet. Vyuzijeme nyni znadmého faktu, ze pro jakékoliv ¢ € R lze funkci
e! rozepsat do nekoneéné mocninné fady ve tvaru (ponékud blizsi drobnohled nad touto

vlastnosti se nachazi v kapitole 3 a v materidlech [1], [2] a [5]):

=2
k=0
potom tedy
t" " 1 1 1 (n+1)!
O<g:tll>réloootk: Ootkzootk—n<L+ tntl :n‘i_l‘i_tn’
Yom X m X T )
k=0 k=0 k=0
a jelikoz plati
! .
Jim, il = im0 =0,

tak podle véty o limité seviené funkce plati, ze i

coz jsme chtéli dokazat. Z toho vyplyva, zZe existuje konstanta C, zavisejici na x, takova,
ze Cet/?2 > t*=1 odkud

/t“f—le—tdt < C/e—tﬂdt = C lim <—Qe_t/2) — C'lim <—2e—t/2) =20e /2,
t—o0 t—1
1 1

o

tedy integral [ t*~le~tdt konverguje pro z € Rt a t > 0 a konverguje pro tyto hodnoty
1

tim padem i gamma funkce. |

Nyni se podivejme, zdali na$ nalezeny konvergentni integral skute¢né spliiuje poza-
davky, které jsme kladli hned v ivodnim povidani o faktoridlech na zacatku této kapitoly.
Shriime je do této véty, kterou také vzapéti hned dokazeme.

Véta 1.1.5 (Vlastnosti gamma funkce v R).
(i) gamma funkce spliiuje funkciondlni rovnici
Nz +1) =al'(z)
pro viechna x € RT.
(ii) Pro vsechna n € N plati T'(n + 1) = nl.

(iii) Funkce logT'(2) je konvexni pro vechna x € R .

11



Dikaz. Integraci metodou per partes dostaneme

o0 o0 o0
F(z+1)= /txetdt = lim (—t%e™") —lim ( / —xt®letdt = a:/txletdx,
t—r00 t—0
0 0 0

coz je tedy podle definice 1.1.3 ekvivalentni s zI'(x), ¢imz jsme dokézali (i). Vlastnost (i)
se také nazyva rekurentni formule pro gamma funkci a podle ni déale plati

I'n+1)=nl'(n)=n(n—1)I'(n—1)=nn—-1)(n—-2)'(n—-2)=...=nIl'(1). (1)

Nyni musime vypocitat hodnotu I'(1). Podle opét zakladni definice je

taoo t—0

/e = lim (—e™") — lim(—e™%) =1,
0

N

Vyuzijeme k nému tzv. Holderovy nerovnostz ([12]). Necht pro dvojici ¢isel p,q € R platl

p>1,qg>1a % + % = 1 a necht jsou f1, fo, f3 kladné funkce definované pro vSechna

t € R*, potom silngjsi verze Holderovy nerovnosti udava

/ A1) () f(D)]dt < / A (0P fa(0))dt / a7 (1)t
0 0 0
Nyni polozme f(t) = %(xl_l), fa(t) = pa@D) 4 f3(t) = et kde x1, 79, 73 € R, tj.

o0 T/
/ x1+— 1 —t’dt < /’twl 1 _t‘dt /‘txg—le—t‘dt
0 0

Vsimnéme si dale, ze jsou definované funkce na celém R kladné, tedy mtzeme vyrazy
v nerovnosti nahofe psat i bez absolutnich hodnot, a dale tedy podle definice 1.1.3 mame

r <”;1 + ) < T(w1)rT(x2) 7.

Nyni tuto nerovnici budeme chtit zlogaritmovat logaritmem o zakladu e. Polarita zna-
ménka nerovnosti se ndm zde zachova, nebot je logaritmus rostouci funkce, tj. dostaneme

1
fog T (21 4 22 ) < log Do) T(aa)*.
p q
coz po pouziti vzorce logab = loga + log b na pravé strané, dava

log’ <x1 + x2> <log F(xl)% + logl“(fvz)é-
p q

12



Nyni na téze strané aplikujeme vzorec loga’ = blog a a dostaneme
Ty | T2 1 1

logI'| —+ — | < —logI'(x1) + —log'(x2).
p q p q

Jelikoz je % =1- %, tak na zavér bude

1 1 1 1
logT ((1 — ) z1 + x2> < (1 - ) logT'(z1) + — log I'(x2),
q q q q

¢imz je podle definice 1.1.1 (iii) dokézéano. [

TTi ukazané vlastnosti jsou, jak se zanedlouho presvédc¢ime, schopny gamma funkci
zcela charakterizovat a je jimi jednoznaéné urcena, viz tedy nésledujici véta:

Véta 1.1.6 (Jednoznacénost gamma funkce v R"). Je-li f kladnd funkce, definovand pro
vSechna x € RT, a kterd navic spliiuje podminky

(i) flz+1)=zf(z),
(i) f(1) =1,
(iii) log f je konvezni pro x € R,
pak nutné f(z) =T(z).

Samotnému dtkazu predesleme lemma tykajici se jednoho uzitecného disledku kon-
vexnosti funkce:

Lemma 1.1.7. Funkce f je konvexni na néjakém intervalu J C R, prdvé tehdy kdyZ pro
libovolné body x1,x2,x3 € J, kde x1 < x2 < x3 plati soustava nerovnic:

flaa) = fler) _ fles) = fw1) _ flx3) = fla)

< < :
T2 — 1 xr3 —I1 T3 — T2

Diikaz. Mame dokazat ekvivalenci, tedy musime dokézat obé implikace zvlast. Za¢neme
s implikaci <, tedy predpokladejme, zZe plati nerovnost:

flz2) — f(z1) _ flas) — f(=2)

< )
Xr9 — I Ir3 — T2

Toto je dale po vynéasobeni nerovnosti kladnym ¢lenem (3 — x2) (22 — 1) ekvivalentni s

(z3 — 22)(f(22) — f(21)) < (32 — 21)(f(23) — f(22))-

Tuto nerovnost preuspotradat:

f(z2) (w3 — 21) < (23 — 22) f(21) + (T2 — 71) f(23). (1)

Polozme nyni

r3 — T2
A= ——.
T3 — T1

13



Vidime, 7ze 0 < A < 1 a dale

Tr3 — T X9 — I
1-A=1- = .
I3 — I 3 — T

7Z toho také vyplyva vyjadreni xo jako
xg = Az1 + (1 — N)zs.
Vydélenim (1) kladnym x3 — z1 obdrzime

T3 — I

f(x2) <

r3 — 1 r3 — I1

Diky (2) a (3), 1ze (4) zapsat jako
fQzr+ (1= Nzz) < Af(z1) + (1= A) f(z2).

Posledni nerovnost reprezentuje zakladni definici konvexni funkce, ¢imz jsme pokryli di-
kaz prvni implikace. Obdobné lze vyjit z druhé nerovnosti a dojit ke stejnému zavéru
podobnym zptisobem. Jelikoz jsme pouzivali jen ekvivalentni tpravy, obracenim logiky
dospéjeme k ditkazu opa¢né implikace, a tedy jsme hotovi (dikaz je v podstaté prevzat
z [1], jen je misty doplnén o néjaky dodateény slovni doprovod). [ |
Nyni uz mizeme ptejit k samotnému dikazu:
Dikaz (Véty 1.1.6). Predpoklddejme, ze vSechny uvedené vlastnosti pro funkci f plati
a vyberme nyni trojici ¢isel n,n+1,n+x + 1, kde 0 < z <1 an € N. Tato Cisla zcela

ziejmé spliiuji soustavu nerovnosti n < n+ 1 < n + z + 1. Podle (iii) je log f konvexni
funkce, tedy podle lemmatu 1.1.7 mame

log f(n+ 1) —log f(n) < log f(n4+x+1) —log f(n+1)
(n+1)—n - n+z+1)—(n+1) '

Podle (i) je log f(n + 1) —log f(n) = logn, tedy

logn < log f(n+z+1) —log f(n+1)
X

Obdobné nyni vyberme trojici ¢isel n + 1,n+z+ 1,n+ 2, kde opét 0 < z < 1, n € N,
a pro kterou jen+ 1 <n+ 2z + 1 < n+ 2. Podle (iii) je

log f(n+x+1)—log f(n+1) < log f(n+2) —log f(n+1)
x - (n+2)—n-—1 ’

(1)
de se vyraz na pravé strané podle (i) shoduje s log(n + 1), tj.

log f(n +z + 1) — log f(n + 1)
xT

<log(n+1). (2)
Z poznatkt (1) a (2) obdrzime soustavu nerovnic

log f(n+2+1) —log f(n+1)
X

logn <

< log(n +1),

14



kde po jejim vynasobeni faktorem x dostaneme
logn® <logf(n+x+1) —log f(n+1) <log(n+ 1)".
Podle (i) a (ii) je nadale log f(n + 1) = logn!, coz dava
logn® <log f(n+ x4+ 1) —logn! <log(n + 1).

Odectenim logn”® od vSech nerovnic dale ziskame
1 x
0<log f(n+z+1)—logn®n! <log <1+> . (3)
n

Z podminky f(x 4+ 1) = zf(z) mimo jiné vyplyva i, Ze:
log f(n+x+1) =log f(n+ x) + log(n + ).
V aplikaci tohoto tvrzeni lze dédle pokracovat i na vyrazu log f(n + )
logfin+x+1)=log f(n+x—1)+log(n+z—1)+log(n+ x)
a odtud i na vyrazu log f(n + x — 1), atd. Obdobny proces mizeme tedy dale opakovat
dokud nedospéjeme k vyjadreni
n
log f(n+x+1)=log f(z) + Zlog(n+x —k+1).
k=1
Nyni vyuzijme vzorce logab = loga + logb, ¢imz prevedeme soucet na pravé strané na
soudin:
n n
log f(n+x+1) :logf(x)+logH(n+w—k+1) = log f(x) H(n—i—x—k—i—l),
k=1 k=1

tedy nerovnost (3) muzeme dale upravit na tvar

nIE

n 1 x
OSlogf(Z)'H(n—l—:v—k‘+1)§log<1+n> .
k=1

Samoziejmé plati, Ze log 1 = 0, tedy lze psat

f(x) a 1\*
< — < _
log1 < log v kl |1(n +x—k+1)<log|1+ o

coz je po zbaveni se logaritmti ekvivalentni s

1< f(m)ﬁ(n+x—k+1)§ <1+1>x.

n*n!

Dale je



a to nam spolecné s lim 1 =1 a rovnéz aplikaci véty o limité seviené funkce dava
n—oo

lim f(x)ﬁ(n—i—x—k—i—l):f(x) lim ! ﬁ(n—i—x—k—i—l):l,

n—oo nTn! n—oo N%n/!
k=1 k=1

odkud uz konecéné

n 1 nn!
= lim nn! || —————— = 1i :
f(@) n;%nnk:1n+m_k+1 nglolox(x—i—l)...(a:—i—n)’

¢imz jsme odvodili jednoznacny piedpis pro funkci f, a tedy je dikaz Véty 1.1.6 pro
0 < z < 1 hotov. Jeji diikaz pro vSechna x € R™ plyne z vlastnosti (i). [ |

Duisledek 1.1.8 (Alternativni definice gamma funkce). Pro vsechna x € R, lze gamma
funkci vyjadrit jako

nn!
I'(z) =1 .
() nl—%o:n(:c—l-l)...(x—i—n)

Diikaz. Dikazem Véty 1.1.6 jsme predpokladédnim nékterych vlastnosti pro funkci f do-
spéli k jejimu jednozna¢nému vyjadieni. Podle Véty 1.1.5 méa funkce gamma ty stejné
vlastnosti, a tedy pfi opakovéani analogického postupu dosédhneme stejného defini¢niho
vztahu jaky ma funkce f. [ |

1.2 Doplikova formule pro gamma funkci

Nasledujici véta je stézejnim odrazovym mistkem pro diikaz dalsich velmi dilezitych tvr-
zeni, kterd nas uz pfimo povedou k feSeni Basilejského problému, ktery jsme si zadali
v uvodu prace. Pro jeji dtlezitost by bylo vhodné ji patfiéné dokézat, coz nebude zcela
jednoduchy tkol, a proto dikazu samotnému vénujeme samotnou kapitolu.

Véta 1.2.1. Pro vsechna 0 < xz < 1 plati
I'(z)I'(1 — z) = wesenz,

kde csc znaci tzv. kosekans funkci, kterd nabyvd hodnot prevrdicengych k hodnotdm funkce
SINUS.

Dikaz. Vyjdeme ze zakladni definice gamma funkce (definice 1.1.3), tedy je

o0 o0
D(z)T(1 —z) = /t”f_letldtl : /t;xethtg
0 0

Jeden z integral bychom mohli vzhledem k tomu druhému chéapat jako konstantu a prevést
uvedeny soucin integralti na dvojny integral, tj.

(@)1 —=) = / / 27 ey Tem () gt dty. (1)
(

0,00)2
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Tento krok vSak nemusi byt vzdy korektni. Musime totiz vysettit existenci daného dvoj-
ného integralu. K tomu nam mtze poslouzit tzv. Fubiniho veta. Podle Fubiniho véty nas
dvojny integral absolutné konverguje, pokud plati budto

oo o0

[|f
[l

0

t:f—th—xe—(tl—&-tg)

dto|dt; <

a nebo také

12l 2em () 4ty | dty < oc.

V obou piipadech je zcela ziejmé integrand na celém R™ kladny, tudiZ miizeme bez pro-
blému odstranit absolutni hodnoty. Jiz na zac¢atku v piikladu 1.1.4 jsme ukazali, Ze gamma
funkce konverguje. Jelikoz je jeji integrand kladny, konverguje rovnéz absolutné. Z toho uz
prostiednictvim Fubiniho véty velmi snadno plyne konvergence (absolutni) integralu (1).

Nyni zavedme substituce t1(u,v) = wv a ta(u,v) = u(1—v). Potom pro oblast integrace
dostaneme, ze (0,00)? — (0,00) x (0,1). Déle je

oo 1
// 125 Te= ) 4t dty :// (u(1 —v)) "% e™W=u10=)| det J(u, v)|dudo,
(0,00)2 00
(2)

kde J je Jacobiho matice, pro kterou plati

v)=<%% %Z) (150 —Uu>

Determinant této 2 x 2 matice lze urcit velmi jednoduse jako

| det J(u,v)| = |det <1iv _uu>’ =|—uw—u(l—-v)|=|—-ul=u,
odkud podle (1) a (2) je
oo 1
(z)I'(1—=z) // u(l — )" ey dyde =
00

oo 1 oo 1
//uxvx_lu_x —v) e “dudv ://v “Te "dudv. (3)
00 00

Dalsim z dtsledkd Fubiniho véty je, ze nam také umozinuje zaménit poradi integrace, tj.

oco 1 o) 1
// 1—v e "dudv /e “du/v (1—v)*dv =
0 0 0
1 1
(— lim e™ + lim e_“> /Um_l(]_ —0) / 11— o) dv,
U—00 u—0
0 0
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coz ndm spolu s vysledkem (3) dava

1
[(x)[(1 — ) /v (1 —v)"*do. (4)
0

Doted jsme to tajili, ale tomuto integralu se také fika beta funkce, ktera pro dvé redln4
¢isla z,y € R splituje vztah

['()T'(y)

I(z+y)’

coz jsme ted v podstaté dokazali. V nasem piipadé je totiz y = 1 —z, a tedy ['(z +y) := 1.
Na pravé strané si takto mtzeme pred integralem klidné pfedstavit zlomek ﬁ, neboli

B(l’,y) =

v podstaté po celou dobu chceme nalézt vyjadieni pro B(x,1 — x).

Zvolme déle v integrdlu ve vztahu (4) substituci v = - +7- Stdvajici horni mez je 1,
aby tato podminka byla v ramci nové substituce zachovana, pak musi byt nova horni mez
rovna co. Cleny s a s+ 1 jsou v nekoneénu nerozeznatelné, tj. — 1 praveé pro s — oo.

s+1
Dolni mez o¢ividné zustane stale 0. Je
ds
dv = ——=
v (s+1)2
, odkud mame
1 [e'e]
s —X
/v (1—v) xdv—/s (s + 1)1 (1—> (s+1)"2ds =
s+1
0 0
[o@) 1 [o@)
/sw—l(s 1) e s 1) s /sx_l(s +1)1%(s 4+ 1)%(s + 1)~2ds =
0 0
x x—1
e
d
/s+1 y
0

, 1
Pokracujme dale v substitucich volbou s = w=. Postupné plati wz — oo pro w — oo
a wr — 0 pro w — 0, a to znamend, ze ani dolni mez nam ztstanou zachovany. Pro

diferenciél plati
1

ds = —wr"ldw
x
, a tedy . . .
so 1 1 wls 14 1 dw
+1(15:; ; —We dw:; h .
S z z
0 0 + w 9 + w

Z tohoto podle (4) dostavame, ze
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Polozme x =, kde m a n jsou né¢jakad dvé navzéajem riznd piirozend cisla, pro ktera plati
m < n. Zavedme nyni uz v poradi étvrtou, a také posledni substituci w = ¢y, kde

dw = my™ tdy.

Pro poradé horni a dolni mez stale, obdobné jako v predchozi substituci, plati yo» — oo
ay — 0, tj.

[e.e] [e.e] oo

dw my™ !

1+ws 1+ yn a
0 twe 0
a podle (5) je
7 m—1
n [ my
Ma)I'(l—2z) = m ] T (6)

0

Jmenovatel integrandu je zde polynom n-tého radu, ktery si mtzeme rozlozit na soucin

n

1+y" =[]y — ),

k=1

kde «ay, je posloupnost jeho kofenti. Aby nam rozklad daval vSeobecné smysl, pak se musi
anulovat i ¢len y™ !, ktery si rozepisme jako

m—1

y =

m—1
o,

b

£
Il
—

tedy celkové pro integrovanou funkci dostavame konecny soucin

n

mozk

||:]

Dale chceme tvrdit, ze je splnén vztah

i 1
11
k=1

3

n

I ®)
Qg —

— Q.
Y J=Lj#k

—_ a -
Y k —1

Toto si zpétné dokazme vcelku lehkou indukci podle n. Pro n = 1 tvrzeni plati zcela
o€ividné. Pro indukéni krok déle predpokléddejme, Ze je (8) splnéno pro jakékoliv prirozené
n a rovnost vhodné vynasobme:

n n n

— > Il —

Y= Qnt1 Y~ Ak Y~ Ontl ;= kg Ok T
Toto je ekvivalentni s
ﬁ 1 & 1 n 1
i d T %% T (y — ar)(y — any1) etk kT
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Skrze rozklad na parcidlni zlomky jsme schopni odbrzet

1 1 1

+ 5
=)y —any1) (¥ —ow)(or — ant1) (Y — ang1)(angr — ag)
z ¢ehoz plyne

n+1

B ( 1 N 1 > - 1
i Voo i\ ar)ek —ant1) (Y —ongr)(eni —an) ) g ok o

1 1 Lo 1 ﬁ 1
(y—an)(ak —ans1) 7o =5 = (U~ anpr)(@nir —ag) 30, ok —a;

n

R

H 1 1 1 B

5 g (0%~ 050k~ @nt) ’ k=1 szgqék (ak — o) (an1 —ag)
RIS | SRS USRS U oSS S § N
k=1 Y T Ok G O T YT Gndl T Ondl T Ak T Y TG

(9)

Podle indukéniho predpokladu, tj. vztahu (8), musi pro y = ay,4+1 platit

n n

il el | Py

(8% — (6% —
P e L k=1 ol 3

coz muzeme dosadit do (9) a dostat

n+1 n+1 n n
1 1 1 1
H - —Z It Il —=
1Y B R = R AT e
n n+l n+1
1 1 1 1
Zy—ak H ak—a‘—i_y—a 1 H ak—a»:
k=1 j=1,j#k J L i1k J
( n n+1 1 n+1 1 n+1 1
I I L S | e
Tt S YT R TN Y T Y R T

¢imz jsme konecné z platnosti tvrzeni pro prirozené n vyvodili i jeho platnost pro n + 1,
coz spolu s jeho platnosti pro n = 1 ndm dava platnost pro vSechna prirozend n, jak jsme
chtéli. Vratme se ke vztahu (7), ve kterém jsme odvodili tvar integrandu, a pravou stranu
upravme s vyuzitim vysledku (8):

-1 n m—1 n n
my" maoy, 1 1 1
k=1 k=1 j=1,j#k 7



tj.
mml

Br
14y Z Y — oy

k= 1

Nyni k této funkci hledejme funkci primitivni:

y1+y /Z Bre dy—Zﬁk/

0

n
dy =) Brlogly —ax).  (10)
%k k=1
Dale upravujme:

éﬁklog(y—ﬁk ZﬁklogerZlog <1—) Zbg <1_>

Posledni rovnost vyplyva z faktu, ze

coz se da uvidét vynasobime-li rovnost

-1 n
nes Z B
n —
1 Yy k

Clenem y, ¢imz dostaneme

Yk
1—|—y Z —Otk’

k= 1

kde nyni vezméme obé strany limitou y — oo. Jelikoz je m < n pak jde leva strana pro
y — oo k nule, kdezto leva strana ma ve jmenovateli i ¢itateli polynom stejného fadu,
tj. ndm na ni poté zistane pouze »_ ,_, B;. Porovnanim obou stran dostavame zadany

vysledek. Zcela jisté plati
lim log (1 — ak) =0.
Y—00 Y

S vyuzitim (10) tedy mame

m—1

M —dy=—Y" Bilog(—ay). (11)
k=1

1+y
Vztah (8) mizeme dvojici jednoduchych ekvivalentnich tiprav pfepsat do tvaru

>

k=1

n

[Me—an= ][ (w—ay.

k=1 j=1.j#k

Yy —ag

Oznacéme

n
= L-aw.
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a kazdou ze stran v pfedchozi rovnosti dejme déale pod limitu y — a4, kde na levé strané
posléze miizeme aplikovat L’Hospitalovo pravidlo, odkud mame

n

Qer)= [] (an—ay)

j=1,j#k

neboli .

|
=1,k kT Y @'(ex)

Vsiméneme si, ze kdyZ do argumentu () dosadime oy, pak se ndm vSechny faktory vyrusi
a zbude af, cili

Q' (o) = noy L

7 ¢ehoz
n

1 1 m
m—1 m—1 m—n
B = may, | | P may, =—ap ",
J=L1j#k

coz lze dosadit do pravé strany (11), a to ndm da

1

my™” =—— Zoz "log(—ag).

1+y
0

Tuto rovnost mizeme vydélit ”* a podle (6) tak obdrzime

(z)[(1—x) = j{:aglnqog( o), (12)
k=1

pro tedy zatim x € Q. Radu na pravé strané nyni prostfednictvim vzorce pro logaritmus
soucinu trikové upravme

—ZQZ‘ "log(—ax) Za (log(—1) + log ag) . (13)
k=1
Odvolejme se nyni na Fulerovu formuli, kterd zni

e'' = cost +isint.

Jedna se o velmi zndmou vétu, kterad naléza spoustu riznorodych vyuzitich, zejména v kom-
plexni analyze. Pokud si za t dosadime 7, pak dostaneme Euleruv vzorec:

T4 1=0.

7 néj mimojiné plyne i
log(—1) = im.

'Pro tzv. Hlavni ¢ast logaritmu

22



Ve vSech téchto vztazich i reprezentuje tzv. imagindarnt jednotku. Komplexni ¢islo je uspora-
dana dvojice cisel a,b. Rovnost a s¢itani dvou komplexnich ¢isel zde zavadime obdobné
jako u ¢isel redlnych a nasobeni definujeme jako (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). Pravé
dvojice (0,1) nese znaceni ,i“, tj. (a,b) = (a 0) +(0,b) = a+b(0,1) = a +ib. Zde se nam
i originalné bere relativné znamé definice i = —1.

7 drobné teoretické odbocky se vratme k hlavnimu dtkazu. Podle vysledku s logarit-
mem tedy plati

n n n
—Za (log(—1) 4 log a,) = —iﬁZazL—” - Zai”_" log o, = —Za?‘" log ay,
k=1

k=1 k=1

nebot
n n n
SESEEY )
k=1 k=1
coz jsme jiz diive dokézali, Ze jde k nule. Podle (12) a (13) je

D(z)l(1—z) = Zakm "log vk (14)
k=1

Obecnou podobu koeficientii/kofent «y také jednoduse determinujeme pomoci Eulerova
formule jako

tedy

n n .
- im(2k — 1) ir@k=1)(m-n)
— g oy "logay = — g (n)e m -
k=1 k=1

n ik in(2k—1)(m—n) iT n ir(2k—1)(m—n)
-3 ke S e

n =

n
k=1
n . n .
2imk im@k-hm—m) w7 2imk in(2k—1)(m=n)
ke 1§ ke
n n
k=1 k=1
Al n 2irk(m—n)  im(m—n) N7 17T(m n) 217rk(m n)
- ke” n e no o= ——e Z =
n
k=1 k=
217r imtm 2irk(m—n) 217r _imm n 2ir(m—n) k
——e n emZke n =—e¢ n Zk (e n ) . (15)
n
k=1

Vidime, Ze tento soucet ndm jaksi spojuje s¢itani clend aritmetické a geometrické posloup-
nosti. I pro to nastésti existuje lehce odvoditelny vzorec:

ik Ko r(nr”+1—(n+1)r”—|—1)
" (1-r)2 ’
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kde 0 < r < 1. Z néj mame

2im(m—n?) 2irm(n+1) . .
K e - (ne P _ e217rm(n + 1) + e217rm)

G -

2iTm . 2imm 2iTm 2iTm
—2imn _ _ 2irm
e n e (ne n n) ne n (e n 1) ne-w

<82i:\;'m . 1)2 o <62i77;7n . 1)2 o e?i%m _ 1

Podle (14) a (15) tedy je

2 2iTm imm
17T iTm NE n . e n
F(:C)F(]‘ - :’C) - e = 2iTm =2m 2iTtm =
n en —1 en —1
elﬂ'x . elﬂ'w e*lﬂ'ﬁ 217r T
AT o = 21— C— = = — = — ,
e 1T __ 1 e 1T __ 1 e—17r:E el’ﬂ'fE _ e—lﬂ'l‘ SIn Tx

kde jsme také v posledni tpravé vyuzili vyjadieni funkce sinus v exponencidlnim tvaru,
kteryzto je sinx = (ei” — e_i”’) /2i a lze jej rovnéz pékné odvodit z Eulerovy formule.
Zatim jsme vSak platnost vzorce dokéazali pouze pro jakékoliv racionalni ¢islo na intervalu
(0,1). Ukazme si, ze z toho snadno plyne i platnost vzorce pro vSechna redlna ¢isla x, kterd
splnuji 0 < = < 1. V rovnosti

™

I'z)I'(l —x) =
()T ) sinmzx

jsou funkce na obou stranach spojité. Rovnéz vime, ze kazdé realné ¢islo lze reprezentovat
jako limitu posloupnosti racionalnich ¢isel, odkud platnost zadaného tvzreni pro vSechna
existujici 0 < x < 1. |

Poznamka 1.2.2. Existuje vcelku velka fada cest, kterymi se dukaz Véty 1.2.1 mize
ubirat. Kromé pravé popsaného, je dalsi alternativou zejména aplikace nahrazeni sinu
jeho Weierstrassovym soucinem:

smx-xH( o 2) (%)

K tomu se naptiklad pfimo nabizi dusledek 1.1.8. Jak jsme vsSak jiz nastinili v tivodu,
odvodit takovyto sou¢in neni jednoduchy tkol. Weierstrassova faktorizacéni formule ([11])
zapada mezi velmi pokrocilé matematické poznatky a jeji dikaz je vskutku narocny. Navic
kdybychom uz méli takto odvozeny soucin, pro¢ pomoci néj dokazovat pomocna tvrzeni
pro gamma funkce a ne jej rovnou pouzit k vyreseni Basilejského problému.

Jen pro zajimavost, dosdéhnout vztahu (*) lze i bez Weierstrassovy véty. Timto jedno-
dussim zpisobem, kterym jej pravdépodobné kdysi odvodil Euler, je opét vyuzit dasledku
1.1.8, kde v8ak musime pocitat s vyskytem dvojné limity. Vyrazy I'(z) a T'(1 — z) se
totiz zfejmé budou muset svymi parametry, které limitou na pravé strané posilame k ne-
koneénu lisit. Spocitat takovou limitu by byl zajisté také nelehky ukol a vyzadoval by

vvvvvv
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Vratme se ale zase zpatky k moznym metoddm dikazt dopliikové formule. Dal$im
z moznych postupt je vyuziti komplexni analyzy. Sdm o sobé by dikaz obsahoval tvrzeni
spise stfedné naro¢né na dokazani a jednalo by se také o védomosti méné znamé.

Prévé predneseny dikaz se sklada z relativné zndmych a také vétsinou lehce odvodi-
telnych poznatku, akorat Fubiniho véta a transformace dvojného integralu se mohou jevit
znatky z matematické analyzy a algebry. Tak ¢i onak, je pravdépodobné vzdy lepsi, paklize
to situace umoziiuje, uplatnit redlnou analjzu, a ne komplexni.

Dikaz pouzivajici kiivkové integraly je uveden v priloze.

2 Psi funkce

2.1 Definice a zakladni formule
Rada -

3 1

k=1 k
se nazyva harmonickd. Nabizi se hned okamzitd otdzka, ¢im mize byt tak specidlni. Je
mozna prekvapivym, ale stale velmi znamym faktem, ze diverguje, coz znamena, ze i kdy-
bychom secetli nekoneény pocet jejich po sobé jdoucich ¢lenti, tak dostaneme oco. Na prvni
pohled by se totiz mohlo dokonce zdat, Ze je fada konvergentni, nebot do souc¢tu postupné
priddvame mensi a mensi hodnoty, ale existuje mnoho elegantnich zpiisobti jak dokazat,
ze byt velmi pomalu, tak opravdu diverguje.

Rozdélme si nyni kladnou poloosu = v soustavé soufadnic Ozxy a nekonecné mnoho
obdélnickd délky 1, kde vyska kazdého z nich bude predstavovat jeden ze séitanct har-
monické fady. Rovnéz je zakreslujme tak, aby na nich byl pé€kné vidét klesajici prtibéh
harmonické posloupnosti, tj. od nejvyssiho obdélnicku s vyskou jedna, budeme jejich vy-
sku stale zmensovat, viz tedy obrazek:

| =

Na obrazku rovnéz vidime, ze kdyz si do soustavy soufadnic mimo jiné zakreslime priabéh
funkce %, tak uvedena cast jejiho grafu nikdy neprevysi vysku zadného z obdélniku, coz
znamena, ze celkovy soucet jejich obsahi je vétsi nez obsah plochy ohranicené grafem,
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jinak také

Ay "1
/1 . log(n+1)<;k.
Jelikoz je zfejmé log(n 4+ 1) — oo pro n — oo, pak tim spiSe musi byt i > 7, 1/k — oo,
kdyz n — oo. Zajimavou a pro nas velmi nepostradatelnou vlastnost mé ale jen ¢asteéna
suma harmonické fady, tj. soucet
Z”: 1
k=1 k

Pri dikazu divergence jsem se rozhodl pouzit prave integralni ditkaz, abychom byli schopni
vidét jistou paralelu mezi harmonickou fadou a logaritmy. Stejné jako funkce log = se hod-
nota harmonické fady blizi k nekonecnu, ale neuvéfitelné pomalym zptisobem, tak Ze
bychom ani skoro nevéfili, ze jej nékdy dosédhne. Nebylo by tedy zadnym pfekvapenim,
kdyby i néjakym zpisobem soucty jako > ;_; % s logaritmem tuzce souvisely. Plati napfi-
klad nasledujici pozoruhodné identita

Uin+1) 00 =1
F(n—i—l)_r(l)_kz:lk’

kde ¢islo —I7(1) je velmi specidlni a nazyvéa se Eulerova-Mascheroniho konstanta, kterd
je zékladem fady doposud stale nevyfesenych matematickych zahad. Uvedeny vzorec si
zanedlouho dokazeme, jelikoz v sobé pro nas skryva velkou dulezitost. Pro takovéto ucely

nyni definujme jednu dalsi specidlni funkci, kterda velmi tizce souvisi s dfive definovanou
gamma funkci:

Definice 2.1.1. Pro vSechna z € R™, nyni definujme funkci ¢ jako tzv. logaritmickou
derivaci gamma funkce, t;j.

U(@) = S logl(a) =

Funkci ¢ budeme nazyvat psi funkce.

Tato funkce bude skrze své vlastnosti, které si zahy dokazeme, klicovym komponentem
pii samotném feSeni Basilejského problému. Stejné jako predchazejici funkce gamma, ma
i funkce psi svou doplnkovou a rekurentni formuli, viz dvé nadchézejici véty:

Véta 2.1.2 (Doplitkové formule pro psi funkci). Pro vsechna x € R plati
Y(1 —x) — () = weot .

Diikaz. Zkoumany rozdil si nejprve vyjadieme z ptivodni definice funkce psi (definice 2.1.1)
a vychozi rozdil zlomkt poté pfevedme na spole¢ného jmenovatele:

_ I'l—z) I'(x) _ 'l —2)l(z) = T(2)I'(1 —2) L(—I(@)ra- ;U))

1—x)— =
YA=2)=%@) = T T (@)1 —x) @)1 —7)
Podle Véty 1.2.1 je T'(z)I'(1 — x) = wescmz, tedy
d
B — ) — () = 1 (—mesemx) _ 72 cot Tx csc T N
T CSCTT T CSCTT
coz jsme chtéli dokézat. |

26



Véta 2.1.3 (Rekurentni formule pro psi funkci). Pro vsechna x € R™ plati

V(@ +1) = (z) + é

Dikaz. Na rozdil od dikazu ptredchozi véty, tento nebude natolik primocary. Ponechme
funkei psi ve tvaru (viz definice 2.1.1) ¢(z) = d/dz(logT'(z)), potom také samoziejmé
mame (x + 1) = d/dz(logT'(x + 1)), odkud podle rekurentni formule pro gammu je
d/d(log zT'(x)), coz muzeme pomoci vzorce pro logaritmus soudinu nésledné upravit do
tvaru d/dz(logz + logI'(z)) = 1/x + d/dz(log'(x)), ¢imz jsme vlastné hotovi. [ |

2.2 Nahrazeni psi funkce fadou

Priklad 2.2.1. Nyni se dostdvame k snad pro nas nejstézejnéjsi vlastnosti, kterou psi
funkce méa, a sice jeji zapis pomoci nekonecné tady, ktery se nyni pokusime odvodit.
Zkusme postupné zkoumat mozné dusledky Véty 2.1.2 a zjistit kam az mtzeme pii jeji
opakované aplikaci zajit pfi postupném zjednodusovani vyrazu ¢ (x + 1):

1 1 1 1 1 1

P+ ) =p@) + - =pe -1+ 4 —— =@+t —
1 1 1 1 " 1

— = =...= — 1 —_—

¥(@ 3)+x+x—1+x—2+x—3 Yl@—n+ )+;a}—k+1’

Aplikaci veelku obdobného postupu na ¢ (x + n) obdrzime

P(x+n) = +Zk+x

cili

plntatl) - k:+:c

Dale si vezméme rozdil (1) a (2)

Yvn+1) =) —pnt+z+1)+iplz+1)= Z(— k+$>

k=1

kde uz nasi zddanou fadu obdrzime limitou pro n — oco. Musime vsak jesté dokazat, ze
plati
lim (Y(n+1)—¢Y(n+z+1))=0.

n—oo

Nejprve dokazme pro 0 < x < 1 a uvazujme zékladni vlastnosti psi funkce. Vratme se
kratce tivahami k dikazu Véty 1.1.5, kde jsme pomoci Holderovy nerovnosti ukazali, ze je
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logaritmus gamma funkce na R™ konvexni. Toto tvrzeni je viak ekvivalentni se skute¢nosti,
ze

d
Podle definice 2.1.1 je
d
U(@) = S logl(a),
coz podle (3) znamen4, ze
Y (x) >0,

a to implikuje, Ze je 1) rostouci na RT. Lze tedy vybrat tii ¢islan+1<n+z+1<n+2,
pro ktera plati soustava nerovnic

Pp(n+1) <tYn+z+1) <yP(n+2).
Nésledné od této soustavy odec¢téme ¢(n + 1), tj.
Yn+zx+1)—¢Yn+1) <YPpn+2)—yn+1),

kde lze pravou stranu upravit pomoci rekurentni formule

1
n—+1

Yn+zxz+1)—vn+1) <

a jelikoz je leva strana vzdy kladnd a pravd je pro n — oo rovna nule, tak z pouziti
véty o limité seviené funkce plyne pozadovany vysledek. Pfi finadlnim feSeni Basilejského
problému nam sice bude stacit pouze platnost tohoto tvrzeni pro 0 < x < 1, ale pro
tplnost jej dokazme i pro véechna z € R*. Pro trojicin+1 <n+xz+1<n+m+1, kde
m € N, a kde také samoziejmé m > z, plati

n

1

1 & 1
B %7Zn—l—k'
k=1 k=1

|

n+m
pntr+1)—vn+1) <pn+m+1)—pn+1)= Y
k=1

Cislo n v uvedené sumé vystupuje pouze jako parametr, zcela nezavisly na horni mezi, tj.

1
i Dl

odkud uz
lim (Y(n+1)—¢Y(n+z+1)) =0,

n—oo

jak jsme chtéli. Finalné tedy mame

W"f“)—w(”:i(i—kiﬁ-

k=1

Jednim z tstfednich motivii prace je nalézt hodnotu Y 7o, 1/k?. K tomuto vSak nutné
potiebujeme vysledek, ke kterému jsme praveé dospéli a o jehoz naprosté korektnosti se vSak
jesté musime presvédcit. Hodilo by se totiz zjistit, zdali fada na pravé strané konverguje.
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Nejprve zjistéme, jestli nAm konverguje fada » po; 1/ k2. Je jisté, ze pro k p¥irozené plati

soustava nerovnic
1 1 1

2= =

< .
0< -k  k(k—1)

Je déle

1 & 1 1 1

ZkQ—k:Z<kz—1k> =1-2

k=2 k=2
kde si mizeme v§imnout, jak se nam pékné vykratily vSechny ¢leny kromé prvniho a po-
sledniho (jednd se o tzv. teleskopickou fadu). Je tedy > p_, ﬁ — 1 pro n — oo, odkud
konvergence fady Y oo, 1/k? a také samoziejmé fady 1 + > oo, 1/k% = 322, 1/k% Kon-
vergence nasi fady nahoie uz plyne z jednoduchého faktu, ze 1/k(k+2) < 1/k? a aplikace
obdobné logiky jako predtim.

3 Vlastni reseni

3.1 Uprava fady Y -, 1/k?

Pripomerime jesté jednou co je nasim tkolem. Chceme zjistit, jaky je soucet fady
[e.e]
k=1
Hned na konci minulé kapitoly jsme se presvédcili o jeji konvergenci a lze tedy piejit

k samotnému vypoctu. Podle vysledku ptikladu 2.2.1 lze rozdil ¥ (z + 1) — (1), kde
T € Rg , vyjadrit ve tvaru

o v =3 (3o ).

%) -

k=1
Polozme nyni v tomto vztahu postupné x = £ a x = —=, ¢imz dostaneme
oo (o9}
€ 1 1 1 T
1 7) — (1) = S = -
1/’( T () k=1<k k—l—fr) k:1<k k7r+6>
a oo [e.e]
€ 1 1 1 T
w<1_7r>_w(1)_z<k_k—5)_ (k_zm—s)'
k=1 ™ k=1

Odectenim prvni rovnice od druhé dostavame

(D)D)= (5w S

k=1

Podle véty 2.1.2 pro x = £ plati



Podle dale Véty 2.1.3 je pro tataz x
€ € T
o142 -v ()2
T T €

@Z}(l—%)—d)(l%—%) :Wcots—g

Nyni celou tuto rovnost vydélme 27, ¢imZ dostaneme

odkud

p(1-2)—y(1+5) _cote 1 ecote—1

s

2 2 2 2

1—5cot€_1i 1 1
2e _216_1 kr —e kmte

a tedy podle (1) je

odkud miizeme snadno vyjadrit

— 1 1 =
t = - — — e
e Z(kﬂ'—e’i k7T+€> Z k2 2

k=1 k=

Timto se nam vlastné povedlo vyjadrit kotangens pomoci nekonecné rfady, jiné nez Taylo-
rovy. Déale je

2.2
1—7T€COt7TE—1_<1+2;7T2k27T2> Zkz
coz ndm po vydéleni identity ¢lenem 2¢2 d4
l—wsco‘mrs_ > 2 _ > 1
2£2 - Z k272 — n2e2 k2 _ g2
k=1 k=1
Limitou € — 0 dostavame
oo
Z i _ lim 1 — mecotmwe
k2 o e—0 282

Pokud bychom vsak chtéli byt naprosto korektni, tak bychom museli zdivodnit i tento
limitni pfechod. Ten je opravnény pravé tehdy, kdyz rada konverguje tzv. stejnomeérne,
tj. rychlost jeji konvergence nezavisi na argumentu, zde na .

Touto sérii krokt se ndm jinak povedlo zredukovat nas problém na ,pouhy“ vypocet
limity, ve které se vyskytuji ndm znamé elementarni funkce a kde se nevyskytuje funkce
psi. Zptsoby, kterymi lze takovou limitu vypocitat se rtizni, my si nyni ukdzeme dva.

3.2 Vypocet limity pomoci Taylorovy fady

Jiz v prvni kapitole, pfi testovani konvergence gamma funkce, jsme nastinili moznost
nahrazeni jistych elementarnich transcendentnich funkei jakousi mocninnou fadou. Nyni
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tuto vyhodnou vlastnost budeme potfebovat znovu. Zkusme tedy tentokrat alespon trochu
priblizit, v ¢em takové nahrazeni funkce fadou spociva.

Méjme funkci f : Dy — R, kde Dy C R. Necht déle existuje bod x € Dy takovy,
ze funkce f ma v tomto bodé derivace vsech fada. Takovou funkci lze rozvést do tzv.
Taylorovy Tady. Jedna se o zvlastni piipad mocninné fady, a tedy umoznuje zapsat funkci
prostfednictvim nekoneéného souctu sc¢itancti, ve kterém se vyskytuji pouze elementarni
algebraické operace. To miiZe byt mimo jiné uzitec¢né pri pribliznych vypoctech funkénich
hodnot. Lze dokazat, ze

() (4
sy = S T g, (1)
k=0

kde horni index k£ u f znaci k-tou derivaci funkce f v bodé xy. Alespon lehce naznaCme
kostru takového diikazu. Nejprve musime dokazat, ze je Taylorova fada konvergentni, tj.
zjednodusené receno se pri postupném scitani jednotlivych c¢lentt budeme blizit né&jaké
kone¢né hodnoté, kterou presné dostaneme az po secteni vSech (nekone¢né mnoha) ¢lent
této fady. Déle je zapotiebi urcéit k ¢emu tato fada konverguje. Pokud bychom si napsali
pouze né&jakych n ¢lent rozvoje (1), tak bychom dostali i néjaky zbytek, oznac¢me jej R, ().
Pak dokazeme, Ze je soucet fady (1) roven f(z) pravé tehdy, kdyz R, (xz) — 0 pro n — oo.
Potom uz staci dokazat, ze je tato podminka pro néjakou konkrétni funkci splnéna a také
ze je obecné rozvoj (1) jediny rozvoj s takovymi vlastnostmi, o ¢emz hovoii tzv. Peanova
véta. Podrobny rozbor vSech téchto kroktt mizeme nalézt postupné v [1] a [5]. Nyni se
z kratké teoretické odbocky vratme zpét k nasemu problému.

Odvodit Taylorovu fadu pro funkci kotangens je relativné naro¢né, zkusme si tedy
néjakym zpusobem vystacit pouze s fadami pro funkce sinus a kosinus, jejichz odvozeni
problematické neni. Taylortv rozvoj funkce sinus v bodé xg = 0 je

o 2k—1 3 5 7
: k+1 T z z z
smx:Z—l L —p -
k_l( ) (2k —1)! 3! 5! 7!
a funkce kosinus
0 2k—2 2 4 6
ki1 T x T T
Cosa::Z—l —— =+ — — — 4. ...
kil( ) (2k — 2)! 2! 4! 6!
Je tedy
2.2 4. 4 66
TTE COS TTE -5+ 5 — T + -
l-—mecotme=1-——7—=1- 55 T e =
sin e 1_%4_%_%4_.“
2.2 4_4 6.6 2.2 4_4 6.6
<1_7T€ _‘_&_71'5 _|_"‘>_(1_7TE +W€ _’TI'E _|_.")
3! 5! 7! 2! 4! 6!
2.2 4.4 6 -6 ’
1_7T3? +7T5!6 _ﬂﬂg +..
odkud
1 2 mie? mlet 1 2 wie? w8t
1 —mecotme (@*ﬁJr 250 T 27 +"')*<@*ﬁ+ gAT ol o -
22 o 1_#252+7r4a4_7r656+ -
5! !




a konecéné

:lim :_7_}—7:7;

i i 1 — mecotmwe T s s
P k2 50 22 12 4 6

co je tedy hodnota souctu fady > po | 1/k%.

3.3 Vypocet limity pomoci I’Hospitalova pravidla

Na prvni pohled se muze zdat ponékud prekvapivé, ze by nasi limitu mohlo jit spocitat
i pfes I’Hospitalovo pravidlo, avSak skute¢né to jde. Nejprve vsak musime ovéfit, zdali jej
muizeme pouzit:

1 —mecotme  sinme — wecosme

2e2 N 2e2sine
kde jak po dosazeni nuly do citatele, tak po jejim dosazeni do jmenovatele, dostaneme
opét nulu, tj. nase limita je typu ,,%“, ¢imz je nutna podminka pro pouziti I’Hospitalova

pravidla splnéna. Mohli bychom tedy postupné zkouset I’Hospitalovo pravidlo aplikovat
a vidét kam néas to dovede, jenomze bychom si takto pravdépodobné prosli velmi nehezkjm
a vskutku vycerpavajicim derivovanim. Za¢néme tedy Sikovnou dpravou:

1 — mecotme € sin e — me cos e
2e2 sin e 2e3 '

Je déle znamym faktem, ze
sin x

lim =1.

z—=0 X
Na ovéfeni toho, ze uvedena skutecnost plati, ndm postaci pouze véta o limité seviené
funkce a trochu prace s jednotkovou kruznici a obsahy trojuhelnik, kterézto uz se i nachazi
ve stfedoskolském aparatu. Déale tedy

. 1 —mecotme . € . sinmwe — mecosTE 1 .. sinme — mecosme
lim — s = lim — lim 3 = — lim 3 =
e—0 2e e—0 SIn e e—0 2¢e T e—0 2e

1 .. sinme —mecosme rag 1 .. w2esinme . mesinmwe
— lim 3 :—hm72:hm72:
T e—0 2¢e T e—0 6e e—=0  6¢
T . sinwe T 2
— lim =—-T=—,
6e=0 ¢ 6 6

¢imz je vypocet zakoncen.

4 Bernoulliho ¢isla a obecny tvar pro vypocet hodnot zeta
funkce v sudych prirozenych ¢éislech

4.1 Zavedeni, generujici formule a nahrazeni funkce kotangens fadou

V minulé kapitole jsme tizce spolupracovali s Taylorovymi fadami pro funkce sinus a ko-
sinus. Zaroven jsme tehdy odmitali vyuzit Taylorova rozvoje pro kotangens, nebot je jeho
odvozeni, jak jsme zminovali, ponékud problematické. Pomér ceny a vykonu by byl velmi
maly, uvazime-li, Ze jsme méli prozatim ,pouze* secist fadu » o, 1/ k2. Nyni se bez to-
hoto vSak neobejdeme a ukazeme si, jak k Taylorové fadé pro funkci kotangens dospét. Ze
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vSeho nejprve se podivejme na to, jak by mohla vypadat ptiblizné, tj. si napiSeme prvnich
nékolik ¢lentl rozvoje:

1 =z 23 22° x’ B 29 B 138211 B 413
3 45 945 4725 93555 638512875 18243225

Tyto ¢leny muzeme obdrzet tak, ze bychom si vzali definici cot z = cos z/ sin z, jednoduse
si funkce ve jmenovateli i ¢itateli nahradili jejimi pfislusnymi Taylorovymi fadami a po-
sléze je spolu vydélili po vzoru déleni polynomu polynomem. Stejného vysledku bychom
mohli dosdhnout i fadou dalsich mozna o néco elegantnéjsich metod, jako naptiklad po-
rovnavanim koeficienti.

Uz jen z priblizné podoby vSak vidime, Ze urcit obecny tvar tohoto rozvoje nebude
nikterak lehky tkol a na prvni pohled to dokonce muze i vypadat, ze jeho koeficienty
v sobé ani zadnou zakonitost neukryvaji. To vSak neni pravda, jejich slozitd struktura je
zaloZena na jedné zajimavé posloupnosti ¢isel, kterou pravé ted budeme zavadét.

Podle znamé historky se v jedné hodiné tehdy asi sedmilety Carl Friedrich Gauss
nemohl ve skole zabavit, tak mu bylo kantorem zadéno, aby nalezl soucet prvnich sto
prirozenych ¢isel. K jeho velkému prekvapeni tak Gauss ucinil béhem péti minut. Ten si
totiz uvédomil jistou symetrii, ze kdyz secte prvni a posledni a stejné tak druhé a piredpo-
sledni ¢islo, atd., dostane pokazdé stejny vysledek. Toto mize provést celkem padesatkrat,
tedy kyzeny soucet je 50 - 101 = 5050. Toto vedlo k obecnému vzorci pro vypocet souctu
jakychkoliv n prvnich pfirozenych cisel, a sice

n

) 1, 1
E:k:1+2+3+...+nzmzfn2+—n.
2 2 2" T3

Priiklad 4.1.1. Nyni zkusme tento problém zajimavym zpisobem zobecnit. Co kdy-
bychom dostali za kol pro zménu secist druhé mocniny prvnich n prirozenych ¢isel? Po-
stupujme déle trochu nepiimo prostfednictvim provadéni Gprav v ramci souétu > ,_, k3,
pricemz budeme chtit, aby se nam kubické soucty posléze vykratily, tedy

Zk?’ —(n+1) +Zk+1 =1-(n+1) +Zk3+32k2+32k+21
k=1

kde na levé i pravé strané dostavame >_j_; k3 presné jak jsme pottebovali, coz s pouzitim
vzorce pro soucet » ;' k dava

& 3
35 k2:1—(n+1)3—§n(n+1)—n:
k=1

: 3 3 s 3 1
1+ (M +3n2 +3n+1) - <2n2+2n) —n:n5+§n2+§n,

odkud konecné N

1 1 1
k* = —n®+ -n?+ —n.
Z 3 2 6
k=1
Zajisté vnimame, Ze s¢itani ), _, k% obecné, kde ¢ € N, v sobé bude uchovévat jistou
rekurenci, kdyz jsme pfi polynomialnim vyjaddieni souc¢tu s mocninou dvé museli pouzit
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podobného vyjadifeni pro soucet s mocninou jedna. Zkusme pro ilustraci jesté zjistit kolik
je Yr_ k3. Méme

21#—1 (n+1)* Z(kJrl) —(n+1) +Zk4+42k3+62k2+42k+21
k=1

=1
odkud

n
4Zk3:—1+(n4+4n3+6n2+4n+1)—(2n3+3n2+n)—(2n2+2n)—n:
n4+2n3+n2,
a tedy

1
Zk?’ n—l—n—|—4n

kde je tedy ten dfive zminény nulovy linearni ¢len. Lze ovérit, Ze stejné tak tomu bude pro
jakykoliv lichy exponent pii k. Obdobnym postupem a trochou trpélivosti mizeme dospét
vcetné jiz odvozenych i k nasledujicim vyjadrenim:

Zkl n +1n

1
ZkQ n—i— n+6n

1
Zk3 n+ n+4n2

k=1
2 1

]{58 5 “. 3 -
Z n + n —|—3n 15n —i-gn 30”
" 1 1 7 1 3

L9 — 10 9 8 I e, L 4 9 9
’; 0" Tt T T Tt T
- 1 5
; kO = ﬁnll + 5 104 gng n’ +nd 2n3 =+ %n,atd
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Koeficienty u linearnich ¢lent se nazyvaji Bernoulliho ¢isla, kterd budeme déle znacit
B, kde m € N. U sudych exponentt se jedna o hodnoty Ba,, a u téch lichjch o hodnoty
By = 0, kde se definuje |Bq| = % Je nékdy zvykem uvazovat jen absolutni hodnoty
Bernoulliho ¢isel a stejné tak to budeme délat i my, abychom se v pozdéjsich vyjadrenich

nemuseli zabjvat néjakym alternujicim operatorem (—1)*.

Priklad 4.1.2. Necht dale N
Sm(n) = Z k™.
k=1

Jelikoz jsme Bernoulliho ¢isla definovali jako linedrni ¢leny u téchto souctt, pak si vSim-
néme, Ze zderivujeme-li cely tento polynom a dosadime do néj nulu, pak se vsechny c¢leny
vyru$i a zustane jen koeficient u pravé toho linedrniho, jinymi slovy muZeme definici Ber-
noulliho ¢isel zapsat jako

By, = S.(0).
Definujme dale funkci S(¢,n) predpisem

Stm) = 3 Sulm) o, (1)
m=0

ktery nyni miizeme postupné upravovat jako:

s@,n):Zsm(n)m:Z(ka)m:Z (m)|: Z(m)!'

m=0 m=0 \k=1

Ptipomernime nyni Maclaurinovu fadu funkce e*, ktera je

' Y
m=0
kde dosazenim x = kt podle (1) ziskdme
n n
S(t,n) = Zekt = (et)k7
k=1 k=1

kterouzto fadu muzeme jednoduSe secist pomoci vzorce pro soucet n Cleni geometrické

posloupnosti, tj.
tn (n+1)t _ 4t
e 1 e e
S(t,n) =et =
(t,m) et —1 et —1
Generujici formuli pro Bernoulliho ¢isla zfejmé obdrzime tak, Ze cely tento vztah parcialné
zderivujeme podle n a poté do vysledné funkce dosadime n = 0.Je

o) =, K, & tm
m=0 m=0 m=0
Kromé toho také plati
o o elntl)t _ ot telnt1)t tet
lim — =lim ——— =1 =
ng% 8nS(t7n> ng% on et —1 ng% et —1 et — 1’
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odkud podle (2) tedy

_1_27{”

Této funkci se tedy Fikd generujici a to v tom smyslu, Ze jsou Bernoulliho ¢isla aZ na
zlomky 1/m! koeficienty jejtho Maclaurinova rozvoje.

Priklad 4.1.3. Pouzivani terminu Taylorova fada vSak neni v pfipadé funkce kotangens
tak aplné vhodné. Z definice funkce kotangens plyne, Ze rozvijet jej v bodé x¢y = 0 Taylo-
rovou fadou nepfichdzi v ivahu, nebot sin 0 = 0. MiZe ndm v8ak pomoci tzv. Laurentova
fada (pro blizsi informace, viz [7] a [8]) prostfednictvim které 1ze v bodé x¢ = 0 kotangens
skutecné rozvést. Uvazujme funkci x cot z, pro kterou plati

T COST

rcotx = :ao+a11:+a2x2+....

Tato funkce Taylorovu fadu oc¢ividné ma. Délme tento vztah x a dostaneme, ze
ag
cotx = — 4+ay1+agx+ ...,
x

coz ndm tedy umoziuje odvozeni Laurentovy fady pro cot. Pii odvozovani obecného tvaru
prislusné rady budeme dale vychazet z generujici formule pro Bernoulliho ¢isla odvozené
v prikladu 4.1.2. Ta v8ak vychézi z rozvoje modifikované exponencialni funkce, tudiz usou-
dime, Ze se nam nejspise bude hodit vyjadieni funkce z cot x v jeji exponencidlni formé,
kterézto vychéazi z Eulerovy formule a je

71$ + elI
rcotxr = 1m7
e —1r __ el{L’
Vyraz napravo nyni postupné upravujme:
] e iz + el® ] el + el iz ] 621:1: ix ) ] ) Qixemm
rcotr = 1r— — = 1T — ——— = 1T —; +—=: +ir—1r = -1 x+———,
e~ T _ @iz e~z _ giz o—iz ele -1 621;10 -1 e?lx -1

kde uz nyni na funkci vpravo lze jednoduse aplikovat vysledek, ke kterému jsme dospéli
v prikladu 4.1.2, ¢ili

e}

rcotr = —ix + Z (2ix)™ Z ﬁm (2iz)™

m=2

Jelikoz je funkce x cot x realna funkce redlné proménné, tak veskeré imaginarni ¢leny musi
jit pry¢. Jedna se o vSechny ¢leny, u kterych je 2"+, coz je také dfivodem pro Bo,, 41 = 0,
m € N. Nakonec tedy je

B
xcotx—1+z 2m 2m_1,

kde po vydéleni x a pouziti v piikladu 4.1.1 dohodnuté konvence spojené s terminologii
Bernoulliho ¢isel konecéné dostaneme

22m—2

1 =~ |Bam—2|
tr = — 1Zom=—212
cotx x—i-mZ: (2m — 2)] T

2m—3
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Spravné bychom méli zjistit, zdali fada viibec konverguje, jenze v nami stanoveném tkolu,
tj. nalézt soucet > 72, 1/ k?™ tohoto nebude tak Gplné zapotiebi, nebot ndm tam, jak uvi-
dime pozdéji, ptijde pouze o porovnavani koeficientit dvou fad. Platnost pravé odvozeného
vzorce je zaru¢ena Taylorovou vétou ([14]), nehledé na to, jestli prava strana konverguje
nebo ne.

Pro ilustraci se také mizeme podivat, jak postupna aproximace funkce kotangens po-
lynomem vypada:

Aproximace funkece kotangens Taylorovym polynomem

cot(x) ——

13-/ 333 /45-23 /04557 4725 — ~ ~
1/5-3333/45-237945
1/w-x3-%3/45 —

4.2 Nalezeni obecného vzorce pro » .- 1/k*™

Piiklad 4.2.1. V rdmci dokazovéni Y o  1/k? = 72/6 ve tieti kapitole, jsme rovnéz
dospéli k tomuto zajimavému a mozna prekvapivému vztahu pro kotangens

1 > T 1 > T
COtx:x+2;x2—k2ﬁ2 :x2;k27rz—x2’

ktery nyni budeme trochu upravovat. Na pravé strané v argumentu sumy vytknéme 1/k?72
a dostaneme

1 — 1
cotx:;—ZZkQﬂ-l_ 5
k=1

k2m2

Za piedpokladu, Ze je r dostateéné malé si mizeme vyraz 1/(1 — x2/k*x?) déle zapsat
jako geometrickou radu:

1 =z 1 1 e 2\ 1 = g2mel
) Dy aEEE) DP-= DY (-2 IR D) D= =
k=1 k272 k=1 m=1 k=1m=1
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kde nyni dosazenim wx obdrzime

cotmc———2zz “zm

k=1m=1
tj.
— - m
l—ﬂa:cotﬂx—szkz—m—2Z ZkQ—m x
k=1m=1 m=1 \k=1
V prikladu 4.1.3 jsme zase pro funkci kotangens odvodili Laurentovu fadu, jejiz podobu
rovnéz pfipomeneme:
o |Bom—2[2°"72 5 5
cotx = —_— "
r=2 @m—2)

m=1

tedy

e 2m—2
| Bom-—2| 2 2m-2_ 2m-—2
l—7mzcotmzr=1-— — Mgt
Z (2m — 2)!
kde bude prvni ¢len (kdyz m = 1) fady na pravé strané roven jedné, tudiz se ndm tam
timto odectou dvé jednicky a zbude

‘ 22m7.r2m om

1 —7mxcotmx = E 2”22 )'
m)!

Jiz z predchazejiciho vyjadieni funkce 1 — mx cot max coby nekonec¢né fady plyne rovnost

22m 2m

1 B
221 (Z W) Z' 2m 22,
m= k=1

U obou fad argument roste zcela identicky, tedy je vice nez zifejmé, ze obé museji mit
stejné koeficienty, neboli ze

i 1 B ‘BQm‘QQm—lﬂjm
k2m (2m)! ’
k=1

¢imz se nam povedlo nalézt obecné vyjadieni pro vypocet souctu fady > ;o 1/ k*™ pro
jakékoliv prirozené ¢islo m.
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5 Zajimavé vyskyty odvozenych hodnot zeta funkce

5.1 Jaka je pravdépodobnost, Ze dvé nahodné vybrana prirozena cisla
jsou nesoudélna?

Nejprve ukazme, ze pravdépodobnost, ze prvocislo p déli néjaké piirozené ¢islo n je 1/p.
Platnost tohoto tvrzeni se miize zdat velmi intuitivni, napriklad pro p = 2 to vidime hned,
nebot kazdé druhé éislo je sudé, a tedy délitelné dvéma. Dejme tomu, Ze o délitelnosti ka-
zdého z pfirozenych c¢isel zatim obecné nemame Zadnou informaci, potom tedy ani nevime
zdali je 6 sudé, nicméné existuje padesatiprocentni Sance, ze opravdu ano. Tuto tvahu
bychom mohli zobecnit na jakékoliv prvocislo nebo i hned jakékoliv pfirozené cislo. Prav-
dépodobnost, ze ¢islo 5 déli n je 1/5 nebot kazdé paté ¢islo v poradi je délitelné péti. Dikaz
samotného tvrzeni neni nijak daleko od intuice, je relativné jednoduchy a v nasledujicim
odstavci si jej ukdzeme:

Pokud p déli n, pak existuje pfirozené k takové, ze n = pk. Prvnich n pfirozenych ¢isel
si dale tedy muzeme rozdeélit do k skupin, kde se v kazdé skupiné ziejmé nachazi prave
jedno pfirozené ¢islo, které je p délitelné. Nyni dejme tomu, ze n dava po dé€leni p zbytek
m ne nutné rizny od nuly. Potom pro to stejné prirozené cislo k plati n — m = kp,
odkud n = pk + m. Pravdépodobnost, Ze p déli ndhodné vybrané prirozené Cislo n je tedy
k/(pk + m), pfi¢emz o€ividné k/(pk + m) — 1/p pro k — oc.

Dtsledkem toho je pravdépodobnost, ze p déli dvé ndhodné vybrand pfirozena cisla
m a n, rovna 1/p?. Pravdépodobnost, Ze je obé& nedéli je tedy 1 —1/p? a pravdépodobnost
P, 7ze zadné ze vSech prvocisel tato dvé ¢isla dohromady nedéli je rovna soucinu

PeI(5)

Uvédomme si, ze pokud zddné prvocislo nedéli zarovenn m i n, tak se jedna o tvrzeni
ekvivalentni faktu, Ze jsou tato dvé ¢isla nesoudélna. Uvazujme dale prevracenou hodnotu

soudinu P ) )
p-1l 1- 5
P p?

kde vyraz v argumentu si podobné jako pfi feseni problému v predchozi kapitole mizeme
zapsat ve formé geometrické rady, tj.

IS () IS (L)

p p j=1 p j=1

Vsimnéme si, ze pokud na pravé strané provedeme celé to roznasobeni se vSemi postupné
za p dosazenymi hodnotami, tak nakonec budeme muset podle zékladni véty aritmetiky,
podle které lze kazdé prirozené ¢islo zapsat jako soucin koneé¢ného poctu mocnin prvodisel,
dostat soucet ¢tvercti prevracenych hodnot vSech prirozenych cisel. Jedné se v podstaté
o véechny mozné kombinace hodnoty 1/p?. Nakonec tedy

1 =1
I—=-Y=
p? =1

p
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Nalezeni souctu fady na pravé strané je podstatou Basilejského problému, ktery jsme jiz
vyresili v kapitole ¢islo 3, odkud

1 1 2
F_H1—i2_?'
p D

Pravdépodobnost, ze dvé nami ndhodné vybrana pfirozend cisla m a n jsou nesoudélni,
je z tohoto poznatku rovna
1 6
P= 1—-= | =—.
1;[ ( p2> 2

Zajisté si vSimneme, ze by tuto ivahu mohlo jit zobecnit pro jakykoliv pocet prirozenych

¢isel. Pravdépodobnost, ze jsou tfi ndhodné vybrana ¢isla vSechna spolu nesoudélna je
0o 3\—1

zase (D _po; 1/k%) ", atd.

5.2 Stefanuv-Boltzmannuv zakon

Nasledujicich par odstaveid bude pouze takovou ,,perlickou®, nebot si zde budeme ukazovat
odvozeni jednoho zndmého fyzikalniho zékona, pro kteryzto i¢el musime vyjit z poznatki,
které stoji na stranach naro¢né teorie, jmenovité se jedna o tzv. Planckiv vyzarovaci zdkon.
Cilem této malé kapitoly je pouze nastinit, na jakych zajimavych a mozna necekanych mis-
tech se mohou hodnoty ((2m) jesté vyskytovat. Odvodit Plancktv zékon se v§im vsudy by
mohl byt ndmét na samostatnou préaci, proto jen uvedme jeho znéni a struéné vysvétleme,
v ¢em spociva.

Nejprve bychom meéli alespon kratce vysvétlit pojem cerné teleso. Jedna se o idealni
téleso, které pohlcuje veskeré zareni dopadajici na jeho povrch, nehledé na tihel dopadu,
vlnovou délku a ani silu narazu. Takovéto téleso je idealnim zdrojem zéreni, nebot za dané
teploty se jedna o téleso, z néhoz vychazi nejvice zareni. Od ¢erného télesa se tedy logicky
ani zadné zareni neodrazi, tudiz se nam z pozice pozorovatele jevi jako dokonale cerné.

Pri teploté T vyzaruje Cerné téleso do okoli zafeni o vSech riiznych vinovych délkach.
Vsechna tato vlnéni maji rtizné intenzity.

Dale potfebujeme védét co je to spekirdlni hustota zdreni. Ta popisuje mnozstvi energie,
které pii zafeni vyda Gerné téleso za aktudlni (stéle ménici se) frekvence. Planck dokazal,
ze spektralni hustota zafeni R télesa o termodynamické teploté T je ddna vztahem

2hw? 1
R(“")T): e I > (1)

kde w je frekvence, h je Planckova konstanta, kg je Boltzmannova konstanta a ¢ rychlost
svétla. Hodnota Planckovy konstanty je asi h & 6,626 - 10734 J-s a hodnota Boltzmannovy
konstanty je pfiblizné kg = 1,381 - 1072 J. K.

Nasim cilem bude z veli¢iny R vyjadrit intenzitu I, kterazto je definovana jako celkové
mnozstvi energie vyzarené jednotkou plochy cerného télesa pri vSech moznych vlnovych
délkach (frekvencich). MuzZeme Fici, Ze sepktralni hustota zafeni je zménou intenzity za
frekvenci, tedy je derivaci I podle w. Abychom ziskali I, musime tedy zintegrovat rovnici
(1) s respektem k w. Pro kazdou hodnotu frekvence totiz existuje korespondujici hodnota
spektralni hustoty zafeni. To co potfebujeme je vSechny tyto hodnoty seéist. Zkusme si
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zéavislost R na w vykreslit do soustavy Ozy ve formé grafu, kde na osu z samoziejmé
pokladame hodnoty frekvence a na osu y hodnoty spektralni hustoty zafeni.

Dale sec¢tenim vSech moznych hodnot R v podstaté spocteme obsah plochy, ktery nam
graf této zavislosti ohrani¢uje, nebot jsme si takto polorovinu R* rozdélili na nekoneéné
mnoho nekone¢né malych tseki (obdélnikti). Tento krok neni ni¢im jinym nez integrova-
nim podle Riemannovy definice integralu ([13]). Co je hlavné dulezité je, ze jelikoz také
s¢itdme naprosto vSechny hodnoty spektralni hustoty zafeni (tj. za vSech existujicich frek-
venci), pak dolni mez integralu musi byt 0 a ta horni oo, odtud

T Torho® 1 orh [ W
I—/R(w,T)dw—/ A= / = dw. 2)
0 0 ¢ eksT — 1 ¢ o ekBT — 1

Pokusme se nyni integral na pravé strané€ vypocitat. Zacnéme tim, ze zavedeme substituci

v hw
kT’

odkud také

dz _ h

dw - kBT7
tj.

kT
dw = Bde.

Horni i dolni mez ndm zistanou obé stejné. Dosazenim vsech téchto vysledka do (2)

dostaneme S
o oo
T kBT

2wh 3 kT orki T4 a3
I= h” . de = =8 da.
c2 / o —1 hn 7 c2mwh3 / R (3)

0 0

Vypocitat tento integral uz bude podstatné vice trikové. Svou podobou si pfimo zada
o pouziti komplexni analyzy, ale to doufejme nebude nutné. Zkusme misto toho prozkou-
mat jiné moznodti. Opét budeme vyuzivat geometrické fady. Zajisté mame

1 1 e * e —kx
= — = — = e
e —1 e*—1 e 1—e%@ ’

potom

[ a8 OO3OO —kx - 003ka
/ex_ldx:/:z Ze dx:Z/xe dz. (4)
0 0

k=1 k=11
Pro vypocet tohoto integralu nam postaci postupovat metodou per partes. Je

T

—kx
—kx _ _e d n __ n—1
/e dr = ? +C a L =n

0
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tj.

s 3.—kx 3.—kx 2 —ka: —ka:
B3a—kT g, _ 1i _T'e T _xve 3re B
/xe dx_xlinéo( 2 ) ii%( k >+/ k / -

0 0
I 3xle ke I 3x2e ke 6:Ue """’ _
dm ) T e ) =
0
i Gxe—k’x ’ 61‘6_’“ 6e—lm —k:c B
e \ T ) T T )T =
0

. _Ge—km Ly _Ge—kz B E
wooo \ kA S0\ k) T

i/x?’ekxdx = i %.
0 k=1 k

k=1

odkud tedy

Jiz drive jsme dokazali, Ze plati
i 1 | Boyn| 22m172m
il (2m)! ’

kde dosazenim m = 2 dostaneme uzavieny tvar pro soucet > ro; 1/k%, a tedy
T 3 = 6 m
!wqw_éw_w’

coz ndm umoznuje podle (3) a (4) findlné vyjadiit intenzitu zafeni jako

B 2]4:%71’5
~ 15¢2h37

kde konstanta p¥i T* se jinak nazyva konstanta proporcionality nebo také nékdy i jedno-
duse Stefanova-Boltzmannova konstanta a obycejné se znaci o. Vztah

I =0T

je pravé onen Stefaniv-Boltzmanniv zdkon a jedna se o vztah, ktery jsme chtéli odvodit.
Bohuzel je nutno podotknout, Ze jsme se v téchto ivahach fyzikalni strankou problematiky
moc nezabyvali, s fadou hodnot jsme zde zachéazeli pouze jako se ,shlukem“ konstant
a nepfirazovali jsme jim vyS8§i vyznam, nicméné je mozné pfinejmensim pfiblizné ocenit,
jaky uzasny a také mnohdy piekvapivy piirodni vyskyt mohou soucty jako Y po 1/ E2m
mit. Neni zapotfebi se zastavit tady. I v jinych vztazich ve fyzice se vyskytuji hodnoty
funkce zeta. Dalsim z uzasnych prikladt je tzv. fotonovy plyn, kde se ve vzorci pro vypocet
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jeho poétu &astic zase vyskytuje ¢(3).2 Mozna by se dal vymyslet fyzikalni experiment,
prostiednictvim kterého bychom byli schopni tuto hodnotu ptiblizné urcit. Matematicky
by to sice prinosné nebylo, ale lze povazovat za relativné zajimavé, alespon zamyslet se

nad tim, Ze nékteré z hodnot zety mohou mit i izkou souvislost s nékterymi fyzikalnimi
konstantami.

https://en.wikipedia.org/wiki/Photon_gas
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Zavér

Musime zminit, ze existuje jeden dalsi elementarni dikaz, ktery nespoléhéd na velmi po-
krocilou matematiku, jehoz hlavnim motivem je sevieni ¢aste¢ného souctu > ;_, 1/ k? mezi
dva vyrazy, kde kazdy z nich pijde k 72/6 pro n — oo, pii¢emz finlni fegeni bude vy-
plyvat z véty o limité seviené funkce. Opét bychom museli vyuzit vyjadfeni kotangensu
z Eulerovy formule a dale by se pro zménu mohla hodit naptiklad Moivreova véta. Pro-
blém s timto postupem je ale ten, Ze by velmi pravdépodobné nesel zadnou elementarni
cestou zobecnit, aby ndm poskytl feSeni pro jakykoliv souéet > 72, 1/ k*™ kde m € N. Jak
jsme ale vidéli v zavéru kapitoly 4, tak v podstaté jen jednoduchou aplikaci geometrické
fady, lze k takovému vzorci dospét. Alespon pribliznou predstavu o par zndmych feseni
Basilejského problému muze poskytnout [15].

Jednalo se o ¢ast v praci s nejvyssim poctem aktualizaci. Prvotni postup se zamétroval
na vypocet integralu skrze relativné pokroc¢ilé metody komplexni analyzy, jako naptiklad
Residuovd véta nebo M L-nerovnost. 1 tento diikkaz byl po dlouhou dobu stéle upravovan
a doplnovan, nez byl dokoncen.

Ale fakt, ze je komplexni analyza ucivo pozdéjsich ro¢niki vysoké skoly, nam trochu
kontrastoval s ptivodnim cilem prace, a sice vytvorit feseni Basilejského problému, které
stoji na dobfe vystavéné teorii, jez se snazi co nejvice vyhnout pouzivéani silnych a tézko
dokazatelnych tvrzeni. Tato motivace vedla k jeho nahrazeni soucasnym dikazem, jehoz
vrcholem je povrchové vyuziti kalkulu vice proménnych a Fubiniho véty. Ona Fubiniho
véta by zase méla jit dokazat jen pomoci zdkladni Riemannovy definice integralu.

Navic zptasob pomoci kfivkovych integrald je relativné dobfe zndm a podobny diikaz
miize byt nalezen i v [6]. Novy postup povazuji za vice origindlni a elegantni, pficemz jsem
jej v zadné zkoumané literatufe jesté nenalezl.

V praci je mozno pokracovat mnoha rtznymi zptisoby. Zatim jsme se po celou dobu
zabyvali vyhradné sudymi hodnotami zeta funkce. Okamzité se tedy nabizi otazka, jak je
to s témi lichymi. Je pravdou, ze se o zadné konkrétni hodnoté ¢(2m + 1) pro m € N\{1}
presné nevi, zdali je iraciondlni, transcendentni a jestli ji lze viibec v néjakém uzavieném
tvaru vyjadrit. Jen iracionalitu ((3) dokézal az roku 1978 matematik Roger Apéry, po
kterém je tato také konstanta pojmenovana. Zdali je ¢islo transcedentni nebo zdali jej lze
vyjadiit ve vySe zminéném uzavieném tvaru (a pokud ano, tak v jakém), se vSak jesté
nevi.

Dale bychom mohli upustit od pfirozenych ¢isel a podivat se na hodnoty funkce zeta
v racionalnich nebo jesté 1épe v kladnych redlnych ¢islech. Lze ji také zobecnit na vibec
celou realnou osu kromé ¢isla 1, kde bychom dostali harmonickou fadu. To je nasledovano
zjisténim, Ze v kazdém sudém zaporném celém cisle je hodnota zeta funkce rovna nule.
Takovymto bodtim se Fika trividlni nulové body. Z toho pfirozené usoudime, Ze existuji
i néjaké netrividlni. O jejich rozlozeni hovoii Riemannova hypotéza, jeden z problému
milénia, ktera tvrdi, Ze takovéto body lezi na jedné primce se spole¢nou imaginarni ¢asti
1/2, pro coz vSak musime zeta funkci jesté zobecnit do oboru ¢isel komplexnich. Pokud by
se hypotéza ukazala jako pravdiva, pak by to mélo na teorii ¢isel dalekosédhly dopad, nebot
napiiklad souvisi i s rozlozenim prvocisel a otdzkou, zdali je mezi nimi néjaké pravidelnost
(kvalitni populdrné nauény materidl o Riemannové hypotéze a jeji souvislosti s prvoéisly
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je [9]). Dalsi zajimavou knihou, pfedstavujici vétsi fadu znamych at uz vyfeSenych, ¢
nevyfeSenych problémi, je zajisté podklad [10]. Jednd se také o literaturu, ve které jsem
poprvé identitu > oo | 1/k* = 72/6 spatiil.
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