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Abstrakt

Tato prace je urcena pro TeSitele matematické olympiady. Seznami Ctenare
s tfemi rozdilnymi metodami feSeni olympiddnich tloh, které se v bézném
sttedoskolském ucivu neobjevuji. Navzdory tomu jsou k pochopeni celé prace
potiebné pouze stredoskolské poznatky jako obvodové tihly, tsekové 1hly, podobné
trojihelniky, atd.

V préaci je u kazdé metody uvedena zakladni teorie a navic zpusoby, jak se
mohou dané metody v tulohach uplatnit. Ve tfech sekcich jsou vzorové piiklady pro
ilustraci. Na iplném konci prace je iloha, ktera je podstatné tézsi nez predchozi
piiklady a vyzaduje kombinaci vSech ti{ ,zbrani“. Jedna se o zajimavy vysledek z
moderni geometrie ¢tytihelnika, které nemélo dosud elementarni dukaz.

Abstract

This work is written for participants of mathematical olympiad. It acquaints
the readers with three different techniques in olympiad problem-solving which are
not common in the high school curriculum. Despite that only high school knowledge
(for example angle at circumference, central angle, angle between a tangent and a
chord, similar triangles, etc.) is necessary in order to comprehend the whole work.

In this work basic theory is presented for every technique and on top of that
ways to apply these methods are shown. There are illustrative model exercises in
three sections. In the final section we deal with a significantly more difficult problem
than the previous exercises which demands combination of all three "weapons”. It
is a very interesting result from modern quadrilateral geometry, which did not have
any elementary proof until now.

Klicova slova: ¢tyithelnik; spiralni podobnost; mocnost bodu; Newtonova primka;
kruhova inverze; Miqueluv bod; Miquelova véta

Keywords: quadrilateral; spiral similarity; power of a point; Newton line; inversion;
Miquel point; Miquel theorem
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Uvod

Tato prace se zabyva olympiadni matematikou, konkrétné spiralni podobnosti, moc-
nosti bodu ke kruznici a kruhovou inverzi, které nachazeji uplatnéni v rekreacni
olympiadni matematice. Mym cilem je ukazat, jak lze v illohach rozpoznat vhodnost
jejich pouziti. Snazil jsem se dodrzet matematickou korektnost, a proto jsem pouzil
orientované tihly, nebot slozitéjsi tilohy mohou generovat velké mnozstvi geomet-
rickych konfiguraci zavislych na vzdjemnych polohach zadanych bodu, coz dokazou
orientované uhly oproti klasickym thlum vySettit najednou. Déle nové pojmy a
znaceni jsou vzdy pred pouzitim definovany.

V prvni kapitole se seznamime se spiralni podobnosti, ktera byva skolnimi osno-
vami, navzdory své uzitecnosti, ¢asto opomijena. Lze ji chapat jako jakési zobecnéni
skoro vsech podobnych zobrazeni, se kterymi se bézné setkavame ve stredoskolském
ucivu. Libovolné zobrazeni, které je slozené ze stfedové soumeérnosti, rotace a stej-
nolehlosti, lze totiz vyjadrit jedinym zobrazenim, a to pravé spiralni podobnosti.
Spiralni podobnost lze pak najit témér vsSude, protoze staci uvazovat jakékoliv
dva souhlasné orientované podobné objekty (napt. dvé libovolné tsecky, piimky,
nebo souhlasné podobné trojihelniky). Ne vzdy ndm vsak tato metoda cestu k cili
usnadni.

Mocnost bodu ke kruznici nam zase pomahd pracovat s délkami tiseku secen
kruznic. Jedna se o snadno dokazatelné tvrzeni ze stiedoskolského uciva a jeji uziti je
velmi jednoduché. Objasnime si také pojem chordala, jenz otvira zcela novy pohled
na tulohy, u nichz jde o to dokézat, ze néjaké dveé primky maji spoleény bod.

Kruhova inverze je zobrazeni, které je na prvni pohled velmi nezvyklé, i ponékud
,divoké“. Navzdory neprirozené definici ma velmi pékné vlastnosti a dava novy
nahled do geometrickych problému. Osvojeni této techniky byvéa velmi obtizné a
vyzaduje predstavivost a geometrickou intuici ke spravnému pouziti.



Seznam symboliky a zkratek

A trojuhelnik

IMO Mezindrodni matematicka olympiada

ISL  IMO Shortlist

< thel

~ byt podobny

(ABC') kruznice opsané trojihelniku ABC

<(p, q) orientovany thel v kladném sméru mezi piimkami p a ¢

(S, 7, k) spirdlni podobnost se stiedem S, orientovanym tihlem W a koeficientem k
(S,7) kruhové inverze se stfedem S a polomérem r

p(A, k) mocnost bodu A ke kruznici k&



1 Orientované uhly

Definice 1.1. Orientovany thel <((AB, CD) znaéi ihel mezi poc¢ateénim ramenem
AB a koncovym ramenem CD v kladném sméru.

Pozndmka. Orientované uhly maji vyhodu oproti klasickym thlum v tom, Ze za-
hrnuji vsechny mozné konfigurace, které jsou zavislé na vzdjemné poloze bodu v
roviné. Napiiklad chceme-li dokézat, ze bod D lezi na kruznici opsané trojuhelniku
ABC, pak musime rozebirat dva pripady:

(i) A, D lezi na stejném oblouku BC, pak musime dokazat, ze |[<BAC| = |<BDC|

(ii) A, D lez{ na ruznych obloucich BC, pak musime dokdzat, ze |<BAC| +
|<BDC| = 180°

>

S pouzitim orientovanych uhlu staéi dokdzat, ze <(AB, AC') = <(DB, DC).

Tvrzeni 1.2. Necht p, g, jsou piimky v jedné roviné. Pro orientované thly plati:
(i) <(p,p) =10°

(i) <(p,q) = —<(q,p)

(iii) <t(p,q) = <(p,7) + <(r, q)

(iv) <(p,q) = 180° + <(p, q)

Dusledek 1.3 (Soucet tihlu v trojihelniku). Necht A, B, C jsou tfi ruzné body v
roviné. Plati:

<(AB,AC) + <(CA,CB) +<«(BC,BA) = (°

Tvrzeni 1.4 (Obvodovy thel). Lezi-li ¢tyii body A, B, C, D na jedné kruznici, pak
plati: <(CA,CB) = <(DA,DB)

Tvrzeni 1.5 (Obvodovy a stfedovy thel). Body A, B, C' lezi na kruznici se stredem
O, pak plati:

<(CA,CB) = <(0A,OB)

Tvrzeni 1.6 (Véta u-u). Jsou ddny dva trojihelniky AABC a AA'B'C’ v roving,
pak plati:



(i) AABC a AA'B'C’ jsou si podobné a souhlasné orientované prave tehdy, kdyz:

<(AB,AC) = <(A'B', A'C")
<(BC, BA) = «(B'C", B'A)

(i) AABC a AA'B'C’ jsou si podobné a nesouhlasné orientované pravé tehdy,
kdyz:

<(AB,AC) = —<(A'B, A'C")
<(BC,BA) = —<(B'C", B'A')



2 Spiralni podobnost

2.1 Definice

Definice 2.1. Spiralni podobnost je slozeni otoc¢eni a stejnolehlosti podle téhoz
sttedu. Je urcena stfedem spiralni podobnosti S, orientovanym tihlem otoceni o
(proti sméru hodinovych rucicek) a koeficientem stejnolehlosti & > 0. Znacime ji

(S, k).

Pozndmka. Slozeni otoceni a stejnolehlosti je komutativni, tzn. vysledek nezalezi na
poradi téchto dvou zobrazeni.

Tvrzeni 2.2 (Specidlni pripady). Spirdlni podobnost (S,ﬁ,k) se pri specidlnich
hodnotéch o, k redukuje nasledovneé:

(i) Pro @ = 0 dostavame stejnolehlost se stiedem S a koeficientem k.

(ii) Pro W = 180 dostévame stejnolehlost se stiedem S a koeficientem —k.
(ili) Pro k = 1 dostdvdme otoceni kolem S o tihel .
(iv) Pro k =1 a & = 180 dostavame stfedovou soumérnost se stfedem S.
Pozndmka. Zadné kombinace S, ﬁ, k nam neda posunuti nebo neptimé zobrazeni.
Tvrzeni 2.3 (Zékladni vlastnosti). Pro spirdlni podobnost plati:

(i) Je to podobné zobrazeni, tzn. obrazem tutvaru je jemu podobny utvar.

(ii) Uhel mezi pifmkou a jeho obrazem je tihel otocen.

(iii) Pomeér délky obrazu k tsecce je roven koeficientu stejnolehlosti.

Diikaz. (i) Spiralni podobnost je podobné zobrazeni, protoze otoceni a stejnoleh-
lost jsou podobnéa zobrazeni.

(ii) Ve stejnolehlosti se pfimka zobrazi na rovnobéznou piimkou, a proto ihel mezi
vzorem a obrazem zalezi pouze na hlu otoceni.

(iii) Otoceni zachovava délku tsecek, a proto pomér délky mezi vzorem a obrazem
zalezi pouze na koeficientu stejnolehlosti.
m

2.2 Existence a konstrukce

Lemma 2.4. V roviné jsou dany ¢tyti ruzné body A, B, C, D takové, ze ¢tyiihelnik
ABCD neni lichobéznik. Pak existuje pravé jedna spiralni podobnost, ktera prevadi
Ana D a Bna(C.

Diikaz. Necht Q = ABNDC, S = (QAD)N(QBC) a S # Q. Ctyithelniky QSAD
a QSBC jsou tétivové, a proto:

<(SA, SD) = <(QA,QD) = <(QB,QC) = <(SB, SC)
(DS, DA) = <(QS,QA) = <(QS,QB) = <(CS,CB)
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Z téchto vztahu plyne podobnost trojuhelniki ASDA a ASCB, a proto
|SD|/|SA| = |SC|/|SB|. Spirdlni podobnost (S,<(SA,SD),|SD|/|SA|) zfejme
spliiuje podminku v zadéni.

K dukazu jednoznacnosti predpokladejme, ze existuji dvé spirdlni podobnosti
se stiredy S a S’, které zobrazuji A na D a B na C. V obou spiralnich podobnos-
tech se ptimka AB a usecka AB zobrazi na primku DC| resp. usecku DC, a proto
tihel otoceni a koeficient stejnolehlosti jsou <(QA,QD), resp. |BC|/|DA|, tudiz
ANASD ~ NAS'D anavic S a S’ musi lezet na stejné poloroviné oddélené piimkou
AD, protoze tihel <(QA, QD) je orientovany, z ¢ehoz plyne, ze S = S'. ]

Pozndmka. V pripadé rovnobézniku ABC'D bychom potiebovali posunuti, které
spiralni podobnost neposkytuje.

Tvrzeni 2.5 (Specidlni piipad). Pokud @ a C splyvaji neboli piimky AB a C'D
se protinaji v C, pak bod S, pro ktery plati S = (ADC) Nk, S # C, kde k je
kruznici obsahujici tétivu BC' a teénu DC| je stfed spiralni podobnosti, ktera prevadi

A—D,B—C.
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Diikaz. Abychom dokézali existenci kyzené spiralni podobnosti, staci ukézat, ze
ASDA ~ ASBC. Tato skutecnost snadno plyne z néasledujicich rovnosti ahlu:

<(DS, DA) = <(CS,CB),<(AD, AS) = <(BC, BS)

Prvni vztah vychézi z tétivového ctyrihelnika ASQD a druhy z tusekového uhlu
sevieného tétivou SC' a tétivou CD, ktery se rovnd obvodovému thlu <(BC, BS).
O

Poznamka. Pti zkoumani specidlniho ptripadu je intuitivni zabyvat se vyse definova-
nou kruznici k, protoze pokud v obrazku pohybujeme bodem C' podél piimky @)D
smérem k @, pak se ptimka @D limitné ptiblizi k tetné kruznice (QBC).

2.3 Dualita spiralni podobnosti

Lemma 2.6. Necht spirdlni podobnost se stfedem S pievadi A — D a B — C,
pak spirdlni podobnost, ktera prevadi A — B a D — C, ma téz stied v 5.

Diikaz. Stied S prevadi A — D a B — C, aproto S € (ADQ)N(BCQ). Vyuzijeme
obvodové thly v téchto ¢tyiihelnicich:

<(AB, AS) = <(AQ, AS) = <(DQ, DS) = <(DC, DS)
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Déle plati také:

<(SA,SD) = <(SB, SC)
<(SA,SD)—<«(SB,SD) = <«(SB,SC) —<«(SB,SD)
<(SA,SB) =<(SD,SC)

Z ¢ehoz plyne, ze ASAB ~ ASDC, a proto bod S je stredem spirdlni podob-
nosti (S, <t(SA, SB),|SA|/|SB|) zobrazujici A na B a D na C. O

Pozndmka. Tyto dveé spiralni podobnosti maji sice stejny stied, ale tihel otoceni a
koeficient se muzou lisit.

Véta 2.7. [Miquelova véta] Je dén ctyithelnik ABCD s ruznobéznymi protéjsimi
stranami. Prusec¢ik ptimek AB a CD oznac¢me () a prusecik primek AD a BC
oznac¢me R. Plati, ze kruznice (BCQ), (ADQ),(ABR),(CDR) prochazeji jednim
bodem.

Diikaz. Druhy prusecik kruznic (BCQ), (ADQ) je stfedem spirdlni podobnosti
prevadéjici tsecku AD na BC'. Druhy prusecik kruznic (ABR) a (CDR) je sttedem
spiralni podobnosti prevadéjici AB na DC'. Diky dualité jsou dvé zminéné spiralni
podobnosti identické, a proto jejich stredy splyvaji (tento bod nazyvame Miqueluv
bod). O

Pro ¢tyti body A, B,C, D v obecné poloze existuje celkem 6 spirdlnich po-
dobnosti, které posilaji 2 body na zbyvajici dva. Kvuli dualité spiralni podobnosti
existuji 3 Miquelovy body v jednom ¢tyithelniku.

Definice 2.8. Oznacme Miquelovy body Mp, Mg, Mg, kde:
(i) Mp je prusecikem kruznic (ADQ), (BCQ),(ABR),(CDR)
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(ii) Mg je prusecikem kruznic (ADP), (BCP),
(i) Mpg je prusecikem kruznic (ABP),(CDP),

BDR), (ACR)
ACQ), (BDQ)

Bod Stfed zobrazujici a (zdroven)

oo M, AB DO AD v BC
ozndmka. yr AT DB AD — OB
M, AC s BD AB s CD

2.4 Jak spiralni podobnost pouzit?

Piiklad 1. Jsou dany dva étverce ABC'D a A'B'C'D’ (vrcholy jsou oznaceny proti
sméru hodinovych rucicek). Bod A; je stied usecky AA" a By, Cy, Dy jsou definovany
podobné. Ukazte, ze Ay B;C1D; je Ctverec.

Nez si ukazeme formalni feseni piikladu, zamysleme se, co vlastné fika. Méjme
v roviné dva podobné a souhlasné orientované ttvary (v nasem piipadé jsou to
¢tverce). Je ziejmé, ze existuje spirdlni podobnost prevadéjici jeden utvar na druhy.
Spojme jejich odpovidajici si body tseckami. Predstavme si spiralni podobnost jako
spojité klouzani po téchto tseckach neboli pokud kazdy bod nechame klouzat kon-
stantni rychlosti tak, aby po urcitém case dospély vsechny body z prvniho utvaru
do druhého, pak béhem klouzani utvar vzdy zachovava tvar. Uloha chce po nas
dokézat tvrzeni ve chvili, kdy uklouzaly body presné ptlku své drahy. Tvrzeni stale
plati, pokud nahradime stfedy, body s pomérem 1 : 1 na tseckach, jakymkoliv jinym
pomeérem.

Ditkaz. Oznac¢me S stied spiralni podobnosti zobrazujici AB na A’B’. Obraz ¢tverce
ABCD v této podobnosti bude ziejmé ¢tverec A'B'C'D’. Zaméime se na trojihelnik
ASA" s téznici SA;. Oznacme <(SA, SA;) = ¢ a |SA| : |SA| =k.

Bod A; je obrazem bodu A ve spirdlni podobnosti (S, ¢, k). Jelikoz trojihelniky
ASAy, BSBy,CSCy a DSD; jsou vsechny podobné (jsou urcéené parametry spirdlni
podobnosti zobrazujici ABC'D na A’B'C'D"), zobrazi (S, ¢, k) zaroven B na By, C
na C1 a D na D;. Ctyfﬁhelm’k A1B1C1D; je obrazem ctverce ABCD ve spiralni
podobnosti (S, ¢, k), a proto je také ctvercem.

]

Véta 2.9. Muzeme zobecnit uvahu o ,spojité® spirdlni podobnosti na vice nez dva
podobné utvary. Uvazujme n podobnych utvaru Ay, A, ..., A, se stejnou orientaci na
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tvori utvar podobny puvodnim A;.

Dikaz. Pouzijeme indukci na pocet utvaru. Zakladni krok n = 2 byl ukazan vyse.
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n, pak nasim cilem bude ukézat, ze tvrzeni také
plati pro n + 1. Mame n + 1 podobnych utvaru Ay, As, ..., A,+1. Vezmeme prvnich

tézisti u Ay, Ag, ..., A, je stejny jako u B a A, 1, coz je zakladni krok n = 2. O

Piiklad 2 (Napoleonuv bod). V roviné je dén trojuhelnik ABC. Nad stranami
AB,BC,CD sestrojime rovnostranné trojihelniky vné trojihelnika ABC, pak

E

1

Q
Sy

Dikaz. Oznatme body jako v obrazku a uvazujme tii rovnostranné trojuhelniky
BCD,AEC, FAB. Podle Veéty [2.9 teziste trojihelniku BAF, CEA, DC B tvoii rov-

nostranny trojihelnik. O]

Piiklad 3. Je dan ¢tyiihelnik ABC'D a @ je prusecik ptimek AB a CD. Body E, F
lezi postupné na stranach AB, resp. C'D tak, aby platilo |[AE|/|EB| = |DF|/|FC.
Ukazte, ze kruznice (ADQ), (BCQ), (EFQ) prochazi jednim bodem ruznym od Q.

Diikaz. Necht Mp je druhy pruseéik kruznic (ADQ) a (BCQ). Nasim cilem je
dokazat, ze Mp také lezi na (EFQ). Bod Mp je stiedem spirdlni podobnosti
prevadeéjici tsecku AD na BC, a proto si muzeme predstavit tento proces jako
klouzani bodu A, D smérem k B, resp. C' na usecce AB, resp. DC. Je ziejmé, ze
A, D narazi na E, resp. F' ve stejnou chvili diky podmince |AE|/|EB| = |DF|/|FC],
a proto bod Mp je také stied spiralni podobnosti prevadéjici AD na E'F, coz im-
plikuje, ze Mp je druhy prusecik kruznic (ADQ), (EFQ), a dukaz je hotov. ]
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Mnohdy je dobré vyuzit podobnost dvou objektu a uvazovat spirdlni podob-
nost, ktera prevadi tyto objekty na sebe. V nésledujicim prikladu usecky, které jsou
rozdéleny na ttetiny, jsou si podobné.

Priklad 4. Na kazdé strané ctyiihelnika zvolime dva body tak, aby rozdélily tu
stranu na tfi stejné casti, a dvojice protilehlych bodu spojime tak, aby se spoj-
nice nekiizily. Puvodni ¢tytihelnik se tak rozdéli na devét mensich ctyttuhelnika.
Jaky je pomér obsahu mezi prostfednim nové vzniklym c¢tytihelnikem a puvodnim
¢tytihelnikem?

Diikaz. Ozna¢me body Ay, As, ..., A1 podle obrazku. Strany jsou rozdélené na stejné
casti a u dvou protilehlych stran prislusné body jsou dokonce predem spojeny, coz
nam napovida, ze je vyhodné vyuzit spirdalni podobnost na tyto dvojice stran a
nechat body ,klouzat® na tiseckach. Napt. uvazujme ,klouzani“ strany A; A, smérem
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k A13A16. V prvni tietiné cesty body A, Ay se zastavi v As, resp. Ag a v druhé tietiné
v Ay, resp. A12. V tomto ,klouzani“ body A,, A3 se pohybuji na useckiach A, A4,
resp. A3 A1 a postupné se zastavi v prvni tfetiné v Ag, resp. Ay, v druhé tietiné A,
resp. AH. DVOjiCG bodu A(,'? A7 a AlO; AH tedy rozdéluji usecku A5A8, resp. A9A12
na tretiny. Analogicky i dvojice bodu Ag, A1 a A7, A1q také rozdéluji usecku As Ay,
resp. A3A;s na tretiny.

Useéky AsAig a A5 A7 se navzajem puli, a proto Ay A5Ai9A7 je rovnobéznik, z
¢ehoz plyne, ze |A7A10] = |A245| a A7A10 || AsAs. Déle je ziejmé, ze bod A, je
stfed stejnolehlosti s koeficientem 3 zobrazujici bod A; na A4 a bod As na Ajs, a
proto plati, Ze [AsAs| = 3| AsAws| a A2As || AgAis. Celkové tedy dostaneme

|A7A10| = %|A4A13| a A7 A || AyAys
Analogicky muzeme také dokazat, ze
|As A1 | = %|A1A16| a AgAnr || A1Ase

Necht ¢ je thel mezi piimkami AgA;; a A7 A5, pak ¢ je také thel mezi piimkami
A1Ag a AyAq3. Obsah ¢tytihelnika A; A4 A6A 3 je tedy:

%|A1A16‘ . |A4A13| Singb = %lAGAH’ . ‘A7A10| Sil’l¢
coz je presné devitinasobek obsahu ¢tytuhelnika AgA7A11Aq. O
Piiklad 5. Je dan konvexni ¢tyithelnik ABCD se stejné dlouhymi a ruznobéznymi
stranami BC' and AD. Necht bod E lez{ uvnitf strany BC' a bod F uvnitt strany
AD, pricemz |BE| = |DF|. Piimky AC a BD se protinaji v bodé P, pitimky BD a
EF v bodé @, primky EF a AC v bodé R. Uvazujme vsechny trojihelniky PQR

urcené ménicimi se body E a F. Ukazte, ze kruznice opsané témto trojihelnikum
maji spole¢ny bod ruzny od P.

(IMO 2005)
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Diikaz. Tato tloha doslova nabizi spirdlni podobnost S prevadéjici stranu BC na
stranu DA. Necht M je stfedem spirdlni podobnosti S, pak M lezi na kruznicich
(ADP) a (BCP). Diky tomu, ze |BC| = |DA| a |BE| = |DF|, se bod E zobrazi
ve spiralni podobnosti S na bod D. Spiralni podobnost S tedy zobrazi tisecku BE
na DF a CFE na AF, z ¢ehoz vyplyva, ze bod M také lezi na kruznicich (BEQ) a
(CER).

Nyni dokazeme, ze bod M je hledany spolecny bod kruznic zminénych v zadéani.
Staci k tomu ukdzat, ze ¢tyithelnik PQMR je tétivovy neboli <(MQ, MR) =
<(PQ, PR) = <(PB, PC). Tuto skute¢nost snadno dokdzeme s pouzitim tétivovych
¢tyiihelnikut BQMFE a CMRE.

<(MQ,MR) = <(MQ,ME) — <(MP,ME) =
= <(BQ, BE) — <(CP,CE) = <(PB, PC).
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3 Mocnost bodu ke kruznici

3.1 Definice

Lemma 3.1. Je dana kruznice k se sttedem S a polomérem r a bod H nelezici
na S. Piimka prochazejici bodem H protind kruznici £ v bodech A a B a druh&
prochézejici bodem H v bodech C' a D. Pak:

|HA||HB| = |HC||HD|

Diikaz. Musime vySetfit dva pripady, které zalezi na vzajemné poloze bodu P vuci
kruznici £ (bod P lezi uvniti nebo vné). V obou piipadech ¢tyii body A, B,C, D
lezi na jedné kruznici, a proto dostaneme nasledujici rovnosti uhlu.

<(CA,CH) =<(BH,BD), <(AH,AC) = <(DB,DH),
coz implikuje AHCA ~ AHBD, a proto:

|HC|/|HA| = |HB|/|HD| neboli |HA||HB| = |HC||HD|.

Hodnota |HA||H B| tedy nezéalezi na vybéru piimky p.
O

Abychom mohli presnéji rozlisit vzajemnou polohu bodu H vuéi kruznici k,
je vhodné zavést orientované usecky. To znamena, ze pro kolinearni body H, A, B
vyraz HA - HB ziskd kladnou hodnotu, pokud HA a HB maji stejny smér neboli
H lezi mimo kruznici (pravy obrazek) a zdpornou hodnotu, pokud HA a H B maji
opa¢ny smér neboli H lezi uvniti kruznice (levy obréazek). Volbou pifmky spojujici
H a S muzeme jednoduse vypocitat tuto hodnotu:

|\HA||HB| = (|HS| —r)(|HS| +7) = |[HS|* — r%.

Dusledek 3.2. Hodnota |HS|?> — r? z predchoziho lemmatu je nazyvana mocnost
bodu ke kruznici. Pro bod H a kruznici k oznacme ji P(H, k). Ve specidlnim piipadu,
kdy H lezi vné kruznice k a HC' je tecnou, dostaneme:

[HA|-|HB| = [HCJ?

Dukaz. Velikost tsekového ihlu <HC A se rovna velikosti obvodového uhlu <H BC,
z ¢ehoz plyne, ze AHCA ~ AHBC. Dostaneme tedy:
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|HC|/|HB| = |HA|/|HC| < |[HA| - |HB| = |[HC]?
O

Lemma 3.3. [Opacné implikace k mocnosti bodu] Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi ruzné
body a P je prusecik pifmek AB a C'D. Pfedpokladdejme, Ze P bud leZ na obou
useckdch AB a CD, nebo P nelezi na zadné. Jestlize |PA||PB| = |PC||PD|, pak
¢tyti body A, B, C, D lezi na jedné kruznici.

Diikaz. Vyraz |PA||PB| = |PC||PD]| je ekvivalentni s |PA|/|PD| = |PC|/|PB|.
V obou konfiguracich popsanych ve znéni lemmatu mame, ze <(PA,PD) =
<(PB, PC), z ¢ehoz vyplyva, ze ANAPD a ACPB jsou si podobné. Plati tedy
<(AD,AP) = «(CP,CB) = <(CD,CB) a v obou pripadech to implikuje, ze ¢tyti
body A, B, C, D lezi na jedné kruznici. n

3.2 Chordala

Definice 3.4. Jsou dany dvé kruznice ki, ks. Mnozina bodu, jejichz mocnosti ke
kruznicim kq, ko jsou stejné, se nazyva chordala.

Lemma 3.5. Chordala dvou nesoustiednych kruznic je pfimka kolma na spojnici
jejich stredu.

Diikaz. Necht 71,75 jsou poloméry kruznic a (aq, by), (ag, by) jsou soutadnice stfedu
kruznic, pak bod (z,y) lezi na jejich chordéle prave tehdy, kdyz:

(x—a1)’+ (y—b1)* =1} =(x—a2)* + (y — b)* — 13
(2a1 — 2as)x + (2b1 — 2bs)y = 7’% + af + bf — r% - ag - bg,

Nesoustiednost kruznic nam zarucuje, ze oba koeficienty 2a; — 2as,2b; — 2by
nejsou soucasné nulové, a proto jsme dostali rovnici primky. Navic pokud bod lezi
na chordale, pak zfrejmé jeho obraz v osové soumérnosti podle spojnice sttedu kruznic
také lezi na chordale. Chordala je tedy osové soumérna podle spojnice sttedt kruznic,
a tedy kolméa na tuto primku. O

Disledek 3.6. Dvé kruznice v roviné se protinaji ve dvou bodech A, B, pak jejich
chordéla je primka AB, protoze mocnosti bodu A, B k obéma kruznicim jsou nulové.

Lemma 3.7. Jsou dany tfi kruznice, zadné dvé nejsou soustfedné, pak jejich
chordaly prochéazeji jednim bodem nebo jsou navzajem rovnobézné.
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Diikaz. Oznacime kruznice ki, ko, k3 a l;; chordalu kruznic k; a k;. Piedpokladejme,
ze vSechny tii nejsou rovnobézné, pak BUNO I3 a b5 se protinaji v X. Bod X lezi
na [y, a proto ma stejnou mocnost ke kruznicim k; a ko. Bod X lezi na ly3, a proto
ma stejnou mocnost ke kruznicim £y a k3. Tudiz bod X ma stejnou mocnost ke vsem
kruznicim, a proto musi také lezet na lo3. [

3.3 Jak mocnost bodu pouzit?
Pouziti dusledku je casty zpusob, jak pouzit zadanou teénu v zadani nebo
dokazat, zdali n¢jaka primka je tecnou ke kruznici.

Piiklad 6. Necht k; a ko jsou dvé kruznice, které se protinaji ve dvou bodech.
Jejich vnéjsi spolecnd tecna se dotyka kruznice k; v A a kruznice ky v B. Ukazte,
ze prodlouzend spolecna tétiva kruznic ky a ko puli tsecku AB.

Diikaz. Necht C je prisecik prodlouzené spoleéné tétivy s tiseckou AB. ProdlouZend
tétiva je chordédla dvou kruznic ki, ke, a proto p(C, k1) = p(C, k). Pomoci dusledku
3.2 dostaneme tedy |CA> = |CB|* = |CA| = |CB|. O
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Tvrzeni a nam pomahaji pouzit tétivové ctyiihelniky v zadani nebo
dokézat, zdali néjaky ctyrihelnik je tétivovy. Tento piistup je vyhodny v konfigu-
racich, kde musime pracovat s délkami tsecek.

Priklad 7. V trojihelniku ABC jsou D, E, F' paty kolmic z ortocentra H na strany
BC,CA, resp. AB, pak:

\HA||HD| = |HB||HE| = |HC||HF|.

A

Diikaz. Plati, ze <(FC, FB) = 90° = <(EC, EB), a proto E, F lezi na kruznici s
prumérem BC'. Mocnost bodu H k této kruznici je |HB||HE| a |HC||HF)|. Diky
Lemmatu 3.1 tyto hodnoty musi byt stejné tedy |H B||HE| = |HC||HF|. Analogicky
muzeme dokdzat, ze |HB||HE| = |HA||HD|. O

Priklad 8. Je dan ostroihly trojihelnik ABC' a H je jeho ortocentrum. Piimka
BH protiné kruznici nad prumérem AC' ve dvou bodech P a (). Piimka C'H protina
kruznici nad prumérem AB ve dvou bodech R a S. Dokazte, ze 4 body P,Q, R, S
lezi na jedné kruznici.

Diikaz. Necht D je pata vysky z vrcholu A na stranu BC. Je zfejmé, ze bod H
lezi na piimce AD. Uvazujeme-li mocnost bodu H ke kruznici nad prumérem AC,
dostaneme |H P||HQ| = |HA||H D|. Obdobné muzeme také ukézat, ze |HR||HS| =
|HA||HD|, z ¢ehoz plyne, ze |HR||HS| = |HP||HQ)|, a proto ¢tyii body P,Q, R, S
lezi na jedné kruznici. O]
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Pozndmka. Chceme-li dokazat, ze tii primky prochézeji jednim bodem, muzeme
pouzit tvrzeni[3.7] o chorddldch. Jeho pouziti spo¢ivé v nalezeni tif kruznic, pro néz
kazda primka reprezentuje chordélu jedné dvojice kruznic.

Piiklad 9. Na primce jsou v potadi 4 body A, B,C,D. Kruznice nad pruméry
AC, BD se protinaji v X a Y. Bod Z je prusecik piimek XY a BC. Necht P je bod
na primce XY, ktery je ruzny od Z. Piimka C'P protind kruznici nad prumérem
AC' v bodech C' a M. Piimka BP protina kruznici nad prumérem BD v bodech B
a N. Dokazte, ze primky AM, DN, XY prochazeji jednim bodem.

(ISL 1995)

Dikaz. Piimka XY je chorddlou kruznic nad prumeéry AC a BD a bod P nani lezi, a

proto mocnosti bodu P k témto kruznicim jsou stejné. Dostaneme tedy |PN||PB| =

|PM||PC|, a proto podle ¢tyfuhelnik M N BC' je tétivovy. Déle plati, ze:
(DA, DM) =90° — <(CM,CA) =90° — <(NM,NB) = <(ND, NM)

7 toho vyplyva, ze ¢tyiihelnik M NAD je tétivovy. Nyni si uvédomime, ze primka

XY je chordalou kruznic nad pruméry AC' a BD, piimka DN je chordalou kruznice

nad prumérem BD a kruznice (M NAD), piimka AM je chordédlou kruznice nad
prumérem AC' a kruznice (M N AD). Tyto tii ptimky musi prochézet jednim bodem

podle 3.7} O
Tvrzeni 3.8. [Newton-Gaussova piimka] Stiedy usecek BD, AC, QR lezi na jedné

piimce (viz [6]).

Diikaz. Necht ki, ks, ks jsou kruznice s pruméry AC, BD, resp. QR a H je ortocen-
trum trojuhelnika QAD. Hy, Hy, H3 jsou paty kolmic z H na strany AB, BQ, resp.
QA. Je ziejmé, ze Hy € ki, Hy € ko, H3 € k3 a diky Piikladu [7] dostaneme:

|HH,||HA| = |HHy||HB| = |HHs|[HC|
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Bod H ma tedy stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim k1, ko, k3. Stejny vysledek
plati i pro ortocentrum H’ trojihelnika QBC'. Kazda dvojice ze tii kruznic kq, ko, k3
mé chorddlu HH’', a proto jejich stiedy lezi na téze piimce kolmé na HH'.

m

Pozndmka. Analogicky plati, Ze i ndsledujici trojice bodu jsou také kolinearni: stredy
usecek AB,CD, PR a stiedy tsecek AD, BC, PQ). K zapamatovani, stredy kterych
usecek lezi na jedné primce, staci si vzit jednu stranu trojihelnika PQ R, napt. QR,
a véimnout si, ze treti bod je prusecik piimek BD a AC, a proto jedna trojice se
sklada z AC, BD,QR.
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4 Inverze

4.1 Definice a vlastnosti

Definice 4.1. Rovinu rozsitime o nevlastni bod nekoneéno oo, kterym prochazi
vSechny ptimky.

Definice 4.2. Inverze je geometrické zobrazeni definované kruznici k se stiedem S
a polomérem r (oznacme ji (S,7) nebo inverze podle k), které posila bod A do A’
podle nésledujicich pravidel:

(i) pokud A = S, pak A’ = oc.
(ii) pokud A = oo, pak A" = S.
(iii) jinak A’ je bod na polopifmce SA, pro ktery plati |SA||SA'| = r?

Lemma 4.3 (Geometricka konstrukce). Je ddna kruznice k se stiedem S. Abychom
zkonstruovali obraz bodu X v inverzi podle kruznice k, nejprve nakreslime prumeér
AB v kruznici k, ktery je kolmy na X.S. Bod C je druhy prusecik piimek AX a
kruznice k. Bod D, prusecik piimek BC' a SX, je obraz bodu X.

A

Dukaz. V trojuhelniku ABD vyska a téznice z vrcholu D splyvaji, a proto
trojihelnik ABD je rovnoramenny se zdkladnou AB. Ctyfthelnik XCSB je
tétivovy, protoze <(CX,CB) = 90° = <(SX,SB), a proto <(XD,XC) =
<«(BS,BD) = <(AD,AS). Tato rovnost uhlu implikuje podobnost dvou
trojuhelniki ASAX a ASX'A, z ¢ehoz plyne, ze |SX'|/|SA| = |SA|/|SX| =
|SX||SX'| = |SA|*.

Dikaz porad funguje, pokud bod X lezi uvnitt kruznice k. Staci nahradit bod
X bodem X’ a naopak v obrazku a dukazu. H

Tvrzeni 4.4. Je dana kruznice k se sttedem S a bod X lezi vné kruznice k. Tecny
bodu X ke kruznici £ se této kruznice dotykaji v bodech A, B. Plati, ze prusecik
dvou usecek AB a SX je obraz bodu X v inverzi podle k.
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Diikaz. Necht X' je prusecik tsecek AB a SX. Body A, B jsou ziejmé symetrické
podle piimky SX, a proto AB L SX. Spolu se skutecnosti, ze <(AX, AS) = 90°,
muzeme prohlasit, ze AXAS ~ AAX'S. Dostaneme tedy vztah:

[SA|/ISX] = [SX'|/|SA| = [SX[|SX'| = [SA[?

Bod X’ je opravdu obrazem bodu X v inverzi podle kruznice k.

Tvrzeni 4.5 (Zékladni vlastnosti). Nésledujici tvrzeni plati pro inverzi (5, r):

(i) Kruhova inverze je prosté zobrazeni.

(ii) Dvojnasobné pouziti (S, r) vede k identite.
(iii) Bod je samodruzny (zobrazi se na sebe) pravé tehdy, kdyz lezi na kruznici k.
(iv) Bod uvnitf k je zobrazen na bod vné k a naopak.
Lemma 4.6. Obrazy bodu X,Y v inverzi (S,r) jsou X', resp. Y’, pak:

(i) |[<SXY]|=|<SY'X'| a X,Y, X" Y’ lezi na jedné kruznici

2

M sxTs71

Diikaz. (i) |SX||SX’] = r? = |SY||SY’], a proto podle Lemmatu [3.3| to implikuje
skutecnost, ze X, X', Y, Y” lezi na jedné kruznici. Nyni médme dva piipady podle
vzajemné polohy bodu X, X' Y, Y’

(i) | XY’ =

(ii) Podle ¢ésti (i) plati nésledujici vztahy
4(XY,XS) = <(Y'S,Y'X') a <(Y'S, Y X) = <(X'Y", X'S)
z ¢ehoz plyne podobnost trojihelniku SXY a SX'Y’, a proto:

[SX] ’

XY= XY = XY = |XY|—
XY = XV = (XY = XY i
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Véta 4.7. Doted jsme jenom ukdzali, jak inverze funguje na jeden bod. Nyni
budeme prozkoumat, jak se v tomto zobrazeni budou chovat piimky a kruznice.
Uvazujme inverzi (.S, r):

(i) pokud S lezi na kruznici ¢ se sttedem O, pak obraz kruznice ¢ je piimka kolmé

na OS.

(ii) pokud [ je primka, kterd neprochazi bodem S, pak obraz piimky [ je kruznice,
pro kterou plati, ze [ je kolma na spojnici bodu S se stfedem té kruznici.

(iii) pokud ¢ je kruznice neprochdzejici bodem S, pak obraz kruznice ¢ je kruznice
se stfedem lezicim na spojnici bodu S a stfedu kruznice c.

(iv) pokud [ je ptimka prochézejici bodem S, pak obraz piimky [ je tatdz piimka.

Diikaz. (i) Necht SA je prumér kruznice ¢ a bod A’ je obrazem bodu A v kru-
hové inverzi (S, 7). Dale oznac¢me [ pfimku prochézejici bodem A a kolmou na SA.
Dokéazeme, ze [ je obraz kruznice c.

Bod S se zobrazi na oo, kterda podle definice lezi na [. Méjme libovolny bod

B/
l

A/

1
1
1
1
?
1
1
1
1
1
1
1
L
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

B na kruznici ¢ a B’ je prusecikem piimek [ a SB. SA je prumér kruznice ¢, a
proto <(BA,BB') = 90° = <(A’A, A'B’), tzn. ctyithelnik AA'B'B je tétivovy
(jeho kruznice opsand je Thaletova kruznice nad prumérem AB’). Podle Lemmatu
plati 72 = |SA||SA’| = |SBJ||SB'|, a proto B" je obrazem bodu B v kruhové
inverzi (S,r). Nyni zbyva jesté dokazat, ze kruznice ¢ se zobrazi na celou piimku
[. Pro kazdy bod C” na piimce [ staci brat C' jako druhy prusecik piimky SC’ a
kruznice ¢ a vyse uvedenym zpusobem snadno dokazeme, ze C” je skutecné obrazem
bodu C' v kruhové inverzi (S, 7).

(il) Muzeme pouzit obrézek z ¢asti (i) a dukaz je také velmi podobny. Bod A’
lezi na piimce [ tak, ze SA’ 1 [ a bod A je obrazem bodu A’ v kruhové inverzi (S, ).
Dokéazeme, ze kruznice ¢ nad prumérem SA je obraz piimky [. Pro kazdy bod B’ na
piimce [ najdeme bod B, ktery je prusec¢ikem piimky SB’ a kruznice ¢ (B # 95)).
Diky tomu, ze <(BA, BB') = 90° = <(A’A, A’B’), plati, ze ¢tyiihelnik AB'BA’ je
tétivovy, a proto podle Lemmatu [3.1] plati, ze r* = |SA||SA'| = |SB||SB’|, a proto
B je obrazem bodu B’ v kruhové inverzi (S, 7). Nyni zbyva jesté dokédzat, ze piimka
[ se zobrazi na celou kruznici ¢. Pro kazdy bod C na kruznici ¢ staci vzit C' jako
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prusecik piimky SC' a piimky [ a vySe uvedenym zpusobem snadno dokazeme, ze
C je skutecné obrazem bodu C' v kruhové inverzi (S, ).
(iii) Necht A, B jsou takové body na kruznici ¢, ze S lezi na primce AB, tisecka
AB je prumér kruznice ¢ a A’, B’ jsou postupné jejich obrazy v kruhové inverzi
(S, 7). Dokazeme, ze obraz kruznice ¢ je Thaletova kruznice ¢ nad prumérem A'B’.
Podle vlastnosti kruhové inverze plati:

P N ’
) \'\C
c D’ \
D p '
C / \\
I
e ° ¢
S A B B’ 1A
\ I
\ /
\ /
\ /
AN 7/

[SA|ISA’] = |SBI|SB| = [SA|/|SB'| = [SB|/|SA]

Tzn. existuje stejnolehlost Z se stiedem S a koeficientem |SB’|/|SA|, kterd posild
A, B postupné na B, resp. A’, z ¢ehoz vyplyva, ze také posild kruznici nad prumérem
AB neboli ¢ na kruznici nad prumérem A’ B’; tedy kruznici . Pro libovolny bod C na
kruznici ¢ oznacme D druhy prusecik piimky SC's kruznici C'. Stejnolehlost Z posila
body C, D na pruseciky pifmky SC' s kruznici ¢/. Necht D', C" jsou postupné obrazy
bodu C, D ve stejnolehlosti Z. Podle vlastnosti stejnolehlosti plati, ze CA || D'B’,
a proto:
<AB,AC) =<«(B'A,B'D")=<(C'A",C'D") = <(C" A", C'C)

Z toho vyplyva, ze CAA'C’ je tétivovy ctyftuhelnik, a proto podle Lemmatu
plati: |[SC|SC’| = |SA||SA’| = r?. Obraz bodu C' v kruhové inverzi (S,r) je tedy
C’, bod kruznice ¢’. Analogicky muzeme také dokazat, ze ¢tyiuhelnik DBB'D’ je
tétivovy ¢tyiihelnik, a z toho obraz bodu D v kruhové inverzi (S,r) je D'.

(iv) Necht A je libovolny bod piimky I, pak je zfejmé, ze obraz bodu A lezi na
piimce [. Zbyva nam jesté dokazat, ze piimka [ se zobrazi na celou ptimku [ neboli
pro kazdy bod B’ existuje bod B takovy, ze B’ je obraz bodu B. Stadi si vzit B jako
obraz bodu B’ a vime, ze dvojité pouziti kruhové inverze je identita, a proto B’ je
obrazem bodu B.

O
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4.2 Jak inverzi pouzit

Kruhova inverze se uplatinuje v olympiaddni geometrii. Po kruhové inverzi budeme
misto zadané ilohy tesit jiné ekvivalentni tvrzeni v novém jiném obrazku. Mnohdy
se stane, ze tvrzeni, které musime dokazovat v novém obrazku, je podstatné snazsi
nez odpovidajici tvrzeni v puvodnim obrazku. Uziteény atribut kruhové inverze je
moznost prevedeni kruznic na piimky, se kterymi se lépe pracuje, a tim se konfigurace
zjednodusi. Vétsinou se provede kruhova inverze podle ,ptretizeného® bodu, kterym
prochazi nejvic kruznic a ptimek.

Priklad 10. Kolmé piimky p, ¢ se protinaji v bodé S. Kruznice ki, ko se sttedy na
pitmce p, které maji vnéjsi dotyk v .S, protinaji kruznice [y, [ se stiedy na piimce g
majici rovnéz vnéjsi dotyk v S podruhé ve ¢tytech ruznych bodech. Ukazte, ze tyto
¢tyti body lezi na jedné kruznici.

Dukaz. Zinvertujme cely obrézek podle kruznice i se sttedem S a libovolnym po-
lomérem. Tvrzeni bude dokazano, pokud se nam podaii ukazat, ze obrazy zminénych
¢ty pruseciku lezi na kruznici neprochazejici bodem S, protoze puvodni ¢tyti druhé
pruseciky budou muset lezet na obrazu této kruznice v inverzi podle 7, coz je (jak
jiz vime) rovnéz kruznice.

Ptimky p, q se v inverzi podle ¢ zobrazi samy na sebe. Kruznice ky, ko prochézeji
stfedem inverze, takze se zobrazi na néjaké primky k7, k.

Jelikoz maji k; a ks jediny spoleény bod (totiz S), musi mit jejich obrazy také
jediny spoleény bod, a to obraz bodu S, tj. nevlastni bod co. Piimky k] a ki tedy
budou rovnobézné. Navic ze symetrie obé budou kolmé na p.

Obdobneé se kruznice Iy, [y zobrazi na piimky [1, [}, kolmé na ¢q. Obrazy zminénych
¢tyt druhych pruseéiku jsou proto vrcholy obdélnika.

Jelikoz vrcholy obdélnika lezi na jedné kruznici a tato kruznice neprochazi bo-
dem S, lezi na kruznici i obrazy téchto vrcholu v inverzi podle i, coz jsou presné
puvodni ¢tyti pruseciky. O
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Pozndmka. V tlohach, které prekypuji kruznicemi, volime za stied inverze bod, jimz
prochézi hodné kruznic ¢i piimek (tzv. ,pretizeny bod“). Po inverzi pak dostaneme
podstatné jednodussi obrazek, v némz jiz byva snadné ekvivalent dokazovaného
tvrzeni dokazat. Na poloméru inverzni kruznice pritom zpravidla viubec nezélezi.

Priiklad 11. Kruznice k; a k3, stejné jako ks a k4, maji vnéjsi dotyk v P. Oznacme
druhé pruseciky k1 Nky = A, ko Nks =B, ksNky =C a kyNk; = D. Dokaite, ze:
|AB||BC| _ |PBJ?
|AD||DC| — |PD}?

(ISL 2003)

Dukaz. Zinvertujeme cely obrazek podle kruznice i se sttedem P a libovolnym po-
lomérem r. Vsechny ¢tyti kruznice ki, ks, k3, ks prochézeji bodem P, a proto se
zobrazi na piimky ki, resp. kb, ki, kj.

Jelikoz maji k; a ks jediny spolecny bod (totiz P), musi mit jejich obrazy také
jediny spoleény bod, a to obraz bodu P, tj. nevlastni bod oco. Piimky k| a k} tedy
budou rovnobézné. Obdobneé se kruznice ks, k4 zobrazi na rovnobézné piimky kb, k.

Bod A je prusec¢ikem kruznic kq, ks, a proto jeho obraz, bod A’, bude prusecikem
piimek k] a k). Analogicky dostaneme, ze ky Nkl = B/, kiNky =C" akjNk; = D'.
Ctyithelnik A'B'C'D’ je tedy rovnobéznik, a proto plati |[A'B'| = |C'D’| a |B'C’| =
|D'Al.

Nyni do nového obrazku pirevedeme vztah, ktery chceme dokazat. Na to
pouzijeme Lemma

|AB||BC| _ B | B C I paipen _ |PDP
|AD||DC| ~ |A'D’ \D'C" ~|PB?

e D liEpieen
\PB]* r'/|PB|> |PD'|?
[PDP* — r4/|PD'>  |PB?

coz ziejmé plati a dukaz je hotov.

4.3 Kruhova inverze a Miquelovy body

Tvrzeni 4.8. Pokud A’B'C'D’ je obrazem ABC D v kruhové inverzi podle kruznice
se sttedem M, (M,, M,, resp.), pak je ABCD nepiimo podobny C'D'A'B’
(B'A'D'C’, resp. D'C'"B'A).

Diikaz. Z definice Miquelova bodu a inverze dostaneme AM,BC ~ AM,AD ~
AM,D' A", kde prvni podobnost je pifima a druha je nepiimd . Analogicky plati také
AM,DC ~ AM,AB ~ AM,B"A’, coz implikuje nepiimou podobnost ¢tyithelniki
M,DCB a M,B'A'D', z ¢ehoz plyne nepiima podobnost ADCB and AB'A'D’. Ve
stejném duchu zjistime, ze AABD ~ AC'D'B’ (nepiimo), a dostaneme kyzenou
podobnost ¢tyithelnikiu. Dukaz je pro M, a M, analogicky. n

Lze vidét, ze Miquelovy body se daji dobie kombinovat s kruhovou inverzi,
protoze zachovavaji tvar ctyiihelnika. Nyni se podivame na to, jak se zobrazi nékteré
dalsi body ¢tytuhelnika.
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(i)

Bod R: kruznice (ABR),(CDR),(BCQ),(ADQ), jez prochazeji bodem Mp,
se zobrazi postupné na piimky A'B’,C'D’, a proto bod R’ bude prusec¢ikem
piimek A’B’ a C'D’. Analogicky muzeme ukézat, ze @) je prusecik piimek B'C’
a A'D'.

Bod Mp: trojice kolinearnich bodu (C, B, R), (A, D, R) se zobrazi na kruznice
(B'C'"R'Mp),(A'D'R'Mp), coz znamend, ze P-Miqueluv bod c¢tyithelnika
ABCD zustane P’-Miquelovym bodem i v ¢tyfuhelniku A’B'C'D’.

Bod Mpg: tento bod lezi na kruznicich (BDQ), (ACQ), které neobsahuji bod
Mp, a proto po inverzi Mg zustane prusecikem kruznic (B'D'Q)’), (A'C'Q)’).
Obdobné muzeme také ukdzat, ze Mg je pruseéikem kruznic (A'C'R’), (R'B'D’).
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5 Hlavni uloha

V této ¢asti budeme zkoumat Euler-Ponceletuv bod, prusecik Fuerbachovych kruznic
trojuhelniki ABC, BCD, CDA, DAB. Euler-Ponceletuv bod lezi zaroven na
wpedalni kruznici“ (volné prelozeno z anglického terminu ,,pedal circle“ [7]) bodu A
vzhledem k trojihelniku BC'D, ,pedélni kruznici“ bodu B vzhledem k trojihelniku
ACD, apod. Vice o Eulerové-Ponceletové bodu muzete nalézt zde [g].

Definice 5.1. Fuerbachova kruznice trojihelnika ABC' je kruznice opsana stiedum
stran.

Tvrzeni 5.2. Je dan ¢tyiuhelnik ABC'D s ruznobéznymi stranami. Body P, Q, R
jsou pruseciky dvojic piimek (AC,BD), (AB,CD), resp. (AD,BC). Euler-
Ponceletuv bod lezi na (PQR).

Tvrzeni 5.3. Véta[5.2]je silnym zobecnénim oslavovaného vysledku od Emelyanova
a Emelanovové (viz [9]).

Tvrzeni 5.4 (Emelyanov, Emelyanova). Bod [ je stied kruznice vepsané
trojuhelnika ABC. Necht AI " BC = P, BINCA = Q, CI N AB = R, pak
Fuerbachuv bod F, (bod dotyku kruznice vepsané a Fuerbachovy kruznice, viz [10])
lezi na (PQR).

Diikaz. Pokud uvazujeme kompletni ¢tyitihelnik ABCT (viz [11]), pak Eulertuv-
Ponceletuv bod lezi na kruznici vepsané (peddlni kruznici bodu I ku AABC) a
Fuerbachové kruznici trojihelnika ABC, a proto tento bod splyva s jejich bodem
dotyku neboli Fuerbachovym bodem. Z Tvrzeni plyne kyzeny vysledek. O

Nez se pustime do dukazu Véty zavedeme oznaceni a prostredky, které
budeme v této sekci pouzivat.

(i) B, F,G, H,1I,J jsou stiedy tsecek CD, AB, AD, BC, AC, BD resp.
(ii) U, V,W jsou stiedy usecek QR, PR, PQ) resp.

(iii) Miqueluv bod Mp lezi podle Véty 2.7 na kruznicich (ABR), (CDR), (ADQ),
(BCQ) a podle Piikladu [3| na kruznicich (HGR), (EFQ)

(iv) Miqueluv bod Mg lez{ podle Véty [2.7| na kruznicich (ADP), (BCP),(BDR),
(ACR) a podle Ptikladu [3| na kruznicich (HGR), (I.JP)

(v) Miqueluv bod Mg lezi podle Véty [2.7 na kruznicich (ABP), (CDP), (ACQ),
(BDQ) a podle Piikladu [3| na kruznicich (I.JP), (EFQ)

Lemma 5.5. Je dan trojihelnik ABC. A’, B',C’ jsou stredy stran BC,CA, AB,
pak AABC ~ AA'B'C.

Diikaz. Stiedni piicka je rovnobéznd s odpovidajici stranou, a proto A'B'||AB
a A'C'||AC. Ctyithelnik AB’A'C" je tedy rovnobéznik, a proto <((AB,AC) =
<(A'B’', A’C"). Analogicky muzeme dokézat rovnost dalsich hlu a snadno dojdeme
ke kyzenému vysledku. [l

Tvrzeni 5.6. Fuerbachovy kruznice trojihelniku ABD, ABC, BCD, ACD maji
spolecny bod. Oznac¢me ho X.
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Diikaz. Definujme X prusecik kruznic (IFH) a (GJF'). Nasim cilem, je dokazat, ze
X také lezi na (JEH) a (IEG).

Abychom dokézali, ze X lezi na (JEH), staci ukdzat, ze <(XH,XJ) =
<(EH,EJ) nebo ekvivalentné <(XH,XJ) = <(BJ,BH) podle Lemmatu [5.5
Navic FIXH a GJXF jsou tétivové, a proto:

<(XH,XF)=<(IH,IF) = <(BF, BH)
<(XF,XJ) = <(GF,GJ) = <(BJ, BF)

Pouzitim dvou vySe uvedenych vztahu muzeme snadno vypocitat:

AXH,XJ)=<(XH,XF)+<(XF,XJ)
<(BF, BH) + <(B.J, BF)
— «(BJ, BH)

Analogicky muzeme také ukdzat, ze X lezi na (IEG) O
Tvrzeni 5.7. (PMgMpg),(QMpMpg), (RMpMg) prochizeji jednim bodem.

Diikaz. Nejprve necht O je prusecik kruznic (QMpMpg) a (RMpMg). Nasim cilem
je dokazat, ze O také lezi na (PMgMp). Staci dokazat, ze <(PMg, PMg) =
<(OMpg,OMg). Budeme pracovat s kruznicemi obsahujicimi Mp, Mg, Mp. Vime
také, ze Mg lezi na (ACQ) a Mp lezi na (ADQ):

<I<OMP7 OMR) - <I(62]\4P7 QMR) = <I(Q?A]\4Pa QA) + <I(QA7 QMR) =

Plati také, ze Mg lezi na (BDR) a Mp lezi na (BCR):

<(OMg,OMp) = <(RMg, RMp) = <(RMg, RC) + <(RC, RMp) =
= <(AMy, AC) + <(DC, DMp)
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Ted jsme schopni vypocitat <(OMg, OMpg) podle tihli u vrchola trojihelnika
ACD, protoze to je soucet:

<(OMg, OMg) = <(OMg, OMp) + <(OMp, OMp) =

(AMg, AC) + <(DC,DMp) + <(DMp, DA) + <(CA,CMpg) =
(

(

DC, DA) + <(AMpg, AC) + <(C A, CMp) =

<
<
<(AMg, AD) + <(CD,CMg)

Dalsi krok je vyjadiit <(PMg, PMp) pomoci thlu u vrcholu trojihelnika ACD.
Zde pouzijeme tétivové ctyithelniky ADMoP a BCMRgP.

<(PMg, PMg) = <(PMg, PD) + <(PD, PMg)
= <(AMg, AD)+ <(CD,CMp).

Pozndmka. Dostaneme tak 3 Sestice koncyklickych bodu (P, Mg, Mg, I, J,0),
(Q> MPa MR7 E7 F7 O)a(Ra MP7 MQ7 G> H7 O)

Tvrzeni 5.8. Useéky EF,GH, 1J sdileji stted. Ozna¢me ho T

Diikaz. Useéky EG,FH jsou stiedni pricky trojuhelniku (ACD) a ABC oproti
strané AC, a proto |EG| = |AC|/2 = |FH| a EG || AC || FH, z ¢choz plyne,
ze GEHF je rovnobéznik, coz implikuje, ze EF a GH se puli. Analogicky stejny
vysledek plati pro tsecky EF a IJ a dukaz je tedy hotovy. O]

Tvrzeni 5.9. Bod O lezi na kruznicich (GJE),(GIF),(HFJ),(HIE).

Dikaz. Diky symetrii sta¢i dokdzat tvrzeni pro jednu kruznici, napt. (FIG). S
pouzitim stfednich piicek v trojihelnicich ACD a ABC dostaneme

Z/(IG,IF) = Z(CD,CB).
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Bod O také lezi na kruznicich (RMpG) a (QMpF') podle

Z(0G,0F) = Z(0G,0Mp) + Z(OMp, OF)
= Z(RG, RMp) + Z(QMp,QF)
— Z(RD, RMp) + Z(QMp,QB)
= /(CD,CM,) + Z(CM,,CB) = /(CD,CB).

Z toho vyplyva, ze bod O opravdu lezi na kruznici (FIG).

Poznamka. Uvazujme stiedovou soumérnost podle stredu T'. Podle tvrzeni 5.8 vime,
ze T je spolecny stred usecek FF,GH,IJ, a proto obrazy bodu E, F,G, H, I, J jsou
postupné F, resp. E, H,G, J, I. Kruznice (GJE), (GIF),(HFJ),(HIE), které maji
spoleéni bod O, se tedy zobrazi na (HIF),(HJE),(GEI),(GJF), které maji podle
tvrzeni [5.6[ spolecny bod X. Je tedy ziejmé, ze T' je stredem tsecky OX.

O
Tvrzeni 5.10. Bod O lezi na tiech pfimkach PMp, QMg, RMp.

Diikaz. Uvazujme inverzi podle stfedu Mp s libovolnym polomérem, pouzijeme kon-
figuraci z Lemmatu 4.8|a navic se podivame na obrazy stran, ihlopricek ¢tyrihelnika
ABCD a kruznic prochazejicich bodem Mp. Podle vlastnosti kruhové inverze
popiseme obrazy nasledujicich bodi:

Z vlastnosti kruhové inverze plyne neorientovana podobnost trojihelniku
AMpMpR ~ AMpQ'Mj,.

Podle Lemmatu [4.8| ¢tyitihelniky ABC'D a C'D’A’B’ jsou si podobné. V této
podobnosti mame ,souvisejici“ dvojice bodu (Mp, M}p), (Q, R'), (Mg, My), coz zna-
mend, ze plati neorientovana podobnost AMpRMp ~ AMpR' My, a proto celkové
dostaneme orientovanou podobnost AMpMpR ~ AMpQ M.
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Existuje tedy spiralni podobnost se stredem Mp, ktera posila Mg na (Q a R na
Mg. Necht O’ je prusecik pifmek QMg a RMpg, pak podle Véty stfed zminéné
spirdlni podobnosti neboli bod Mp lezi na dvou kruznicich (O'QMg) a (O'RMy,).
Ekvivalentné O’ lezi na kruznicich (MpQMp) a (MpRMg), z ¢ehoz plyne podle
Tvrzeni O = 0, a tedy bod O lezi na dvou piimkach QMg a RMp. Analogicky
pomoci kruhovych inverzi podle Mg a My muzeme také dokazat, ze O také lezi na
QMQ a RMR

]

Definice 5.11. P*,Q*, R* jsou postupné obrazy bodu P,Q,R ve stredové
soumeérnosti podle bodu 7'.

Tvrzeni 5.12. Nasledujici ¢tverice bodu jsou koncyclické:

(P*,Q,R,0),(P,Q*,R,0),(P,Q,R*,0).

Diikaz. Dokazeme tvrzeni pro kruznici (P*, @, R, O). Dukaz pro zbyvajici kruznice
bude vypadat obdobné.

Aby 4 body P*,Q, R, O lezely na jedné kruznici, musi platit, ze <(OQ,OR) =
<(P*Q, P*R).

Podle Véty je ptimka E'F' Newtonova piimka prochazejici stredem usecky
PR. Piimka EF také prochédzi bodem 7T, a proto FF je stifedni ptickou v
ARPP*, kterd je rovnobéznd se stranou RP*. Obdobné muzeme také dokazat, ze
piimka GH je stfedni prickou v  AQPP*, kterd je rovnobézna se stranou @QP*.
Uhel <(P*Q, P*R) sevieny piimkami QP* a RP* m& stejnou velikost jako thel
<(TH,TF) sevieny piimkami HG a EF.

Podle tvrzeni bod O lezi na pirimce RMp, a proto plati, ze:
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<(0Q,0R) = <(0Q,0Mz) = <(EQ, EMy) = <(EC, EMg)

Staci tedy dokazat, ze <(EC,EMg) = <(TH,TF). Tuto rovnost uhlu ziskdme
z podobnosti ACMgrD ~ AHFG, protoze zminény vztah obsahuje presné dva
odpovidajici thly u paty téZnice v téchto trojihelnicich (v ACMgD téznice MrFE
a v trojuhelniku AHFG téznice FT).

Usecky FH a FG jsou postupné stiedni piicky v AABC a AABD. Plati tedy
FH || AC a FG || BD. Dale si vsimneme, ze podle vlastnosti Miquelovych bodu
¢tytuhelnik CPMgD je tétivovy, z ¢ehoz plyne:

I(MpD, MrC) = <(PD,PC)=<(FG,FH)
Dokazali jsme rovnost jedné dvojice thli v ACMgzD a AHFG. Nyni se podivame

na pomeér stran, které sviraji tyto thly. Bod My je stied spiralni podobnosti, ktera
posila trojuhelnik MrAC na MrBD, a proto plati:

|MrC| |AC| 2|FH| |FH|
|\MgrD|  |BD| 2|FG| |FG|
Trojihelniky CMgrD a HFG jsou si skutecné podobné a dikaz je hotov. m

Tvrzeni 5.13 (Hlavni dloha). Bod X lezi na kruznici (PQR).

Dukaz. Nyni budeme pracovat pouze s body O, T, P,Q, R, P*, QQ*, R*. Vime, ze bod
O lezi na kruznicich (P*,Q, R,0),(P,Q*, R,0),(P,Q,R*,0) a T je stied tusecek
EF, HG, 1J. Uvazujme stredovou soumérnost podle stiedu T a dostaneme:

<(P*Q*, P*R*) = <«(PQ, PR) a <(PQ*, PR*) = <(P*Q, P*R)
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Dale pouzijeme obvodové tihly na kruznicich:

<(0Q*, OR*) = <(0Q*,0R) + <(OR, 0Q) + <(0Q,OR*) =
<(PQ*, PR) + <(P*R, P*Q) + <(PQ, PR*) =
<(PQ*, PR) + <(PR*, PQ*) + <(PQ, PR*) =
<

PQ,PR) = <(P*Q*,P"R")

Z toho plyne, ze O také lezi na kruznici (P*Q*R*) a po stredové soumérnosti
podle sttedu 7" bod X (podle tvrzeni bod X je obraz bodu O) lezi na kruznici
(PQR). O
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