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Abstrakt

Cilem prace je uvést komplexni odmocniny z jedné jako vyhodny nastroj na feseni problému
v kombinatorice a co nejvice tyto ulohy zobecnit. Na zakladé jednoduché teorie jsou
fesit problém dlazdéni Sachovnic, kde prispéjeme znaénym zobecnénim zejména piipadu
s jednim prazdnym polickem. Také je dokazan vzorec pro soucet kazdého n-tého Fibo-
nacciho ¢isla, coz je originalni praci. Sou¢ty kombinaé¢nich ¢isel jsou navazany na pocitani
podmnozin, jejichz soucet prvku je délitelny urcitym cislem. Piispévek zde spociva ve zo-
becnéni této tlohy na urcité délitele a libovolné mnoziny. Jsou vyuzivany zejména metody
jako Roots of Unity Filter a generujici funkce.

Klicova slova
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dlazdéni sachovnic; polyomina; generujici funkce; kombinatorické identity; Moivreova véta,
Fibonacciho ¢isla

Abstract

This thesis aims to introduce complex roots of unity as a convenient tool for solving pro-
blems in combinatorics and to generalize these problems as much as possible. Based on
simple theory, we study gradually more intricate examples. We show how roots of unity
can be applied to solve chessboard tiling problems, where we contribute a significant gene-
ralization, especially in the case of one empty square. We also determine the sum of every
n-th Fibonacci number, which is an original contribution. Sums of binomial coefficients
are related to counting subsets whose sum of elements is divisible by a certain number.
The contribution lies in generalizing this problem to specific divisors and arbitrary sets.
Methods such as Roots of Unity Filter and generating functions are used.

Key words

roots of unity, combinatorics, complex numbers, Roots of Unity Filter, multisection, chess-
board tiling, polyominoes, generating functions, combinatorial identities, De Moivre’s the-
orem, Fibonacci numbers
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Uvod

Uvod

Tato préace je zaméfena na aplikace odmocnin z jedné pii feseni Sirokého spektra kombi-
natorickych tloh, které zdanlivé vibec nesouvisi s komplexnimi ¢isly. Snazime se do co
nejvétsi miry zobecnit tyto piiklady. Podivejme se na lohu 4.3.2 z 73. (loniského) ro¢niku
Matematické olympiady [8], kterou jsem se rozhodl Fesit pravé pomoci odmocnin z jedné:

Kolik nepréazdnych podmnozin mnoziny {0,1,2,...,9} ma soucet prvku déli-
telny ttemi?

Tuto dlohu i jeji obecné varianty Fesime v kapitole 4. ReSeni této tlohy jsem sepsal
a odevzdal s vyuzitim odmocnin z jedné, jak popisuji ve zminéné kapitole. Tim se stala
tato tloha vyraznou motivaci k sepsani celé této prace, a to spolu s videem [9], které uvedlo
odmocniny z jedné pravé v tomto kontextu.

Prvni kapitola se vénuje teoretickému zédkladu odmocnin z jedné. Nejprve jsou shrnuty
zakladni vlastnosti komplexnich ¢isel a odmocnin z jedné, jako je tfeba rovnost 1.2.9, ktera
iika, ze pokud ¢ = cos (27/n) + isin (27 /n) je n-t4 odmocnina z jedné, potom plati

1+¢+C+---+ ¢ =0.

Nésledné je predstaven pojem multisekce, ktery bude v dalsich kapitolach klicovy.

Druha kapitola se soustiedi na dldzdéni Sachovnic polyominy. Zde jsou prispévkem
zejména vyznamnda zobecnéni. Jednu z tloh zminil Jakub Jurdnek ve své praci [5], na
kterou timto navazeme zobecnénim pro libovolnou obdélnikovou Sachovnici s chybéjicim
libovolnym polickem a obecnym obdélnikovym polyominem.

Tieti kapitola je vyznamna nalezenim vzorce pro soucet kazdého n-tého Fibonacciho
¢isla ve véte 3.2.12, coz jsem v zadné literatufe nedohledal — znamé jsou pouze identity
pro soucet kazdého a kazdého druhého ¢lenu posloupnosti. Kromé toho zminime soucty
kombinacnich ¢isel jako vysledek potiebny k nésledujici kapitole 4.

Ve ¢tvrté kapitole se pocitaji podmnoziny, jejichz soucet prvku je délitelny danym
¢islem. Kapitola prispéje fesenim pro zcela libovolnou mnozinu zejména pro délitele 3 a 5.
Tyto vysledky jsou navic zalozeny na souctech kombinaénich ¢isel z treti kapitoly. Vysledku
se ve vSech ostatnich pripadech lze ptiblizit vyuzitim fady lemmat, ¢imz se vysledek po-
stupné zjednodusi. Vyuzito je zde pokrocilejsich metod, jako je Roots of Unity Filter, a véty
o prvociselnych odmocninach z jedné a generujici funkce.

V préci se ukazuje, jak 1ze odmocniny z jedné vyuzit k feSeni mnoha kombinatorickych
uloh, které je mozné nasledné velmi znacéné zobecnit a najit feSeni pro mnohem Sirsi tiidu
problému. V praci se také objevuje fada novych vysledku, které nebyly dosud publikovany.



Pouzité znaceni

Pouzité znaceni

a déeli b

mnozina prirozenych ¢isel
mnozina celych c¢isel
mnozina racionalnich ¢isel
mnozina realnych c¢isel
mnozina komplexnich ¢isel
nejvetsi spoleény délitel
n-té Fibonacciho ¢islo
n-té Lucasovo ¢islo

dolni cela ¢ast
zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo

pocet nesoudélnych ptirozenych ¢isel mensich nez n
n

soucet kazdého kombinac¢niho ¢isla ( ,), kde j =7 (mod m)
J

soucet vSech Fibonacciho ¢isel Fj, kde 0 < j<naj=n (modm)
pocet podmnozin se sou¢tem kongruentnim r modulo m

pocet podmnozin se sou¢tem kongruentnim r» modulo m

okruh zbytkta modulo d

multiplikativni inverze ¢isla a

okruh polynomu nad télesem K

realna slozka komplexniho c¢isla z

imaginarni slozka komplexniho ¢isla z



Kapitola 1. Teoreticky zdklad odmocnin z jedné

Kapitola 1

Teoreticky zaklad odmocnin z jedné

V této kapitole se nejen zaméiime na teoreticky zaklad komplexnich ¢isel a odmocnin
z jedné, ale také predstavime jejich nékteré zasadni vlastnosti a definujeme si pojem multi-
sekce. To predstavuje zaklad, z néjz budeme vychazet pri feseni tiloh v dalsich kapitolach.

Komplexni ¢isla maji své kotfeny v 16. stoleti, kdy italsky matematik Girolamo Cardano
narazil pfi feSeni rovnic tietiho stupné na hodnoty, které nebyly realné. Pro praci s témito
hodnotami zavedl imaginadrni jednotku i s vlastnosti i> = —1, &mz polozil zdklad pro
algebraicky zapis komplexnich ¢isel z = x + yi, kde x a y jsou redlna cisla.

Kazdé komplexni ¢islo muzeme zobrazit jako bod v komplexni roviné, ktera obsahuje
redlnou osu (osa ) a imaginarni osu (osa y). V ramci této kapitoly nejprve predstavime
zakladni formy zapisu komplexnich ¢isel a poté vkrocime do pojmu komplexnich odmocnin
z jedné.

1.1 Algebraicky a goniometricky zapis

Uvedme si dva zptsoby zapisu komplexnich éisel a také dulezité vlastnosti komplexné
sdruzeného ¢isla i argumentu.

Komplexni ¢isla jsou vétsinou definovana pomoci jejich realné a imaginarni slozky, ale
existuje i jiny uzitecny tvar zapisu. Pokud z € C, pak lze psat

(i) v algebraickém tvaru, z = a + bi,

(ii) v goniometrickém tvaru, z = r(cos ¢ + isin @),

kde r = v/a? + b? predstavuje velikost (absolutni hodnotu) éisla z a thel ¢ € [0, 27) je jeho
argument, ktery znac¢ime arg z.

Definice 1.1.1. Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = a+ bi je redlné ¢islo |z| splnujici
|z| = Va? + b2

Pokud napiseme ¢islo v goniometrickém tvaru z = r(cos ¢ + ising), tak jeho absolutni

hodnotu lze urcit jako

|z| = \/r2(cos2cp+sin2 o) =Vr2=r.
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Definice 1.1.2. Sdruzené c¢islo komplexnimu ¢éislu 2z = a + bi definujme jako
Z=a— bi.
Uved'me podstatné vlastnosti ndsobeni komplexnich ¢isel a jejich sdruzovéni.

Véta 1.1.3 ([3]). Necht z,w jsou komplexni ¢isla, pak

(i) 2% = |2

(i) z4+w=Z+w,z-
(ii) |2| = [2l;
|z

() [zw| = |2] - |w], |Z] = ol

g
I
|
2

(v) arg(zw) = arg z + arg w.

1.2 Komplexni odmocniny z jedné

Vyjdeme z vlastnosti, kterou z definice splinuje kazd4 n-t4 odmocnina z jedné, a nasledné
zjistime algebraicky tvar kazdého takového cisla. Vyuzijeme pritom Moirvreovu vétu 1.2.4.
Déle definujeme pojem primitivni odmocniny z jedné a uvedeme nékteré jejich zasadni
vlastnosti spolu s rovnostmi, které budeme déle vyuzivat v nasledujicich kapitolach.

Definice 1.2.1. Pro dané n € N rozumime n-tou odmocninou z jedné ¢islo z € C spliujici
2" =1.

Pi#iklad 1.2.2. Pro pifklad druhé odmocniny jsou 1 a —1. Ctvrté odmocniny pak umime
urcit jako 1,4, —1, —1.

Lemma 1.2.3. Pokud ( je n-t4 odmocnina z jedné, pak existuje ¢ € [0,27) takové, ze
¢ = cos ¢ + isin p.

Duiikaz. Z definice plati rovnost (" = 1. Pokud srovname absolutni hodnoty a upravime, tak
plati 1 = |¢"] = |¢|™ a odmocnénim dostavame 1 = |¢|. Sta¢l ndm psat v goniometrickém
tvaru, kde r = || = 1. O

Véta 1.2.4 (Moivreova véta). Pro kaZdé redlné x a kazdé celé n plati

(cosx + isinx)" = cosnx + isinnz.
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Diikaz. Pro celé n nazvéme V(n) vyrok (cosz + isinz)” = cosnx + isinna.

Pro n > 0 postupujme matematickou indukeci. Vyrok V' (0) zjevné plati. Nyni predpo-
kladejme, ze V (k) je pravdivé pro néjaké k > 0. Uvazme V(k + 1), kde po indukénim
predpokladu pouzijeme sc¢itani argumentu z véty 1.1.3.

(cosx +isinz) ! = (cosx + isinx)*(cos x + isin x)

Z (cos kx + isinkx)(cosz + isinx)

= cos((k + 1)z) + isin((k + 1)z),
tudiz plati V'(n) pro kazdé n > 0. Konecné pro zaporny exponent n < 0 pisme
1 V(-n) 1

(cosw +isinz)" = (cosz +isinz)™™" - cos(—nx) + isin(—nz) -

_ cos(—nx) — isin(—nx)

= = cos(—nx) —¢sin(—nx) =
cos?(—nx) + sin®(—nx) ( ) ( )

= cos(nz) + isin(nz),
¢imz jsme hotovi. O
Veéta 1.2.5. Je ddno n prirozené. Pokud ¢ je n-tou odmocninou z jedné, pak existuje celé
¢islo k €{0,1,...,n— 1} tak, Ze plati

2km

km .
( = cos — + isin
n n

I

Obréazek 1.1: Paté odmocniny z jedné

Diikaz. 7 lemmatu 1.2.3 piSme ¢ = cosp + isinp. Vyjdeme opét z definice, ze 1 = (™.
Umocnéni zjednodusime Moivreovou vétou 1.2.4.

(" = (cos @ +isin )" = cosny + isin nep.
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Srovndme argumenty obou stran. Argument ¢isla (" = 1 je 0, zatimco na pravé strané se
rovna ne. Existuje tedy celé ¢islo k tak, ze plati np = 0+ 2k7 ¢cili

2km
p=—
n
Vzhledem k periodicité funkef sin a cos ziskdme ruzné ahly pravé pro k € {0,...,n—1}. O

Lemma 1.2.6. Mnozina vSech n-tych odmocnin z jedné je multiplikativni s neutralnim
prvkem 1.

Dikaz. Oznaéme ( = cos(2kw/n) + isin(2km/n) a & = cos(2¢r/n) + isin(2¢7/n). Potom
ze scitani argumentu komplexnich ¢isel plati

(-&=cos(2(k+O)m/n) +isin (2(k + {)7/n),
coz je téz n-ta odmocnina z jedné. ]

Zejména pokud si vezmeme ¢ = cos (27/n) + isin (27/n) a umocnujeme ji, tak z Moi-
vreovy veéty ziskdavame dalsi odmocniny z jedné.

¢F = cos (2km/n) + isin (2kxw/n).

exponent x splaujici (* =1 je x = n.

Poznamka. Tato tvaha je dulezita, protoze nékteré n-té odmocniny z jedné jsou zaroven
i mensimi odmocninami, a sta¢i jim tedy i mensi exponent. Napiiklad pokud si vezmeme
devétou odmocninu z jedné ¢ = cos (2m/9) + isin (27/9), pak (3 = cos (27/3) + isin (27/3)
je sice také devatou odmocninou, ale soucasné je teti (mensi) odmocninou z jedné a plati
rovnost (¢3)? = 1. Mexzi ¢&isly ¢ a ¢3 je rozdil v tom, kolik riznych hodnot mohou jejich moc-
niny nabyvat. Vzhledem k tomu, Ze (3 ma rizné mocniny pouze 1, (3, (%, tak ji nenazyvame
primitivni devatou odmocninou, nybrz je to primitivni tfeti odmocnina. Dokonce plati, ze
(% je primitivni devatou odmocninou, pokud a je nesoudélné s deviti.

Lemma 1.2.8. Pokud ( je primitivni n-tou odmocninou z jedné, pak se mezi jejimi moc-
ninami 1,¢, ¢2, ..., (" ! vyskytuje kazd4 n-t4 odmocnina z jedné prave jednou.

Diikaz. Predpokladejme, ze se nékterd dvé ¢isla rovnaji, ¢(* = (Y, kde z,y € {0,...,n—1}.
Potom vydélenim rovnosti plati (*7¥ = 1. Vzhledem k tomu, Ze ( je primitivni, tak plati
délitelnost n | x — y. To ale v mnoziné {0,...,n — 1} spliuje jediné dvojice x = y. Navic
z lemmatu 1.2.6 se v fadé cisel nevyskytuje nic jiného nez n-té odmocniny z jedné. ]

10
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1.2.1 Zasadni identity
Véta 1.2.9. Pokud ¢ # 1 je n-tou odmocninou z jedné, pak plati
L+ (+C+--+ ¢ =0.
Diikaz. Jedna se o soucet n ¢lent geometrické fady s kvocientem ¢ # 1 a plati (" = 1.

"—-1 1-1
(-1 (¢—-1

L+ ¢+ G4+ = 0.

O

Véta 1.2.10. Je ddano prirozené n a primitivni n-td odmocnina z jedné (. Potom plati

2, pokud je n liché,

fQO=0+00+) 1+ = {0 pokud je n sudé.

Diikaz. Zndme n kofent polynomu 2" — 1, a to navzajem riiznd ¢isla 1,¢, (..., (P71, takze
jej umime napsat v souc¢inovém tvaru.

P =1l=(-1)(z=-0FE—-C) (2=,
Substituci z = —1 ziskdme rovnost

()" —=1=(-D"A+DHA+ )1+ 1+,
L— ()" =(14+O0+¢) -1+ +).

Leva strana se rovna 2, pokud je n liché, zatimco nule, pokud je n sudé. [

Disledek 1.2.11. Jsou dana prirozena cisla n, k a primitivni n-t4 odmocnina z jedné (.
Oznacme d = n/ ged(n, k). Potom plati

on/d _ 2gcd(n7/€)7 pokud je d liché,

ky _ k 2kY | nky _
£ = (14 ¢+ ) (14¢™) {o, ol o o

Diikaz. Cislo ¢* je primitivni d-tou odmocninou z jedné, takze z véty 1.2.10 plati rovnost
(14 ¢F) (1 +¢*) -+ (14 (™) = 2. Tento soucin se v f(¢*) zopakuje dohromady 2-krét ¢ili
ged(n, k)-krat. O

Uloha 1.2.12. Pro a € Z a ¢ = cos(2r/n) + isin(27/n) uréete soucet cisel

Sa:1+<—a+<2a_|_'”+<(n—l)a'

11
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RESENI. Rozlidme dva piipady na zakladé délitelnosti parametru a éislem n. Pokud n fa,
pak se jedna o geometrickou fadu s kvocientem (* # 1.

—_

n—

=1 1-1
G ERTE

Sq = Cak 0.

il\g

nm pro néjaké m. Plati (9% = ("mk = 1mk = 1,

n—1 n—1
Z ¢k = Z 1=n.
k=0 k=0

Pokud a neni délitelné n, pak vyjde soucet 0, jinak je souctem cislo n. ]

Naopak pokud n | a, pak pisme a

Tento priklad naznacuje obecnéjsi trend spocivajici v rozliseni, zda plati (* = 1, tedy
zda je parametr délitelny cislem n.
Nasledujici véta nam pomuze dale.

Véta 1.2.13 (Eisensteinovo kritérium). Je-li f(x) = ap+a1x+-- -+ a,x™ polynom s celo-
ciselngmi koeficienty a existuje prvocislo p deélici vsechny koeficienty kromé vedouciho, ale
p?tag, pak je f ireducibilni nad Q.

Mame-li prvocislo p, pak p-té odmocniny maji navic zvlast vyhodnou vlastnost. Nésle-
dujici véta naznacuje, jak pii s¢itani jejich mocnin ziskame jistou linedrni nezavislost mezi
nimi.

Véta 1.2.14. Pokud p je prvocislo a ag, a1, ..., a,—1 jsou raciondlni ¢isla spliugici
Qo + &1C + (IQCZ + -+ Clp_lcp_l = O,
kde ¢ = cos(2m/p) + isin(27/p), pak ap = a; = -+ = ap_1.

Diikaz. Necht P(x) =1+z+---+ 2P~ 1. Ukdzeme, 7Ze P je ireducibilni. Podivejme se tedy
na jeho ,,posunuty polynom”

Pz +1) :%: (Ij) + <§>x+~-+ (pfl>xp2+xp1,

ktery mé koeficienty tvaru (’]Z), coz rozepsanim na podil p!/k!(p — k)! je zjevné délitelné

prvocislem p (pro 0 < k < p) a soucasné je konstantni ¢len roven p, tedy zadny kvadrat
prvocisla jej nedéli. P(x 4 1) proto splauje Eisensteinovo kritérium 1.2.13, takze je iredu-
cibilni nad Q.

Predpokladejme nyni, ze P(z) je reducibilni. Potom existuji nekonstantni polynomy
s racionalnimi koeficienty R, S takové, ze P(x) = R(x)-S(z), a tedy dosazenim x + 1 plati
rovnost P(x + 1) = R(z + 1) - S(z + 1), coz je sou¢inem dvou nekonstantnich polynomu
z Q[z]. Sporem je tedy P(z) téz ireducibilni.

Dosazenim ¢ do P plati P(¢) = (¢ — 1)/(¢ — 1) = 0. Také polynom ag + ayz + - - - +
ay,—12771 ma ze zadani kofen (. Jelikoz maji tyto dva polynomy spolecny délitel a P je
ireducibilni, tak P déli oba z nich. Vzhledem k jejich shodnému stupni se polynomy lisi
pouze vynasobenim konstantou. VSechny koeficienty u P jsou shodné, takze se nelisi ani u
polynomu ag + a1z + - - - + a,_12P~*, coz jsme chtéli ukdzat. ]
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Kapitola 1. Teoreticky zdklad odmocnin z jedné

1.3 Multisekce mocninné rady

Uvedeme si jednoduchy ptiklad, kde pomoci binomické véty secteme kazdé druhé kom-
binaé¢ni ¢islo. Déle tuto ideu zobecnime na mocninné fady — vyfiltrovani vsech clenu kromé
kazdého n-tého budeme nazyvat multisekci. Pfipomeneme si také tzv. Roots of Unity Filter,
coz je primym dusledkem multisekce.

Véta 1.3.1 (Binomicka véta). Pro nenulovda A, B € C an € N plati

(A+B)" = zn: (Z) A"k R,

k=0
Uloha 1.3.2. Kolik podmnozin {1,2,...,n} ma sudy soucet prvku?

Neni slozité si rozmyslet, ze libovolnych podmnozin je celkem 2", neboli

)+ () () e ()= .

Tento vysledek lze ziskat rozepsanim rovnosti (1 4+ 1)™ = 2™ podle binomické véty 1.3.1.
Chteéli bychom znat (g) + (g) + (Z) +- -+, coz se rovna poctu sudych podmnozin. Prekvapivé
se muzeme k vysledku dostat dalsim vyuzitim binomické véty. Staci rozepsat rovnost (1 —

1)" =0, ¢imz ziskavame stiidave scéitani a odéitani téchto kombinaénich ¢isel.

(6) - (1)« (3) () =o (1.2

Sec¢tenim rovnosti (1.1) a (1.2) se nam podaii eliminovat liché podmnoziny tak, ze nam

zbyvaji pouze ¢leny
n n n
2 2 2 e=2"40
(0) #2() #2(3) + s

¢ili vysledny pocet 27! ziskdme vydélenim dvéma.

Vyuzili jsme zde cykli¢nost funkce (—1)", kde —1 je primitivni druhd odmocnina z jedné.
Pomoci ni jsme ziskali kazdé druhé kombinacni ¢islo. V kapitole 4 ukazeme, jak lze stejnym
zpusobem ziskat soucet kazdého m-tého kombinacniho ¢isla. Tento postup vsak vychazi
z tzv. multisekce libovolné mocninné tady.

Definice 1.3.3. Multisekci mocninné fady f rozumime dalsi mocninnou radu sklddajici
se z urcitych clenu f takovych, ze maji konstantni rozestupy.

Mame-li mocninnou fadu 1+ 2z + 322 + 423 + 5z* + 625 +72° + . . ., tak jeji multisekef
je napiiklad 1 + 423 + 725 + ..., kde se vyskytuje pouze kazdy tieti clen.

Véta 1.3.4 (Multisekce). Je ddna mocninnd rada f(x) = ag+ a1z +asx®+. .. a prirozené
¢islo m. Potom plati
f@) + f(Cx) + [(Ca) + -+ [(C" )

m 2m
ag + amT " + o™ - = - ,

kde ¢ = cos (2m/m) + isin (2w /m) je primitivni m-tou odmocninou z jedné.

13



Kapitola 1. Teoreticky zdklad odmocnin z jedné

Diikaz. Dosazenim cisla (x do mocninné fady se cyklicky stfidaji mocniny (.
f(Cx) = ap + Carx + Cagx® 4+ - - + @™ + Capmp ™™ 4. ..
Dosadime obecné (¥z, kde k je celé &islo.
f(CF2) = ag + CFayx + PFaga® + - 4 apa™ + Fappa™ ™ 4. (1.3)

Ziskanych m rovnosti pro k =0,1,2,..., m — 1 sec¢teme, ¢imz dostaneme mocninnou fadu,
kde u 27 je koeficient . . '
a;(1+ ¢+ ¢ 4o 4 (D9,

Z vysledku piikladu 1.2.12 plati

L4 ¢+ Qg gtmoni 2 [ PO M,

0, jinak.

Takze se ve vysledné mocninné fadé vyskytuji pouze ¢cleny a;z’, kde m | j, a to s koefici-
entem m.

(@) + f(Cx) + () + -+ F(C™'w) = mag + mapa™ + mag,2®™ + . ...

Vydélenim cislem m ziskame dokazovanou vétu. ]
Véta 1.3.5 (Roots of Unity Filter). Definugme ( = cos (2r/m) + isin (2m/m) pro priro-
zené ¢islo m. Pro mocninnou Fadu f(x) = ag + a1x + asx® + ... je soucet kazdého m-tého

koeficientu dany vztahem

ot o+ + g 4o = SIS 4 7ET)

Dikaz. Plyne primo z multisekce 1.3.4 po dosazeni z = 1. O]

Na podobném principu jako je multisekce 1.3.4 lze secist kazdy m-ty clen, pricemz
zacindme u r-tého, kde r € {0,1,...,m — 1}.

Staci vynasobit kazdou funkéni hodnotu konstantou tak, aby u spravnych ¢lenu vysel
nenulovy koeficient.

Véta 1.3.6 (Obecnd multisekee). Je ddno prirozené éislo m a v € {0,1,...,m — 1}.
Definugme ¢ = cos (2m/m) + isin (27 /m). Pro mocninnou fadu f(x) = ag+a1x+asz?+. ..
je soucet kazdého m-tého clenu pocinaje r-tym roven

wir L H@) () + () e+ ()

m

Ay + Apyr ™

Dukaz probiha analogicky jako u véty 1.3.5.

Véta 1.3.7 (Obecny Roots of Unity Filter). Je ddno prirozené ¢islom ar € {0,...,m—1}.
Definugme ¢ = cos (2m/m) + isin (27 /m). Pro mocninnou fadu f(x) = ag+a1x+asz*+. ..
je soucet kazdého m-tého koeficientu pocinagje r-tym roven
1)+ + —2r 2 4ot —(m—1)r m—1
SRRSO (U R 2w [ e B s ()

Dukaz. Plyne z véty 1.3.6 dosazenim x = 1. ]
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

Kapitola 2
Dlazdéni sachovnic polyominy

Dlazdéni je castym problémem olympiddni matematiky. Plochu chceme vyplnit uréitym
tvarem desek (zejména polyominy), piipadné ukazat, ze takové vyplnéni neexistuje. V této
kapitole se zaméiime na dlazdéni obdélnikovych i ¢tvercovych Sachovnic ruznymi polyo-
miny.

Touto kapitolou prispéjeme k charakterizaci Sachovnic, kterym zbyde jediné prostiedni
policko po vyplnéni polyominy 1 X k a k x 1. Andreescu a Dospinescu [1] i Jakub Jurdnek
[5] Tesi konkrétni rozméry sachovnice i polyomina. Prispéji dokézanim obecné véty 2.1.3.

Déle v podobném problému s obdélnikovou sachovnici uvazujeme jediné prazdné policko
a hleddme jeho souradnice. Ur¢ité zobecnéni zminuje Jakub Jurdnek ve své praci [5], j4 na
to navazuji obecnou obdélnikovou Sachovnici a libovolnym polyominem ve vété 2.1.9.

Kromé toho vytesime problém kompletniho vyplnéni Sachovnice v néasledujici sekci 2.2,
kde navic predstavime zndmy Rectangle Tiling Problem 2.2.1 a také De Bruijnovy véty
2.2.2 uvazujici kvadr a cihly ve vice dimenzich.

Z kapitoly 1 zde vyuzijeme zejména jednu zasadni vlastnost, a to rovnost 1.2.9,

L+C+ G+ + (" =0,
kde ¢ = cos (27r/n) + isin (27/n) je primitivni n-tou odmocninou z jedné.

Poznamka. Ruznych tetromin existuje sedm.

Obrazek 2.1: Ruzna tetromina. Zleva I-, J- L-, T-, O-, S-, Z-tetromino.

Podobné jako tetromina uvazujeme domina, trimina a obecné polyomina. Jedna se o
souvisly utvar tvoreny nékolika shodnymi ctverci.
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

2.1 Chybé¢jici policka v sachovnici

Uloha 2.1.1 (Motivacn{). Sachovnici o velikosti 8 x 8 jsme odebrali dvé protéjsi rohova
policka. Rozhodnéte, zda ji lze zcela pokryt dominy.

Tato tloha je prikladem, kde dokazujeme, pro¢ Sachovnice nelze vyplnit. Standardné
se TeSi obarvovanim. Pokud uvazujme bilocerné sachovnicové obarveni, pak kazdé domino
zakryje jedno cerné a jedno bile pole. Na zacatku je na Sachovnici ruzny pocet cernych
a bilych poli, tudiz ji nevyplnime.

Na této tloze budeme ilustrovat, jakym zpusobem je mozné misto barev vyuzit ¢isla.
Konkrétné nam budou stacit dvé cisla, 1 a —1.

RESENI. Pfredpokladejme, ze je sachovnice skuteéné pokryta. Kazdému policku pfitadime
bud éfslo 1, nebo —1 tak, aby spolu sousedily vzdy ruzné hodnoty (napi. 1 na bild a —1
na ¢ernd policka). Docilime toho, ze kazdé polozené domino zakryva prave policka 1 a —1
(v nékterém poradi). Tudiz zakryva policka se souc¢tem 0.

Protéjsi rohy lezi na diagondle, tudiz by byly oc¢islovany stejné. Bez jmy na obecnosti
predpokladejme, ze na chybéjicich polickach bylo ¢islo 1. Soucet vSech ¢isel na Sachovnici
tedy neni 0, ale je o 2 - 1 mensi.

Soucet cisel na upravené Sachovnici je —2, avsak pokud by ji bylo mozné pokryt, byl
by soucet roven 0. O

2.1.1 Prazdné prostiedni policko

Zde vyplnujeme ctvercovou Sachovnici, kde chybi pravé prostiedni policko, pomoci ob-
délnikovych polyomin, typicky sitky ¢i délky 1. Za¢neme s tlohou s konkrétnimi rozmeéry
sachovnice i polyomin, kterou tesi Andreescu a Dospinescu [1] i Jakub Jurdnek [5], ale
obecnou vétu dokazu az v 2.1.3.

Uloha 2.1.2. Sachovnici 13 x 13 chybi prostiedni policko. Ukazte, ze tato Sachovnice nelze
pokryt tetrominy 1 x 4 a 4 x 1.

Pti sachovnicovém ocislovani neziskame zadnou novou informaci, jelikoz, na rozdil od
ocislovani.

Kazdé tetromino pokryva 4 policka najednou, takze je moznost vyuzit komplexnéjsi
oc¢islovani. Cisla 1,7, —1, —¢ davaji soucet 0 a soucasné stejnou vlastnost maji dvojice 1, —1
a 1, —t. Uvazujme nasledujici oc¢islovani.

RESENI. Predpokladejme, Ze je Sachovnice vyplnéna. Kazdému policku pritadme jedno
¢islo takovym zpusobem, ze pokud je v a-tém sloupci a b-tém Fadku (¢islujme od 0), pak
tomuto policku ptidélime é&islo i%72°, kde i je primitivni ¢tvrtd odmocnina z jedné.

Pokud je polozené libovolné tetromino 4 x 1 (vodorovné), pak soucet hodnot na po-
krytych polickéch je

,l'a+2b T ?:a+1+2b 4 Z'a+2+2b 4 Z'a+3+2b — ia+2b . i4 - ]‘ —_ O
i—1 '
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

CIO

¢ ¢
ol ¢B
¢t¢h ¢t (¢

¢ ¢t ¢ ¢t
1 C C2 CS C4 CS

Obrazek 2.2: Ocislovani sachovnice 13 x 13 s chybéjicim prostfednim polickem

Pro tetromino 1 x 4 (svislé) je soucet hodnot

8 —1

Z»a+2b + ia+2b+2 4 ia+2b+4 4 Z'a+2b+6 — Z'(z+2b - ] —
Z j—

0.

Oznacme S soucet vSech ¢isel v Sachovnici véetné stredu. Spocitame S jako soucet vsech
pokrytych policek (dohromady nula) plus é¢islo ve stredovém policku, coz je 5726, Plati

tedy S = i'® =42 = —1. Soucet S také umime spocitat jinym zptsobem.
12 12 12 12 12 12
533 ey S ey (03]
a=0 b=0 a=0 b=0 a=0 b=0

12 12 26 13
B 9 a) ¢ —1.2 —1_ L
—(52)(52)—@_2_1 P =1-1=1.
b=0 a=0

Spocitali jsme S dvéma ruznymi zpusoby, ale v obou ptipadech vysel jinak, —1 # 1. To je
spor s predpokladem, ze jsme mohli vyplnit tabulku. O

Pro tyto konkrétni hodnoty Sachovnice nelze pokryt. Podivejme se na obecnou velikost
Sachovnice a polyomina.

Véta 2.1.3 (Vlastni). Mdme Sachovnicinxn, kden > 1 je liché, s chybéjicim prostrednim
polickem. K vyplnént jsou k dispozici obdélniky 1 X k a k x 1. Potom Sachovnici lze zaplnit
praveé tehdy, kdyz 2k déli jedno z ¢isel n — 1 nebo n + 1.

Diikaz. Pidme n = 2t + 1 pro t > 0 a ¢islujme soutadnice (0,0),...,(2t,2t). Stredové
policko je tedy (¢,t).

Nejprve ndzorné pomoci obrazku ukazme konstrukce pro ptipady, kdy & | ¢ nebo k | t+1,
a nasledné ukazeme, ze pokud Sachovnici nelze timto zpusobem trividglné vyplnit, pak ji
nelze vyplnit vibec.
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

t+1

t+1

Obréazek 2.3: Vyplnéni sachovnice (2t 4+ 1) x (2t + 1) obdélniky 1 x k, kde plati &k | (¢ + 1)
nebo k | t. Obdélnik 1 x (¢t 4 1) nebo 1 X ¢ ziskdme spojenim nékolika obdélniki 1 x k.

Pokud k = 1, pak plati k | t. Pro k = 2 je jedno z po sobé jdoucich ¢isel ¢t a t + 1
délitelné dvéma. Déle méjme k > 2 a definujme

¢ = cos (2r/k) +isin (27 /k)
jako primitivni k-tou odmocninu z jedné. Predpokladejme, Ze vSechna policka kromé pro-
sttedniho jsou pokryta.
Nejprve ocislujme kazdé policko takovym zpusobem, Ze policku na (x,y) priradime ¢islo

¢**t¥. Kazdy obdélnik zakryje k po sobé jdoucich mocnin ¢, coz se rovnd nule. Soucet vsech
¢isel v Sachovnici spoc¢itame jako

>3 ce- () (ZG’) (&5

z=0 y=0

Cislo uprostied sachovnice je ('t = (. Zaroven se viechna pokryté ¢isla se¢tou na nulu,
takze se (* rovna souctu vsech ¢fsel. Plati rovnost (¢#*1 — 1)? = (%(¢ — 1)?. Pievedenim
na jednu stranu ziskame

(C2t+1 _ 1)2 CQt(C 1)2
(= 1+ (¢ =) =1 =¢(¢—1))
(CQtJrl S CtJrl _ Ct)(c2t+1 Ct+1 4 Ct)

0
0
0

Upravou obou zavorek na soucin mame

(¢ =DE*T )+ -1) =0. (2.1)

Nejprve se zabyvejme variantou, kde k je liché. V tomto ptipadé neexistuje celé ¢islo j
takové, ze ¢/ = —1. Rovnost (2.1) tedy umime vydelit (¢*™' + 1)(¢* + 1) # 0.

(=1 -1 =0
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

Plati ¢* = 1 nebo ('™ = 1. V prvnim piipadé k | t a v druhém k | ¢ + 1.

Déle se zabyvejme variantou pro sudé k a predpokladejme, ze k t t a k 1 (t + 1),
ekvivalentné plati dvé rovnosti, ¢! # 1 a ('t # 1.

Nyni o¢islujme jinym zpusobem. Do kazdého policka na soufadnicich (z, y) vepisme ¢islo
(—1)*C¥. Potom vertikalni obdélnik pokryje stejny pocet ¢isel (¥ jako —(Y, tudiz zakryje
v sou¢tu nulu. Horizontélni obdélnik pokryje dohromady téz 0 (stejné jako vyse). Soucet
vSech ¢isel je po tomto ocislovani

2t 2
(_1)2t+1 _ 1) (CQt—i—l _ 1> C2t+1 -1
—1)* Cy = ( = )
(Eo) (Be)- (2R )5
coz se rovnd ¢islu (—1)1¢t = (—¢)! uprostied, tudiz plati rovnost (—¢)*(¢ — 1) = ¢+ — 1.
Ptevedenim na jednu stranu rovnice plati
T (0= +1=0,
(O = (=" = (=Q)' +1=0,
(=)™ =D((=¢Q)" =1 =0.
(i) Pokud je t sudé, pak se rovnost zjednodusi na (—¢**' — 1)(¢* — 1) = 0. Plati

predpoklad, ze ¢t # 1, takze vydélime rovnost éfslem ¢! —1 # 0. Plat{ tedy (™! = —1.
Umocnénim na druhou méme

C2t+2 — 17 (22)
takze plati k | 2t + 2.
(i) V opacném pifpade je t liché, tedy (¢**1 —1)(—¢* — 1) = 0. Z piedpokladu ¢! #£ 1
zjednodusime rovnost na ¢* = —1, takZe umocnénim
¢ =1, (2.3)
takze plati k | 2t.

Nakonec o¢islujeme kazdé policko (x,y) hodnotou (**%. Vertikalni obdélnik s pocatkem
v (z,y) zakryje dohromady

z4+2y | CQk -1
71
jelikoz ¢%2 # 1 a (¥ = 1. Horizontalni obdélnik zakryje k po sobé jdoucich mocnin ¢, takze

také prispiva nulou.
Soucet vSech ¢isel v Sachovnici je

2t 2
N C2t+1 -1 C4t+2 -1
o) () - (=) (e=)-
=0 y:O C_ C -
coz se rovnd ¢islu uprostied, tj. (72 neboli (3. Pokud vyndsobime rovnost jmenovateli,
pak plati

Cz+2y(1 + <2 + C4 N C2(k_1)) :C

=0,

¢CHC=1)(¢* = 1) = (T =D - 1). (2.4)
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

(i) Nejprve predpokladejme, Ze t je liché. Z rovnosti (2.3) plati ¢* = 1. Potom rovnost
(2.4) vyse se zjednodusi na
CC-D(E=1) = - ~1).
" =DEC-)(E -1 =0

Plati ale ¢ # 1,(? # 1 a z piedpokladu také plati ¢! # 1. Tim padem nelze v tomto
pripadé vyplnit.

(ii) Nyni ndm zbyva probrat sudé t. Z rovnosti (2.2) mdme (*2 = 1. Pak (2.4) se
zjednodusi na

¢ =D = (=11,
¢ CTHC-DC =) = (1= = ¢,
CHHC-1)(C =1 = (¢ - 1)(¢* = D),
(== =1 =0.

Plati ¢ # 1 a (2 # 1 a z predpokladu také (**! £ 1, tudiz jsme i zde dosli ke sporu —
Sachovnice nelze vyplnit.

Abychom to shrnuli, plati ¢t = ak nebo t = ak — 1 pro néjaké celé ¢islo «, pricemz plati
rovnost n = 2t + 1. Pro dané k € N lIze Sachovnici n X n bez prostredniho policka vyplnit
obdélniky 1 x k a k x 1 pravé pro

n=2ak+1l a€eN,

kde n > 1. To je ekvivalentni délitelnosti 2k | (n £ 1), coz jsme chtéli ukazat. O

Byla tfeba tfi ruzna oc¢islovani, ale dostali jsme se k vysledku — nelze-li sachovnici
vyplnit trividlné,! pak nelze vyplnit viitbec. Toto tvrzeni lze samoziejmé aplikovat i na
samotnou tlohu 2.1.2, kde s ohledem na tento vysledek stac¢i nahlédnout, ze priklad nema
feSeni, jelikoz 2 - 4 nedéli 12 ani 14.

2.1.2 Libovolné prazdné policko

Nyni predstavime tlohy, kde je stale jedno prazdné policko, avsak v Sachovnici neni da-
no uprostied, ale kdekoli. Zaéneme s konkrétni ilohou 2.1.5, nasledné zobecnime rozmeér
¢tvercové Sachovnice, z ¢ehoz vyplyne tvrzeni 2.1.8. Jakub Juranek zminuje urcité zo-
becnéni této tlohy ve své préci [5], na coz navdzeme obecnou vétou 2.1.9.

Za pouziti odmocnin z jedné urc¢ime, kde se po vyplnéni muze posledni prazdné pole
vyskytovat. Abychom si usnadnili praci, nejdrive dokazeme nésledujici lemma.

tj. pomoci jedné z konstrukei uvedenych v pifkladu vyse
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Kapitola 2. Dlazdéni sachovnic polyominy

Lemma 2.1.4 (Jediné prazdné pole). Nechf k, A, B € N, kde k > 1. Sachovnice A x B,
kterda ma souradnice ¢islované (0,0),...,(A—1, B—1), je vyplnénd polyominy kx1a 1x k
az na jediné policko na soutadnicich (x,y). Pokud definujeme ¢ = cos (27/k) + isin (27/k)
jako primitivni k-tou odmocninu z jedné, pak pro kazdou dvojici celych ¢isel (a, b) spliujici
a,b# 0 (mod k) plati

(€ = D" = g™ = (¢4 = (¢ ~ D).

Diikaz. Ocislujme kazdé pole v Sachovnici tak, ze do policka na soufadnicich (¢, m) vepiseme
¢islo (P Nejprve ukézeme, Ze pii tomto ocislovani kazdé polozené polyomino zakryje
¢isla, ktera maji soucet nula.

Kazdy horizontalni obdélnik s poc¢dtecnimi souradnicemi (i, j) zakryje policka, jejichz
¢isla maji soucet

. B o (ke e 1—1
ai+bj a 2a . (k—1)a\ _ rai+bj _ paitby | o
CHT (14 ¢+ P+ (YY) = ¢ —ga_l—c —ga_l—o

Jedna se o geometrickou tadu, jelikoz k 1 a. Stejné tak plati k& 1 b, takze analogickym
vypoctem plati, ze kazdy vertikalni obdélnik zakryje policka s ¢isly, jejichz soucet je nula.

Soucet S vsech ¢isel v Sachovnici 1ze spocitat sec¢tenim vsech zakrytych ¢isel (dohromady
nula) a éfsla v prazdném policku. Plati tedy S = (%%, Spocitejme S jinym zpiisobem.

e AN A -1 (P —1
S:Z;(Ca'cm):< Ca><mzcm>:€a_1'cb_1'

{=0 m=0 (=0 =0

Dosazenim rovnosti S = (%@*% tedy plati

CaA—l CbB—l
(-1 -1

Po vyndsoben{ nenulovym é&fslem (¢¢ — 1)(¢® — 1) jsme hotovi. O

Cax—l—by —

Uloha 2.1.5. Sachovnice 7 x 7 je pokryta Sestnécti obdélniky o rozmérech 1 x 3 (muzeme
je otacet) tak, ze pouze jedno policko zustane nepokryté. Jaké jsou mozné pozice tohoto
policka?

RESENI. Soufadnice v Sachovnici éslujme smérem z levého spodniho rohu postupné
(0,0),...,(6,6). Pokud definujeme ¢ = cos (27/3) + isin (27/3), pak z lemmatu 2.1.4 pro
konkrétni hodnoty A = B = 7,k = 3 plati

2.1.4
= (

(C" = 1)(¢" = 1)¢ert ¢ =1 =1 = (" =1 =),

kde a ani b nen{ délitelné tfemi. Po vydéleni nenulovym &fslem (¢%—1)(¢®—1) plati rovnost

Cax-i—by -1
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Obrazek 2.4: Mozné pozice prazdného policka v tabulce 7 x 7 vyplnéné obdélniky 3 x 1

neboli 3 | ax 4 by. Pokud dosadime postupné dvé dvojice ¢isel (a,b) = (1,1) a (2,1), tak
dostaneme délitelnosti 3 | a + b a 3 | 2a + b, jejichz odec¢tenim plati 3 | a. Dosazenim do
prvni délitelnosti plati také 3 | b. Obé souradnice chybéjiciho policka jsou délitelné tiemi,
coz odpovida stfedum stran, rohum a stredu tabulky. Konstrukei ovéiime, ze tato policka
skutecné mohou zustat nepokryta, viz obrazek 2.4.

Vzhledem k symetrii ¢tverce ziskdme ostatni tfi rohy a stifedy stran otocenim celé
tabulky o 90, 180 a 270 stupntu. Vyhovuji tedy praveé tato policka. ]

Pokryvejme stale triminy, ale podivejme se libovolnou velikost ¢tvercové Sachovnice.

Lemma 2.1.6. Sachovnici (3n + 1) x (3n + 1), kde n je piirozené, vyplnime triminy 1 x 3
a 3 X 1 az na jedno policko. Potom pravé policka se souradnicemi

(3z,3y), x,y €Ny
mohou zustat prazdna.
Toto lemma lze dokazat analogickou konstrukei.

Lemma 2.1.7. Sachovnici (3n + 2) x (3n + 2) pro pfirozené n vyplnime triminy 1 x 3
a 3 X 1 az na jedno policko. Potom pravé policka se souradnicemi

(3$+273y+2), %yENO
mohou zustat prazdna.

Diikaz. Postupujme jako v dukazu tlohy 2.1.5. Pokud (z,y) je prazdné, pak

(¢ = )" = )¢t "= (BB — 1) (¢ — 1) = (¢ = )¢ - 1),
Vyndasobime rovnost éislem ¢4+,
(C7 = 1(¢P = G — (1 () (1 = ).

Po vydéleni éislem ((* — 1)(¢® — 1) # 0 ziskdvdme (@ T¥+att — 1. Dosadime hodnoty
(a,b) = (1,1),(2,1). Plati dve deélitelnosti 3 | x+y—1,3 | x —y neboli x =y = 2 (mod 3).
Prazdné policko je tedy na souradnicich (3z + 2,3y + 2). O
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Tvrzeni 2.1.8 (Vlastni). Sachovnici n x n jsme vyplnili triminy 3 x 1 a 1 x 3 tak, Ze jedno
policko zbylo prazdné. Toto prazdné policko muZe byt pravé na souradnicich?

(3z,3y), pokud n = 3t + 1,
(3x 4+ 2,3y +2), pokud n =3t + 2,

kde z,y € Np.

Diikaz. Pokud je rozmeér Sachovnice délitelny tfemi, tak zjevné nezbyde jediné prazdné
policko. Piipady n = 1,2 (mod 3) fesi lemmata 2.1.6 a 2.1.7. ]

Dany rozmeér Sachovnice i obdélniku jsme ftesili v tloze 2.1.5. Nasledujicimi ivahami
jsme se seznamili s variabilnim rozmérem c¢tvercové Sachovnic, ¢imz se postupné dostavame

v

Véta 2.1.9 (Vlastni). Jsou ddna céisla A, B,k € N, kde k > 1. Sachovnice A x B je
vyplnénd obdélniky 1 X k a k x 1 tak, Ze zbylo prdvé jedno prazné policko. Potom plati
kongruence A = B = £1 (mod k) a toto prdzdné policko mize byt prdvé na souradnicich
(x,y) € Ny x Ny, kde éislujeme od (0,0), spliugjicich

) (=1,-1) (mod k), pokud A=DB=-1 (mod k),
(z,y) = (0,0) (mod k), pokud A=B =1 (mod k).

Jakub Jurdnek zminuje toto zobecnéni ve své préci [5]. Prichdzi zejména na podminku,
ze plati AB = 1 (mod k), a na urcitou formu lemmatu 2.1.4 pro jediné préazdné policko
v Sachovnici. Konéi s vétami:

,» Tyto nutné podminky pouze vyrazné zredukuji pocet pozic (r, s) vynechaného
pole, [...] Zminénd redukce tak muze prinést citelnou tisporu strojového ¢asu.”

Diikaz. Soutadnice v Sachovnici o¢islujeme postupné jako (0,0),(0,1),...,(A—1,B —1).
Z lemmatu 2.1.4 pro obecné hodnoty A, B, k a prazdné pole (z,y) plati

(€ = D" = ¢ = (¢4 = (¢ ~ 1), (2.5)

kde k£ nedéli a ani b.
Nejprve vytesime tlohu pro k& = 2. Do rovnosti (2.5) dosadime dvojici (a,b) = (1,1).
Plati tedy
(" =1 =(C—1*- ¢
Zaroven zjednodusime zapis tim, ze ( = —1. Pocet policek je lichy, aby zbylo jedno prazdné
pole, takze n =1 (mod 2) ¢ili (" = —1. Zjednodusime rovnici.

(—1-1)%=(=1-1)?* (=",
1= (—1)*v.

2¢islujeme od (0,0)
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Odtud plati kongruence z = —y =y (mod 2).
Daéle predpoklddejme, ze k > 2. Dosadime dvojici (2,1) do rovnice (2.5), protoze k
nedéli 2 ani 1. Plati tedy

(C* = 1)(¢C = 1)¢* = (¢ = 1)(¢" — 1),

(CHD(C =1 = (" + D¢ = D7 =), (2.6)
Téz dosadime dvojici (a,b) = (1,1).
(C=1%)¢" = (" = 1)(¢" ~ D). (2.7)

Nyni vydélime rovnost (2.6) rovnici (2.7).
C+1)¢" ="+ 1. (2.8)
Podivejme se na rovnost absolutnich hodnot. Jelikoz |(*| = 1, tak pisme

= (=DI=¢" = (-1)I.

Cisla ¢ a ¢* tedy maji stejnou vzdalenost od —1 a navic lez na jednotkové kruznici.
Existuji tedy nejvyse dvé rizna éisla (4. Zjevné vyhovuje (', ale také lze vidét rovnost
1+ (| = ‘m} = |1 + ¢7'|. Pokud obé moznosti pro A ptepiSeme formou kongruence
modulo k, pak plati

A=+1 (mod k).

Vzhledem k tomu, ze dvojice proménnych (A, z) a (B, y) jsou symetricky zaménitelné,
tak téz plati kongruence
B=+41 (mod k).
Rozlisime nyni feseni podle zbytku c¢isla A po déleni k, ze symetrie vyjdou stejné dva
piipady pro B. Vyuzivat k tomu budeme zejména rovnost (2.8).

(i) Pokud k | (A + 1), pak plati ¢(*** = 1. Vyndsobime rovnost (2.8) éislem ¢ a potom
staci dosadit. Plati (¢ + 1)¢*t = (A1 + ¢ = 1 + ¢, coz vydélime 1 + ¢ # 0, a tedy
dostdvdme rovnost ¢ = 1. Plat{ tedy z = —1 (mod k).

(i) V druhém pifpadé plati k | (A—1). Plati ¢4 = (, coz vyuzijeme dosazenim do rovnice
(2.8). Plati tedy (¢ +1)¢* = (*+ 1 = ¢+ 1 a to nam staci vydélit nenulovym ¢ + 1.
Dostavame rovnost ¢(* = 1. Plati z =0 (mod k).

Analogicky souradnici y prazdného policka uréime stejnym zpusobem, ale v zavislosti
na B. Pokud by A, B méli jinou hodnotu modulo &, pak by platilo AB=1-(-1) = —1
(mod k), coz by naznacovalo, ze prazdnych policek je k — 1 > 1. Existuji tedy dvé ruzné
moznosti, kde v Sachovnici zbyde posledni policko (z,y).

| (=1,-1) (mod k), pokud A=B=-1 (mod k),
@9=10.0) (modk), pokud A=B=1 (mod k).
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Poznamenejme, ze piipad k = 2 je zcela v souladu s témito podminkami, jelikoz v kazdém
pripadé plati A= B =1= —1 (mod 2) (obé jsou lichd) a soucasné jsme dokazali kongru-
enci z =y (mod 2), coz odpovida jedné z moznosti.

Oba pripady ovérime konstrukei na obrazku 2.5. O

(1) (ii)

Obrézek 2.5: Sachovnice A x B zaplnénd obdélniky 1 x k a k x 1. Bilé sipky znaéf rozmér
deélitelny k. (i) A= B =—1 (mod k) a (ii) A= B =1 (mod k)

2.1.3 Vice prazdnych policek

Sachovnici vyplnime tak, ze zbydou alesponn dvé prézdnd policka. Zde neni tak snadné
obecné zjistit feseni, proto uvedeme pouze jeden piiklad 2.1.11 s dvéma prazdnymi policky,
¢imz si nastinime postup feseni.

Lemma 2.1.10 (Vice prazdnych policek). Necht k, A, B € N, kde & > 1. Sachovnice
A x B, kterd ma soufadnice ¢islované (0,0),...,(A —1,B — 1), je vyplnénéd polyominy
kx1alxk aznan policek na soufadnicich (z;,y;) pro j € {1,...,n}. Pokud definujeme
¢ = cos(2n/k) +isin (27 /k) jako primitivni k-tou odmocninu z jedné, pak pro kazdou
dvojici celych ¢isel (a,b) spliujici a,b £ 0 (mod k) plati

n

(C* = 1) =1) ) ¢t = (¢ —1)(¢PF - 1).

J=1

Diikaz. Probiha analogicky jako v lemmatu 2.1.4 az na to, ze misto jediného prazdného
policka jich uvazujeme n. ]

Uloha 2.1.11. Do sachovnice 8 x 9 umistime trimina 3 x 1 a rozbitd trimina 1 x 3, které
ziskdame odstranénim jejich sttedového policka. Trimina a rozbita trimina se neprekryvaji
a nelze je otacet. Dokazte, ze existuje mnozina S obsahujici praveé 18 policek takovych, ze
pokud v Sachovnici pokryjeme 70 policek, tak zbyvajici dvé jsou v S.
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(a) (b)

Obréazek 2.6: (a) rozbité trimino 1 x 3, (b) trimino 3 x 1

RESENI.  Soufadnice &islujme od levého spodniho rohu postupné (0,0), ..., (7,8). Mame
tedy 8 sloupcu a 9 fadku. Do kazdého policka v sachovnici vepiSeme ¢islo tak, ze do policka
se soufadnicemi (j, k) vepiseme ¢islo ¢7 - i*, kde ¢ = cos (27/3) + i sin (27/3) je primitivni
tfeti odmocnina z jedné a i je primitivni ¢tvrtd odmocnina z jedné.

Soucet ¢isel v polickach, které zakryje trimino s levou souradnici (a, b), je

CHP 4 (LD 4 (R — (1 4 ¢ 4 ¢2) = 0.
Kazdé rozbité trimino (se souradnicemi (a, b) spodniho ¢tverce) zakryje dohromady
CHP 4 (Ot = (o (—1)¢% = 0,
Oznacime o soucet vSech cisel. Potom plati

8 7 8 . .
: : ¢-1 -1 -1 i-1
Jzzzck%l:<zgk) (le>: ¢—1 T ¢-1 i

=0

Pokud zbyvaji policka (ay,by), (az, bs), pak ¢islo o spocitame jako soucet vsech trimin
a rozbitych trimin (¢ili nula) plus dvé prazdna pole.

Cislo o - ¢ se potom rovné
Cal-‘rlibl + Ca2+1ib2 - _1.

Oznaéime z; = (U144 a 2z, = (%2F14%2. Obé tato éisla jsou sou¢inem odmocnin z jedné,
takze lezi na jednotkové kruznici. Cislo 2 + 2, = —1 je redlné, takze jejich imagindrn{ ¢dst
je opacnd. Na jednotkové kruznici tomu odpovidd bud z; = —z,, nebo z; = z. V prvanim
piipadé ale z; + z; = 0, takze s ohledem na z; = 1/z; nutné plati rovnost

1
—1221+21:Zl+—.
1

Pokud vynésobime rovnost ¢islem z;, potom
4+ zm+1=0
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¢ili 22 —1 = (2 —1)(224+2,+1) = 0, odkud také plyne 22 = z;® = 1. Dosazenim dostavame
1 1 y 2

1= Z% — (Ca1+1,l;b1)3 — §3a1+3i3b1 — i_bl

tedy 4 | by a stejné tak 4 | by. Rovnost 23 + 2o = —1 se zjednodusi na
<a1+1 + Ca2+l ——

coz pro mocniny ¢ plati prave, kdyz sc¢itdme ¢ a (2 ¢ili a; a ay dévaji v nékterém poradi
zbytek 0 a 1 po déleni tfemi.

Vybereme mnozinu S jako prunik sloupcu 0,1,3,4,6,7 s fadky 0,4,8. Z uvedenych
argumentu vyse zbudou po pokryti 70 policek vzdy dvé z této mnoziny. [

Obréazek 2.7: Mozné pozice (zelené) préazdnych dvou policek po zakryti 70 policek
Sachovnice 8 x 9 triminy 3 x 1 a rozbitymi triminy 1 x 3.

2.2 Kompletni vyplnéni Sachovnice a délitelnost jejich
rozmeru

Uvedeme tlohy, kde je vyplnéna cela sachovnice obdélniky, nebo cely kvadr vicerozmérnymi
cihlami. Zde je snadnéjsi zkoumat délitelnost jednotlivych rozmeéru kvadru i cihel. I diky
tomu zacneme hned obecnou tlohou 2.2.1, kde vypliujeme obdélnikovou Sachovnici poly-
ominy s délkou ¢i sitkou 1. Déale demonstrujeme urcity postup teseni v tloze 2.2.2; ktery
aplikujeme ve znamém Rectangle Tiling Problem v podsekci 2.2.1. Kromé toho uvedeme
nékolik De Bruijnovych vét v podsekei 2.2.2; které se elegantné dokazuji odmocninami
z jedné a uvazuji kvadr i cihly ve vice dimenzich.

Uloha 2.2.1. Mé¢jme obdélnikovou Sachovnici, kterou lze vyplnit polyominy 1 x x a y x 1.
Dokazte, ze potom lze vyplnit pouze jednim typem polyomina.

RESENI. Uvazujme rozméry Sachovnice A x B. Pokud 2 = 1 nebo y = 1, pak mame
k dispozici monomino 1 x 1, kterym vyplnime libovolnou Sachovnici. Dale feSme piipad
z,y > 1.
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Definujme primitivni z-tou odmocninu z jedné jako { = cos (27 /x) + isin (27/x) a
primitivni y-tou odmocninu z jedné, € = cos (27 /y) + isin (27 /y). Pomoci jejich mocnin
zaplnime celou Sachovnici takovym zpusobem, ze do policka na soufadnicich (j, k) vepiseme
¢islo ¢7 - ¥

g3 C63

52 CE:Q C2€2

€ Ce C2€ Cge

1 C C2 4-3

Obrazek 2.8: O¢islovani sachovnice A x B, kde do policka (7, k) vepiseme (/e*

Predpokladejme, ze Sachovnice je vyplnéna. Nejprve ukazme, ze ¢isla v kazdém polyo-
minu o velikostech 1 x x a y x 1 ddvaji soucet 0. Polyomino 1 x x za¢inajici na (j, k) zakryje
v souctu

(el + Heh 4o T = PP (L4 (- + () = -0 =0,
Polyomino y x 1 za¢inajici na (j, k) zakryje v souctu
Geb + e 4 T =Pl et e ) = 0=0.

Oznacme S soucet vsech ¢isel v Sachovnici. Vzhledem k rovnostem vyse plati S = 0. Jinym
zpusobem jej spoc¢itame jako

g (B () 2

7=0 k=0

Vynésobenim nenulovym ¢islem (¢ — 1)(e — 1) mame rovnost

0=(¢" ="~ 1),

tudiz jedno z &isel (4 a 8 se rovnd jedné. Pokud ¢4 = 1, pak x | A. Jinak plati e = 1,
takze y | B.

Jelikoz jednicka déli libovolné prirozené ¢islo, tak je tato podminka v souladu i s piipady
zminénymi na zacatku, tj. = 1 nebo y = 1.

Sachovnici A x B lze vyplnit polyominy 1 x x a y x 1 prave, pokud z | A nebo y | B.
Vyplnime ji jednoduse, a to pouzitim pouze jednoho druhu polyomina. Pokud z | A, tak
kazdy tddek zaplnime celym poctem A/z polyomin 1 x z. Pokud y | B, tak kazdy sloupec
zaplnime pomoci B/y polyomin y x 1. ]
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Uloha 2.2.2 (Vlastni). Mame danou obdélnikovou Sachovnici vyplnénou obdélnikovymi
polyominy s celo¢iselnymi délkami stran. Dokazte, ze pokud kazdé polyomino ma alespon
jednu délku strany délitelnou cislem N € N, pak cela sachovnice ma jednu délku strany
délitelnou .

RESENI. Nechf méa Sachovnice rozméry A x B. Necht ¢ = cos (2rr/N) + isin (21/N) je
primitivni N-t& odmocnina z jedné. Pak vepiSeme do kazdého policka ¢islo tak, aby na
pozici (z,y) bylo ¢islo (*FV.

¢3¢

¢3¢t
¢ ¢2 ¢3¢t
1] ¢|¢2|¢s

Obrazek 2.9: Ocislovani sachovnice A x B takové, ze do policka (z,y) vepiseme ¢islo (**Y.

Méjme obdélnik o rozmérech w X h s levym spodnim rohem na souiadnicich (a,b), pak
soucet o policek, které pokryva, je

a+w—1b+h—1 atw—1 b+h—1
-y en-(E) (X e)
=a = j=a k=b
Oznacime o = o0, - 05, jednotlivé ¢initele. Vzhledem k symetrii predpokladejme, ze prvni
rozmeér, w, je délitelny N. Sectenim geometrické rady plati

v —1 1—1_

o1 e 0.

=" ="

Dosazenim mame
oc=0y-0,=0-0,=0.

Oznacéme S soucet vSech ¢isel v Ssachovnici. Potom z rovnosti vyse plati S = 0. Soucet
spoc¢itame jinym zpusobem, a to

=0 k=0

vyndsobenim (¢ — 1)? # 0 a dosazenim S = 0 ziskdme rovnost

(¢t =1)(¢P -1 =0,

tudiz jedno z ¢isel ¢4, (P je 1. Vzhledem k tomu, Ze ¢ je N-t4 odmocnina z jedné, tak A
nebo B je nasobek N, coz jsme chtéli dokazat. ]
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Poznamka. Je tieba zminit, ze obdélnik jN X ki k X jN je mozné vyplnit jk kopiemi
obdélniku 1 x N nebo N x 1. S ohledem na vysledek feseni prikladu 2.2.1, kde z =y = N,
jednoduse dojdeme k zavéru, ze cislo N déli jeden z rozméru Sachovnice.

Velmi podobny postup feseni ma nasledujici priklad.

2.2.1 Rectangle Tiling Problem

Véta 2.2.3 (Rectangle Tiling Problem). Obdélnik je vyplnény mensimi obdélniky, kde
kazdy ma aspon jednu celociselnou délku strany. Potom vyplnény obdélnik md jednu stranu
celociselnou.

Tento problém poprvé zminil Hugh Mongomery na konferenci v roce 1985, kde nastinil
dukaz nize obsahujici dvojité integraly. Kdyz tak ucinil, zacaly se uvadét mnohé elemen-
tarnéjsi dukazy z ruznych zemi. V roce 2018 byl publikovan ¢lanek [10], kde je zminéno
dokonce 14 ruznych dukazu této véty.

Ptestoze zde uvazujeme libovolné necelociselné rozmeéry, tak postup feseni je velmi
podobny jako v tloze 2.2.2.

Diikaz. Uvazujme kartézsky souradnicovy systém, kde Sachovnice ma své vrcholy v bodech
na soutradnicich (0,0), (A4,0), (B,0), (4, B).
Kazdému bodu (z,y) v roviné pfifadime ¢islo

e2mi(THY) _ (og (2m(x 4+ y)) +isin (2m(x 4+ y)).

Nyni je ale nutné soucet kazdého obdélnicku spocitat spojité, nikoli diskrétné. Méjme
obdélnik o rozmérech w x h, kde w, h € R™, s levym dolnim rohem na soutadnicich (a, b).
Potom integraci jeho obsahu dostavame

a+w b+h '
I = / / e27rz(x+y) dx dy _
a b
at+w

] b+h )
— / 627rwc dr - / e27my dy —
a b

:Iw'[ha

kde I, I, jsme po fadé oznacili dva ¢initele. Vzhledem k symetrii predpokladejme, ze
celociselny je rozmér w. Plati tedy

a+w
Iw — / 627rzm dr =
a

= (2mie?™ (@t w) _ opje?miey =
=277 - 2™ (2™ — 1) =
=27i- ¥ (1—1) =

=0.
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Dosazenim mame
I1=1,-1;,=0-1;, =0.

Kazdy obdélnik samotny se integruje na nulu. Tabulka je celd vyplnéna takovymi
obdélniky, tudiz integraci celého jejitho obsahu ziskame soucet nékolika nul.

A B
/ / > @) gz dy = 0.
o Jo

Analogickym zpusobem integrace ziskame

A B
/ / 627ri(w-i—y) dz dy — —47’(’2 . (627riA . 1)(62m‘B . 1)7
0 0

tedy ' .
<€2mA . 1)(62mB . 1) =0.
7Z toho jiz pifmo plyne €24 = 1 nebo e*™F = 1. Jeden z rozméru tabulky je proto
celociselny, coz jsme chtéli dokazat. O

Vratme se k tloze 2.2.2, kde uvazujeme tabulku A x B. KdyZ zmensime tabulku na
rozméry A/N x B/N, tak se zméni prave ty délky, které byli délitelné N, na celoc¢iselné.
Timto jsme prevedli problém na obecnou tlohu 2.2.3.

2.2.2 De Bruijnova véta

Nicolaas Govert de Bruijn byl nizozemsky matematik, ktery ptispél mimo jiné i ke kom-
binatorice. Jeho poznatky v tomto oboru si zde predstavime. Otazku s kvadry 1 x 2 x 4
si N. G. de Bruijn polozil, kdyz jeho syn ve véku sedmi let zjistil, ze nemuze vyplnit svoji
krychli 6 x 6 x 6 pomoci kostek 1 x 2 x 4. [2]

Také cihly na stavbu maji obvykle rozmér 1 x 2 x 4, aby je bylo mozné spolu poskladat
ruznymi zpusoby. Je zajimavé, ze takovy rozmeér cihel neni vyhodou, pokud potiebujeme
zcela vyplnit krychli ¢i kvadr. Lze dokazat (a obecnéjsi vysledek je uveden nize), ze pokud
urcity kvadr nelze vyplnit trividlné (tj. se vSemi cihlami v rovnobézné poloze), pak jej neni
mozné vyplnit viubec.

Priklad 2.2.4. Méjme krychlovou krabici o rozmérech 10 x 10 x 10. Tuto krabici neni
mozné trividlné vyplnit cihlami 1 x 2 x 4, protoze 4 nedéli 10. Podle pravé zminéné véty
ji nelze vyplnit vubec, aniz bychom cihly lamali. Vysledek je jesté zajimavéjsi, pokud si
uvédomime, ze celkovy pocet potiebnych cihel by bylo celé ¢islo (konkrétné 125).

Poznamenejme také, ze toto tvrzeni neplati pro nékteré jiné rozméry cihel.

Priklad 2.2.5. Cihly s rozméry 1 x 2 x 3 dokazou zaplnit krabici 1 x 5 x 6, zatimco
trivialnim zpusobem zaplnit nelze, viz obrazek 2.10.
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2 2 2

Obrazek 2.10: Krabice 1 x 5 x 6 zaplnénd cihlami 1 x 2 x 3 netrividlnim zptusobem.

Déle se budeme snazit urcit, které cihly maji zminénou vlastnost cihly 1 x 2 x 4. Dukaz
bude probihat ocislovanim odmocninami z jedné (podobnym zpusobem jako v ostatnich
ulohéch s tabulkou).

Uvazujme zde obecné n dimenzi a jako rozméry n-dimenziondlnich krychli a cihel
uvazujme prirozena cisla.

Definice 2.2.6. Kvadr A; x --- x A, nazyvejme ndsobkem cihly a; X --- X a,, pokud
existuji celd ¢isla ¢, ¢qo,...,q, takova, ze qiaq,...,g,a, jsou permutaci A, ..., A,. Jako
priklad nésobku cihly 1 x 2 x 4 uvedeme krabici 6 x 8 x 7.

Definice 2.2.7. Cihlu a; x --- X a, nazvéme harmonickou, pokud existuje permutace
ay,...,al cisel ay,..., a, takovd, ze plati délitelnost a| | a} | --- | a,. Napiiklad cihla
2 X 1 x 6 x 2 je harmonicka.

Ukazme, ze harmonické krychle maji zminénou vlastnost krychle 1 x 2 x 4 (véta 2.2.9)
a ze neharmonické krychle tuto vlastnost nemaji (véta 2.2.10). Tedy pokud cihla neni
harmonickd, pak existuje krychle, kterou lze vyplnit, ale ne trividlné. A kazdou krychli
vyplnénou harmonickymi cihlami lze vyplnit trivialné.

Nejdrive ale dokazme nasledujici vétu.

Véta 2.2.8 (De Bruijn, [2]). Pokud lze kvddr Ay x --- X A, vyplnit cihlami a; X - -+ X ay,
pak alespon jedno z A; je ndsobkem ay, alespori jedno z A; je ndsobkem ay atd. (To vSak
neimplikuje, Ze kvddr je ndsobkem bloku, napr. kvadr 1 x 5 X 6 a cihla 1 x 2 x 3.)

Diikaz. Stacéi dokézat, ze existuje ¢ takové, ze a; | A;. Kazdou cihlu C = a1 X -+ X a,
umime rozdélit na nékolik cihel C7 = ay x 1 x - - - x 1. Jelikoz kvadr umime vyplnit cihlami
C, tak ji 1ze vyplnit i cihlami C’. Déle rozdélime kazdou cihlu C’ na a; jednotkovych
krychlicek. Celd krychle jich potom obsahuje A; - - - A,. Dejme jim soutadnice (ki, ..., k),
kde1 <k; <A;proj=1,2...,n

Definujme ¢ = cos (27 /ay) + isin (27 /a;) jako a;-tou odmocninu z jedné a uvazujme
soucet
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Potom pisme

Ay An Ay An
S = Z . Z Chtthn — Z . Z(Ckl Y = (A4y) o (Ay). (2.9)

k1=1 kn=1 k1=1 kn=1

Kazdy scitanec v této m-ndasobné sumé odpovida pravé jedné krychlicce, konkrétné
séftanec (Mt +hn odpovid4 krychlicce na soufadnicich (ky, ..., k,). Uvazujme libovolnou
cihlu v o rozmérech C" skladajici se z a; krychlicek v fadé. Cihla v m4 jedinou proménnou
soufadnici, a to v j-tém rozméru, kde 1 < j < n. V j-tém rozméru zasahuje pravé do
soutadnic

ki ki +1,...kj+ (a1 — 1)

pro néjaké k;. Necht (ki,...,k;,...,k,) jsou soufadnice ,pocdtecni” krychlicky cihly +.
Krychlicky na téchto soutradnicich ptispéji do souctu S séitancem

a1—1 ar1—1

w7:Z<1++(]+)+ = (ltet 'ZC‘
k=0 k=0

Secteme jako geometrickou fadu a s ohledem na rovnost (** = 1 plati

Rtk S L chtthn 1-1 0.

(-1 -1

Tedy ¢isla na pozicich krychlicek kazdé cihly v maji soucet w, = 0. Soucet vSech ¢isel
v krychli se tedy také vynuluje, S = 0. Dosazenim do rovnosti 2.9 potom ziskavame

Wy = ¢

o(Ay)---0(A,) =0,

tudiz existuje A; takové, ze o(A;) = 0. Plati

R
tedy (4 = 1, odkud jisté plati, ze a, | A;, coz jsme chtéli dokazat. ]

Véta 2.2.9 (De Bruijn, [2]). Pokud harmonickymi cihlami aq X - - X a, vyplnime kvddr,
pak je jejim ndsobkem.

Diikaz. Uvazujme rozméry krychle Aq, ..., A, a vyuzijme indukci na dimenzi n. Pokud
plati n = 1, pak tisecku délky A; vyplnime cihlou délky a;, pokud a; | A;, a tedy ,.krychle”
je nasobkem cihly. Predpokladejme nyni, ze dokazované tvrzeni plati pro n — 1 dimenzi, a
dokazme, ze plati i pro n dimenzi.

Bez ijmy na obecnosti, necht plati a; | as | -+ | an_1 | a,. Z predchozi véty 2.2.8 jisté
existuje A; takové, ze a, | A;. Indexujme soutadnice krychle tak, ze plati a,, | A,.

Méjme (n — 1)-dimenzionalni sténu A; x - -+ x A,_1, kterd je vyplnéné cihlami o n — 1
dimenzich, takze maji velikost bud as X -+ - X @y, a1 X a3 X -+ X @y, ..., NEDO a1 X -+ X Ap_1.
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b b-krit b

a-krat

b b
Obrazek 2.11: Kvadr (a + b) x ab zaplnény cihlami a x b.

Kazda takova cihla lze rozdélit na cihly C' = a; x - -+ x a,_1 diky tomu, ze plati zminéné
deélitelnosti, a kazda cihla ve sténé je proto nasobkem cihly C'. Jelikoz je cihla C' harmonicka,
tak z indukéniho predpokladu je kvadr A; x - -+ x A,,_1 jejim nasobkem. Jelikoz i posledni
rozmér A, je nasobkem rozméru a,, tak cely kvadr A; x --- x A, je nasobkem cihly
ay X -+ X a,. Tim jsme dokoncili indukéni krok, a jsme hotovi. [

Véta 2.2.10 (De Bruijn, [2]). Pro kazdou neharmonickou cihlu aq X - - - X a,, existuje kvddr,
ktery dokdzZeme temito cihlami zaplnit a zdroven neni jejim ndsobkem.

Dikaz. Jelikoz pro n = 1 je kazda cihla harmonicka, tak méjme n > 1. Déle uspotadejme

rozmeéry tak, aby a3 < as < --- < a,, a oznatme C' = a; X --- X a, rozméry cihly. Dale

necht & je nejvétsi ¢islo spliiujici ap_1 1 ay (takze 2 < k <n aplati a | aprr | -+ | an).
Kvadr (a+b) x ab 1ze zaplnit cihlami a x b, viz obréazek 2.11. Takze kvadr o rozmérech

ap X -+ X ap_g X (ag—1 4+ ar) X ag_1ak X Qg1 X -+ X ap

je mozné zaplnit cihlami a; X « -+ X a,. (Jednd se o rozméry cihly, kde jsme upravili dva
rozméry tak, ze je k sobé lze poskladat jako na obrazku.)

Ukazme, ze se nejednd o ndsobek C. Necht j je nejmensi index spliujici a; = ag_1.
Plati tedy a;_1 < a; = --- = ay_;. Pak zadné z ¢isel ay, ..., a;_1, ar—1 + a; neni ndsobkem
zadného z cisel a;, ..., ax_1,ak, ..., Q. (CfSlO aip—1 + aj neni nasobkem aj_; ani ay, takze
ani zadnym nasobkem ag. Vzhledem k volbé k jsou ag1,. .., a, ndsobky a.)

Pokud by kvadr byl nasobkem cihly C', pak existuje nejvice j — 1 indexu i takovych,
ze A; neni nasobkem zadného z ¢isel a;, . . ., a,. Proto zkonstruovany kvadr neni ndsobkem
cihly C'. Timto jsme hotovi. ]
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Kapitola 3

Kombinatorické a ¢iselné identity

Originalnim vysledkem této kapitoly je vzorec pro soucet kazdého n-tého Fibonacciho cisla,
obsahujici zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo — véta 3.2.12.

Nejprve ale v sekci 3.1 uvedeme scitani kombinacnich cisel, jelikoz tyto vysledky budou
potieba v nésledujici kapitole (napt. v podsekci 4.4.1) a souc¢asné nam pomohou predstavit
vyuziti Roots of Unity Filter, diky ¢emuz bude s¢itani Fibonacciho ¢isel v sekei 3.2 jed-
noduseji uchopitelné.

3.1 Soucty kombinac¢nich cisel

Tyto soucty lze interpretovat jako soucet kazdého m-tého cisla na n-tém tadku Pascalova
trojihelniku.

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obrazek 3.1: Prvnich 7 fadku Pascalova trojihelniku se zvyraznénym kazdym druhym
¢islem na poslednim fadku

Znamym zpusobem vyuziti komplexnich ¢isel v ramci kombinatoriky je k urceni ruznych
souctu koneéné mnoha kombinacnich ¢isel. Vychazime pritom z faktu, ze kazdé komplexni
¢islo lze po umocnéni vyjadrit nejen pomoci binomické véty, ale i dle Moivreovy véty.
Uvodni text této sekce je zpracovéan podle [4].

Definice 3.1.1 (Kombinaéni é&fslo). Pro n € N a k € Z definujme kombinaénf &fslo (7)

jako celé cislo spliujici
(”>_ oy Pro0<k<mn,
ko, jinak.
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Definice 3.1.2 (Konecny soucet kombinacnich ¢isel). Prodané m € Nar € {0,...,m—1}
definujme konecény soucet kombinacnich ¢isel jako

() (2) s ()

Binomickd véta ndm umoznuje vyjadrit kladnou celoc¢iselnou mocninu libovolného dvoj-
¢lenu jako koneény soucet obsahujici kombinacni ¢isla.

X (1)

Véta 3.1.3 (Binomicka véta). Pro nenulovd A, B € C an € N plati

(A+B)" = i (Z) A"k BE,

k=0

Sumou lze scitat pres vsechna cela ¢isla k > 0, jelikoZ pro k > n plati (Z) = 0.

(A+ B)" = (g) A" + (T) A"IB + <Z) AMT2B? 4

Vhodnym uzitim binomické véty ziskdme soucty nékterych kombina¢nich éisel. Uved me
dva priklady:.

o = (141)" = @*@**(2)
0=01-1)"= (g) —~ (T)+---+(z>(—1)n.

Sectenim, resp. odectenim rovnosti a vydélenim dvéma dostavame dvé rovnosti.

Xa(n) = (8) + (Z) - (Z) =2 (3.1)
Xa(n) = (T) + (Z) - (Z) +oe =20 (3.2)

Abychom ziskali dals{ identity, dosadme do binomické véty 3.1.3 hodnoty A =1a B = 1.

(1+,)n_n+n, n n,+ +n,n
"=\, L) 5 5 ) a )
Dle Moivreovy véty spocitame levou stranu.

14+4)" = |V2 cosz—i—isinz V2)" . cosT—i—isinT .

(

4 4 4 4

Porovnanim realnych a imaginarnich slozek dostavame dvé rovnosti.
(V/2)" cos iy

() -)+ ()t
(-0 ()

: (3.4)
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Sectenim a odectenim identit (3.1) a (3.3), resp. (3.2) a (3.4) a nédsledné vydélenim dvéma
obdrzime ¢tyfi rovnosti.

1= ()= () () o o7t

o= ()= )+ () - -2 i

-G () (e e e

=)+ ()= (3) - -
)

Veéta 3.1.4. Je ddno prirozené . Pro soucet kazdého tretiho kombinacniho ¢isla plati

o = (1) + (

2"+ 2cos ("+§‘ r)r
T+ 6 B 3 '
RESENI. Pisme polynom

f@y=u+xw:(z)+CDx+(Zﬁﬁan

Pro r € {0,1,2} chceme ponechat kazdy ¢len na misté » modulo 3. Stejné jako v mi-
nulé kapitole vyuzijeme Roots of Unity Filter. Pro primitivni tfeti odmocninu z jedné ¢,
definovanou jako ¢ = cos (27/3) + isin (27/3), plati

. FO)+ O+ ()
kde x%(n) je soucet viech kombinaé¢nich ¢isel tvaru (3k . ) kde k£ je celé cislo. Definujme téz
e = cos (m/3) +isin (7/3) jako primitivni Sestou odmocninu z jedné. Spocitejme tyto tii

funkénf hodnoty pomoci rovnostf —1 = &3, ( =2 a 1 + ¢ + ¢? = 0. Dosazenim jednoduse
plati f(1) = 2" a také

(3.5)

QO =@A+Q)" = (=) =¢",
FE) =00+ =(=Q"=c"
Dosazenim do rovnice (3.5) plati
) O (N 4 (TeTn QN g gnHdr g con—dr
x5(n) = 3 = 3 :
Pro komplexni ¢islo z na jednotkové kruznici plati z 4 % = 2%(z). Nahlédnutim k alge-
braickému zapisu mocnin € dle Moivreovy véty tedy plati

2" 4+ 2 cos T ("+4T)”

x3(n) = 3
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Dusledek 3.1.5. Pro soucet kazdého tretiho kombinac¢niho ¢isla plati

() () () ().”: y+%%@9y
() () () ().”: w+kwcﬁﬁﬁﬂ7

3

- ()0 () () (9]

Diikaz. Pro r = 0,1 plati pfimo z predchozi Vety Pokud r = 2, pak vzhledem k periodé
kosinu plati cos @ WFTS)” = COS ~—— ("+ ~. Timto ziskdvdme vSechny tii rovnosti. [J

Wl Wl Wl

= COS

Sice nejsme schopni dojit k explicitnimu vzorci pro kazdé x|, obecné, ale dokazeme ho
urcit jako nasledujici soucet kosinu.

Véta 3.1.6. Méjme prirozend éisla n,m ar € {0,...,m—1}. Pro soucet kazdého m-tého
kombinacniho cisla pocinaje r-tym plati

n 1 L 7i\"  w(n—2r)j
" (n) = E — —|ona9 E 9 cos . mn= Ay
Xom (1) 2 (km I r> - =+ - ( cos m> coS —

Diikaz. Necht ¢ = cos(2m/m) + isin(2m/m) a oznacme o; = (~"(1 4 ¢/)". Dle Roots of
Unity Filtru plati
m-X,(n) =o0o+01+ -+ om

Neni tieba uvazovat piipadny nulovy scitanec o, /2, jelikoz plati rovnost 1 + (2 =,
takze i 0,0 = 0. Muzeme tedy psat formou sumy bez tohoto ¢lenu. Pokud pomoci dolni
m—1

celé ¢asti oznacime m’ = LTJ a rozmyslime si, ze plati o,,,_; = 0_; = 7, tak plati

/ m/

mexp(n) =05 =00+ ) (0 +0my) =00+ Y _(0;+75)
Jj=0 j=1 j=1

Dosazenim plati oy = 2". Kazda dvojice s¢itancu je soucet dvou komplexné sdruzenych
¢isel. Jelikoz pro kazdé z € C plati z + Z = 2R(z), tak pisme

1 u
%WZEG””Z%@O~ (36)
j=1
Nynf spocitdme o; = (7" (1 + (/)™ v goniometrickém tvaru. Plat{ rovnosti
() loj| =177 (1 +¢)" =1+,
(i) argo; = arg (C77(1+¢7)") = —2mrj/m+ n - arg(1 + ¢Y),
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takze zbyvéa dopocitat absolutni hodnotu a argument ¢isla 1 + ¢7. Jelikoz pro kazdy in-
dex j plati 1 < j < m/2, tak 1 + ¢/ ma kladnou imagindrni ¢ast jako na obrazku 3.2.
Obé ¢isla 0 i ¢7 lezi na kruznici s polomérem 1 a stiedem v éisle 1. Argumentem &fsla ¢/
je z definice 27j/m, takze z véty o obvodovém a stfedovém ihlu zminéné kruznice plati
rovnost argumentu arg(1+¢7) = mj/m. Vzdalenost od pocatku ¢isla 1+ ¢/ se diky tomuto
tihlu rovna hodnoté |1 + ¢?| = 2 cos(wj/m).

\/

Obrazek 3.2: Geometrickd reprezentace ¢isla 1+ ¢7, kde ¢ je m-t4 odmocnina z jedné.

Pisme tedy
o; = (2 cos ﬂ) lcos (M) + ¢ sin (M)} .
m m m
Redlnd ¢ést o; je nyni zjevnd. Dosazenim do rovnice (3.6) ziskdvame vysledek. ]

3.2 Konecné soucty Fibonacciho cisel

Ackoliv vzorec pro soucet prvniho az n-tého Fibonacciho c¢isla lze snadno dokéazat napriklad
indukei (stejné jako soucet kazdého druhého Fibonacciho ¢isla), tak jiné soucty tak jedno-
duché nejsou.

Vzhledem k tomu, ze alespon pomoci Roots of Unity Filtru umime vyjadrit soucet
kazdého nékolikatého clenu posloupnosti, tak se pokusime najit vzorec pro soucet kazdé-
ho m-tého Fibonacciho cisla. Nakonec se ukaze, ze z puvodniho vyrazu s odmocninami
jsme schopni urcit vzorec, a to pro kazdé m € N.

Vysledkem této sekce je tedy ziskani vzorce pro soucet kazdého m-tého Fibonacciho
¢isla, a to pro kazdé prirozené m. V feSeni se prekvapivé objevi jak dolni cela ¢ast, tak
i zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo.

Definice 3.2.1 (Fibonacciho posloupnost). Fibonacciho posloupnost Fy, Fi, Fy, ... defi-
nujme s pocateénimi ¢leny Fy = 0, F} = 1 a dale pro kazdé n > 0 piSme

Fn+2:Fn+1+Fn‘
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Definice 3.2.2 (Konecny soucet Fibonacciho ¢isel). Necht m,n € N. Pro soucet kazdé-
ho m-tého Fibonacciho ¢isla, kde konéime F),, vyuzivejme znaceni F,,(n), pro které plati

Fm(”):Fr+Fr+m+Fr+2m+"'+Fn—m+Fna
kde r = n mod m, takze plati 0 < r <m — 1.

Vzorce pro soucet kazdého a kazdého druhého Fibonacciho ¢isla, tj. pro m = 1, 2, jsou
vypsany v nasledujici véte.

Veéta 3.2.3. Pro kazZdé prirozené n plati

Fl(n):Fo—i‘Fl—i‘FQ—F"'—FFn: n+2_17

.FQ(”) =

Fo+F+F+ -+ F=F4 -1,
Fi+Fs+F5s+--+ F, = F.

Vsimnéme si, ze pro sc¢itani kazdého druhého Fibonacciho ¢isla je nutné rozlisit dva
soucty na zakladé délitelnosti n dvéma, jelikoz v obou piipadech zaciname jinym ¢lenem
posloupnosti. U dalsich ziskanych vzorcu bude nutné pocitat se vSemi ruznymi pocateénimi
¢leny souctu.

Zatneme s m = 3 a ukazeme, ze i kdyz se muze zdat, ze bude nutné rozlisovat na tii
vzorce, tak ve skutecnosti staci pouze jeden — nasledujici véta prozradi proc.

Véta 3.2.4 (Vlastni). Pro kaZdé prirozené n plati

Fs(n) = {F";?J .

Dukaz této véty vychazi z lemmatu 3.2.6, ale nejdiive potiebujeme znat explicitni tvar
kone¢né generujici funkce Fibonacciho ¢isel. Tento tvar je dan nasledujici vétou.

Véta 3.2.5 (Vlastni). Pro kazdé prirozené N a kazdé x € C spliujici 1 —x — x? # 0 plati

r— F l,NJrl - F :L,N+2
Foa® + Fya + Fya® + -+ + Fya™ = 22N =

Dikaz. Definujme soucet vyse jako Gy (x) = Ziv:o F,x". Pokud ze sumy oddélame prvni
dva séftance Fyz® + Fyiz! = z, tak plati Gy(z) = @ + Y02 F,00"t2. Kdyz dosadime
rekurenci F),.o = F,.1 + F,, tak plati

N-2 N-1 N-2
Gr(@) =+ Y (Pt F)a" P =ata) Fa'+a®) Fam
n=0 n=1 n=0
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Obé sumy vyjadiime pomoci Gy (), jelikoz se az na nékteré séitance rovnaji. Prvni sumu
ziskdme, pokud od tohoto ¢isla odecteme zFy + Fyz™ = Fyz", a podobné druhou sumu
ziskdme, kdyz od Gy (z) odecteme Fy_zV~1 + Fyz™. Plat{ tedy

Gn(z) =2+ 2 (Gn(z) — Fya™) + 2* (Gn(z) — Fy_1aV ! — Fya™).
Roznasobime a cleny s GGy prevedeme na levou stranu rovnosti. Vytknutim potom plati
(1—z—2°)Gn(x) =0 — (Fy + Fy_1) 2oV — Fya™"? = o — Fy 2oV — Fya™ 2,
Za predpokladu, ze 1 — z — 2% # 0 vydélime rovnost, ¢im#z jsme hotovi. ]

Dokazovana véta 3.2.4 je piimym dusledkem nésledujici lemmatu, které rozlisuje tii
pripady podle zbytku n po déleni tfemi.

Lemma 3.2.6. Pro soucet kazdého tretiho Fibonacciho ¢isla plati
(i) Fo+ Fs+ Fo+ -+ F, =3 (Fopo — 1),

(i) Fi+Fy+ Fr+ -+ Fy = $Fops,

(ili) Fo+ F5+ Fs 4+ F, =5 (Fop2 — 1)

Dikaz. Definujme primitivni tfeti odmocninu z jedné ¢ = cos (27/3) + isin (27/3) a urce-
me zbytek » = n mod 3. Potom z Roots of Unity Filtru plati
Gn(1) 4 ("Gl + 7 Gn(?)

FT+F3+T+"'+F’N,: 3 . (37)

Pro prvni vzorec predpokladejme, Zze r = 0. Potom z explicitniho vyjadteni 3.2.5 spocitame
funkéni hodnoty.

1—-Fo—F,
Ga(l) = —— 1“_ 5=l Fat Fag,
G (C) _ C_Fn—l-lgn—i_l _Fn<n+2 _ C_Fn+1<_FnC2
G <C2> _ QQ - Fn+1<°2(n+1) - FnC2(n+2) — CZ B P;L-"-IC2 _ FnC
" 1—(2— (¢4 2 '

Vyuzijeme vztahu 1+ ¢ 4 ¢? = 0. Sectenim pravych stran rovnost{ mame 2 (F,4o — 1),
odkud vydélenim tfemi ziskame prvni identitu. Déle predpokladejme, ze r = 1. Podobné
spocitdme funkéni hodnoty a dosadime do rovnosti (3.7), ¢imz ziskdme druhou identitu,

1 3 1
- _(Fn+1+Fn):_Fn+2-

FidFyd o+ F,o= =
1+ L4+ + 35 5

Pro posledni identitu staci odecist prvni dvé rovnosti od souctu vsech Fibonacciho ¢isel,
ktery se rovna Fi(n) = Fyi2 — 1. O
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3.2.1 Obecny soucet ¢lenui Fibonacciho posloupnosti

Podivame se, jakého tvaru je libovolny soucet Fibonacciho ¢isel, F,,(n). I kdyz pro dané m
existuje m ruznych vzorcu na zakladé zbytku n po déleni m, tak tyto vzorce jsou natolik
podobné, Ze se 1isi jen o malou konstantu. Diky tomu jsme schopni pomoci zaokrouhleni
urcit jednotny vztah.

Véta 3.2.7 (Obecny vzorec, vlastni). Obecny soucet Fibonacciho ¢isel je pro dvojici cisel

m,n € N dany vzorcem
Fm(n) - Fn ZZ +Fn+1 Zl - Zl—na

kde pro primitivni m-tou odmocninu z jedné, { = cos (2w /m) + isin (27 /m), plati

1 m—1 _Cak
Za=—S >
m; 1—(k— (%

Diikaz. Pro celé éislo k pisme o, = ("G, (¢*). Necht r = n mod m, pak nahlédnutim
k Roots of Unity Filtru pro mocninnou fadu G,, se hledany soucet rovna
op+o1+ -+ 0ma1

-Fm(n):Fr+Fm+r+F2m+r+"'+Fn: m ’ (38)

kde pomoci explicitniho vzorce 3.2.5 vyjadiime kazdé z cisel o jako

kE _ k(r+2)Fn _ k(r-{—l)Fn k(1—-r) _ Zan _ an
oL = kaan(Ck) _ kar . < C C- +1 C C C +1.

1_<k_<2k - 1_<k_<2k
Rozdélenim na tii s¢itance a sec¢tenim podle rovnosti (3.8) se zde vyskytnou éisla Z,
(pricemz plati Z,_, = Z,_,,) ¢imz ziskdme piimo dokazovany vzorec. O

Abychom mohli pokracovat v upravée cisel Z,, potfebujeme znat explicitni vzorec Fi-
bonacciho a Lucasovych c¢isel. Lucasova ¢isla definujeme stejné jako Fibonacciho, az na
pocateéni ¢leny — Lo = 2, L; =1 — dale plati L,, = L,,_1 + L,_».

Poznamka. Prvni ¢leny Lucasovy posloupnosti jsou
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, 123.
Véta 3.2.8 (Explicitni vzorec Fibonacciho a Lucasovych ¢isel). Pro kazdé n € Ny plati

_ e

Fn Y
V5

L, =¢" +¢",

kde o = 352 a ¢ = 15

<
=

Véta 3.2.9 (Honsberger, [6]). Pro vSechny dvojice prirozenych ¢isel m,n plati rovnost

Fm+n:Fm—an+Fan+l-
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Kapitola 3. Kombinatorické a ¢iselné identity

Véta 3.2.10 (Vlastni). Obecny soucet Fibonacciho ¢isel pro dvojici ¢isel m,n € N, kde
r =n mod m, je dany vzorcem

Fm+n+ <_1)m+1Fn (_1)TFm—r +F7"

Ly —1+(=1)mtt L, —1+4(=1)mt+V’

fm(”) =

Dikaz. Definujme r = n mod m. Potom plati rovnost Z;_,, = Z;_, a z definice je soucet
Fibonacciho ¢isel F,,,(r) roven pouze prvnimu ¢lenu, F,.. Pisme tedy

Fo=Fn(r)=F 20+ F 1 21— Z1_,,
coz odecteme od rovnosti 3.2.7, ¢imz dostaneme
Fm(n) =F,2y+F, 1 21 —(F, 2, +F, 11 2, —F,). (3.9)
Dale zjistime hodnotu ¢isel Z; a Z,.

Jelikoz plati @ = —1,¢ + ¢ = 1, tak rozlozime 1 —z — 22 = (1 — pz)(1 — $x), a tedy
i kazdy ¢len sumy ve vyrazech Z;, Z, na parcidlni zlomky.

lm—l Ck 1m—l \—/_l %
_ = I _ = 5 5
7= 23 S (e )

k=0 k=0

Z nasledujiciho zlomku nejdiive oddélime ¢islo 1 a nasledné rozlozime stejnym zpusobem.

L 1 Zl—9) Z(e-1)
Z?ZgZﬂZgZ(“ 1=y 1ok

k=0 k=0

Pokud rozdélime sumy na kazdy zlomek zvlast, tak jsme schopni takovou sumu secist za
vyuziti Roots of Unity Filtru — pro kazdé z, kde ™ # 1, plati

1— (Crhx)m 1 — gm
1 +(kl’+ (Cka:)2 S (Ckx)m—l _ : _(CC;LZ _ = ?kx

Pokud secteme tuto rovnost pro kazdé k € {0,...,m — 1}, tak u kazdé kladné mocniny
v souctu najdeme soucet 1 + ¥ 4 -+ 4+ ¢*m=1) = 0. Plat{ tedy

m—1 m—1
1—a™m 1
" 21—@ (=2")- 2 7=,
k=0 k=0

Vydélenim rovnosti ¢islem m(1 — ™) se suma (vydélend m) rovna cislu 1/(1 — ™).
Konkrétné budeme vyuzivat tuto rovnost pro x = ¢ a x = ¢. Secteme tedy zlomky
nejdiive pro Z; a prevedeme zpét na spolecného jmenovatele, ¢imz dostaneme

L1 ( -1 >_ Zlem—¢™ —Fy,
R AN I A e O R L e A
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Kapitola 3. Kombinatorické a ¢iselné identity

Vyuzili jsme zde jak explicitnich vztahu pro Fibonacciho a Lucasova ¢isla, tak i toho,
ze pp = —1. Podobné pro Z, plati

1L (1-¢  ¢-1 L(pm —gm) + (e =g = (o - §)
22:1+_ m+ “~m :1+ m ~m ~\m :
l—pm 1-9¢ L= (o™ +@m) + (0p)

V5

Zde navic vyuzijeme vztahu ¢ — ¢ = V5 a také zndmé identity L,, = Fy11 + F_1. Po
upravée ziskame

Fm+Fm—1_1 T m—l_'_(_]-)m

1—Lp+ (=)™ 1—Ly,+(=1)m

Pokud nyni dosadime za Z; a Z,, tak dokdzeme upravit vyraz

22:1+

Fn(_Fm—l + (_1)m> + Fn+1(_Fm) o _FnFm—l - Fn+1Fm + (_]-)an
1— Ly + (=1)m B 1 — Ly + (=1)m

FoZo+F 2 =

Z Honsbergerovy identity plati £, Fy,_1 + Fr 1 F = Fian, takze po dosazeni ziskame

Frin + (=1)™TLE,

F,Zy+F, 12 = 3.10

2 T lny1 21 Lom — 1+ (—1)mHt ( )
a analogicky vyjde i F,. Zy +F, 1 Z;, takze po odecteni F, vyjde

Fm+r+(_1)m+lFr Fm-‘rr _Fer+FT
F.Zy4+F. .12, —F, = —F. = )
2 + +1 1 Lm _ 1 _|_ (_1)m+1 Lm _ 1 + (_1>m+1

Lze dokézat, ze plati F.L,, = F, — (—=1)"F,,_,, coz dosadime do vyrazu a po upravé
ziskame Y »

F.Zy+F 1 20 —F, = ) Fey £ (3.11)

L — 1+ (—1)mt

Pokud tyto dvé rovnice nyni dosadime do vzorecku (3.9), tak dostaneme piimo dokazované
tvrzeni. ]

Definice 3.2.11 (Zaokrouhleni). Pro libovolné z € R zna¢me |[z] jako zaokrouhleni na
nejblizsi celé éislo. Platf rovnost |2] = |z + 5.

Toto feseni vSak obsahuje mnoho ¢lent — co kdybychom vyuzili zaokrouhleni? Ukéaze
se, ze je mozné ziskat jesté jednodussi vysledek, a to pro m = 5 a libovolné velké m > 7.

Véta 3.2.12 (Vlastni). Necht n je prirozené. Pro m =5 nebo m > 7 plati rovnost

= T

Diikaz. Dokazeme, ze pokud r = n mod m, pak pro m = 5 nebo m > 7 plati nerovnost

(_1)rFm—'r + F,,.
L, —14(-1)m+!

<1
5
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Vzhledem k tomu, ze F,,(n) je celé ¢islo, tak pokud pripustime predpoklad vyse, pak plati

e N e e

Finln) = L}“m(n) -

Odhadneme ¢itatel i jmenovatel. Jednak plati L,, —1+(—1)"** > L,,—2 > 0, jednak je
absolutni hodnota citatele nejvyse F,,_,.+ F,.. Pokud r = 0, pak se ¢itatel rovna nejvyse F},.
Ve vsech ostatnich piipadech plati nerovnosti F,,_, < F,,,_1 a F,. < F,,,_1. Za predpokladu,
zZe jsou oba indexy ruzné, je jedno z ¢isel nejvyse F, _o. Jinak jsou indexy m —r a r shodné
neboli r = m/2 < m —2, takze by obeé ¢isla F,,_,, F, byla nejvyse F,,,_5. V obou piipadech
tedy plati nerovnost

Eo o+ F < F, o+ F,1=F,

Dosazenim nerovnosti plati

<_1)Tmer + Fr
Ly, — 14 (=1)m+!

Fon
= Ly, —2

Pro m = 5 snadno ovéiime, ze opravdu plati nerovnost

F5 5 1

= — < —.
Ls— 1+ (—1)51 11 2

Predpokladejme nyni, Zze pro m > 7 nerovnost neplati, % < L(;l_);i?”_*{)tfj}l < LZ e
Upravou ziskame

L, —2F,, <2,
Pokud vyuzijeme identitu L,, = F,,,_1+ F,,+1, tak z rekurentniho vzorce a ipravou ziskame

nerovnost £, 3 < 2. Vzhledem k tomu, Zze Fibonacciho posloupnost je neklesajici a jelikoz
plati m — 3 > 4, tak F,,_3 > Fy > 2, coz je spor. Plati tedy dokazovana nerovnost, a tudiz
i véta. O]

Poznamka. Ve vété 3.2.12 jsme dale ukazali, ze pro m = 5 a vSechna m > 7 existuje
vzorec zahrnujici zaokrouhleni. Pro zbyvajici ¢isla m = 4 a m = 6 ukazeme, ze tyto vzorce
také obsahuji zaokrouhleni.

Veéta 3.2.13. Pro soucet kazZdého cturtého Fibonacciho cisla plati

Fon—F,—1
- .

Fiw = |

Diikaz. Pro m = 4 plati L, = 7, takze z véty 3.2.10 vyjde

Fn+4_Fn+(_1)TF4fr+Fr

Fi(n) =
Konstantni ¢len je pro » = 0,1,2,3 po fadé roven %,%1, %,% Pokud odecteme %, pak
muzeme zaokrouhlit na nejblizsi celé ¢islo. ]
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Kapitola 3. Kombinatorické a ¢iselné identity

Veéta 3.2.14. Pro soucet kazZdého sestého Fibonacciho cisla plati

Fo(n) = {%W |

Diikaz. Pro m = 6 plati Lg = 18, takze z podobné jako vyse z véty 3.2.10 plati

Foi6— I, —1)"Fs_, + F,
.Fﬁ(n) _ +6 + ( ) 6 + '

16 16
Cand : _ o 15 8 —4 5 4 4 .
Druhy scitanec je pro r = 0,...,5 po fadé roven 35, 15, 15,0, 76, 76- Pokud odecteme 1/4,
pak muzeme opét zaokrouhlit na nejblizsi celé ¢islo. Pisme tedy
Fo6—F,—4
Fs(n) = )
i) = | o

Navic plati
Fn+6:2Fn+4+Fn+3:3Fn+3+2Fn+2:3Fn+3+Fn+2+Fn+l+Fn:4Fn+3+Fna

takze F,. ¢ — F,, = 4F, 13 a po zkraceni ¢tyt dostaneme vysledek. O

46



Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Kapitola 4

Pocitani podmnozin se souctem
prvku

Odmocniny z jedné ndm umoznuji poc¢itat podmnoziny, jejichz soucet je délitelny urcitym
¢islem. Vyznamnou motivaci pro tuto kapitolu byla tloha 4.3.2 z lonského ro¢niku Mate-
matické olympiddy [8]:

Kolik neprézdnych podmnozin mnoziny {0,1,2,...,9} m4 soucet prvku déli-
telny tremi?

V této kapitole se budeme zabyvat zejména nésledujici tlohou.

Uloha 4.0.1. Je déna koneénd mnozina S C Z a celd ¢isla 0 < r < m. Kolik jejich
podmnozin dava soucet prvku zbytek r po déleni m?

Celé Feseni této obecné tlohy (sekce 4.4 a déle) je vlastni praci. Nejdiive ale vyfesime
ulohy pro nékteré konkrétni mnoziny.

Pokud uvazujeme libovolnou mnozinu prvku, tak kompaktni explicitni feseni tlohy zde
najdeme pro hodnoty délitele m = 1,2,3,4,6,8,12..., tedy konkrétné cisla tvaru m = 2¢
am = 3-2% kde o > 0. Také ukdzeme, ze teSenim pro m = 5 (a kazdé dalsi prvocislo)
je soucet alespoit pP~3 &fsel, z nichz kazdé je riznym soucinem p — 2 &fsel tvaru x”, neboli
souctu kazdého m-tého kombinaéniho éisla.

Vyznamnou roli pti hledani bude kromé souc¢tu kombinacnich ¢isel hrat Roots of Unity
Filter a také tieba véta 1.2.14 o prvociselnych odmocninéch z jedné. Tyto véty vyuzijeme
predevsim v kombinaci s generujicimi funkcemi, které nyni kratce uvedeme.

4.1 Uvod do generujicich funkci

Jednim zasadnim pojmem, ktery zde budeme vyuzivat na manipulaci s posloupnostmi ¢isel,
jsou generujici funkce. Misto nekoneénych posloupnosti, se kterymi je obtizné pracovat,
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se divejme na jednoduchou funkci, kterou tuto fadu reprezentujme. Konkrétné napriklad
funkei
flx) =143 +52% +72% +--.

ur¢ime posloupnost 1,3,5,7, ..., a to pomoci koeficienti mocninné rady f.
Definice 4.1.1. Pokud je f generujici funkei, pak jeji zapis pomoci mocninné fady
f(z) =co+ 1o + cor® + c3x® + ctat 4 - -
nazyvejme generujici fadou. Rikejme, ze funkce f generuje posloupnost éisel
€, C1,Co, C3, Cay - -

Priklad 4.1.2. Pripomenme si rovnost

TP LI IR g
x J— J— J— - cee = €7,
2 6 24 n!

Muzeme tedy vyuzit funkci e®, abychom popsali tuto nekonecnou fadu koeficientti. V tomto

pripadé mame posloupnost
1 1

11
) 72767247"'7n!7"'7
jejiz generujici funkei je €.

Vice lze vyhledat v literatute [7]. Zde budeme vyuzivat generujici funkce hlavné v kon-
textu kombinatorickych tloh, a to konkrétné pro soucty podmnozin.

Umluva. Za soucet prvku prazdné mnoziny povazujme nulu.

Priklad 4.1.3. Mé&me mnozinu S = {2}. Existuji pravé dvé podmnoziny, 0, {1} (se
soucty 0 a 1), coz je generovano funkci 1 + x. Pokud nyni ptidime do mnoziny dalsi
prvek, S = {1, —1}, tak do kazdé diive ur¢ené podmnoziny prvek vlozime, ¢i nikoli. Pocty
podmnozin s uréitym souc¢tem nyni generuje funkce (1+z)(1+27!) = 2+x+271, a to pro
0,{1},{—1},{1,—1}. Pokud bychom pridali rovnou vice prvku, S = {—1,1,2,3,4}, tak
pocet podmnozin S se souctem j ziskdme, kdyz se podivame na koeficient u 27 ve funkeci

(I+2 (1 +2)1+2*) (1 +2%)(1+2).

4.2 Znamé udlohy

Uloha 4.2.1. Hodime n bé&znymi Sestisténnymi hracimi kostkami s éisly 1,...,6. Urcete
pravdépodobnost, ze soucet ¢isel na kostkach je délitelny péti.
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RESENI. Kazd4 kostka prispéje k souctu jednim z éisel 1 az 6. Hodime-li n kostkami, pak se
jedna o n totoznych nezdvislych déji, kde kazdy z nich mé generujici funkei z+z2+- - - +2°.

flx)=(v+2°+- Zaa:

1>0

Potom koeficient a; je poctem zpusobt, ze nam padl soucet k.

Necht ¢ = cos(2) + isin(3F) je prlmltlvnl pata odmocnlna z Jedne Z Roots of Unity
Filtru plati 5a(® = f(1) + f(C) -+ f(¢Y), kde al® = ag + a5 + ... Pro kazdé k plati
rovnost

6", pokudb5 |k
k k oy 2k 6k \n ,
= ("t
FIC) = (¢t + (e Oy = {c’m N,
Takze pokud 5 | n, pak a(® = %(6” +4), jinak ("™ # 1, takze soucet funkénich hodnot
obsahuje geometrickou fadu 5a® = 6" + (" 4+ (2 .+ (M =6" — 1 + %, takze plati
a® = 1(6" —1).

Pravdépodobnost P, hodu sou¢tu délitelnym péti ziskdme vydélenim vSemi moznymi

hody ¢ili 6”. Plati tedy

]

I pokud zjistujeme ciferny soucet, tak lze chytfe vyuzit odmocniny z jedné spolu s ge-
nerujici funkei.

Uloha 4.2.2. Uréete pocet ¢&isel slozenych z n cifer, kde kazda je bud 1, 3, 4, 6, 7, nebo
9, jejichz ciferny soucet je délitelny sedmi.

RESENT. Kazd4a ¢islice prispéje svoji hodnotou k cifernému souc¢tu. Vzhledem k tomu,
ze zadna cifra neni nulova, tak kazda kombinace vytvori n-ciferné ¢islo. Generujici funkce
popisujici pocet ¢isel s danym cifernym souctem je tedy

f@)=(@+2*+2t +2°+ 2" +2°)" = Zaixi.
>0

Necht ¢ = cos(%) + isin(%) je sedmd odmocnina z jedné. Dosazenim (° = 1 je vyraz
v soucinu roven f(1) = 6" a pro ¢*, kde 71 k, plati

FIE) = (P4 P 4 (4 (T () =
= (L P PP ) = (=) = (D))"
Se¢tenim pro k € {0,...,6} mame

6

6

k=0 k=1
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kde a®) = ag + a7+ ... Pokud 7 | n, tak plati (°" = 1, takZe suma se rovna 6. V opaéném
pifpadé 7 1 n ¢ili (7 # 1, takZe se suma rovna ¢°" + - -- + (¢°*)® = —1. Pocet hledanych
cisel je
O {%(6”4—6(—1)”), pokud 7 | n,
1(6" — (=1)"), pokud 71{n.

4.3 Jednoduché mnoziny

V rdmci této sekce vyfesime zejména tlohu 4.3.2 ze 73. (lonského) roéniku Matematické
olympiady.

V nésledujicich dlohéch volime mnozinu {1,2,3,...,n}, u které zkouméame pocet pod-
mnozin, jejichz soucet je délitelny postupné dvéma, 4.3.1, tfemi, ¢islem n, 4.3.4, pfirozenou
mocninou dvojky, 4.3.6, ¢i libovolnym prvoéislem v tloze 4.3.5.

Uloha 4.3.1. Kolik podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} mé sudy soucet prvku?

RESENI. Pokud se podivdme na libovolnou podmnozinu, tak kazdy prvek k =1,2,...,n
piispivd bud nulou nebo k. Generujici funkce pro samostatny prvek k je tedy 1 + z.
Uvazujme nyni generujici funkei

fl)=04+2)(1+2%) - (14 2"),
kde po roznésobeni odpovida koeficient u #* poétu podmnozin se soué¢tem 7. Pisme
f(z) = ag + a17 + asx® + asx® + . ..

Hleddme nynf a® = ag+as+as+... Abychom secetli pouze sudé pozice nasi posloup-
nosti, dosadime postupné hodnoty 1 a —1 do funkce.

f(l) =ag+ta;t+ax+az+...,
f(=1)=ap—a; +ay—az+...
Sec¢tenim a vydélenim dvéma ziskdme rovnost
o _ f+ D
5 .
Nahlédnutim k definici plati f(1) = 2" a f(—1) = (1 = 1)(1 +1)--- = 0. Dosazenim je
pocet viech podmnozin se sudym poc¢tem prvki prave 271

Podmnozin s lichym souétem je zbytek neboli také polovina viech. Pokud oznaéime a(”)
je pocet podmnozin {1,2,...,n} se souc¢tem r modulo 2, pak

a® = M) = 2n=1,
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Podobnym zpusobem vytesime tilohu z lonského domaciho kola Matematické olympiady
kategorie B. Vyuzivat zde budeme tieti odmocniny z jedné.

Uloha 4.3.2. Kolik neprazdnych podmnozin mnoziny {0,1,2,...,9} mé soucet prvku
délitelny tremi? (MO B 73-1-1, [8])

RESENI. Uvazujme generujici funkei v sou¢inovém tvaru
fl@)=14+1D)A+z)(1+27) - (1+2°),
kterou roznasobime do tvaru
f(z) = ag + a1r + agx® + . ..

Koeficient a, uddva pocet podmnozin se souctem prvku n. Definujme primitivni treti
odmocninu z jedné jako ¢ = cos (27/3) + i sin (27/3). Dosadime tedy do f &fsla 1, ¢, ¢%

f(l)=ao+a+ay+azs+as+...,
f(¢) =ao+ ar¢ +ax*+az +ail + ...,
() =ao+ar®+a( +az+ai®+....

Sec¢tenim téchto tii rovnosti ziskame u ag,as,... koeficient 3, zatimco ostatnich vyjde
koeficient 1+ ¢ +¢? = (¢* = 1)/(¢ — 1) = 0. Vydélme tiemi.
1) + + f(¢?
ot g o= LT IOTIC) m

Dle véty 1.2.10 plati rovnost

1+ +¢) =1,
a navic nahlédnutim k definici plati rovnosti f(1) = 21°,
FO=0+D0+O0+¢) -1+ =2"1+¢°Q+?)° =21,
F)=0+DA+C) A+ -1+ =21+ °(1+ %) =2%
Dosazenim téchto hodnot do rovnosti (4.1) platf

210+24+24 7210_’_25

ap+az+ag+ag+---=
0 T a3 T Gg T A9y 3 3

Uloha vsak nepripousti prazdnou mnozinu (se souctem 0), kterd je jedna. Vyhovujicich
podmnozin je tedy

210 _|_ 25
R

(ap+as+ag+ag+...)—1 —1=351.
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Tento zpusob secteni funkénich hodnot tak, ze nam zustal kazdy druhy ¢i treti clen,
neni nic jiného, nez jednoduchy piiklad Roots of Unity Filteru. V nésledujicich tlohach
zacneme pracovat s Roots of Unity Filterem jako s obecnym néstrojem pro secteni kazdého
n-tého koeficientu v posloupnosti.

Definice 4.3.3 (Eulerova funkce). Eulerovou funkei ¢ myslime funkei ¢ : N — N, kde
©(n) se rovna poctu prirozenych ¢isel mensich nez n, kterd jsou nesoudélna s n.

Uloha 4.3.4. Oznacme a© poéet podmnozin {1,2,3,...,n}, jejichz soucet prvku je déli-
telny n. Dokazte, ze plati
(O .on/d
a - Z o(d) - 2™
dln, 2{d
RESENI. Definujme generujici funkci
flx)=0+2)(1+2%) - (1 +2") =ag+ arx + ayr® + . ..

Koeficient a; je roven poc¢tu podmnozin se souc¢tem j. Zjevné plati a® = ag+an +ag,+. ..
Oznaéme ¢ = cos (27/n) + isin (27/n). Z Roots of Unity Filtru plati rovnost

a® = 237 () (42)

Plat{ f(¢?) = (1 4+ ¢7)(1 +2%)--- (1 + 2™), takze pokud oznac¢ime d = n/ged(n, k), pak
z véty 1.2.11 piimo plati rovnost

, 2n/d  pokud d je liché,
(&) = : .
0, pokud d je sudé.

Cislo ¢7 je d-tou primitivni odmocninou z jedné, pokud j je tvaru k- (n/d), kde k a d jsou
nesoudélna ¢isla a k € {1,...,d}. Takovych éisel j proto existuje ¢(d). Za vSechny liché
primitivni d-té odmocniny z jedné se piicte k vysledku ¢(d)2"/?. Plat{ tedy

] — , 1
==Y A =2 Y eld) 2
j=1 d|n,2td
O

Uloha 4.3.5. Je déno prvoéislo p > 2,7 € {0,...,p — 1} an € N. Oznaéme a”) pocet
podmnozin {1,2,3,...,np}, jejichz soucet dava zbytek r po déleni prvocislem p. Dokazte,
ze potom plati

am) — 1%(213”+(p—1)~2”) pro r = 0,
- %(2pn_2n) pror €{l,...,p—1}.
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Kapitola 4. Poéitani podmnozin se sou¢tem prvku

RESENT.  Oznaéme ¢ = cos (27/p) + i sin (27 /p) primitivn{ p-tou odmocninu z jedné a pis-
me generujici funkcei

fl@)=0+2)(1+2%) - (1+2™) = ag + a1z + apz® + azz® + ...

Cislo a; odpovidd poctu podmnozin se souctem j. Definujme p cisel a® a7 ta-
kovyrch, ze al¥) = aj 4 Qpyj + Qoptj + azpij + ... S touto definici dosadime ¢islo ¢ do funkcee,
¢imz se nam seskupi kazdy p-ty clen.

F(O) = a® + ¢a® 4 2a® 4. 4 gD, (4.3)

Rozepisme polynom 2P — 1 pomoci kofenovych ¢initelil a dosadme z = —1. Plati tedy
vztah (=1)P —1=(=1—-1)(=1—=¢)--- (=1 —¢P71) ¢ili

A+DA+OA+¢)---(1+¢" ) =2

Platf tedy f(¢) = ((1+¢)(1+¢%)---(1+¢P71)(1+1))" = 2" Spolu s rovnosti (4.3) tedy
mame

(a(O) _ 2n) + Ca(l) + C'?a(?) 4+t Cp_la(p_l) =0. (4.4)

7 vety 1.2.14 plati a® — 27 = o) = ¢ = ... = ¢~V Uréime také soucet vsech
koeficientti jako a(® + --- 4+ a®~1) = f(1) = 2", takze existuje
9mp _ on 24 (p—1) -2

=22 4or
p p

podmnozin se souctem délitelnym p, zatimco pouze
2mp — 2n
p

a(l) — et e — a(pfl) —

podmnozin se souctem, ktery je kongruentni nenulovému zbytku modulo p. O

Uloha 4.3.6 (Vlastni). Je ddno « prirozené a n > 2°~!. Dokazte, Ze pro kazdy zbytek
r € {0,1,2,...,2% — 1} existuje stejny pocet podmnozin {1,2,3,...,n} se souctem kon-
gruentnim r modulo 2.

RESENI. Pisme generujici funkci
f@)y=0+z)1+2%) - (1+2") =ao+ a1z + aex® + aza® + . ..

Pro zbytek r € {0,1,...,2" — 1} definujme ¢islo a') = a, + a,49n + ... a primitivni 2"-tou
odmocninu z jedné ¢ = cos (27/2") + isin (27/2"). Z Roots of Unity Filtru plati rovnost

a(r) _ f(l) + C*Tf(C) + C72rf(<’2) 4+ 4 Cf(Qo‘fl)rf(gga,l)'

i (4.5)
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Dokazeme, ze f(¢) = -+ = f(¢**7!) = 0. Pro dané r € {1,...,2% — 1} pisme r = 2° - R
tak, ze R je liché. Pro k = 2°7%~! plati rovnost

Crk _ C(zﬁR)(Qa—ﬁ—l) _ <2a—1R _ (_1)R — 1

Cislo 7 neni nésobkem 2%, takze 8 < a — 1, a tedy k je celé ¢islo. Také je B nezdporné
¢islo, tudiz k < 2% < n. Cinitel 1 + ("™ = 0 se vyskytuje ve funkéni hodnoté

FC)=A+¢)A+¢T) - (L+¢7) - (1 4+¢") =0.

Pro kazdé r € {0,...,m — 1} dosazenim do rovnosti (4.5) mame
a(r) _ f(l) _ 2_ — gn—a
24 24
Pro dané a € N, n > 2°71 a zbytek r existuje 2"~ podmnozin {1,...,n} se souctem r
modulo 2¢. ]

4.4 (Obecna mnozina

Nyni se pokusime fesit ilohu 4.0.1 obecné. Je dédno ¢islo m a také mnozina celych cisel S.
Nasfm cilem je najit ¢fsla a(?, ..., a™ Y kde a™ znaéf pocet podmnozin, jejichz soucet
prvku je kongruentni » modulo m.

Definice 4.4.1 (Reéem’ obecné tlohy). Jsou dana ¢isla m,r € N a m ¢isel sg, ..., Sm_1.
Je ddna mnozina obsahujici s; prvku kongruentnich j modulo m, kde 5 € {0,...,m — 1}.
Pocet jejich podmnozin se sou¢tem prvku kongruentnim r modulo m nazyvejme fesenim
ulohy a popisujme jej funkei A7 : N — Ny definovanou jako

Al (S0, Sme1) = a,

Poznamka. Pocet vyhovujicich podmnozin je jednoznaéné ddn hodnotami s;, nezalezi tak
na konkrétnich ¢islech v mnozineé.

V prubéhu feseni dokazeme nékolik lemmat, kterda nam umozni postupné zjednodusovat
vysledek. Zac¢neme s nasledujici jednoduchou vlastnosti.

Lemma 4.4.2 (Redukce nulovych prvki). Necht sg, ..., s,_1 € No. Reseni tlohy oznacéme
Al (S0, Sm—1), tedy pocet podmnozin S (kde v S je s, prvka v modulo m), jejichz
soucet je kongruentni » modulo m. Potom plati

A:n (So, .. .7Sm_1) = 2%. A:n (O, S1, .- .,Sm_1>.

Diikaz. Staci dokazat rovnost A” (So, ..., Sm—1) = 2.AL (so—1,81,...,8m-1), z indukce
potom vyplyva puvodni tvrzeni. Pfidejme do mnoziny jeden prvek 0 mod m. Kazdé vyho-
vujici podmnozina je nyni vyhovujici soucasné s novym prvkem i bez néj. Naopak zadna
nevyhovujici podmnozina se nestane vyhovujici, pokud do ni pridame tento prvek. Pocet
feSeni se tak zdvojnasobi, coz jsme chtéli ukazat. ]
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Lemma 4.4.3 (Obecny vzorec). Definujme m € N a m-tici éisel s, ..., s,—1 € Ny. Ozna-
¢ime ¢ = cos (27/m) + isin (2 /m). Déle necht A" (s, ..., Sm_1) je poctem podmnozin S
(kde v S je s, prvkt v modulo m), jejichz soucet je kongruentni r» modulo m, pak plati

m—1 m—1
1
Al (Soy ey Sme1) = — ¢ Tk 1+C3k
m
k=0 7=0
Diikaz. Pisme generujici funkci
e :H(l"'ms) = tax +a 7 +ag+ @+ ax + ...

SES

Po roznasobeni odpovidd koeficient a; poétu podmnozin se souctem j ¢ili
T
CL( ) = ot Qreom + Qrepy + A = Qg+ Qrgom T+ .-

Pro primitivni m-tou odmocninu z jedné ( plati Roots of Unity Filter.

a('l“) — f(l) + <7Tf<C) + C2Tf(<;r3 +oeee Ci(mil)rf(gmil) ) (46)
Pokud dosadime éislo ¢* do souéinového tvaru f, pak dostaneme
m—1
FC =TJa+¢*) = T+ ¢*) (4.7)
seS 7=0

kde s; je poctem prvku kongruentnich j modulo m. Pisme rovnost (4.6) formou sumy
a dosadme vztah (4.7).

-1 -1

m-a =% ) =) Aty (4.8)

0 0 J

3
3
3

e
Il
=~
Il
Il
=)

Po vydéleni m jsme hotovi. ]

Nyni se podivejme na konkrétni mnozinu prvku, a to takovou, ze obsahuje pouze prvky
od jediného nenulového zbytku modulo m.

Dusledek 4.4.4 (Jediny nenulovy zbytek). Definujme prirozend ¢éisla m,r a v tak, ze
je nesoudélné s m. Ozna¢me A7 (0,...,s,,...,0) poc¢et podmnozin S (kde v S je jedinych
s, nenulovych zbytku v modulo m), jejichz soucet prvku je r modulo m. Potom plati

1

AL (0,00 8y ..., 0) = x0T (s,),

kde y~! znaéf multiplikativn{ inverzi &fsla v modulo m a x7,(n) = () + (. )+ (.5 ) +...

r r+m r+2m
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Diikaz. Ozna¢me ¢ = cos(2m/m) + isin (2r/m) primitivni m-tou odmocninu z jedné.
Z lemmatu 4.4.3 pro jedinou nenulovou hodnotu s, plati

m—1 m—1
1 1
A7 (0, ..y, .. :EE CTR(L 4 OF)s - CH 4 27)S
k=0 k=0

Binomickou vétou rozsifime mocninu, pficemz implicitné predpokladejme, ze X}, = X7, (s)-

m—1 m—1
A )T =) T (o AT e TR ) =
k=0 k=0
m—1
=D (g 0T g e I =
k=0

kde a splituje rovnost ay = r (mod m) neboli & = ry~! (mod m). Vzhledem k tomu, Ze
¢isla m, v jsou nesoudélna, tak je zaruceno, ze « existuje a je jednoznacné déano jako zbytek
modulo m. [

Poznamka. V tento moment je zjevné, ze feSeni tlohy s podmnozinami ma mnoho spo-
le¢ného se soucty kombinacnich ¢isel z predchozi kapitoly.

Pokud dale pripustime pouze prvociselny délitel p, tak umime napsat nasledujici lemma,
které je zalozené na vété 1.2.14 o prvociselnych odmocninach z jedné.

Lemma 4.4.5 (Obecny vzorec pro prvocislo). Necht p je prvocislo a sg,...,s,-1 € No.
Pokud A7 (8o, - - - ,5,-1) znaci pocet podmnozin S (kde v S je s, prvki v modulo p) se
souc¢tem prvku r modulo p, pak plati

./4.; (SQ, ceey Sp—l) (2|S| Z dk> + dr,

kde p-tici ¢isel dy, . . ., dp—; splituje rovnost
do+ (i + Cely -+ Py = (14 )01+ )™ - (L4 P
Diikaz. Definujme generujici funkci

f(z) :H(1‘|‘5’35) = tar P a2 +ag+ ax + a4+ ...
s€S

kde po roznasobeni odpovida koeficient a; po¢tu podmnozin se souctem j. Tim definujme
cisla a@, ... a® Y tak, ze ™) =+ apop + @rop + A + oy + Appop + - -

Déle oznacme ¢ = cos (27 /p) + i sin (27 /p) jako primitivni p-tou odmocninu z jedné. Do
roznasobeného tvaru funkce f dosadime ¢islo ¢, ¢cimz se nam seskupi kazdy p-ty koeficient.
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Plati tedy f(¢) = a® +¢a™ +¢%2a® 4 - - +¢?~1aP~V. Podobné dosadime ¢ do sou¢inového
tvaru. Plati proto

p—1
FO=TJa+¢) =T+ =do+¢di + Cp + -+ + ¢ My,
s€S k=0
kde do,...,dp—1 jsou raciondlni koeficienty pii roznasobeni tohoto soucinu. Pokud sem

dosadime prvni vyjadreni f((), tak plati rovnost
(a(O) —dy) + (a(l) —d))C+ -+ (aPY — d, )P = 0.

Z lemmatu 1.2.14 ptimo plati rovnosti (¥ —dy = ¥ —d; = --- = a»"V — d, ;. Pokud
oznaéime Q = a") — d,., pak pisme pQ) jako

p—1 p—1 p—1
P2 = (a® —do) + (o —dy) + -+ (@D —dy ) =3 a® =3 d =29 =3 4.
k=0 k=0 k=0
Pokud vyjadifme o™ = Q + d, a v tomto kontextu oznacime A’ (sq,...,s, 1) = a'”, tak
ziskdme dokazovanou rovnost. [

Poznamka. Uloha se ndm lemmatem 4.4.5 pro prvociselny délitel zjednodusila na rozna-
sobeni jediného soucinu.

Véta 4.4.6 (Redukce mnoziny pro prvocislo). Necht p je prvocislo a sg,...,s,-1 € Np.

Oznacme Aj (S0 ..., Sp—1) pocet podmnozin mnoziny s s, prvky v modulo p, jejichz soucet

proku je kongruentni r modulo p. Potom pro kaZdé celé ¢islo ¢ > —min(sy, ..., sp—1) plati
oclr=1) _ 1

A;(So,sl—i-C,...,Sp,l—'—C):A;(So,...,sp,1)+25 T,

kde piseme S = so 4 -+ + sp_1.
Diikaz. Oznacme ¢ = cos (27 /p) + isin (27 /p). Z lemmatu 4.4.5 plati

1 Z”‘l
A; (80,81+C,...,8p_1+6) = ]_9 < Stelp=1) _ dk) ‘|—d'r7
k=0

kde ¢fsla dy, . . ., d,—1 splnuji
do+Cdy+ o+ Py = (14 C0) (L4 ¢ (L (Pt
= (140 + ¢ (P,
piitemz jsme nahlédnuli k rovnosti (14 ¢)--- (14 ¢?~!) = 1. Pro stejnd ¢isla dy, . .., dp—1
tedy plati

1 —
A; (50,...,Sp_1) = - (25— dk) +dr
p k=0

- , - , - N N —1 . « , , ,
Odectenim téchto dvou rovnosti se eliminuje izo dy i d,, takze ziskame dokazované tvr-
zeni. O

Poznamka. V tento moment mame vSechno potiebné ke kompletnimu vyteSeni pripadu
pro délitelnost tfemi v podsekci 4.4.1.
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

4.4.1 VyreSeny pripad pro délitelnost tremi

Jelikoz 3 je prvocislo a existuji pouze dva nenulové zbytky modulo 3, tak vzdy dokazeme
mensi ze zbytku redukovat diky lemmatu 4.4.6. Ve chvili, kdy uvazujeme jediny nenulovy
zbytek, tak lze pocet podmnozin piimo spocitat z lemmatu 4.4.4.

Véta 4.4.7 (Vlastni). Jsou ddna nezdpornd celd éisla a,b,c,r, kder € {0,1,2}. V mnoziné
je celkem a + b+ ¢ prvku, z nichz a je délitelnyjch tremi, b prvku ddvd zbytek 1 a ¢ proku
ddvd zbytek 2 po déleni tremi. Oznacme A%(a,b,c) pocet podmnozin, jejichz soucet proki
ddvad zbytek r po délent tremai. Plati

3

Diikaz. Vzhledem k lemmatu 4.4.2 plati A%(a,b, c) = 2* A%(0, b, ¢). Nyni rozdélime feseni
podle toho, které z ¢cisel b, ¢ je vétsi.

! —b+2

(i) Pokud b > ¢, z lemmatu 4.4.6 pro p = 3 plati
2b+c _ 2b—c
3

a z lemmatu 4.4.4 pro jediny zbytek 1 modulo 3 plati A5(0,b — ¢,0) = x5(b — ¢),
jelikoz plati 1 = 17! (mod 3).

A5(0,b,¢) = A3(0,b— ¢, 0) +

(ii) Pokud naopak b < ¢, tak plati
bte _ ge—b
3
a z lemmatu 4.4.4 pro jediny zbytek 2 modulo 3 plati A%(0,0,c — b) = x2"(c — b),
jelikoz 2 =271 (mod 3).
Pokud nahlédneme k vysledku tlohy 3.1.4, tak plati

R e ]

V prvnim ptipadé dosadime n = b — c¢. Plati

2b+c _ 2b—c 1 bh— 4
A5(0,0,¢) = x5(b —¢) + —3 =3 (2b+c + 2 cos W)

A5(0,b,¢) = A3(0,0,c — b) +

Jelikoz plati cos(x) = cos(—x + 27r), tak se argument kosinu zde zméni na (¢ — b+ 2r)mw/3,
coz chceme. Druhy piipad dopadne analogicky — dosadime n = ¢ — b a upravime argument
odecCtenim 27,

3

1 —b 1
A5(0,b,¢) = 3 (QCH’ + 2 cos w) 3

- - (2b+0 + 2 cos w)
3

Nyni uz staci kazdé teseni vynasobit 2¢, ¢imz pridame prvky délitelné tfemi. ]
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

4.4.2 Rozsiteni pro vSechny délitele

Lemma 4.4.8 (Redukce sudych délitell). Definujme celd ¢isla o > 0 a m > 1. Necht

S0, - -+ 8m—1 € N. Ozna¢me A}, (s, ..., Sy—1) pocet podmnozin S (kde v S je s, prvki
modulo m) se souc¢tem prvku r modulo m. Pak plati
r 1 r (0) (m—1)
2am(so,...752am_1):—Am(s ey S ),

2a
kde piseme s¥) = Sj+ Sjpm + o+ Sjp@e—1)m-
Diikaz. Staci dokazat rovnost A5, (so, ..., Som—1) = %A’"m (S0 + Smy -+ Sm—1 + Som—1), PO-
tom tvrzeni vyplyva z indukce.

Vyjdeme z rovnosti 1.2.11, a to konkrétné pokud mame sudou (k-tou) primitivni od-
mocninu z jedné &, tak plati

9(§) =1+ +&)...(1+&" =o0.

Definujme nyni ¢ = cos (7/m) + isin (7/m) primitivn{ 2m-tou primitivni odmocninu z jed-
né a také m-tou primitivni odmocninu z jedné w = cos (27 /m) + isin (27 /m). Plati tedy
¢? = w. Z lemmatu 4.4.3 pisme

2m
2+ Ay (S0, sam1) = 3 CFF(CE),
k=1

kde f(¢%) = 170" (1 + ¢%)% = g(¢%) - TI;7 (1 + ¢7F)%~1, jelikoz predpoklddame, ze
s; > 0. Pokud ¢* je sudou primitivn{ odmocninou, tak f(¢*) = 0. Specidlné kdyz k je liché,
tak jiste f(¢*) = 0 ¢ili

2m m m

Z C*T(Qk)f(C@k)) _ Z wfrkf(wk).

k=1 k=1 k=1

I
<
o
-
~—~
AN
a5
SN—
|

Plat{ oviem f(w") H?Zgl(l + wik)si = ngol(l + wik)sitsitm  takze

Zw”’kf(wk) =m-A (So+ Smy---sSm_1~+ S2m_1) -
k=1

Po vydeéleni rovnosti 2m - A% (So, ..., Som—1) =m - A" (S0 + Smy- -+, Sm_1 + Som_1) Cislem
2m jsme hotovi. [

Vzhledem k lemmatu 4.4.8 zjevné nezalezi na tom, zda v puivodni mnoziné prvek dava
zbytek r nebo r + m/2 modulo m, pokud je m sudé. Také ndm to dava nadhled, ze
podmnozin se souc¢tem r mod m je stejny pocet jako se souc¢tem r 4+ m/2 mod m.

Poznamka. Pokud uvazujeme ilohu s délitelem 3 - 2% kde a > 0, pak jsme schopni
redukovat mnozinu a délitel na ¢islo 3, kde uz zname teseni.
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Lemma 4.4.9 (Redukce soudélnych prvki). Necht m,r € Na sg, ..., s,_1 € Ng. Ozna¢me
Al (S0, .-, Sm—1) pocet podmnozin S (kde v S je s, prvku v modulo m) se sou¢tem prvki
r modulo m. Predpokladejme, ze kazdy prvek v S je délitelny c¢islem d € N, kde d > 1,
d | m. Pak plati

0, pokud d t r,
Arm/;ld (30, Sds S2ds - - - s sm*d) , pokud d |r.

.Arm(So, e ,Sm_l) = {

Diikaz. Kazda podmnozina mé soucet prvku délitelny d, takze pokud d 1 r, tak nevyhovuje
zddnd podmnozina. Predpoklddejme déle, ze d | r.

Je ddna mnozina S = {ay,...,a,} a definujme S’ = {a,/d, ..., a,/d}. Pro S vyhovuje
podmnozina {ay,...,a,} C S pravé tehdy, kdyz

a;+as+---+a,=r (modm),
kazdy prvek je délitelny d, takze ekvivalentné vydélime. Plati tak

aj/d+ ay/d+---+a,/d=r/d (modm/d),

coz znamend, ze podmnozina {a;/d,...,a,/d} C S’ vyhovuje (pro r/d modulo m/d).
Jelikoz jsme postupovali ekvivalentné, tak mnoziné S vyhovuje stejny pocet podmnozin
jako mnoziné S’ coz jsme chtéli dokazat. O

Lemma 4.4.10 (Kvadrét prvocisla). Necht p > 2 je prvocislo a sy, ..., s,2_1 € Ny. Pokud
A (S0, - -+, 8p2_1) znaci pocet podmnozin S (kde v S je s, prvku v modulo p?) se souctem
prvki r modulo p?, pak plati

P |
Al(so, 81+ 1,00 521+ 1) = Ala(80, -+ -5 Sp2—1) + T A (s(o), . ,s(p_l))
2p271 _ 2p71
+25 .

kde piseme sU) = S+ Sjpp T+ Sjrp—1p aS =50+ ... 5p2_1.

Diikaz. Pro p*-tou primitivni odmocninu z jedné ¢ vzhledem k lemmatu 4.4.3 pisme

p?—1 p?—1
P Ape(s0, 81+ 1,082 1+ 1) — 95+p* =1 _ Z ¢k H (14 ¢7F)ss+L,
k=1 =0

Oznacéme g(¢*) = Hﬁ.’i—ll(l + ¢7%). Pfitom uvazujeme p? t k. Jelikoz potom pro jediné

hodnoty k = fp plati ged(k,p?) = p # 1, tak z véty 1.2.11 plati

g9(¢") =

2= pokud k = p,
1, jinak.
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Kapitola 4. Pocitani podmnozin se sou¢tem prvku

Plati tedy

p2_1 p2 1

p2_1 p2_1
¢ rk H 1+ Cjk sj+1 _ Z Cfrkg(ck) (1 + Cjk)Sj _
7=0 k=1

o= =0
p271 p271 2 —1
=Y [T+ + @t - ZM@’ (140
k=1 j=0 7=0
Prvn{ suma se rovna p? - Aro (5058155 Sp21) — 25, Pokud nyni definujeme w = (? jako
primitivni p-tou odmocninu, tak druha suma se rovna
p—1 - p—1 p—1 .
Z H (1+wit)% = Zw_MH(lthﬂ)s(]) =pA, (s, ., sP7D) — 2%
=1 =0 =1 =0

Pokud oznaéime Ay = A%, (so, 81+ 1,..., 8,21 + 1), Ag = A(s0,81,...,82-1) a Ay =
Ar (s, .., D) tak platf

PPA = 25 = A, — 25 (2771 — 1) (pA; — 29),
p2A1 _ p2A2 + (2p—1 . 1)(pA3) + 2S+p2_1 . 2S+p—1'

T, €0z jsme chtéli

ukézat. O]

_ 2y o
Vydélime celou rovnost p?. Plati A; = Ay + WTj_lAg 8. 2]

Dusledek 4.4.11. Necht sq,...,s3 € Ny a r € Zg. Pokud A" (s, ..., Sm_1) znaci pocet
podmnozin mnoziny s s, prvky v modulo m, jejichz soucet prvku je kongruentni » modulo
m, pak plati

AG(so,s1+1,...,88+ 1) = Aj(so, ..., ss) + Aj (3(0), s, 3(2)) +7-25%2,

kde piseme sU) = 5;+ Sj43+Sj16 2S5 =S50+ ...53

Diikaz. Plati po upravé lemmatu 4.4.10 pro prvocislo p = 3. O]
Véta 4.4.12 (Vysledek pro prvocislo). Definujme prvocislo p > 2, ¢isla sy, ..., Sp—1 € Ny
ar € Zy. Pokud A} (so,...,8p-1) 2naci pocet podmnoZin mnoziny s s, prvky v modulo p,
jejichz soucet prokiu je kongruentni r modulo p, pak plati
A0, 51,005 8p1) = Z Xy (51) - X (82) -+ XpPH (8p—1),
72,..,Tp—1E€Lp,
ri=r—2rg—3rz—:—(p—1)rp_1

kde xp(n) = () + (1) + (,55) -
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Diikaz. Pro prvocislo p plati

1 =
.A;(O, S1s.eeySpo1) = 5 (2|S| _ de> +d,,

k=0

kde ¢isla dy, . .., d,—; splnuji
do+Cdy+ Py + -+ Py = (L) (T4 P (4.9)

Pokud nebudeme vyuzivat rovnosti, ze soucet nékolika odmocnin z jedné se rovna nule,
tak po rozndsobeni pravé strany rovnosti najdeme 29 - . 2%-1 = 25 ¢leni. Nahlédnutim
k levé strané rovnosti se toto ¢islo rovnd souctu vsech dy, takze plati do +- - +dp_1 = 2151,
Dosazenfm do prvnf rovnosti je vysledek roven A7(0, sy, ..., 5,-1) = d,.

Roznésobime kazdou zavorku v souc¢inu (4.9) pomoci binomické véty, ¢imz ziskdme
soucet kombinac¢nich ¢isel, ktera jsou postupné ndasobena mocninami (. Pokud seskupime
kazdé p-té kombinacni ¢islo, tak pro j € {1,...,p — 1} plati

(1+ )Y =x5(55) + g (sy) -+ CPNGTH(sy),
Roznédsobenim soucinu téchto ¢isel pro j € {1,...,p — 1} se d, vzhledem k (4.9) rovnd
souctu takovych ¢isel, ze soucin jejich mocnin ¢ se rovna ¢islu 7. Uvazujeme tedy vSechna
takova cisla x[t(s1)- X2 (s2) -+ xp" ' (8p—1), Z€ r142ro+3r3+- -+ (p—1)r,_1 = r (mod p),
pro libovolnou kombinaci rq, ..., r,—1 € {0,...,p—1}. Vzhledem k tomu, ze r; je libovolny
prvek modulo p, tak existuje s¢itanec pro kteroukoli (p—2)-tici éfsel (ra, ..., 7p—1) € (Z,)P72,
jelikoz zvolime ry jako ry = r —2ry —3r3 —--- — (p — 1)r,_; (mod p). Pokud napiSeme
vysledek formou sumy, tak ziskdme dokazovanou rovnost. ]

Poznamka. Pro libovolné prvocislo tedy dokazeme piimo spocitat feseni, ale zahrnuje to
soucet pP~? &isel, z nichz kazdé je souétem kazdého p-tého kombinaéniho éfsla.

4.4.3 Maticovy tvar reSeni pro délitelnost péti

Meéjme cisla s, ..., s4. Nejprve plati AL(sg,...,s4) = 2°° AL(0, s1,...,54). Umime také
eliminovat jedno z dalsich ¢isel, pticemz ale nechejme vSechny vstupy nezédporné. Napriklad
pokud plati s4 = min{sy, ..., ss}, pak zjednodusime feseni nasledovne.

1
Ag(()? Sty .. ,54) - A;)(()? 81 — 84,82 — 84,83 — S4, 0) + g (231+---+34 - 281+82+837384) .

Lemma 4.4.13 (Vlastni). Jsou déna nezdporna celd ¢isla sg,...,s4 a r € {0,...,4}.
V mnoziné je celkem sy + - - - + s4 prvku, pricemz s; prvka dava zbytek j po déleni péti.
Oznacme AZL(so,...,s4) pocet podmnozin, jejichz soucet prvku déva zbytek r po déleni

péti. Pro hodnoty (so, ..., s4) = (0,a,b,c,0) plati rovnost

Xi(a)  x57(a) ... x5P(a)\ [X2c)
X5 (a)  xi(a) X5 a) | [ xi(c)
AL(0,a,b,¢,0) = (X3(b) ... xi(0) | x5 (a) xt"(a) X5 a) | | X3 |,
x5 (a) x5t (a) x5 (a) | | xE(e)
X5 (a) x5 (a) X5(a X3(c)
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kde x§(n) = (2) + (p%) + (pfl(]) +..
Diikaz. 7 veéty 4.4.12 plati
Ap(0,a,b,¢,0) = D> (@) xE(B) - xE () - xEH(0).

T2,73,74€Ls5,
r1=r—2ro—3r3—4ry

Pokud 74 = 0, pak x5*(0) = (J) = 1. Pro jiné ry jsou vSechna piislusnd kombinacni éfsla
nulovd, takze plati x5*(0) = 0, takze je hodnota sou¢inu nulové, takze staci v sumé uvazovat

ry = 0. Dosadime r = r — 2ry — 3r3 — 4ry = r + 3ry + 2r3 (mod 5), takze plati
AQ(O, a, b? ¢, 0) = Z Xg+3r2+27n3 (CL) ’ X? (b) : ng <C>
ro,r3€Ls5

Jelikoz zde méame pouze dvé proménné ry,r3, tak je mozné vyuzit ndsobeni matic. Lze
ovVéfit, ze po vynasobeni danych tif matic ziskdme scitance tvaru x5 >3 (a)-x 22 (b)- x5 (c),

coz jsme chtéli ukazat. ]
Véta 4.4.14 (Vlastni). Jsou ddna nezdapornd celd éisla so,...,s4 ar € {0,...,4}. V mno-
zZiné je celkem so + - - -+ s4 proku, pricemz s; proki ddvd zbytek j po déleni péti. Oznacme
AL(s0,...,84) pocet podmnozin, jejichZ soucet prvku ddvd zbytek r po déleni péti. Za
predpokladu s, = min(sy, ..., s4). Potom plati rovnost
r Xr+2 L XT+3 \IJO

Xr+3 Xr . Xr-i—l \Ill ]
AL(sg, ..., 80) =20 (B0 .0 DY) [ T B XL R |+ : (25 — 257454 |

Xr+4 XT+1 Xr+2 \113

Xr+2 Xr+4 XT \114

kde znacime x" = xE(s1 — $4), P = xE(s2 — s4) a U = xE(s3—S4) @ S =59+ -+ 54.
Ddle piseme x£(n) = ( ) p+5) (pJ:LIO) +...
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ZAveér

Zaver

V této praci bylo shroméazdéno nékolik znamych zpusobu, jak vyuzit odmocniny z jedné
a hlavné byly aplikovany na znacné zobecnéni tloh.

Cilem této prace bylo predstavit odmocniny z jedné jako vyhodny néstroj pro reseni
kombinatorickych problému a co nejvice je zobecnit. Nakonec se jednalo o dlazdéni Sachovnic,
scitani Fibonacciho ¢isel i kombinacnich ¢isel a také pomoci nich pocitat podmnoziny, je-
jichz soucet prvku je délitelny danym ¢islem. Zobecnit tyto tlohy se podafilo znacné.
Zminéné tlohy jsou feSeny prostiednictvim nastroju jako je zejména Roots of Unity Filter
a generujici funkce.

V ramci dlazdéni Sachovnic tato prace prispéla zobecnénim zejména problému s jednim
prazdnym polickem kdekoli v Sachovnici. Navic se ukéazalo, o kolik vice je prostudované
téma kompletniho vyplnéni Sachovnice, a to i ve vice nez dvou rozmérech. Déle tato prace
prispéla vypoctem vzorce pro soucet kazdého n-tého Fibonacciho ¢isla zahrnujici zaokrouh-
leni na nejblizsi celé ¢islo. Kromé toho, sou¢ty kombinac¢nich ¢isel byly vyuzity pro urceni
pocti podmnozin se souc¢tem prvku délitelnym urcitym cislem. Obecné feseni bylo nale-
zeno pro libovolnou mnozinu celych ¢isel, zejména pro délitele 3 a 5. Dale bylo ukézano, ze
feSeni pro prvociselné délitele vétsi nez 3 sestava z mnoha séitancu a nevychézi kompaktné.
Pro ostatni délitele lze mnozinu ¢isel znaéné zjednodusit a piiblizit se obecnému teseni.

Ijspééné bylo demonstrovano vyuziti odmocnin z jedné na vSech danych typech tloh.
Podafrilo se zobecnit problém dlazdéni s prazdnym polickem v Sachovnici. Podafilo se urcit
soucet kazdého n-tého Fibonacciho ¢isla. Obecné feseni tlohy se sou¢ty podmnozin se velmi
uspésné spocitalo pro skupinu délitelu. Pro ostatni délitele se znacéné podarilo priblizit
k obecnému feseni. Dalsi mozné rozsiteni této prace by mohlo spocivat

(i) v nalezeni dalsich odlisnych typu tloh, které jsou elegantné fesitelné odmocninami
z jedné a pripadné tyto tlohy zobecnit,

(ii) v navéazani na problém dlazdéni sachovnic s vice nez jednim prazdnym polickem nebo
s jinym zajimavym polyominem,

(iii) v pokracovani zobecnéni pocitani podmnozin, coz by mohlo zahrnovat nalezeni dal-
sich uzitecnych tvrzeni, ktera by pripadné dokazala zobecnit feseni pro dalsi délitele
¢i ur¢itou skupinu mnozin,

(iv) ve vypoctu multisekef jinych posloupnosti nez Fibonacciho éisel.
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