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Abstrakt

Ćılem práce je uvést komplexńı odmocniny z jedné jako výhodný nástroj na řešeńı problémů
v kombinatorice a co nejv́ıce tyto úlohy zobecnit. Na základě jednoduché teorie jsou
procházeny postupně složitěǰśı př́ıklady. Ukazuje se, jak lze pomoćı odmocnin z jedné
řešit problém dlážděńı šachovnic, kde přispějeme značným zobecněńım zejména př́ıpadu
s jedńım prázdným poĺıčkem. Také je dokázán vzorec pro součet každého n-tého Fibo-
nacciho č́ısla, což je originálńı praćı. Součty kombinačńıch č́ısel jsou navázány na poč́ıtáńı
podmnožin, jejichž součet prvk̊u je dělitelný určitým č́ıslem. Př́ıspěvek zde spoč́ıvá ve zo-
becněńı této úlohy na určité dělitele a libovolné množiny. Jsou využ́ıvány zejména metody
jako Roots of Unity Filter a generuj́ıćı funkce.

Kĺıčová slova

odmocniny z jedné; kombinatorika; komplexńı č́ısla; Roots of Unity Filter; multisekce;
dlážděńı šachovnic; polyomina; generuj́ıćı funkce; kombinatorické identity; Moivreova věta;
Fibonacciho č́ısla

Abstract

This thesis aims to introduce complex roots of unity as a convenient tool for solving pro-
blems in combinatorics and to generalize these problems as much as possible. Based on
simple theory, we study gradually more intricate examples. We show how roots of unity
can be applied to solve chessboard tiling problems, where we contribute a significant gene-
ralization, especially in the case of one empty square. We also determine the sum of every
n-th Fibonacci number, which is an original contribution. Sums of binomial coefficients
are related to counting subsets whose sum of elements is divisible by a certain number.
The contribution lies in generalizing this problem to specific divisors and arbitrary sets.
Methods such as Roots of Unity Filter and generating functions are used.
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roots of unity, combinatorics, complex numbers, Roots of Unity Filter, multisection, chess-
board tiling, polyominoes, generating functions, combinatorial identities, De Moivre’s the-
orem, Fibonacci numbers
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2.1.3 Vı́ce prázdných poĺıček . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Úvod

Úvod

Tato práce je zaměřená na aplikace odmocnin z jedné při řešeńı širokého spektra kombi-
natorických úloh, které zdánlivě v̊ubec nesouviśı s komplexńımi č́ısly. Snaž́ıme se do co
největš́ı mı́ry zobecnit tyto př́ıklady. Pod́ıvejme se na úlohu 4.3.2 z 73. (loňského) ročńıku
Matematické olympiády [8], kterou jsem se rozhodl řešit právě pomoćı odmocnin z jedné:

Kolik neprázdných podmnožin množiny {0, 1, 2, . . . , 9} má součet prvk̊u děli-
telný třemi?

Tuto úlohu i jej́ı obecné varianty řeš́ıme v kapitole 4. Řešeńı této úlohy jsem sepsal
a odevzdal s využit́ım odmocnin z jedné, jak popisuji ve zmı́něné kapitole. T́ım se stala
tato úloha výraznou motivaćı k sepsáńı celé této práce, a to spolu s videem [9], které uvedlo
odmocniny z jedné právě v tomto kontextu.

Prvńı kapitola se věnuje teoretickému základu odmocnin z jedné. Nejprve jsou shrnuty
základńı vlastnosti komplexńıch č́ısel a odmocnin z jedné, jako je třeba rovnost 1.2.9, která
ř́ıká, že pokud ζ = cos (2π/n) + i sin (2π/n) je n-tá odmocnina z jedné, potom plat́ı

1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1 = 0.

Následně je představen pojem multisekce, který bude v daľśıch kapitolách kĺıčový.
Druhá kapitola se soustřed́ı na dlážděńı šachovnic polyominy. Zde jsou př́ıspěvkem

zejména významná zobecněńı. Jednu z úloh zmı́nil Jakub Juránek ve své práci [5], na
kterou t́ımto navážeme zobecněńım pro libovolnou obdélńıkovou šachovnici s chyběj́ıćım
libovolným poĺıčkem a obecným obdélńıkovým polyominem.

Třet́ı kapitola je významná nalezeńım vzorce pro součet každého n-tého Fibonacciho
č́ısla ve větě 3.2.12, což jsem v žádné literatuře nedohledal – známé jsou pouze identity
pro součet každého a každého druhého členu posloupnosti. Kromě toho zmı́ńıme součty
kombinačńıch č́ısel jako výsledek potřebný k následuj́ıćı kapitole 4.

Ve čtvrté kapitole se poč́ıtaj́ı podmnožiny, jejichž součet prvk̊u je dělitelný daným
č́ıslem. Kapitola přispěje řešeńım pro zcela libovolnou množinu zejména pro dělitele 3 a 5.
Tyto výsledky jsou nav́ıc založeny na součtech kombinačńıch č́ısel z třet́ı kapitoly. Výsledku
se ve všech ostatńıch př́ıpadech lze přibĺıžit využit́ım řady lemmat, č́ımž se výsledek po-
stupně zjednoduš́ı. Využito je zde pokročileǰśıch metod, jako je Roots of Unity Filter, a věty
o prvoč́ıselných odmocninách z jedné a generuj́ıćı funkce.

V práci se ukazuje, jak lze odmocniny z jedné využ́ıt k řešeńı mnoha kombinatorických
úloh, které je možné následně velmi značně zobecnit a naj́ıt řešeńı pro mnohem širš́ı tř́ıdu
problémů. V práci se také objevuje řada nových výsledk̊u, které nebyly dosud publikovány.
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Použité značeńı

Použité značeńı

a | b a děĺı b

N = {1, 2, 3, . . . } množina přirozených č́ısel

Z množina celých č́ısel

Q množina racionálńıch č́ısel

R množina reálných č́ısel

C množina komplexńıch č́ısel

gcd největš́ı společný dělitel

Fn n-té Fibonacciho č́ıslo

Ln n-té Lucasovo č́ıslo

⌊x⌋ dolńı celá část

⌊x⌉ zaokrouhleńı na nejbližš́ı celé č́ıslo

φ(n) počet nesoudělných přirozených č́ısel menš́ıch než n

χr
m(n) součet každého kombinačńıho č́ısla

(
n

j

)
, kde j ≡ r (mod m)

Fm(n) součet všech Fibonacciho č́ısel Fj, kde 0 ≤ j ≤ n a j ≡ n (mod m)

a(r) počet podmnožin se součtem kongruentńım r modulo m

Ar
m počet podmnožin se součtem kongruentńım r modulo m

Zd okruh zbytk̊u modulo d

a−1 multiplikativńı inverze č́ısla a

K[x] okruh polynomů nad tělesem K

ℜ(z) reálná složka komplexńıho č́ısla z

ℑ(z) imaginárńı složka komplexńıho č́ısla z
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Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

Kapitola 1

Teoretický základ odmocnin z jedné

V této kapitole se nejen zaměř́ıme na teoretický základ komplexńıch č́ısel a odmocnin
z jedné, ale také představ́ıme jejich některé zásadńı vlastnosti a definujeme si pojem multi-
sekce. To představuje základ, z nějž budeme vycházet při řešeńı úloh v daľśıch kapitolách.

Komplexńı č́ısla maj́ı své kořeny v 16. stolet́ı, kdy italský matematik Girolamo Cardano
narazil při řešeńı rovnic třet́ıho stupně na hodnoty, které nebyly reálné. Pro práci s těmito
hodnotami zavedl imaginárńı jednotku i s vlastnost́ı i2 = −1, č́ımž položil základ pro
algebraický zápis komplexńıch č́ısel z = x+ yi, kde x a y jsou reálná č́ısla.

Každé komplexńı č́ıslo můžeme zobrazit jako bod v komplexńı rovině, která obsahuje
reálnou osu (osa x) a imaginárńı osu (osa y). V rámci této kapitoly nejprve představ́ıme
základńı formy zápisu komplexńıch č́ısel a poté vkroč́ıme do pojmu komplexńıch odmocnin
z jedné.

1.1 Algebraický a goniometrický zápis

Uved’me si dva zp̊usoby zápisu komplexńıch č́ısel a také d̊uležité vlastnosti komplexně
sdruženého č́ısla i argumentu.

Komplexńı č́ısla jsou většinou definována pomoćı jejich reálné a imaginárńı složky, ale
existuje i jiný užitečný tvar zápisu. Pokud z ∈ C, pak lze psát

(i) v algebraickém tvaru, z = a+ bi,

(ii) v goniometrickém tvaru, z = r(cosφ+ i sinφ),

kde r =
√
a2 + b2 představuje velikost (absolutńı hodnotu) č́ısla z a úhel φ ∈ [0, 2π) je jeho

argument, který znač́ıme arg z.

Definice 1.1.1. Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla z = a+ bi je reálné č́ıslo |z| splňuj́ıćı
|z| =

√
a2 + b2.

Pokud naṕı̌seme č́ıslo v goniometrickém tvaru z = r(cosφ + i sinφ), tak jeho absolutńı
hodnotu lze určit jako

|z| =
√
r2(cos2 φ+ sin2 φ) =

√
r2 = r.
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Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

Definice 1.1.2. Sdružené č́ıslo komplexńımu č́ıslu z = a+ bi definujme jako

z = a− bi.

Uved’me podstatné vlastnosti násobeńı komplexńıch č́ısel a jejich sdružováńı.

Věta 1.1.3 ([3]). Necht’ z, w jsou komplexńı č́ısla, pak

(i) zz = |z|2;

(ii) z + w = z + w, z · w = z · w;

(iii) |z| = |z|;

(iv) |zw| = |z| · |w|, | z
w
| = |z|

|w| ;

(v) arg(zw) = arg z + argw.

1.2 Komplexńı odmocniny z jedné

Vyjdeme z vlastnosti, kterou z definice splňuje každá n-tá odmocnina z jedné, a následně
zjist́ıme algebraický tvar každého takového č́ısla. Využijeme přitom Moirvreovu větu 1.2.4.
Dále definujeme pojem primitivńı odmocniny z jedné a uvedeme některé jejich zásadńı
vlastnosti spolu s rovnostmi, které budeme dále využ́ıvat v následuj́ıćıch kapitolách.

Definice 1.2.1. Pro dané n ∈ N rozumı́me n-tou odmocninou z jedné č́ıslo z ∈ C splňuj́ıćı

zn = 1.

Př́ıklad 1.2.2. Pro př́ıklad druhé odmocniny jsou 1 a −1. Čtvrté odmocniny pak umı́me
určit jako 1, i,−1,−i.

Lemma 1.2.3. Pokud ζ je n-tá odmocnina z jedné, pak existuje φ ∈ [0, 2π) takové, že

ζ = cosφ+ i sinφ.

D̊ukaz. Z definice plat́ı rovnost ζn = 1. Pokud srovnáme absolutńı hodnoty a uprav́ıme, tak
plat́ı 1 = |ζn| = |ζ|n a odmocněńım dostáváme 1 = |ζ|. Stač́ı nám psát v goniometrickém
tvaru, kde r = |ζ| = 1.

Věta 1.2.4 (Moivreova věta). Pro každé reálné x a každé celé n plat́ı

(cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx.

8



Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

D̊ukaz. Pro celé n nazvěme V (n) výrok (cosx+ i sinx)n = cosnx+ i sinnx.
Pro n ≥ 0 postupujme matematickou indukćı. Výrok V (0) zjevně plat́ı. Nyńı předpo-

kládejme, že V (k) je pravdivé pro nějaké k ≥ 0. Uvažme V (k + 1), kde po indukčńım
předpokladu použijeme sč́ıtáńı argument̊u z věty 1.1.3.

(cosx+ i sinx)k+1 = (cosx+ i sinx)k(cosx+ i sinx)

IP
= (cos kx+ i sin kx)(cosx+ i sinx)

= cos((k + 1)x) + i sin((k + 1)x),

tud́ıž plat́ı V (n) pro každé n ≥ 0. Konečně pro záporný exponent n < 0 pǐsme

(cosx+ i sinx)n =
1

(cosx+ i sinx)−n

V (−n)
=

1

cos(−nx) + i sin(−nx)
=

=
cos(−nx)− i sin(−nx)

cos2(−nx) + sin2(−nx)
= cos(−nx)− i sin(−nx) =

= cos(nx) + i sin(nx),

č́ımž jsme hotovi.

Věta 1.2.5. Je dáno n přirozené. Pokud ζ je n-tou odmocninou z jedné, pak existuje celé
č́ıslo k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tak, že plat́ı

ζ = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
.

−1 1

i

−i

0

Obrázek 1.1: Páté odmocniny z jedné

D̊ukaz. Z lemmatu 1.2.3 pǐsme ζ = cosφ + i sinφ. Vyjdeme opět z definice, že 1 = ζn.
Umocněńı zjednoduš́ıme Moivreovou větou 1.2.4.

ζn = (cosφ+ i sinφ)n = cosnφ+ i sinnφ.
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Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

Srovnáme argumenty obou stran. Argument č́ısla ζn = 1 je 0, zat́ımco na pravé straně se
rovná nφ. Existuje tedy celé č́ıslo k tak, že plat́ı nφ = 0 + 2kπ čili

φ =
2kπ

n
.

Vzhledem k periodicitě funkćı sin a cos źıskáme r̊uzné úhly právě pro k ∈ {0, . . . , n−1}.

Lemma 1.2.6. Množina všech n-tých odmocnin z jedné je multiplikativńı s neutrálńım
prvkem 1.

D̊ukaz. Označme ζ = cos(2kπ/n) + i sin(2kπ/n) a ξ = cos(2ℓπ/n) + i sin(2ℓπ/n). Potom
ze sč́ıtáńı argument̊u komplexńıch č́ısel plat́ı

ζ · ξ = cos (2(k + ℓ)π/n) + i sin (2(k + ℓ)π/n),

což je též n-tá odmocnina z jedné.

Zejména pokud si vezmeme ζ = cos (2π/n) + i sin (2π/n) a umocňujeme ji, tak z Moi-
vreovy věty źıskáváme daľśı odmocniny z jedné.

ζk = cos (2kπ/n) + i sin (2kπ/n) .

Definice 1.2.7. Libovolná n-tá odmocnina z jedné ζ je primitivńı, pokud nejnižš́ı přirozený
exponent x splňuj́ıćı ζx = 1 je x = n.

Poznámka. Tato úvaha je d̊uležitá, protože některé n-té odmocniny z jedné jsou zároveň
i menš́ımi odmocninami, a stač́ı jim tedy i menš́ı exponent. Např́ıklad pokud si vezmeme
devátou odmocninu z jedné ζ = cos (2π/9) + i sin (2π/9), pak ζ3 = cos (2π/3) + i sin (2π/3)
je sice také devátou odmocninou, ale současně je třet́ı (menš́ı) odmocninou z jedné a plat́ı
rovnost (ζ3)3 = 1. Mezi č́ısly ζ a ζ3 je rozd́ıl v tom, kolik r̊uzných hodnot mohou jejich moc-
niny nabývat. Vzhledem k tomu, že ζ3 má r̊uzné mocniny pouze 1, ζ3, ζ6, tak ji nenazýváme
primitivńı devátou odmocninou, nýbrž je to primitivńı třet́ı odmocnina. Dokonce plat́ı, že
ζa je primitivńı devátou odmocninou, pokud a je nesoudělné s dev́ıti.

Lemma 1.2.8. Pokud ζ je primitivńı n-tou odmocninou z jedné, pak se mezi jej́ımi moc-
ninami 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 vyskytuje každá n-tá odmocnina z jedné právě jednou.

D̊ukaz. Předpokládejme, že se některá dvě č́ısla rovnaj́ı, ζx = ζy, kde x, y ∈ {0, . . . , n−1}.
Potom vyděleńım rovnosti plat́ı ζx−y = 1. Vzhledem k tomu, že ζ je primitivńı, tak plat́ı
dělitelnost n | x − y. To ale v množině {0, . . . , n − 1} splňuje jedině dvojice x = y. Nav́ıc
z lemmatu 1.2.6 se v řadě č́ısel nevyskytuje nic jiného než n-té odmocniny z jedné.
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Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

1.2.1 Zásadńı identity

Věta 1.2.9. Pokud ζ ̸= 1 je n-tou odmocninou z jedné, pak plat́ı

1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1 = 0.

D̊ukaz. Jedná se o součet n člen̊u geometrické řady s kvocientem ζ ̸= 1 a plat́ı ζn = 1.

1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1 =
ζn − 1

ζ − 1
=

1− 1

ζ − 1
= 0.

Věta 1.2.10. Je dáno přirozené n a primitivńı n-tá odmocnina z jedné ζ. Potom plat́ı

f(ζ) = (1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζn) =

{
2, pokud je n liché,

0, pokud je n sudé.

D̊ukaz. Známe n kořen̊u polynomu zn−1, a to navzájem r̊uzná č́ısla 1, ζ, ζ2 . . . , ζp−1, takže
jej umı́me napsat v součinovém tvaru.

zn − 1 = (z − 1)(z − ζ)(z − ζ2) · · · (z − ζp−1).

Substitućı z = −1 źıskáme rovnost

(−1)n − 1 = (−1)n(1 + 1)(1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζn−1),

1− (−1)n = (1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζn−1)(1 + ζn).

Levá strana se rovná 2, pokud je n liché, zat́ımco nule, pokud je n sudé.

Důsledek 1.2.11. Jsou dána přirozená č́ısla n, k a primitivńı n-tá odmocnina z jedné ζ.
Označme d = n/ gcd(n, k). Potom plat́ı

f(ζk) = (1 + ζk)(1 + ζ2k) · · · (1 + ζnk) =

{
2n/d = 2gcd(n,k), pokud je d liché,

0, pokud je d sudé.

D̊ukaz. Č́ıslo ζk je primitivńı d-tou odmocninou z jedné, takže z věty 1.2.10 plat́ı rovnost
(1 + ζk)(1 + ζ2k) · · · (1 + ζdk) = 2. Tento součin se v f(ζk) zopakuje dohromady n

d
-krát čili

gcd(n, k)-krát.

Úloha 1.2.12. Pro a ∈ Z a ζ = cos(2π/n) + i sin(2π/n) určete součet č́ısel

Sa = 1 + ζa + ζ2a + · · ·+ ζ(n−1)a.

11



Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

Řešeńı. Rozlǐsme dva př́ıpady na základě dělitelnosti parametru a č́ıslem n. Pokud n ∤ a,
pak se jedná o geometrickou řadu s kvocientem ζa ̸= 1.

Sa =
n−1∑
k=0

ζak =
ζn − 1

ζa − 1
=

1− 1

ζa − 1
= 0.

Naopak pokud n | a, pak pǐsme a = nm pro nějaké m. Plat́ı ζak = ζnmk = 1mk = 1.

n−1∑
k=0

ζak =
n−1∑
k=0

1 = n.

Pokud a neńı dělitelné n, pak vyjde součet 0, jinak je součtem č́ıslo n.

Tento př́ıklad naznačuje obecněǰśı trend spoč́ıvaj́ıćı v rozlǐseńı, zda plat́ı ζa = 1, tedy
zda je parametr dělitelný č́ıslem n.

Následuj́ıćı věta nám pomůže dále.

Věta 1.2.13 (Eisensteinovo kritérium). Je-li f(x) = a0+a1x+ · · ·+anx
n polynom s celo-

č́ıselnými koeficienty a existuje prvoč́ıslo p děĺıćı všechny koeficienty kromě vedoućıho, ale
p2 ∤ a0, pak je f ireducibilńı nad Q.

Máme-li prvoč́ıslo p, pak p-té odmocniny maj́ı nav́ıc zvlášt’ výhodnou vlastnost. Násle-
duj́ıćı věta naznačuje, jak při sč́ıtáńı jejich mocnin źıskáme jistou lineárńı nezávislost mezi
nimi.

Věta 1.2.14. Pokud p je prvoč́ıslo a a0, a1, . . . , ap−1 jsou racionálńı č́ısla splňuj́ıćı

a0 + a1ζ + a2ζ
2 + · · ·+ ap−1ζ

p−1 = 0,

kde ζ = cos(2π/p) + i sin(2π/p), pak a0 = a1 = · · · = ap−1.

D̊ukaz. Necht’ P (x) = 1+ x+ · · ·+ xp−1. Ukážeme, že P je ireducibilńı. Pod́ıvejme se tedy
na jeho ,,posunutý polynom”

P (x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1
=

(
p

1

)
+

(
p

2

)
x+ · · ·+

(
p

p− 1

)
xp−2 + xp−1,

který má koeficienty tvaru
(
p
k

)
, což rozepsáńım na pod́ıl p!/k!(p − k)! je zjevně dělitelné

prvoč́ıslem p (pro 0 < k < p) a současně je konstantńı člen roven p, tedy žádný kvadrát
prvoč́ısla jej neděĺı. P (x + 1) proto splňuje Eisensteinovo kritérium 1.2.13, takže je iredu-
cibilńı nad Q.

Předpokládejme nyńı, že P (x) je reducibilńı. Potom existuj́ı nekonstantńı polynomy
s racionálńımi koeficienty R, S takové, že P (x) = R(x) ·S(x), a tedy dosazeńım x+1 plat́ı
rovnost P (x + 1) = R(x + 1) · S(x + 1), což je součinem dvou nekonstantńıch polynomů
z Q[x]. Sporem je tedy P (x) též ireducibilńı.

Dosazeńım ζ do P plat́ı P (ζ) = (ζp − 1)/(ζ − 1) = 0. Také polynom a0 + a1x + · · · +
ap−1x

p−1 má ze zadáńı kořen ζ. Jelikož maj́ı tyto dva polynomy společný dělitel a P je
ireducibilńı, tak P děĺı oba z nich. Vzhledem k jejich shodnému stupni se polynomy lǐśı
pouze vynásobeńım konstantou. Všechny koeficienty u P jsou shodné, takže se nelǐśı ani u
polynomu a0 + a1x+ · · ·+ ap−1x

p−1, což jsme chtěli ukázat.
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Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

1.3 Multisekce mocninné řady

Uvedeme si jednoduchý př́ıklad, kde pomoćı binomické věty sečteme každé druhé kom-
binačńı č́ıslo. Dále tuto ideu zobecńıme na mocninné řady – vyfiltrováńı všech člen̊u kromě
každého n-tého budeme nazývat multisekćı. Připomeneme si také tzv. Roots of Unity Filter,
což je př́ımým d̊usledkem multisekce.

Věta 1.3.1 (Binomická věta). Pro nenulová A,B ∈ C a n ∈ N plat́ı

(A+B)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
An−kBk.

Úloha 1.3.2. Kolik podmnožin {1, 2, . . . , n} má sudý součet prvk̊u?

Neńı složité si rozmyslet, že libovolných podmnožin je celkem 2n, neboli(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n. (1.1)

Tento výsledek lze źıskat rozepsáńım rovnosti (1 + 1)n = 2n podle binomické věty 1.3.1.
Chtěli bychom znát

(
n
0

)
+
(
n
2

)
+
(
n
4

)
+· · · , což se rovná počtu sudých podmnožin. Překvapivě

se můžeme k výsledku dostat daľśım využit́ım binomické věty. Stač́ı rozepsat rovnost (1−
1)n = 0, č́ımž źıskáváme stř́ıdavě sč́ıtáńı a odč́ıtáńı těchto kombinačńıch č́ısel.(

n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0. (1.2)

Sečteńım rovnost́ı (1.1) a (1.2) se nám podař́ı eliminovat liché podmnožiny tak, že nám
zbývaj́ı pouze členy

2

(
n

0

)
+ 2

(
n

2

)
+ 2

(
n

4

)
+ · · · = 2n + 0

čili výsledný počet 2n−1 źıskáme vyděleńım dvěma.
Využili jsme zde cykličnost funkce (−1)n, kde−1 je primitivńı druhá odmocnina z jedné.

Pomoćı ńı jsme źıskali každé druhé kombinačńı č́ıslo. V kapitole 4 ukážeme, jak lze stejným
zp̊usobem źıskat součet každého m-tého kombinačńıho č́ısla. Tento postup však vycháźı
z tzv. multisekce libovolné mocninné řady.

Definice 1.3.3. Multisekćı mocninné řady f rozumı́me daľśı mocninnou řadu skládaj́ıćı
se z určitých člen̊u f takových, že maj́ı konstantńı rozestupy.

Máme-li mocninnou řadu 1+2x+3x2+4x3+5x4+6x5+7x6+ . . . , tak jej́ı multisekćı
je např́ıklad 1 + 4x3 + 7x6 + . . . , kde se vyskytuje pouze každý třet́ı člen.

Věta 1.3.4 (Multisekce). Je dána mocninná řada f(x) = a0+a1x+a2x
2+ . . . a přirozené

č́ıslo m. Potom plat́ı

a0 + amx
m + a2mx

2m + · · · = f(x) + f(ζx) + f(ζ2x) + · · ·+ f(ζm−1x)

m
,

kde ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m) je primitivńı m-tou odmocninou z jedné.

13



Kapitola 1. Teoretický základ odmocnin z jedné

D̊ukaz. Dosazeńım č́ısla ζx do mocninné řady se cyklicky stř́ıdaj́ı mocniny ζ.

f(ζx) = a0 + ζa1x+ ζ2a2x
2 + · · ·+ amx

m + ζam+1x
m+1 + . . .

Dosad́ıme obecně ζkx, kde k je celé č́ıslo.

f(ζkx) = a0 + ζka1x+ ζ2ka2x
2 + · · ·+ amx

m + ζkam+1x
m+1 + . . . (1.3)

Źıskaných m rovnost́ı pro k = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 sečteme, č́ımž dostaneme mocninnou řadu,
kde u xj je koeficient

aj(1 + ζj + ζ2j + · · ·+ ζ(m−1)j).

Z výsledku př́ıkladu 1.2.12 plat́ı

1 + ζj + ζ2j + · · ·+ ζ(m−1)j =

{
m, pro m | j,
0, jinak.

Takže se ve výsledné mocninné řadě vyskytuj́ı pouze členy ajx
j, kde m | j, a to s koefici-

entem m.

f(x) + f(ζx) + f(ζ2x) + · · ·+ f(ζm−1x) = ma0 +mamx
m +ma2mx

2m + . . . .

Vyděleńım č́ıslem m źıskáme dokazovanou větu.

Věta 1.3.5 (Roots of Unity Filter). Definujme ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m) pro přiro-
zené č́ıslo m. Pro mocninnou řadu f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . . je součet každého m-tého
koeficientu daný vztahem

a0 + am + a2m + a3m + · · · = f(1) + f(ζ) + f(ζ2) + · · ·+ f(ζm−1)

m
.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z multisekce 1.3.4 po dosazeńı x = 1.

Na podobném principu jako je multisekce 1.3.4 lze seč́ıst každý m-tý člen, přičemž
zač́ınáme u r-tého, kde r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.

Stač́ı vynásobit každou funkčńı hodnotu konstantou tak, aby u správných člen̊u vyšel
nenulový koeficient.

Věta 1.3.6 (Obecná multisekce). Je dáno přirozené č́ıslo m a r ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}.
Definujme ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m). Pro mocninnou řadu f(x) = a0+a1x+a2x

2+. . .
je součet každého m-tého členu poč́ınaje r-tým roven

ar + am+rx
m+r + · · · = f(x) + ζ−rf(ζx) + ζ−2rf(ζ2x) + · · ·+ ζ−(m−1)rf(ζm−1x)

m
.

Důkaz prob́ıhá analogicky jako u věty 1.3.5.

Věta 1.3.7 (Obecný Roots of Unity Filter). Je dáno přirozené č́ıslo m a r ∈ {0, . . . ,m−1}.
Definujme ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m). Pro mocninnou řadu f(x) = a0+a1x+a2x

2+. . .
je součet každého m-tého koeficientu poč́ınaje r-tým roven

ar + am+r + a2m+r + · · · = f(1) + ζ−rf(ζ) + ζ−2rf(ζ2) + · · ·+ ζ−(m−1)rf(ζm−1)

m
.

D̊ukaz. Plyne z věty 1.3.6 dosazeńım x = 1.
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Kapitola 2

Dlážděńı šachovnic polyominy

Dlážděńı je častým problémem olympiádńı matematiky. Plochu chceme vyplnit určitým
tvarem desek (zejména polyominy), př́ıpadně ukázat, že takové vyplněńı neexistuje. V této
kapitole se zaměř́ıme na dlážděńı obdélńıkových i čtvercových šachovnic r̊uznými polyo-
miny.

Touto kapitolou přispějeme k charakterizaci šachovnic, kterým zbyde jediné prostředńı
poĺıčko po vyplněńı polyominy 1× k a k× 1. Andreescu a Dospinescu [1] i Jakub Juránek
[5] řeš́ı konkrétńı rozměry šachovnice i polyomina. Přispěji dokázáńım obecné věty 2.1.3.

Dále v podobném problému s obdélńıkovou šachovnićı uvažujeme jediné prázdné poĺıčko
a hledáme jeho souřadnice. Určité zobecněńı zmiňuje Jakub Juránek ve své práci [5], já na
to navazuji obecnou obdélńıkovou šachovnićı a libovolným polyominem ve větě 2.1.9.

Kromě toho vyřeš́ıme problém kompletńıho vyplněńı šachovnice v následuj́ıćı sekci 2.2,
kde nav́ıc představ́ıme známý Rectangle Tiling Problem 2.2.1 a také De Bruijnovy věty
2.2.2 uvažuj́ıćı kvádr a cihly ve v́ıce dimenźıch.

Z kapitoly 1 zde využijeme zejména jednu zásadńı vlastnost, a to rovnost 1.2.9,

1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1 = 0,

kde ζ = cos (2π/n) + i sin (2π/n) je primitivńı n-tou odmocninou z jedné.

Poznámka. Různých tetromin existuje sedm.

Obrázek 2.1: Různá tetromina. Zleva I-, J- L-, T-, O-, S-, Z-tetromino.

Podobně jako tetromina uvažujeme domina, trimina a obecně polyomina. Jedná se o
souvislý útvar tvořený několika shodnými čtverci.
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2.1 Chyběj́ıćı poĺıčka v šachovnici

Úloha 2.1.1 (Motivačńı). Šachovnici o velikosti 8 × 8 jsme odebrali dvě protěǰśı rohová
poĺıčka. Rozhodněte, zda ji lze zcela pokrýt dominy.

Tato úloha je př́ıkladem, kde dokazujeme, proč šachovnice nelze vyplnit. Standardně
se řeš́ı obarvováńım. Pokud uvažujme b́ıločerné šachovnicové obarveńı, pak každé domino
zakryje jedno černé a jedno b́ıle pole. Na začátku je na šachovnici r̊uzný počet černých
a b́ılých poĺı, tud́ıž ji nevyplńıme.

Na této úloze budeme ilustrovat, jakým zp̊usobem je možné mı́sto barev využ́ıt č́ısla.
Konkrétně nám budou stačit dvě č́ısla, 1 a −1.

Řešeńı. Předpokládejme, že je šachovnice skutečně pokrytá. Každému poĺıčku přǐrad́ıme
bud’ č́ıslo 1, nebo −1 tak, aby spolu sousedily vždy r̊uzné hodnoty (např. 1 na b́ılá a −1
na černá poĺıčka). Doćıĺıme toho, že každé položené domino zakrývá právě poĺıčka 1 a −1
(v některém pořad́ı). Tud́ıž zakrývá poĺıčka se součtem 0.

Protěǰśı rohy lež́ı na diagonále, tud́ıž by byly oč́ıslovány stejně. Bez újmy na obecnosti
předpokládejme, že na chyběj́ıćıch poĺıčkách bylo č́ıslo 1. Součet všech č́ısel na šachovnici
tedy neńı 0, ale je o 2 · 1 menš́ı.

Součet č́ısel na upravené šachovnici je −2, avšak pokud by ji bylo možné pokrýt, byl
by součet roven 0.

2.1.1 Prázdné prostředńı poĺıčko

Zde vyplňujeme čtvercovou šachovnici, kde chyb́ı právě prostředńı poĺıčko, pomoćı ob-
délńıkových polyomin, typicky š́ı̌rky či délky 1. Začneme s úlohou s konkrétńımi rozměry
šachovnice i polyomin, kterou řeš́ı Andreescu a Dospinescu [1] i Jakub Juránek [5], ale
obecnou větu dokážu až v 2.1.3.

Úloha 2.1.2. Šachovnici 13×13 chyb́ı prostředńı poĺıčko. Ukažte, že tato šachovnice nelze
pokrýt tetrominy 1× 4 a 4× 1.

Při šachovnicovém oč́ıslováńı neźıskáme žádnou novou informaci, jelikož, na rozd́ıl od
př́ıkladu výše, je zde součet všech č́ısel v tabulce nulový. Proto je třeba využ́ıt složitěǰśı
oč́ıslováńı.

Každé tetromino pokrývá 4 poĺıčka najednou, takže je možnost využ́ıt komplexněǰśı
oč́ıslováńı. Č́ısla 1, i,−1,−i dávaj́ı součet 0 a současně stejnou vlastnost maj́ı dvojice 1,−1
a i,−i. Uvažujme následuj́ıćı oč́ıslováńı.

Řešeńı. Předpokládejme, že je šachovnice vyplněná. Každému poĺıčku přǐrad’me jedno
č́ıslo takovým zp̊usobem, že pokud je v a-tém sloupci a b-tém řádku (č́ıslujme od 0), pak
tomuto poĺıčku přiděĺıme č́ıslo ia+2b, kde i je primitivńı čtvrtá odmocnina z jedné.

Pokud je položené libovolné tetromino 4 × 1 (vodorovné), pak součet hodnot na po-
krytých poĺıčkách je

ia+2b + ia+1+2b + ia+2+2b + ia+3+2b = ia+2b · i
4 − 1

i− 1
= 0.
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1 ζ ζ2 ζ3 ζ4

ζ4 ζ5

ζ4 ζ5 ζ6

ζ8

ζ2 ζ3

ζ6 ζ7

ζ9

ζ10

ζ5

ζ6

ζ8

ζ7

Obrázek 2.2: Oč́ıslováńı šachovnice 13× 13 s chyběj́ıćım prostředńım poĺıčkem

Pro tetromino 1× 4 (svislé) je součet hodnot

ia+2b + ia+2b+2 + ia+2b+4 + ia+2b+6 = ia+2b · i
8 − 1

i2 − 1
= 0.

Označme S součet všech č́ısel v šachovnici včetně středu. Spoč́ıtáme S jako součet všech
pokrytých poĺıček (dohromady nula) plus č́ıslo ve středovém poĺıčku, což je i6+2·6. Plat́ı
tedy S = i18 = i2 = −1. Součet S také umı́me spoč́ıtat jiným zp̊usobem.

S =
12∑
a=0

12∑
b=0

ia+2b =
12∑
a=0

12∑
b=0

ia · i2b =
12∑
a=0

(
ia ·

12∑
b=0

i2b

)

=

(
12∑
b=0

i2b

)(
12∑
a=0

ia

)
=

i26 − 1

i2 − 1
· i

13 − 1

i− 1
= 1 · 1 = 1.

Spoč́ıtali jsme S dvěma r̊uznými zp̊usoby, ale v obou př́ıpadech vyšel jinak, −1 ̸= 1. To je
spor s předpokladem, že jsme mohli vyplnit tabulku.

Pro tyto konkrétńı hodnoty šachovnice nelze pokrýt. Pod́ıvejme se na obecnou velikost
šachovnice a polyomina.

Věta 2.1.3 (Vlastńı). Máme šachovnici n×n, kde n > 1 je liché, s chyběj́ıćım prostředńım
poĺıčkem. K vyplněńı jsou k dispozici obdélńıky 1× k a k× 1. Potom šachovnici lze zaplnit
právě tehdy, když 2k děĺı jedno z č́ısel n− 1 nebo n+ 1.

D̊ukaz. Pǐsme n = 2t + 1 pro t ≥ 0 a č́ıslujme souřadnice (0, 0), . . . , (2t, 2t). Středové
poĺıčko je tedy (t, t).

Nejprve názorně pomoćı obrázku ukažme konstrukce pro př́ıpady, kdy k | t nebo k | t+1,
a následně ukážeme, že pokud šachovnici nelze t́ımto zp̊usobem triviálně vyplnit, pak ji
nelze vyplnit v̊ubec.
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Kapitola 2. Dlážděńı šachovnic polyominy

. . .

. . .

...

...

. . .

. . . . . .

. . .

t+ 1

t+ 1

t

t

Obrázek 2.3: Vyplněńı šachovnice (2t+ 1)× (2t+ 1) obdélńıky 1× k, kde plat́ı k | (t+ 1)
nebo k | t. Obdélńık 1× (t+ 1) nebo 1× t źıskáme spojeńım několika obdélńık̊u 1× k.

Pokud k = 1, pak plat́ı k | t. Pro k = 2 je jedno z po sobě jdoućıch č́ısel t a t + 1
dělitelné dvěma. Dále mějme k > 2 a definujme

ζ = cos (2π/k) + i sin (2π/k)

jako primitivńı k-tou odmocninu z jedné. Předpokládejme, že všechna poĺıčka kromě pro-
středńıho jsou pokrytá.

Nejprve oč́ıslujme každé poĺıčko takovým zp̊usobem, že poĺıčku na (x, y) přǐrad́ıme č́ıslo
ζx+y. Každý obdélńık zakryje k po sobě jdoućıch mocnin ζ, což se rovná nule. Součet všech
č́ısel v šachovnici spoč́ıtáme jako

2t∑
x=0

2t∑
y=0

ζxζy =

(
2t∑

x=0

ζx

)(
2t∑

y=0

ζy

)
=

(
ζ2t+1 − 1

ζ − 1

)2

.

Č́ıslo uprostřed šachovnice je ζt+t = ζ2t. Zároveň se všechna pokrytá č́ısla sečtou na nulu,
takže se ζ2t rovná součtu všech č́ısel. Plat́ı rovnost (ζ2t+1 − 1)2 = ζ2t(ζ − 1)2. Převedeńım
na jednu stranu źıskáme

(ζ2t+1 − 1)2 − ζ2t(ζ − 1)2 = 0

(ζ2t+1 − 1 + ζt(ζ − 1))(ζ2t+1 − 1− ζt(ζ − 1)) = 0

(ζ2t+1 − 1 + ζt+1 − ζt)(ζ2t+1 − 1− ζt+1 + ζt) = 0.

Úpravou obou závorek na součin máme

(ζt − 1)(ζt+1 + 1)(ζt + 1)(ζt+1 − 1) = 0. (2.1)

Nejprve se zabývejme variantou, kde k je liché. V tomto př́ıpadě neexistuje celé č́ıslo j
takové, že ζj = −1. Rovnost (2.1) tedy umı́me vydělit (ζt+1 + 1)(ζt + 1) ̸= 0.

(ζt − 1)(ζt+1 − 1) = 0.
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Plat́ı ζt = 1 nebo ζt+1 = 1. V prvńım př́ıpadě k | t a v druhém k | t+ 1.
Dále se zabývejme variantou pro sudé k a předpokládejme, že k ∤ t a k ∤ (t + 1),

ekvivalentně plat́ı dvě rovnosti, ζt ̸= 1 a ζt+1 ̸= 1.
Nyńı oč́ıslujme jiným zp̊usobem. Do každého poĺıčka na souřadnićıch (x, y) vepǐsme č́ıslo

(−1)xζy. Potom vertikálńı obdélńık pokryje stejný počet č́ısel ζy jako −ζy, tud́ıž zakryje
v součtu nulu. Horizontálńı obdélńık pokryje dohromady též 0 (stejně jako výše). Součet
všech č́ısel je po tomto oč́ıslováńı(

2t∑
x=0

(−1)x

)(
2t∑

y=0

ζy

)
=

(
(−1)2t+1 − 1

−1− 1

)(
ζ2t+1 − 1

ζ − 1

)
=

ζ2t+1 − 1

ζ − 1
,

což se rovná č́ıslu (−1)tζt = (−ζ)t uprostřed, tud́ıž plat́ı rovnost (−ζ)t(ζ − 1) = ζ2t+1 − 1.
Převedeńım na jednu stranu rovnice plat́ı

−ζ2t+1 + (−ζ)t(ζ − 1) + 1 = 0,

(−ζ)2t+1 − (−ζ)t+1 − (−ζ)t + 1 = 0,

((−ζ)t+1 − 1)((−ζ)t − 1) = 0.

(i) Pokud je t sudé, pak se rovnost zjednoduš́ı na (−ζt+1 − 1)(ζt − 1) = 0. Plat́ı
předpoklad, že ζt ̸= 1, takže vyděĺıme rovnost č́ıslem ζt−1 ̸= 0. Plat́ı tedy ζt+1 = −1.
Umocněńım na druhou máme

ζ2t+2 = 1, (2.2)

takže plat́ı k | 2t+ 2.

(ii) V opačném př́ıpadě je t liché, tedy (ζt+1 − 1)(−ζt − 1) = 0. Z předpokladu ζt+1 ̸= 1
zjednoduš́ıme rovnost na ζt = −1, takže umocněńım

ζ2t = 1, (2.3)

takže plat́ı k | 2t.

Nakonec oč́ıslujeme každé poĺıčko (x, y) hodnotou ζx+2y. Vertikálńı obdélńık s počátkem
v (x, y) zakryje dohromady

ζx+2y(1 + ζ2 + ζ4 + · · ·+ ζ2(k−1)) = ζx+2y · ζ
2k − 1

ζ2 − 1
= 0,

jelikož ζ2 ̸= 1 a ζk = 1. Horizontálńı obdélńık zakryje k po sobě jdoućıch mocnin ζ, takže
také přisṕıvá nulou.

Součet všech č́ısel v šachovnici je(
2t∑

x=0

ζx

)(
2t∑

y=0

ζ2y

)
=

(
ζ2t+1 − 1

ζ − 1

)(
ζ4t+2 − 1

ζ2 − 1

)
,

což se rovná č́ıslu uprostřed, tj. ζt+2t neboli ζ3t. Pokud vynásob́ıme rovnost jmenovateli,
pak plat́ı

ζ3t(ζ − 1)(ζ2 − 1) = (ζ2t+1 − 1)(ζ4t+2 − 1). (2.4)
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(i) Nejprve předpokládejme, že t je liché. Z rovnosti (2.3) plat́ı ζ2t = 1. Potom rovnost
(2.4) výše se zjednoduš́ı na

ζt(ζ − 1)(ζ2 − 1) = (ζ − 1)(ζ2 − 1).

(ζt − 1)(ζ − 1)(ζ2 − 1) = 0.

Plat́ı ale ζ ̸= 1, ζ2 ̸= 1 a z předpokladu také plat́ı ζt ̸= 1. T́ım pádem nelze v tomto
př́ıpadě vyplnit.

(ii) Nyńı nám zbývá probrat sudé t. Z rovnosti (2.2) máme ζ2t+2 = 1. Pak (2.4) se
zjednoduš́ı na

ζt−2(ζ − 1)(ζ2 − 1) = (ζ−1 − 1)(ζ−2 − 1),

ζ3 · ζt−2(ζ − 1)(ζ2 − 1) = (1− ζ)(1− ζ2),

ζt+1(ζ − 1)(ζ2 − 1) = (ζ − 1)(ζ2 − 1),

(ζt+1 − 1)(ζ − 1)(ζ2 − 1) = 0.

Plat́ı ζ ̸= 1 a ζ2 ̸= 1 a z předpokladu také ζt+1 ̸= 1, tud́ıž jsme i zde došli ke sporu –
šachovnice nelze vyplnit.

Abychom to shrnuli, plat́ı t = αk nebo t = αk− 1 pro nějaké celé č́ıslo α, přičemž plat́ı
rovnost n = 2t+ 1. Pro dané k ∈ N lze šachovnici n× n bez prostředńıho poĺıčka vyplnit
obdélńıky 1× k a k × 1 právě pro

n = 2αk ± 1, α ∈ N,

kde n > 1. To je ekvivalentńı dělitelnosti 2k | (n± 1), což jsme chtěli ukázat.

Byla třeba tři r̊uzná oč́ıslováńı, ale dostali jsme se k výsledku — nelze-li šachovnici
vyplnit triviálně,1 pak nelze vyplnit v̊ubec. Toto tvrzeńı lze samozřejmě aplikovat i na
samotnou úlohu 2.1.2, kde s ohledem na tento výsledek stač́ı nahlédnout, že př́ıklad nemá
řešeńı, jelikož 2 · 4 neděĺı 12 ani 14.

2.1.2 Libovolné prázdné poĺıčko

Nyńı představ́ıme úlohy, kde je stále jedno prázdné poĺıčko, avšak v šachovnici neńı dá-
no uprostřed, ale kdekoli. Začneme s konkrétńı úlohou 2.1.5, následně zobecńıme rozměr
čtvercové šachovnice, z čehož vyplyne tvrzeńı 2.1.8. Jakub Juránek zmiňuje určité zo-
becněńı této úlohy ve své práci [5], na což navážeme obecnou větou 2.1.9.

Za použit́ı odmocnin z jedné urč́ıme, kde se po vyplněńı může posledńı prázdné pole
vyskytovat. Abychom si usnadnili práci, nejdř́ıve dokážeme následuj́ıćı lemma.

1tj. pomoćı jedné z konstrukćı uvedených v př́ıkladu výše
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Lemma 2.1.4 (Jediné prázdné pole). Necht’ k,A,B ∈ N, kde k > 1. Šachovnice A × B,
která má souřadnice č́ıslované (0, 0), . . . , (A−1, B−1), je vyplněná polyominy k×1 a 1×k
až na jediné poĺıčko na souřadnićıch (x, y). Pokud definujeme ζ = cos (2π/k) + i sin (2π/k)
jako primitivńı k-tou odmocninu z jedné, pak pro každou dvojici celých č́ısel (a, b) splňuj́ıćı
a, b ̸≡ 0 (mod k) plat́ı

(ζa − 1)(ζb − 1)ζax+by = (ζaA − 1)(ζbB − 1).

D̊ukaz. Oč́ıslujme každé pole v šachovnici tak, že do poĺıčka na souřadnićıch (ℓ,m) veṕı̌seme
č́ıslo ζaℓ+bm. Nejprve ukážeme, že při tomto oč́ıslováńı každé položené polyomino zakryje
č́ısla, která maj́ı součet nula.

Každý horizontálńı obdélńık s počátečńımi souřadnicemi (i, j) zakryje poĺıčka, jejichž
č́ısla maj́ı součet

ζai+bj
(
1 + ζa + ζ2a + · · ·+ ζ(k−1)a

)
= ζai+bj · ζ

ka − 1

ζa − 1
= ζai+bj · 1− 1

ζa − 1
= 0.

Jedná se o geometrickou řadu, jelikož k ∤ a. Stejně tak plat́ı k ∤ b, takže analogickým
výpočtem plat́ı, že každý vertikálńı obdélńık zakryje poĺıčka s č́ısly, jejichž součet je nula.

Součet S všech č́ısel v šachovnici lze spoč́ıtat sečteńım všech zakrytých č́ısel (dohromady
nula) a č́ısla v prázdném poĺıčku. Plat́ı tedy S = ζax+by. Spoč́ıtejme S jiným zp̊usobem.

S =
A−1∑
ℓ=0

B−1∑
m=0

(
ζaℓ · ζbm

)
=

(
A−1∑
ℓ=0

ζaℓ

)(
B−1∑
m=0

ζbm

)
=

ζaA − 1

ζa − 1
· ζ

bB − 1

ζb − 1
.

Dosazeńım rovnosti S = ζax+by tedy plat́ı

ζax+by =
ζaA − 1

ζa − 1
· ζ

bB − 1

ζb − 1
.

Po vynásobeńı nenulovým č́ıslem (ζa − 1)(ζb − 1) jsme hotovi.

Úloha 2.1.5. Šachovnice 7× 7 je pokryta šestnácti obdélńıky o rozměrech 1× 3 (můžeme
je otáčet) tak, že pouze jedno poĺıčko z̊ustane nepokryté. Jaké jsou možné pozice tohoto
poĺıčka?

Řešeńı. Souřadnice v šachovnici č́ıslujme směrem z levého spodńıho rohu postupně
(0, 0), . . . , (6, 6). Pokud definujeme ζ = cos (2π/3) + i sin (2π/3), pak z lemmatu 2.1.4 pro
konkrétńı hodnoty A = B = 7, k = 3 plat́ı

(ζa − 1)(ζb − 1)ζax+by 2.1.4
= (ζ7a − 1)(ζ7b − 1) = (ζa − 1)(ζb − 1),

kde a ani b neńı dělitelné třemi. Po vyděleńı nenulovým č́ıslem (ζa−1)(ζb−1) plat́ı rovnost

ζax+by = 1
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Obrázek 2.4: Možné pozice prázdného poĺıčka v tabulce 7× 7 vyplněné obdélńıky 3× 1

neboli 3 | ax + by. Pokud dosad́ıme postupně dvě dvojice č́ısel (a, b) = (1, 1) a (2, 1), tak
dostaneme dělitelnosti 3 | a + b a 3 | 2a + b, jejichž odečteńım plat́ı 3 | a. Dosazeńım do
prvńı dělitelnosti plat́ı také 3 | b. Obě souřadnice chyběj́ıćıho poĺıčka jsou dělitelné třemi,
což odpov́ıdá střed̊um stran, roh̊um a středu tabulky. Konstrukćı ověř́ıme, že tato poĺıčka
skutečně mohou z̊ustat nepokrytá, viz obrázek 2.4.

Vzhledem k symetrii čtverce źıskáme ostatńı tři rohy a středy stran otočeńım celé
tabulky o 90, 180 a 270 stupň̊u. Vyhovuj́ı tedy právě tato poĺıčka.

Pokrývejme stále triminy, ale pod́ıvejme se libovolnou velikost čtvercové šachovnice.

Lemma 2.1.6. Šachovnici (3n+1)× (3n+1), kde n je přirozené, vyplńıme triminy 1× 3
a 3× 1 až na jedno poĺıčko. Potom právě poĺıčka se souřadnicemi

(3x, 3y), x, y ∈ N0

mohou z̊ustat prázdná.

Toto lemma lze dokázat analogickou konstrukćı.

Lemma 2.1.7. Šachovnici (3n + 2) × (3n + 2) pro přirozené n vyplńıme triminy 1 × 3
a 3× 1 až na jedno poĺıčko. Potom právě poĺıčka se souřadnicemi

(3x+ 2, 3y + 2), x, y ∈ N0

mohou z̊ustat prázdná.

D̊ukaz. Postupujme jako v d̊ukazu úlohy 2.1.5. Pokud (x, y) je prázdné, pak

(ζa − 1)(ζb − 1)ζax+by 2.1.4
= (ζ(3n+2)a − 1)(ζ(3n+2)b − 1) = (ζ−a − 1)(ζ−b − 1).

Vynásob́ıme rovnost č́ıslem ζa+b.

(ζa − 1)(ζb − 1)ζax+by+a+b = (1− ζa)(1− ζb).

Po vyděleńı č́ıslem (ζa − 1)(ζb − 1) ̸= 0 źıskáváme ζax+by+a+b = 1. Dosad́ıme hodnoty
(a, b) = (1, 1), (2, 1). Plat́ı dvě dělitelnosti 3 | x+ y−1, 3 | x− y neboli x ≡ y ≡ 2 (mod 3).
Prázdné poĺıčko je tedy na souřadnićıch (3x+ 2, 3y + 2).
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Tvrzeńı 2.1.8 (Vlastńı). Šachovnici n×n jsme vyplnili triminy 3×1 a 1×3 tak, že jedno
poĺıčko zbylo prázdné. Toto prázdné poĺıčko může být právě na souřadnićıch2{

(3x, 3y), pokud n = 3t+ 1,

(3x+ 2, 3y + 2), pokud n = 3t+ 2,

kde x, y ∈ N0.

D̊ukaz. Pokud je rozměr šachovnice dělitelný třemi, tak zjevně nezbyde jediné prázdné
poĺıčko. Př́ıpady n ≡ 1, 2 (mod 3) řeš́ı lemmata 2.1.6 a 2.1.7.

Daný rozměr šachovnice i obdélńıku jsme řešili v úloze 2.1.5. Následuj́ıćımi úvahami
jsme se seznámili s variabilńım rozměrem čtvercové šachovnic, č́ımž se postupně dostáváme
k nejobecněǰśı úloze 2.1.9 zahrnuj́ıćı libovolný rozměr šachovnice i polyomina.

Věta 2.1.9 (Vlastńı). Jsou dána č́ısla A,B, k ∈ N, kde k > 1. Šachovnice A × B je
vyplněná obdélńıky 1 × k a k × 1 tak, že zbylo právě jedno prázné poĺıčko. Potom plat́ı
kongruence A ≡ B ≡ ±1 (mod k) a toto prázdné poĺıčko m̊uže být právě na souřadnićıch
(x, y) ∈ N0 × N0, kde č́ıslujeme od (0, 0), splňuj́ıćıch

(x, y) ≡

{
(−1,−1) (mod k), pokud A ≡ B ≡ −1 (mod k),

(0, 0) (mod k), pokud A ≡ B ≡ 1 (mod k).

Jakub Juránek zmiňuje toto zobecněńı ve své práci [5]. Přicháźı zejména na podmı́nku,
že plat́ı AB ≡ 1 (mod k), a na určitou formu lemmatu 2.1.4 pro jediné prázdné poĺıčko
v šachovnici. Konč́ı s větami:

,,Tyto nutné podmı́nky pouze výrazně zredukuj́ı počet pozic (r, s) vynechaného
pole, [. . . ] Zmı́něná redukce tak může přinést citelnou úsporu strojového času.”

D̊ukaz. Souřadnice v šachovnici oč́ıslujeme postupně jako (0, 0), (0, 1), . . . , (A− 1, B − 1).
Z lemmatu 2.1.4 pro obecné hodnoty A,B, k a prázdné pole (x, y) plat́ı

(ζa − 1)(ζb − 1)ζax+by = (ζaA − 1)(ζbB − 1), (2.5)

kde k neděĺı a ani b.
Nejprve vyřeš́ıme úlohu pro k = 2. Do rovnosti (2.5) dosad́ıme dvojici (a, b) = (1, 1).

Plat́ı tedy
(ζn − 1)2 = (ζ − 1)2 · ζx+y.

Zároveň zjednoduš́ıme zápis t́ım, že ζ = −1. Počet poĺıček je lichý, aby zbylo jedno prázdné
pole, takže n ≡ 1 (mod 2) čili ζn = −1. Zjednoduš́ıme rovnici.

(−1− 1)2 = (−1− 1)2 · (−1)x+y,

1 = (−1)x+y.

2 č́ıslujeme od (0, 0)
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Odtud plat́ı kongruence x ≡ −y ≡ y (mod 2).
Dále předpokládejme, že k > 2. Dosad́ıme dvojici (2, 1) do rovnice (2.5), protože k

neděĺı 2 ani 1. Plat́ı tedy

(ζ2 − 1)(ζ − 1)ζ2x+y = (ζ2A − 1)(ζB − 1),

(ζ + 1)(ζ − 1)2ζ2x+y = (ζA + 1)(ζA − 1)(ζB − 1). (2.6)

Též dosad́ıme dvojici (a, b) = (1, 1).

(ζ − 1)2ζx+y = (ζA − 1)(ζB − 1). (2.7)

Nyńı vyděĺıme rovnost (2.6) rovnićı (2.7).

(ζ + 1)ζx = ζA + 1. (2.8)

Pod́ıvejme se na rovnost absolutńıch hodnot. Jelikož |ζx| = 1, tak pǐsme

|ζ − (−1)| = |ζA − (−1)|.

Č́ısla ζ a ζA tedy maj́ı stejnou vzdálenost od −1 a nav́ıc lež́ı na jednotkové kružnici.
Existuj́ı tedy nejvýše dvě r̊uzná č́ısla ζA. Zjevně vyhovuje ζ1, ale také lze vidět rovnost
|1 + ζ| =

∣∣1 + ζ
∣∣ = |1 + ζ−1|. Pokud obě možnosti pro A přeṕı̌seme formou kongruence

modulo k, pak plat́ı
A ≡ ±1 (mod k).

Vzhledem k tomu, že dvojice proměnných (A, x) a (B, y) jsou symetricky zaměnitelné,
tak též plat́ı kongruence

B ≡ ±1 (mod k).

Rozlǐśıme nyńı řešeńı podle zbytku č́ısla A po děleńı k, ze symetrie vyjdou stejně dva
př́ıpady pro B. Využ́ıvat k tomu budeme zejména rovnost (2.8).

(i) Pokud k | (A + 1), pak plat́ı ζA+1 = 1. Vynásob́ıme rovnost (2.8) č́ıslem ζ a potom
stač́ı dosadit. Plat́ı (ζ + 1)ζx+1 = ζA+1 + ζ = 1 + ζ, což vyděĺıme 1 + ζ ̸= 0, a tedy
dostáváme rovnost ζx+1 = 1. Plat́ı tedy x ≡ −1 (mod k).

(ii) V druhém př́ıpadě plat́ı k | (A−1). Plat́ı ζA = ζ, což využijeme dosazeńım do rovnice
(2.8). Plat́ı tedy (ζ + 1)ζx = ζA + 1 = ζ + 1 a to nám stač́ı vydělit nenulovým ζ + 1.
Dostáváme rovnost ζx = 1. Plat́ı x ≡ 0 (mod k).

Analogicky souřadnici y prázdného poĺıčka urč́ıme stejným zp̊usobem, ale v závislosti
na B. Pokud by A,B měli jinou hodnotu modulo k, pak by platilo AB ≡ 1 · (−1) ≡ −1
(mod k), což by naznačovalo, že prázdných poĺıček je k − 1 > 1. Existuj́ı tedy dvě r̊uzné
možnosti, kde v šachovnici zbyde posledńı poĺıčko (x, y).

(x, y) ≡

{
(−1,−1) (mod k), pokud A ≡ B ≡ −1 (mod k),

(0, 0) (mod k), pokud A ≡ B ≡ 1 (mod k).
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Poznamenejme, že př́ıpad k = 2 je zcela v souladu s těmito podmı́nkami, jelikož v každém
př́ıpadě plat́ı A ≡ B ≡ 1 ≡ −1 (mod 2) (obě jsou lichá) a současně jsme dokázali kongru-
enci x ≡ y (mod 2), což odpov́ıdá jedné z možnost́ı.

Oba př́ıpady ověř́ıme konstrukćı na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Šachovnice A×B zaplněná obdélńıky 1× k a k × 1. B́ılé šipky znač́ı rozměr
dělitelný k. (i) A ≡ B ≡ −1 (mod k) a (ii) A ≡ B ≡ 1 (mod k)

2.1.3 Vı́ce prázdných poĺıček

Šachovnici vyplńıme tak, že zbydou alespoň dvě prázdná poĺıčka. Zde neńı tak snadné
obecně zjistit řešeńı, proto uvedeme pouze jeden př́ıklad 2.1.11 s dvěma prázdnými poĺıčky,
č́ımž si nast́ıńıme postup řešeńı.

Lemma 2.1.10 (Vı́ce prázdných poĺıček). Necht’ k,A,B ∈ N, kde k > 1. Šachovnice
A × B, která má souřadnice č́ıslované (0, 0), . . . , (A − 1, B − 1), je vyplněná polyominy
k× 1 a 1× k až na n poĺıček na souřadnićıch (xj, yj) pro j ∈ {1, . . . , n}. Pokud definujeme
ζ = cos (2π/k) + i sin (2π/k) jako primitivńı k-tou odmocninu z jedné, pak pro každou
dvojici celých č́ısel (a, b) splňuj́ıćı a, b ̸≡ 0 (mod k) plat́ı

(ζa − 1)(ζb − 1)
n∑

j=1

ζaxj+byj = (ζaA − 1)(ζbB − 1).

D̊ukaz. Prob́ıhá analogicky jako v lemmatu 2.1.4 až na to, že mı́sto jediného prázdného
poĺıčka jich uvažujeme n.

Úloha 2.1.11. Do šachovnice 8× 9 umı́st́ıme trimina 3× 1 a rozbitá trimina 1× 3, které
źıskáme odstraněńım jejich středového poĺıčka. Trimina a rozbitá trimina se nepřekrývaj́ı
a nelze je otáčet. Dokažte, že existuje množina S obsahuj́ıćı právě 18 poĺıček takových, že
pokud v šachovnici pokryjeme 70 poĺıček, tak zbývaj́ıćı dvě jsou v S.
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(a) (b)

Obrázek 2.6: (a) rozbité trimino 1× 3, (b) trimino 3× 1

Řešeńı. Souřadnice č́ıslujme od levého spodńıho rohu postupně (0, 0), . . . , (7, 8). Máme
tedy 8 sloupc̊u a 9 řádk̊u. Do každého poĺıčka v šachovnici veṕı̌seme č́ıslo tak, že do poĺıčka
se souřadnicemi (j, k) veṕı̌seme č́ıslo ζj · ik, kde ζ = cos (2π/3) + i sin (2π/3) je primitivńı
třet́ı odmocnina z jedné a i je primitivńı čtvrtá odmocnina z jedné.

Součet č́ısel v poĺıčkách, které zakryje trimino s levou souřadnićı (a, b), je

ζaib + ζa+1ib + ζa+2ib = ζaib(1 + ζ + ζ2) = 0.

Každé rozbité trimino (se souřadnicemi (a, b) spodńıho čtverce) zakryje dohromady

ζaib + ζaib+2 = ζaib + (−1)ζaib = 0.

Označ́ıme σ součet všech č́ısel. Potom plat́ı

σ =
7∑

k=0

8∑
l=0

ζk · il =

(
7∑

k=0

ζk

)(
8∑

l=0

il

)
=

ζ8 − 1

ζ − 1
· i

9 − 1

i− 1
=

ζ2 − 1

ζ − 1
· i− 1

i− 1
=

= (ζ + 1) · 1 = −ζ2.

Pokud zbývaj́ı poĺıčka (a1, b1), (a2, b2), pak č́ıslo σ spoč́ıtame jako součet všech trimin
a rozbitých trimin (čili nula) plus dvě prázdná pole.

σ = ζa1ib1 + ζa2ib2 .

Č́ıslo σ · ζ se potom rovná

ζa1+1ib1 + ζa2+1ib2 = −1.

Označ́ıme z1 = ζa1+1ib1 a z2 = ζa2+1ib2 . Obě tato č́ısla jsou součinem odmocnin z jedné,
takže lež́ı na jednotkové kružnici. Č́ıslo z1+ z2 = −1 je reálné, takže jejich imaginárńı část
je opačná. Na jednotkové kružnici tomu odpov́ıdá bud’ z1 = −z2, nebo z1 = z̄2. V prvńım
př́ıpadě ale z1 + z2 = 0, takže s ohledem na z̄1 = 1/z1 nutně plat́ı rovnost

−1 = z1 + z̄1 = z1 +
1

z1
.

Pokud vynásob́ıme rovnost č́ıslem z1, potom

z21 + z1 + 1 = 0
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čili z31−1 = (z1−1)(z21+z1+1) = 0, odkud také plyne z32 = z1
3 = 1. Dosazeńım dostáváme

1 = z31 = (ζa1+1ib1)3 = ζ3a1+3i3b1 = i−b1 ,

tedy 4 | b1 a stejně tak 4 | b2. Rovnost z1 + z2 = −1 se zjednoduš́ı na

ζa1+1 + ζa2+1 = −1,

což pro mocniny ζ plat́ı právě, když sč́ıtáme ζ a ζ2 čili a1 a a2 dávaj́ı v některém pořad́ı
zbytek 0 a 1 po děleńı třemi.

Vybereme množinu S jako pr̊unik sloupc̊u 0, 1, 3, 4, 6, 7 s řádky 0, 4, 8. Z uvedených
argument̊u výše zbudou po pokryt́ı 70 poĺıček vždy dvě z této množiny.

Obrázek 2.7: Možné pozice (zeleně) prázdných dvou poĺıček po zakryt́ı 70 poĺıček
šachovnice 8× 9 triminy 3× 1 a rozbitými triminy 1× 3.

2.2 Kompletńı vyplněńı šachovnice a dělitelnost jej́ıch

rozměr̊u

Uvedeme úlohy, kde je vyplněná celá šachovnice obdélńıky, nebo celý kvádr v́ıcerozměrnými
cihlami. Zde je snadněǰśı zkoumat dělitelnost jednotlivých rozměr̊u kvádru i cihel. I d́ıky
tomu začneme hned obecnou úlohou 2.2.1, kde vyplňujeme obdélńıkovou šachovnici poly-
ominy s délkou či š́ı̌rkou 1. Dále demonstrujeme určitý postup řešeńı v úloze 2.2.2, který
aplikujeme ve známém Rectangle Tiling Problem v podsekci 2.2.1. Kromě toho uvedeme
několik De Bruijnových vět v podsekci 2.2.2, které se elegantně dokazuj́ı odmocninami
z jedné a uvažuj́ı kvádr i cihly ve v́ıce dimenźıch.

Úloha 2.2.1. Mějme obdélńıkovou šachovnici, kterou lze vyplnit polyominy 1×x a y× 1.
Dokažte, že potom lze vyplnit pouze jedńım typem polyomina.

Řešeńı. Uvažujme rozměry šachovnice A × B. Pokud x = 1 nebo y = 1, pak máme
k dispozici monomino 1 × 1, kterým vyplńıme libovolnou šachovnici. Dále řešme př́ıpad
x, y > 1.
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Definujme primitivńı x-tou odmocninu z jedné jako ζ = cos (2π/x) + i sin (2π/x) a
primitivńı y-tou odmocninu z jedné, ε = cos (2π/y) + i sin (2π/y). Pomoćı jejich mocnin
zaplńıme celou šachovnici takovým zp̊usobem, že do poĺıčka na souřadnićıch (j, k) veṕı̌seme
č́ıslo ζj · εk.

1 ζ ζ2 ζ3

ε ζε ζ2ε ζ3ε

ε2 ζε2 ζ2ε2

ε3 ζε3

Obrázek 2.8: Oč́ıslováńı šachovnice A×B, kde do poĺıčka (j, k) veṕı̌seme ζjεk.

Předpokládejme, že šachovnice je vyplněná. Nejprve ukažme, že č́ısla v každém polyo-
minu o velikostech 1×x a y×1 dávaj́ı součet 0. Polyomino 1×x zač́ınaj́ıćı na (j, k) zakryje
v součtu

ζjεk + ζj+1εk + · · ·+ ζj+x−1εk = ζjεk(1 + ζ + · · ·+ ζx−1) = ζjεk · 0 = 0.

Polyomino y × 1 zač́ınaj́ıćı na (j, k) zakryje v součtu

ζjεk + ζjεk+1 + · · ·+ ζjεk+y−1 = ζjεk(1 + ε+ · · ·+ εy−1) = ζjεk · 0 = 0.

Označme S součet všech č́ısel v šachovnici. Vzhledem k rovnostem výše plat́ı S = 0. Jiným
zp̊usobem jej spoč́ıtáme jako

S =
A∑

j=0

B∑
k=0

ζj · εk =

(
A∑

j=0

ζj

)(
B∑

k=0

εk

)
=

ζA − 1

ζ − 1
· ε

B − 1

ε− 1
.

Vynásobeńım nenulovým č́ıslem (ζ − 1)(ε− 1) máme rovnost

0 = (ζA − 1)(εB − 1),

tud́ıž jedno z č́ısel ζA a εB se rovná jedné. Pokud ζA = 1, pak x | A. Jinak plat́ı εB = 1,
takže y | B.

Jelikož jednička děĺı libovolné přirozené č́ıslo, tak je tato podmı́nka v souladu i s př́ıpady
zmı́něnými na začátku, tj. x = 1 nebo y = 1.

Šachovnici A× B lze vyplnit polyominy 1× x a y × 1 právě, pokud x | A nebo y | B.
Vyplńıme ji jednoduše, a to použit́ım pouze jednoho druhu polyomina. Pokud x | A, tak
každý řádek zaplńıme celým počtem A/x polyomin 1× x. Pokud y | B, tak každý sloupec
zaplńıme pomoćı B/y polyomin y × 1.
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Úloha 2.2.2 (Vlastńı). Máme danou obdélńıkovou šachovnici vyplněnou obdélńıkovými
polyominy s celoč́ıselnými délkami stran. Dokažte, že pokud každé polyomino má alespoň
jednu délku strany dělitelnou č́ıslem N ∈ N, pak celá šachovnice má jednu délku strany
dělitelnou N .

Řešeńı. Necht’ má šachovnice rozměry A × B. Necht’ ζ = cos (2π/N) + i sin (2π/N) je
primitivńı N -tá odmocnina z jedné. Pak veṕı̌seme do každého poĺıčka č́ıslo tak, aby na
pozici (x, y) bylo č́ıslo ζx+y.

1 ζ ζ2 ζ3

ζ ζ2 ζ3

ζ2 ζ3

ζ3 ζ4

ζ4

ζ4

Obrázek 2.9: Oč́ıslováńı šachovnice A×B takové, že do poĺıčka (x, y) veṕı̌seme č́ıslo ζx+y.

Mějme obdélńık o rozměrech w× h s levým spodńım rohem na souřadnićıch (a, b), pak
součet σ poĺıček, které pokrývá, je

σ =
a+w−1∑
j=a

b+h−1∑
k=b

ζj+k =

(
a+w−1∑
j=a

ζj

)(
b+h−1∑
k=b

ζk

)
.

Označ́ıme σ = σw · σh jednotlivé činitele. Vzhledem k symetrii předpokládejme, že prvńı
rozměr, w, je dělitelný N . Sečteńım geometrické řady plat́ı

σw = ζa · ζ
w − 1

ζ − 1
= ζa · 1− 1

ζ − 1
= 0.

Dosazeńım máme
σ = σw · σh = 0 · σh = 0.

Označme S součet všech č́ısel v šachovnici. Potom z rovnosti výše plat́ı S = 0. Součet
spoč́ıtáme jiným zp̊usobem, a to

S =
A−1∑
j=0

B−1∑
k=0

ζj+k =

(
A−1∑
j=0

ζj

)(
B−1∑
k=0

ζk

)
=

ζA − 1

ζ − 1
· ζ

B − 1

ζ − 1
,

vynásobeńım (ζ − 1)2 ̸= 0 a dosazeńım S = 0 źıskáme rovnost

(ζA − 1)(ζB − 1) = 0,

tud́ıž jedno z č́ısel ζA, ζB je 1. Vzhledem k tomu, že ζ je N -tá odmocnina z jedné, tak A
nebo B je násobek N , což jsme chtěli dokázat.

29



Kapitola 2. Dlážděńı šachovnic polyominy

Poznámka. Je třeba zmı́nit, že obdélńık jN × k i k × jN je možné vyplnit jk kopiemi
obdélńık̊u 1×N nebo N × 1. S ohledem na výsledek řešeńı př́ıkladu 2.2.1, kde x = y = N ,
jednoduše dojdeme k závěru, že č́ıslo N děĺı jeden z rozměr̊u šachovnice.

Velmi podobný postup řešeńı má následuj́ıćı př́ıklad.

2.2.1 Rectangle Tiling Problem

Věta 2.2.3 (Rectangle Tiling Problem). Obdélńık je vyplněný menš́ımi obdélńıky, kde
každý má aspoň jednu celoč́ıselnou délku strany. Potom vyplněný obdélńık má jednu stranu
celoč́ıselnou.

Tento problém poprvé zmı́nil Hugh Mongomery na konferenci v roce 1985, kde nast́ınil
d̊ukaz ńıže obsahuj́ıćı dvojité integrály. Když tak učinil, začaly se uvádět mnohé elemen-
tárněǰśı d̊ukazy z r̊uzných zemı́. V roce 2018 byl publikován článek [10], kde je zmı́něno
dokonce 14 r̊uzných d̊ukaz̊u této věty.

Přestože zde uvažujeme libovolné neceloč́ıselné rozměry, tak postup řešeńı je velmi
podobný jako v úloze 2.2.2.

D̊ukaz. Uvažujme kartézský souřadnicový systém, kde šachovnice má své vrcholy v bodech
na souřadnićıch (0, 0), (A, 0), (B, 0), (A,B).

Každému bodu (x, y) v rovině přǐrad́ıme č́ıslo

e2πi(x+y) = cos (2π(x+ y)) + i sin (2π(x+ y)) .

Nyńı je ale nutné součet každého obdélńıčku spoč́ıtat spojitě, nikoli diskrétně. Mějme
obdélńık o rozměrech w × h, kde w, h ∈ R+, s levým dolńım rohem na souřadnićıch (a, b).
Potom integraćı jeho obsahu dostáváme

I =

∫ a+w

a

∫ b+h

b

e2πi(x+y) dx dy =

=

∫ a+w

a

e2πix dx ·
∫ b+h

b

e2πiy dy =

= Iw · Ih,

kde Iw, Ih jsme po řadě označili dva činitele. Vzhledem k symetrii předpokládejme, že
celoč́ıselný je rozměr w. Plat́ı tedy

Iw =

∫ a+w

a

e2πix dx =

= (2πie2πi(a+w) − 2πie2πia) =

= 2πi · e2πia · (e2πiw − 1) =

= 2πi · e2πia · (1− 1) =

= 0.
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Dosazeńım máme
I = Iw · Ih = 0 · Ih = 0.

Každý obdélńık samotný se integruje na nulu. Tabulka je celá vyplněná takovými
obdélńıky, tud́ıž integraćı celého jej́ıho obsahu źıskáme součet několika nul.∫ A

0

∫ B

0

e2πi(x+y) dx dy = 0.

Analogickým zp̊usobem integrace źıskáme∫ A

0

∫ B

0

e2πi(x+y) dx dy = −4π2 · (e2πiA − 1)(e2πiB − 1),

tedy
(e2πiA − 1)(e2πiB − 1) = 0.

Z toho již př́ımo plyne e2πiA = 1 nebo e2πiB = 1. Jeden z rozměr̊u tabulky je proto
celoč́ıselný, což jsme chtěli dokázat.

Vrat’me se k úloze 2.2.2, kde uvažujeme tabulku A × B. Když zmenš́ıme tabulku na
rozměry A/N × B/N , tak se změńı právě ty délky, které byli dělitelné N , na celoč́ıselné.
T́ımto jsme převedli problém na obecnou úlohu 2.2.3.

2.2.2 De Bruijnova věta

Nicolaas Govert de Bruijn byl nizozemský matematik, který přispěl mimo jiné i ke kom-
binatorice. Jeho poznatky v tomto oboru si zde představ́ıme. Otázku s kvádry 1 × 2 × 4
si N. G. de Bruijn položil, když jeho syn ve věku sedmi let zjistil, že nemůže vyplnit svoji
krychli 6× 6× 6 pomoćı kostek 1× 2× 4. [2]

Také cihly na stavbu maj́ı obvykle rozměr 1×2×4, aby je bylo možné spolu poskládat
r̊uznými zp̊usoby. Je zaj́ımavé, že takový rozměr cihel neńı výhodou, pokud potřebujeme
zcela vyplnit krychli či kvádr. Lze dokázat (a obecněǰśı výsledek je uveden ńıže), že pokud
určitý kvádr nelze vyplnit triviálně (tj. se všemi cihlami v rovnoběžné poloze), pak jej neńı
možné vyplnit v̊ubec.

Př́ıklad 2.2.4. Mějme krychlovou krabici o rozměrech 10 × 10 × 10. Tuto krabici neńı
možné triviálně vyplnit cihlami 1 × 2 × 4, protože 4 neděĺı 10. Podle právě zmı́něné věty
ji nelze vyplnit v̊ubec, aniž bychom cihly lámali. Výsledek je ještě zaj́ımavěǰśı, pokud si
uvědomı́me, že celkový počet potřebných cihel by bylo celé č́ıslo (konkrétně 125).

Poznamenejme také, že toto tvrzeńı neplat́ı pro některé jiné rozměry cihel.

Př́ıklad 2.2.5. Cihly s rozměry 1 × 2 × 3 dokážou zaplnit krabici 1 × 5 × 6, zat́ımco
triviálńım zp̊usobem zaplnit nelze, viz obrázek 2.10.
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2 2 2

3

2
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Obrázek 2.10: Krabice 1× 5× 6 zaplněná cihlami 1× 2× 3 netriviálńım zp̊usobem.

Dále se budeme snažit určit, které cihly maj́ı zmı́něnou vlastnost cihly 1×2×4. Důkaz
bude prob́ıhat oč́ıslováńım odmocninami z jedné (podobným zp̊usobem jako v ostatńıch
úlohách s tabulkou).

Uvažujme zde obecně n dimenźı a jako rozměry n-dimenzionálńıch krychĺı a cihel
uvažujme přirozená č́ısla.

Definice 2.2.6. Kvádr A1 × · · · × An nazývejme násobkem cihly a1 × · · · × an, pokud
existuj́ı celá č́ısla q1, q2, . . . , qn taková, že q1a1, . . . , qnan jsou permutaćı A1, . . . , An. Jako
př́ıklad násobku cihly 1× 2× 4 uvedeme krabici 6× 8× 7.

Definice 2.2.7. Cihlu a1 × · · · × an nazvěme harmonickou, pokud existuje permutace
a′1, . . . , a

′
n č́ısel a1, . . . , an taková, že plat́ı dělitelnost a′1 | a′2 | · · · | a′n. Např́ıklad cihla

2× 1× 6× 2 je harmonická.

Ukažme, že harmonické krychle maj́ı zmı́něnou vlastnost krychle 1× 2× 4 (věta 2.2.9)
a že neharmonické krychle tuto vlastnost nemaj́ı (věta 2.2.10). Tedy pokud cihla neńı
harmonická, pak existuje krychle, kterou lze vyplnit, ale ne triviálně. A každou krychli
vyplněnou harmonickými cihlami lze vyplnit triviálně.

Nejdř́ıve ale dokažme následuj́ıćı větu.

Věta 2.2.8 (De Bruijn, [2]). Pokud lze kvádr A1 × · · · ×An vyplnit cihlami a1 × · · · × an,
pak alespoň jedno z Ai je násobkem a1, alespoň jedno z Ai je násobkem a2 atd. (To však
neimplikuje, že kvádr je násobkem bloku, např. kvádr 1× 5× 6 a cihla 1× 2× 3.)

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že existuje i takové, že a1 | Ai. Každou cihlu C = a1 × · · · × an
umı́me rozdělit na několik cihel C ′ = a1× 1× · · ·× 1. Jelikož kvádr umı́me vyplnit cihlami
C, tak ji lze vyplnit i cihlami C ′. Dále rozděĺıme každou cihlu C ′ na a1 jednotkových
krychliček. Celá krychle jich potom obsahuje A1 · · ·An. Dejme jim souřadnice (k1, . . . , kn),
kde 1 ≤ kj ≤ Aj pro j = 1, 2, . . . , n.

Definujme ζ = cos (2π/a1) + i sin (2π/a1) jako a1-tou odmocninu z jedné a uvažujme
součet

σ(A) =
A∑

k=1

ζk.
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Potom pǐsme

S =

A1∑
k1=1

· · ·
An∑

kn=1

ζk1+···+kn =

A1∑
k1=1

· · ·
An∑

kn=1

(ζk1 · · · ζkn) = σ(A1) · · ·σ(An). (2.9)

Každý sč́ıtanec v této n-násobné sumě odpov́ıdá právě jedné krychličce, konkrétně
sč́ıtanec ζk1+···+kn odpov́ıdá krychličce na souřadnićıch (k1, . . . , kn). Uvažujme libovolnou
cihlu γ o rozměrech C ′ skládaj́ıćı se z a1 krychliček v řadě. Cihla γ má jedinou proměnnou
souřadnici, a to v j-tém rozměru, kde 1 ≤ j ≤ n. V j-tém rozměru zasahuje právě do
souřadnic

kj, kj + 1, . . . , kj + (a1 − 1)

pro nějaké kj. Necht’ (k1, . . . , kj, . . . , kn) jsou souřadnice ,,počátečńı” krychličky cihly γ.
Krychličky na těchto souřadnićıch přispěj́ı do součtu S sč́ıtancem

wγ =

a1−1∑
k=0

ζk1+···+(kj+k)···+kn = ζk1+···+kn ·
a1−1∑
k=0

ζk.

Sečteme jako geometrickou řadu a s ohledem na rovnost ζa1 = 1 plat́ı

wγ = ζk1+···+kn · ζ
a1 − 1

ζ − 1
= ζk1+···+kn · 1− 1

ζ − 1
= 0.

Tedy č́ısla na pozićıch krychliček každé cihly γ maj́ı součet wγ = 0. Součet všech č́ısel
v krychli se tedy také vynuluje, S = 0. Dosazeńım do rovnosti 2.9 potom źıskáváme

σ(A1) · · ·σ(An) = 0,

tud́ıž existuje Ai takové, že σ(Ai) = 0. Plat́ı

σ(Ai) = ζ + ζ2 + · · ·+ ζAi =
ζ(ζAi − 1)

ζ − 1
,

tedy ζAi = 1, odkud jistě plat́ı, že a1 | Ai, což jsme chtěli dokázat.

Věta 2.2.9 (De Bruijn, [2]). Pokud harmonickými cihlami a1 × · · · × an vyplńıme kvádr,
pak je jej́ım násobkem.

D̊ukaz. Uvažujme rozměry krychle A1, . . . , An a využijme indukci na dimenzi n. Pokud
plat́ı n = 1, pak úsečku délky A1 vyplńıme cihlou délky a1, pokud a1 | A1, a tedy ,,krychle”
je násobkem cihly. Předpokládejme nyńı, že dokazované tvrzeńı plat́ı pro n− 1 dimenźı, a
dokažme, že plat́ı i pro n dimenźı.

Bez újmy na obecnosti, necht’ plat́ı a1 | a2 | · · · | an−1 | an. Z předchoźı věty 2.2.8 jistě
existuje Ai takové, že an | Ai. Indexujme souřadnice krychle tak, že plat́ı an | An.

Mějme (n− 1)-dimenzionálńı stěnu A1 × · · · ×An−1, která je vyplněná cihlami o n− 1
dimenźıch, takže maj́ı velikost bud’ a2×· · ·×an, a1×a3×· · ·×an, . . . , nebo a1×· · ·×an−1.
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b b

a

b

aa

a

b

a-krát

· · ·

· · ·
b-krát

Obrázek 2.11: Kvádr (a+ b)× ab zaplněný cihlami a× b.

Každá taková cihla lze rozdělit na cihly C = a1 × · · · × an−1 d́ıky tomu, že plat́ı zmı́něné
dělitelnosti, a každá cihla ve stěně je proto násobkem cihly C. Jelikož je cihla C harmonická,
tak z indukčńıho předpokladu je kvádr A1 × · · · ×An−1 jej́ım násobkem. Jelikož i posledńı
rozměr An je násobkem rozměru an, tak celý kvádr A1 × · · · × An je násobkem cihly
a1 × · · · × an. T́ım jsme dokončili indukčńı krok, a jsme hotovi.

Věta 2.2.10 (De Bruijn, [2]). Pro každou neharmonickou cihlu a1×· · ·×an existuje kvádr,
který dokážeme těmito cihlami zaplnit a zároveň neńı jej́ım násobkem.

D̊ukaz. Jelikož pro n = 1 je každá cihla harmonická, tak mějme n > 1. Dále uspořádejme
rozměry tak, aby a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, a označme C = a1 × · · · × an rozměry cihly. Dále
necht’ k je největš́ı č́ıslo splňuj́ıćı ak−1 ∤ ak (takže 2 ≤ k ≤ n a plat́ı ak | ak+1 | · · · | an).

Kvádr (a+ b)× ab lze zaplnit cihlami a× b, viz obrázek 2.11. Takže kvádr o rozměrech

a1 × · · · × ak−2 × (ak−1 + ak)× ak−1ak × ak+1 × · · · × an

je možné zaplnit cihlami a1 × · · · × an. (Jedná se o rozměry cihly, kde jsme upravili dva
rozměry tak, že je k sobě lze poskládat jako na obrázku.)

Ukažme, že se nejedná o násobek C. Necht’ j je nejmenš́ı index splňuj́ıćı aj = ak−1.
Plat́ı tedy aj−1 < aj = · · · = ak−1. Pak žádné z č́ısel a1, . . . , aj−1, ak−1 + ak neńı násobkem
žádného z č́ısel aj, . . . , ak−1, ak, . . . , an. (Č́ıslo ak−1 + ak neńı násobkem ak−1 ani ak, takže
ani žádným násobkem ak. Vzhledem k volbě k jsou ak+1, . . . , an násobky ak.)

Pokud by kvádr byl násobkem cihly C, pak existuje nejv́ıce j − 1 index̊u i takových,
že Ai neńı násobkem žádného z č́ısel aj, . . . , an. Proto zkonstruovaný kvádr neńı násobkem
cihly C. T́ımto jsme hotovi.
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Kapitola 3

Kombinatorické a č́ıselné identity

Originálńım výsledkem této kapitoly je vzorec pro součet každého n-tého Fibonacciho č́ısla,
obsahuj́ıćı zaokrouhleńı na nejbližš́ı celé č́ıslo – věta 3.2.12.

Nejprve ale v sekci 3.1 uvedeme sč́ıtáńı kombinačńıch č́ısel, jelikož tyto výsledky budou
potřeba v následuj́ıćı kapitole (např. v podsekci 4.4.1) a současně nám pomohou představit
využit́ı Roots of Unity Filter, d́ıky čemuž bude sč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel v sekci 3.2 jed-
nodušeji uchopitelné.

3.1 Součty kombinačńıch č́ısel

Tyto součty lze interpretovat jako součet každého m-tého č́ısla na n-tém řádku Pascalova
trojúhelńıku.

1 1
1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

66 201 15 15 1

Obrázek 3.1: Prvńıch 7 řádk̊u Pascalova trojúhelńıku se zvýrazněným každým druhým
č́ıslem na posledńım řádku

Známým zp̊usobem využit́ı komplexńıch č́ısel v rámci kombinatoriky je k určeńı r̊uzných
součt̊u konečně mnoha kombinačńıch č́ısel. Vycháźıme přitom z faktu, že každé komplexńı
č́ıslo lze po umocněńı vyjádřit nejen pomoćı binomické věty, ale i dle Moivreovy věty.
Úvodńı text této sekce je zpracován podle [4].

Definice 3.1.1 (Kombinačńı č́ıslo). Pro n ∈ N a k ∈ Z definujme kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
jako celé č́ıslo splňuj́ıćı (

n

k

)
=

{
n!

(n−k)!k!
, pro 0 ≤ k ≤ n,

0, jinak.
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Definice 3.1.2 (Konečný součet kombinačńıch č́ısel). Pro daném ∈ N a r ∈ {0, . . . ,m−1}
definujme konečný součet kombinačńıch č́ısel jako

χr
m(n) =

(
n

r

)
+

(
n

r +m

)
+

(
n

r + 2m

)
+ . . .

Binomická věta nám umožňuje vyjádřit kladnou celoč́ıselnou mocninu libovolného dvoj-
členu jako konečný součet obsahuj́ıćı kombinačńı č́ısla.

Věta 3.1.3 (Binomická věta). Pro nenulová A,B ∈ C a n ∈ N plat́ı

(A+B)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
An−kBk.

Sumou lze sč́ıtat přes všechna celá č́ısla k ≥ 0, jelikož pro k > n plat́ı
(
n
k

)
= 0.

(A+B)n =

(
n

0

)
An +

(
n

1

)
An−1B +

(
n

2

)
An−2B2 + . . .

Vhodným užit́ım binomické věty źıskáme součty některých kombinačńıch č́ısel. Uved’me
dva př́ıklady.

2n = (1 + 1)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
,

0 = (1− 1)n =

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
(−1)n.

Sečteńım, resp. odečteńım rovnost́ı a vyděleńım dvěma dostáváme dvě rovnosti.

χ0
2(n) =

(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · = 2n−1, (3.1)

χ1
2(n) =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · = 2n−1, (3.2)

Abychom źıskali daľśı identity, dosad’me do binomické věty 3.1.3 hodnoty A = 1 a B = i.

(1 + i)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
i−
(
n

2

)
−
(
n

3

)
i+ · · ·+

(
n

n

)
in.

Dle Moivreovy věty spoč́ıtáme levou stranu.

(1 + i)n =
[√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)]n
= (

√
2)n ·

(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
.

Porovnáńım reálných a imaginárńıch složek dostáváme dvě rovnosti.(
n

0

)
−
(
n

2

)
+

(
n

4

)
− · · · = (

√
2)n cos

nπ

4
, (3.3)(

n

1

)
−
(
n

3

)
+

(
n

5

)
− · · · = (

√
2)n sin

nπ

4
. (3.4)
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Sečteńım a odečteńım identit (3.1) a (3.3), resp. (3.2) a (3.4) a následně vyděleńım dvěma
obdrž́ıme čtyři rovnosti.

χ0
4(n) =

(
n

0

)
+

(
n

4

)
+

(
n

8

)
+ · · · = 2n−2 +

(√
2
)n−2 · cos nπ

4
,

χ1
4(n) =

(
n

1

)
+

(
n

5

)
+

(
n

9

)
+ · · · = 2n−2 +

(√
2
)n−2 · sin nπ

4
,

χ2
4(n) =

(
n

2

)
+

(
n

6

)
+

(
n

10

)
+ · · · = 2n−2 −

(√
2
)n−2 · cos nπ

4
,

χ3
4(n) =

(
n

3

)
+

(
n

7

)
+

(
n

11

)
+ · · · = 2n−2 −

(√
2
)n−2 · sin nπ

4
.

Věta 3.1.4. Je dáno přirozené č́ıslo n. Pro součet každého třet́ıho kombinačńıho č́ısla plat́ı

χr
3(n) =

(
n

r

)
+

(
n

r + 3

)
+

(
n

r + 6

)
+ · · · =

2n + 2 cos (n+4r)π
3

3
.

Řešeńı. Pǐsme polynom

f(x) = (1 + x)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 + . . .

Pro r ∈ {0, 1, 2} chceme ponechat každý člen na mı́stě r modulo 3. Stejně jako v mi-
nulé kapitole využijeme Roots of Unity Filter. Pro primitivńı třet́ı odmocninu z jedné ζ,
definovanou jako ζ = cos (2π/3) + i sin (2π/3), plat́ı

χr
3(n) =

f(1) + ζ2rf(ζ) + ζrf(ζ2)

3
, (3.5)

kde χr
3(n) je součet všech kombinačńıch č́ısel tvaru

(
n

3k+r

)
, kde k je celé č́ıslo. Definujme též

ε = cos (π/3) + i sin (π/3) jako primitivńı šestou odmocninu z jedné. Spoč́ıtejme tyto tři
funkčńı hodnoty pomoćı rovnost́ı −1 = ε3, ζ = ε2 a 1 + ζ + ζ2 = 0. Dosazeńım jednoduše
plat́ı f(1) = 2n a také

f(ζ) = (1 + ζ)n = (−ζ2)n = εn,

f(ζ2) = (1 + ζ2)n = (−ζ)n = ε−n.

Dosazeńım do rovnice (3.5) plat́ı

χr
3(n) =

2n + ζ2rεn + ζrε−n

3
=

2n + εn+4r + ε−n−4r

3
.

Pro komplexńı č́ıslo z na jednotkové kružnici plat́ı z + 1
z
= 2ℜ(z). Nahlédnut́ım k alge-

braickému zápisu mocnin ε dle Moivreovy věty tedy plat́ı

χr
3(n) =

2n + 2 cos (n+4r)π
3

3
.
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Důsledek 3.1.5. Pro součet každého třet́ıho kombinačńıho č́ısla plat́ı

χ0
3(n) =

(
n

0

)
+

(
n

3

)
+

(
n

6

)
+ . . . =

1

3

[
2n + 2 cos

(nπ
3

)]
,

χ1
3(n) =

(
n

1

)
+

(
n

4

)
+

(
n

7

)
+ . . . =

1

3

[
2n + 2 cos

(
(n+ 4)π

3

)]
,

χ2
3(n) =

(
n

2

)
+

(
n

5

)
+

(
n

8

)
+ . . . =

1

3

[
2n + 2 cos

(
(n+ 2)π

3

)]
.

D̊ukaz. Pro r = 0, 1 plat́ı př́ımo z předchoźı věty. Pokud r = 2, pak vzhledem k periodě
kosinu plat́ı cos (n+4r)π

3
= cos (n+8)π

3
= cos (n+2)π

3
. T́ımto źıskáváme všechny tři rovnosti.

Sice nejsme schopni doj́ıt k explicitńımu vzorci pro každé χr
m obecně, ale dokážeme ho

určit jako následuj́ıćı součet kosin̊u.

Věta 3.1.6. Mějme přirozená č́ısla n,m a r ∈ {0, . . . ,m− 1}. Pro součet každého m-tého
kombinačńıho č́ısla poč́ınaje r-tým plat́ı

χr
m(n) =

∑
k∈Z

(
n

km+ r

)
=

1

m

2n + 2

⌊m−1
2 ⌋∑

j=1

(
2 cos

πj

m

)n

cos
π(n− 2r)j

m

 .

D̊ukaz. Necht’ ζ = cos(2π/m) + i sin(2π/m) a označme σj = ζ−rj(1 + ζj)n. Dle Roots of
Unity Filtru plat́ı

m · χr
m(n) = σ0 + σ1 + · · ·+ σm−1

Neńı třeba uvažovat př́ıpadný nulový sč́ıtanec σm/2, jelikož plat́ı rovnost 1 + ζm/2 = 0,
takže i σm/2 = 0. Můžeme tedy psát formou sumy bez tohoto členu. Pokud pomoćı dolńı
celé části označ́ıme m′ =

⌊
m−1
2

⌋
a rozmysĺıme si, že plat́ı σm−j = σ−j = σj, tak plat́ı

m · χr
m(n) =

m∑
j=0

σj = σ0 +
m′∑
j=1

(σj + σm−j) = σ0 +
m′∑
j=1

(σj + σj)

Dosazeńım plat́ı σ0 = 2n. Každá dvojice sč́ıtanc̊u je součet dvou komplexně sdružených
č́ısel. Jelikož pro každé z ∈ C plat́ı z + z = 2ℜ(z), tak pǐsme

χr
m(n) =

1

m

(
2n + 2

m′∑
j=1

ℜ (σj)

)
. (3.6)

Nyńı spoč́ıtáme σj = ζ−rj(1 + ζj)n v goniometrickém tvaru. Plat́ı rovnosti

(i) |σj| = |ζ−rj(1 + ζj)n| = |1 + ζj|n,

(ii) arg σj = arg (ζ−rj(1 + ζj)n) = −2πrj/m+ n · arg(1 + ζj),

38



Kapitola 3. Kombinatorické a č́ıselné identity

takže zbývá dopoč́ıtat absolutńı hodnotu a argument č́ısla 1 + ζj. Jelikož pro každý in-
dex j plat́ı 1 < j < m/2, tak 1 + ζj má kladnou imaginárńı část jako na obrázku 3.2.
Obě č́ısla 0 i ζj lež́ı na kružnici s poloměrem 1 a středem v č́ısle 1. Argumentem č́ısla ζj

je z definice 2πj/m, takže z věty o obvodovém a středovém úhlu zmı́něné kružnice plat́ı
rovnost argumentu arg(1+ ζj) = πj/m. Vzdálenost od počátku č́ısla 1+ ζj se d́ıky tomuto
úhlu rovná hodnotě |1 + ζj| = 2 cos(πj/m).

0 1

ζj

2πj
mπj

m

2 cos πj
m

Obrázek 3.2: Geometrická reprezentace č́ısla 1 + ζj, kde ζ je m-tá odmocnina z jedné.

Pǐsme tedy

σj =

(
2 cos

πj

m

)n [
cos

(
π(n− 2r)j

m

)
+ i sin

(
π(n− 2r)j

m

)]
.

Reálná část σj je nyńı zjevná. Dosazeńım do rovnice (3.6) źıskáváme výsledek.

3.2 Konečné součty Fibonacciho č́ısel

Ačkoliv vzorec pro součet prvńıho až n-tého Fibonacciho č́ısla lze snadno dokázat např́ıklad
indukćı (stejně jako součet každého druhého Fibonacciho č́ısla), tak jiné součty tak jedno-
duché nejsou.

Vzhledem k tomu, že alespoň pomoćı Roots of Unity Filtru umı́me vyjádřit součet
každého několikátého členu posloupnosti, tak se pokuśıme naj́ıt vzorec pro součet každé-
ho m-tého Fibonacciho č́ısla. Nakonec se ukáže, že z p̊uvodńıho výrazu s odmocninami
jsme schopni určit vzorec, a to pro každé m ∈ N.

Výsledkem této sekce je tedy źıskáńı vzorce pro součet každého m-tého Fibonacciho
č́ısla, a to pro každé přirozené m. V řešeńı se překvapivě objev́ı jak dolńı celá část, tak
i zaokrouhleńı na nejbližš́ı celé č́ıslo.

Definice 3.2.1 (Fibonacciho posloupnost). Fibonacciho posloupnost F0, F1, F2, . . . defi-
nujme s počátečńımi členy F0 = 0, F1 = 1 a dále pro každé n ≥ 0 pǐsme

Fn+2 = Fn+1 + Fn.
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Definice 3.2.2 (Konečný součet Fibonacciho č́ısel). Necht’ m,n ∈ N. Pro součet každé-
ho m-tého Fibonacciho č́ısla, kde konč́ıme Fn, využ́ıvejme značeńı Fm(n), pro které plat́ı

Fm(n) = Fr + Fr+m + Fr+2m + · · ·+ Fn−m + Fn,

kde r = n mod m, takže plat́ı 0 ≤ r ≤ m− 1.

Vzorce pro součet každého a každého druhého Fibonacciho č́ısla, tj. pro m = 1, 2, jsou
vypsány v následuj́ıćı větě.

Věta 3.2.3. Pro každé přirozené n plat́ı

F1(n) = F0 + F1 + F2 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1,

F2(n) =

{
F0 + F2 + F4 + · · ·+ Fn = Fn+1 − 1,

F1 + F3 + F5 + · · ·+ Fn = Fn+1.

Všimněme si, že pro sč́ıtáńı každého druhého Fibonacciho č́ısla je nutné rozlǐsit dva
součty na základě dělitelnosti n dvěma, jelikož v obou př́ıpadech zač́ınáme jiným členem
posloupnosti. U daľśıch źıskaných vzorc̊u bude nutné poč́ıtat se všemi r̊uznými počátečńımi
členy součtu.

Začneme s m = 3 a ukážeme, že i když se může zdát, že bude nutné rozlǐsovat na tři
vzorce, tak ve skutečnosti stač́ı pouze jeden – následuj́ıćı věta prozrad́ı proč.

Věta 3.2.4 (Vlastńı). Pro každé přirozené n plat́ı

F3(n) =

⌊
Fn+2

2

⌋
.

Důkaz této věty vycháźı z lemmatu 3.2.6, ale nejdř́ıve potřebujeme znát explicitńı tvar
konečné generuj́ıćı funkce Fibonacciho č́ısel. Tento tvar je dán následuj́ıćı větou.

Věta 3.2.5 (Vlastńı). Pro každé přirozené N a každé x ∈ C splňuj́ıćı 1− x− x2 ̸= 0 plat́ı

F0x
0 + F1x+ F2x

2 + · · ·+ FNx
N =

x− FN+1x
N+1 − FNx

N+2

1− x− x2
.

D̊ukaz. Definujme součet výše jako GN(x) =
∑N

n=0 Fnx
n. Pokud ze sumy odděláme prvńı

dva sč́ıtance F0x
0 + F1x

1 = x, tak plat́ı GN(x) = x +
∑N−2

n=0 Fn+2x
n+2. Když dosad́ıme

rekurenci Fn+2 = Fn+1 + Fn, tak plat́ı

GN(x) = x+
N−2∑
n=0

(Fn+1 + Fn)x
n+2 = x+ x

N−1∑
n=1

Fnx
n + x2

N−2∑
n=0

Fnx
n.
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Obě sumy vyjádř́ıme pomoćı GN(x), jelikož se až na některé sč́ıtance rovnaj́ı. Prvńı sumu
źıskáme, pokud od tohoto č́ısla odečteme xF0 + FNx

N = FNx
N , a podobně druhou sumu

źıskáme, když od GN(x) odečteme FN−1x
N−1 + FNx

N . Plat́ı tedy

GN(x) = x+ x
(
GN(x)− FNx

N
)
+ x2

(
GN(x)− FN−1x

N−1 − FNx
N
)
.

Roznásob́ıme a členy s GN převedeme na levou stranu rovnosti. Vytknut́ım potom plat́ı

(1− x− x2)GN(x) = x− (FN + FN−1)x
N+1 − FNx

N+2 = x− FN+1x
N+1 − FNx

N+2.

Za předpokladu, že 1− x− x2 ̸= 0 vyděĺıme rovnost, č́ımž jsme hotovi.

Dokazovaná věta 3.2.4 je př́ımým d̊usledkem následuj́ıćı lemmatu, které rozlǐsuje tři
př́ıpady podle zbytku n po děleńı třemi.

Lemma 3.2.6. Pro součet každého třet́ıho Fibonacciho č́ısla plat́ı

(i) F0 + F3 + F6 + · · ·+ Fn = 1
2
(Fn+2 − 1) ,

(ii) F1 + F4 + F7 + · · ·+ Fn = 1
2
Fn+2,

(iii) F2 + F5 + F8 + · · ·+ Fn = 1
2
(Fn+2 − 1) .

D̊ukaz. Definujme primitivńı třet́ı odmocninu z jedné ζ = cos (2π/3) + i sin (2π/3) a urče-
me zbytek r = n mod 3. Potom z Roots of Unity Filtru plat́ı

Fr + F3+r + · · ·+ Fn =
Gn(1) + ζ−rGn(ζ) + ζ−2rGn(ζ

2)

3
. (3.7)

Pro prvńı vzorec předpokládejme, že r = 0. Potom z explicitńıho vyjádřeńı 3.2.5 spoč́ıtáme
funkčńı hodnoty.

Gn(1) =
1− Fn+1 − Fn

1− 1− 12
= −1 + Fn + Fn+1,

Gn(ζ) =
ζ − Fn+1ζ

n+1 − Fnζ
n+2

1− ζ − ζ2
=

ζ − Fn+1ζ − Fnζ
2

2
,

Gn(ζ
2) =

ζ2 − Fn+1ζ
2(n+1) − Fnζ

2(n+2)

1− ζ2 − ζ4
=

ζ2 − Fn+1ζ
2 − Fnζ

2
.

Využijeme vztahu 1+ ζ + ζ2 = 0. Sečteńım pravých stran rovnost́ı máme 3
2
(Fn+2 − 1),

odkud vyděleńım třemi źıskáme prvńı identitu. Dále předpokládejme, že r = 1. Podobně
spoč́ıtáme funkčńı hodnoty a dosad́ıme do rovnosti (3.7), č́ımž źıskáme druhou identitu,

F1 + F4 + · · ·+ Fn =
1

3
· 3
2
(Fn+1 + Fn) =

1

2
Fn+2.

Pro posledńı identitu stač́ı odeč́ıst prvńı dvě rovnosti od součtu všech Fibonacciho č́ısel,
který se rovná F1(n) = Fn+2 − 1.
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3.2.1 Obecný součet člen̊u Fibonacciho posloupnosti

Pod́ıváme se, jakého tvaru je libovolný součet Fibonacciho č́ısel, Fm(n). I když pro dané m
existuje m r̊uzných vzorc̊u na základě zbytku n po děleńı m, tak tyto vzorce jsou natolik
podobné, že se lǐśı jen o malou konstantu. Dı́ky tomu jsme schopni pomoćı zaokrouhleńı
určit jednotný vztah.

Věta 3.2.7 (Obecný vzorec, vlastńı). Obecný součet Fibonacciho č́ısel je pro dvojici č́ısel
m,n ∈ N daný vzorcem

Fm(n) = FnZ2+Fn+1Z1−Z1−n,

kde pro primitivńı m-tou odmocninu z jedné, ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m), plat́ı

Zα =
1

m

m−1∑
k=0

−ζαk

1− ζk − ζ2k
.

D̊ukaz. Pro celé č́ıslo k pǐsme σk = ζ−krGn(ζ
k). Necht’ r = n mod m, pak nahlédnut́ım

k Roots of Unity Filtru pro mocninnou řadu Gn se hledaný součet rovná

Fm(n) = Fr + Fm+r + F2m+r + · · ·+ Fn =
σ0 + σ1 + · · ·+ σm−1

m
, (3.8)

kde pomoćı explicitńıho vzorce 3.2.5 vyjádř́ıme každé z č́ısel σk jako

σk = ζ−krGn(ζ
k) = ζ−kr · ζ

k − ζk(r+2)Fn − ζk(r+1)Fn+1

1− ζk − ζ2k
=

ζk(1−r) − ζ2kFn − ζkFn+1

1− ζk − ζ2k
.

Rozděleńım na tři sč́ıtance a sečteńım podle rovnosti (3.8) se zde vyskytnou č́ısla Zα

(přičemž plat́ı Z1−r = Z1−n) č́ımž źıskáme př́ımo dokazovaný vzorec.

Abychom mohli pokračovat v úpravě č́ısel Zα, potřebujeme znát explicitńı vzorec Fi-
bonacciho a Lucasových č́ısel. Lucasova č́ısla definujeme stejně jako Fibonacciho, až na
počátečńı členy – L0 = 2, L1 = 1 – dále plat́ı Ln = Ln−1 + Ln−2.

Poznámka. Prvńı členy Lucasovy posloupnosti jsou

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123.

Věta 3.2.8 (Explicitńı vzorec Fibonacciho a Lucasových č́ısel). Pro každé n ∈ N0 plat́ı

Fn =
φn − φ̃n

√
5

, Ln = φn + φ̃n,

kde φ = 1+
√
5

2
a φ̃ = 1−

√
5

2
.

Věta 3.2.9 (Honsberger, [6]). Pro všechny dvojice přirozených č́ısel m,n plat́ı rovnost

Fm+n = Fm−1Fn + FmFn+1.
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Věta 3.2.10 (Vlastńı). Obecný součet Fibonacciho č́ısel pro dvojici č́ısel m,n ∈ N, kde
r = n mod m, je daný vzorcem

Fm(n) =
Fm+n + (−1)m+1Fn

Lm − 1 + (−1)m+1
+

(−1)rFm−r + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1
,

D̊ukaz. Definujme r = n mod m. Potom plat́ı rovnost Z1−n = Z1−r a z definice je součet
Fibonacciho č́ısel Fm(r) roven pouze prvńımu členu, Fr. Pǐsme tedy

Fr = Fm(r) = Fr Z2+Fr+1 Z1−Z1−n,

což odečteme od rovnosti 3.2.7, č́ımž dostaneme

Fm(n) = Fn Z2+Fn+1 Z1−(Fr Z2+Fr+1Z1−Fr). (3.9)

Dále zjist́ıme hodnotu č́ısel Z1 a Z2.
Jelikož plat́ı φφ̃ = −1, φ+ φ̃ = 1, tak rozlož́ıme 1− x− x2 = (1− φx)(1− φ̃x), a tedy

i každý člen sumy ve výrazech Z1,Z2 na parciálńı zlomky.

Z1 =
1

m

m−1∑
k=0

−ζk

1− ζk − ζ2k
=

1

m

m−1∑
k=0

( −1√
5

1− ζkφ
+

1√
5

1− ζkφ̃

)

Z následuj́ıćıho zlomku nejdř́ıve odděĺıme č́ıslo 1 a následně rozlož́ıme stejným zp̊usobem.

Z2 =
1

m

m−1∑
k=0

−ζ2k

1− ζk − ζ2k
=

1

m

m−1∑
k=0

(
1 +

1√
5
(1− φ)

1− ζkφ
+

1√
5
(φ̃− 1)

1− ζkφ̃

)

Pokud rozděĺıme sumy na každý zlomek zvlášt’, tak jsme schopni takovou sumu seč́ıst za
využit́ı Roots of Unity Filtru – pro každé x, kde xm ̸= 1, plat́ı

1 + ζkx+ (ζkx)2 + · · ·+ (ζkx)m−1 =
1− (ζkx)m

1− ζkx
=

1− xm

1− ζkx
.

Pokud sečteme tuto rovnost pro každé k ∈ {0, . . . ,m − 1}, tak u každé kladné mocniny
v součtu najdeme součet 1 + ζk + · · ·+ ζk(m−1) = 0. Plat́ı tedy

m =
m−1∑
k=0

1− xm

1− ζkx
= (1− xm) ·

m−1∑
k=0

1

1− ζkx
.

Vyděleńım rovnosti č́ıslem m(1 − xm) se suma (vydělená m) rovná č́ıslu 1/(1 − xm).
Konkrétně budeme využ́ıvat tuto rovnost pro x = φ a x = φ̃. Sečteme tedy zlomky
nejdř́ıve pro Z1 a převedeme zpět na společného jmenovatele, č́ımž dostaneme

Z1 =
1√
5

(
−1

1− φm
+

1

1− φ̃m

)
=

−1√
5
(φm − φ̃m)

1− (φm + φ̃m) + (φφ̃)m
=

−Fm

1− Lm + (−1)m
.
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Využili jsme zde jak explicitńıch vztah̊u pro Fibonacciho a Lucasova č́ısla, tak i toho,
že φφ̃ = −1. Podobně pro Z2 plat́ı

Z2 = 1+
1√
5

(
1− φ

1− φm
+

φ̃− 1

1− φ̃m

)
= 1+

1√
5
(φm − φ̃m) + −φφ̃√

5
(φm−1 − φ̃m−1)− 1√

5
(φ− φ̃)

1− (φm + φ̃m) + (φφ̃)m
.

Zde nav́ıc využijeme vztahu φ − φ̃ =
√
5 a také známé identity Lm = Fm+1 + Fm−1. Po

úpravě źıskáme

Z2 = 1 +
Fm + Fm−1 − 1

1− Lm + (−1)m
=

−Fm−1 + (−1)m

1− Lm + (−1)m
.

Pokud nyńı dosad́ıme za Z1 a Z2, tak dokážeme upravit výraz

Fn Z2+Fn+1 Z1 =
Fn(−Fm−1 + (−1)m) + Fn+1(−Fm)

1− Lm + (−1)m
=

−FnFm−1 − Fn+1Fm + (−1)mFn

1− Lm + (−1)m

Z Honsbergerovy identity plat́ı FnFm−1 + Fn+1Fm = Fm+n, takže po dosazeńı źıskáme

FnZ2+Fn+1Z1 =
Fm+n + (−1)m+1Fn

Lm − 1 + (−1)m+1
(3.10)

a analogicky vyjde i Fr Z2+Fr+1 Z1, takže po odečteńı Fr vyjde

Fr Z2+Fr+1Z1−Fr =
Fm+r + (−1)m+1Fr

Lm − 1 + (−1)m+1
− Fr =

Fm+r − FrLm + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1
.

Lze dokázat, že plat́ı FrLm = Fm+r − (−1)rFm−r, což dosad́ıme do výrazu a po úpravě
źıskáme

Fr Z2+Fr+1Z1−Fr =
(−1)rFm−r + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1
. (3.11)

Pokud tyto dvě rovnice nyńı dosad́ıme do vzorečku (3.9), tak dostaneme př́ımo dokazované
tvrzeńı.

Definice 3.2.11 (Zaokrouhleńı). Pro libovolné x ∈ R značme ⌊x⌉ jako zaokrouhleńı na
nejbližš́ı celé č́ıslo. Plat́ı rovnost ⌊x⌉ = ⌊x+ 1

2
⌋.

Toto řešeńı však obsahuje mnoho člen̊u – co kdybychom využili zaokrouhleńı? Ukáže
se, že je možné źıskat ještě jednodušš́ı výsledek, a to pro m = 5 a libovolně velké m ≥ 7.

Věta 3.2.12 (Vlastńı). Necht’ n je přirozené. Pro m = 5 nebo m ≥ 7 plat́ı rovnost

Fm(n) =

⌊
(−1)m+1Fn + Fn+m

Lm − 1− (−1)m

⌉
.

D̊ukaz. Dokážeme, že pokud r = n mod m, pak pro m = 5 nebo m ≥ 7 plat́ı nerovnost∣∣∣∣ (−1)rFm−r + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1

∣∣∣∣ < 1

2
.

44



Kapitola 3. Kombinatorické a č́ıselné identity

Vzhledem k tomu, že Fm(n) je celé č́ıslo, tak pokud připust́ıme předpoklad výše, pak plat́ı

Fm(n) =

⌊
Fm(n)−

(−1)rFm−r + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1

⌉
=

⌊
(−1)m+1Fn + Fn+m

Lm − 1− (−1)m

⌉
.

Odhadneme čitatel i jmenovatel. Jednak plat́ı Lm−1+(−1)m+1 ≥ Lm−2 > 0, jednak je
absolutńı hodnota čitatele nejvýše Fm−r+Fr. Pokud r = 0, pak se čitatel rovná nejvýše Fm.
Ve všech ostatńıch př́ıpadech plat́ı nerovnosti Fm−r ≤ Fm−1 a Fr ≤ Fm−1. Za předpokladu,
že jsou oba indexy r̊uzné, je jedno z č́ısel nejvýše Fm−2. Jinak jsou indexy m−r a r shodné
neboli r = m/2 ≤ m− 2, takže by obě č́ısla Fm−r, Fr byla nejvýše Fm−2. V obou př́ıpadech
tedy plat́ı nerovnost

Fm−r + Fr ≤ Fm−2 + Fm−1 = Fm

Dosazeńım nerovnost́ı plat́ı∣∣∣∣ (−1)rFm−r + Fr

Lm − 1 + (−1)m+1

∣∣∣∣ ≤ Fm

Lm − 2

Pro m = 5 snadno ověř́ıme, že opravdu plat́ı nerovnost

F5

L5 − 1 + (−1)5+1
=

5

11
<

1

2
.

Předpokládejme nyńı, že pro m ≥ 7 nerovnost neplat́ı, 1
2

≤
∣∣∣ (−1)rFm−r+Fr

Lm−1+(−1)m+1

∣∣∣ ≤ Fm

Lm−2
.

Úpravou źıskáme
Lm − 2Fm ≤ 2,

Pokud využijeme identitu Lm = Fm−1+Fm+1, tak z rekurentńıho vzorce a úpravou źıskáme
nerovnost Fm−3 ≤ 2. Vzhledem k tomu, že Fibonacciho posloupnost je neklesaj́ıćı a jelikož
plat́ı m− 3 ≥ 4, tak Fm−3 ≥ F4 > 2, což je spor. Plat́ı tedy dokazovaná nerovnost, a tud́ıž
i věta.

Poznámka. Ve větě 3.2.12 jsme dále ukázali, že pro m = 5 a všechna m ≥ 7 existuje
vzorec zahrnuj́ıćı zaokrouhleńı. Pro zbývaj́ıćı č́ısla m = 4 a m = 6 ukážeme, že tyto vzorce
také obsahuj́ı zaokrouhleńı.

Věta 3.2.13. Pro součet každého čtvrtého Fibonacciho č́ısla plat́ı

F4(n) =

⌊
Fn+4 − Fn − 1

5

⌉
.

D̊ukaz. Pro m = 4 plat́ı L4 = 7, takže z věty 3.2.10 vyjde

F4(n) =
Fn+4 − Fn

5
+

(−1)rF4−r + Fr

5
.

Konstantńı člen je pro r = 0, 1, 2, 3 po řadě roven 3
5
, −1

5
, 2
5
, 1
5
. Pokud odečteme 1

5
, pak

můžeme zaokrouhlit na nejbližš́ı celé č́ıslo.
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Věta 3.2.14. Pro součet každého šestého Fibonacciho č́ısla plat́ı

F6(n) =

⌊
Fn+3 − 1

4

⌉
.

D̊ukaz. Pro m = 6 plat́ı L6 = 18, takže z podobně jako výše z věty 3.2.10 plat́ı

F6(n) =
Fn+6 − Fn

16
+

(−1)rF6−r + Fr

16
.

Druhý sč́ıtanec je pro r = 0, ..., 5 po řadě roven 8
16
, −4
16
, 5
16
, 0, 4

16
, 4
16
. Pokud odečteme 1/4,

pak můžeme opět zaokrouhlit na nejbližš́ı celé č́ıslo. Pǐsme tedy

F6(n) =

⌊
Fn+6 − Fn − 4

16

⌉
.

Nav́ıc plat́ı

Fn+6 = 2Fn+4 + Fn+3 = 3Fn+3 + 2Fn+2 = 3Fn+3 + Fn+2 + Fn+1 + Fn = 4Fn+3 + Fn,

takže Fn+6 − Fn = 4Fn+3 a po zkráceńı čtyř dostaneme výsledek.
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Kapitola 4

Poč́ıtáńı podmnožin se součtem
prvk̊u

Odmocniny z jedné nám umožňuj́ı poč́ıtat podmnožiny, jejichž součet je dělitelný určitým
č́ıslem. Významnou motivaćı pro tuto kapitolu byla úloha 4.3.2 z loňského ročńıku Mate-
matické olympiády [8]:

Kolik neprázdných podmnožin množiny {0, 1, 2, . . . , 9} má součet prvk̊u děli-
telný třemi?

V této kapitole se budeme zabývat zejména následuj́ıćı úlohou.

Úloha 4.0.1. Je dána konečná množina S ⊂ Z a celá č́ısla 0 ≤ r < m. Kolik jej́ıch
podmnožin dává součet prvk̊u zbytek r po děleńı m?

Celé řešeńı této obecné úlohy (sekce 4.4 a dále) je vlastńı praćı. Nejdř́ıve ale vyřeš́ıme
úlohy pro některé konkrétńı množiny.

Pokud uvažujeme libovolnou množinu prvk̊u, tak kompaktńı explicitńı řešeńı úlohy zde
najdeme pro hodnoty dělitele m = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 . . . , tedy konkrétně č́ısla tvaru m = 2α

a m = 3 · 2α, kde α ≥ 0. Také ukážeme, že řešeńım pro m = 5 (a každé daľśı prvoč́ıslo)
je součet alespoň pp−3 č́ısel, z nichž každé je r̊uzným součinem p− 2 č́ısel tvaru χr

m neboli
součt̊u každého m-tého kombinačńıho č́ısla.

Významnou roli při hledáńı bude kromě součtu kombinačńıch č́ısel hrát Roots of Unity
Filter a také třeba věta 1.2.14 o prvoč́ıselných odmocninách z jedné. Tyto věty využijeme
předevš́ım v kombinaci s generuj́ıćımi funkcemi, které nyńı krátce uvedeme.

4.1 Úvod do generuj́ıćıch funkćı

Jedńım zásadńım pojmem, který zde budeme využ́ıvat na manipulaci s posloupnostmi č́ısel,
jsou generuj́ıćı funkce. Mı́sto nekonečných posloupnost́ı, se kterými je obt́ıžné pracovat,
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se d́ıvejme na jednoduchou funkci, kterou tuto řadu reprezentujme. Konkrétně např́ıklad
funkćı

f(x) = 1 + 3x+ 5x2 + 7x3 + · · ·

urč́ıme posloupnost 1, 3, 5, 7, . . . , a to pomoćı koeficient̊u mocninné řady f .

Definice 4.1.1. Pokud je f generuj́ıćı funkćı, pak jej́ı zápis pomoćı mocninné řady

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + c4x4 + · · ·

nazývejme generuj́ıćı řadou. Ř́ıkejme, že funkce f generuje posloupnost č́ısel

c0, c1, c2, c3, c4, . . .

Př́ıklad 4.1.2. Připomeňme si rovnost

1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · = ex.

Můžeme tedy využ́ıt funkci ex, abychom popsali tuto nekonečnou řadu koeficient̊u. V tomto
př́ıpadě máme posloupnost

1, 1,
1

2
,
1

6
,
1

24
, . . . ,

1

n!
, . . . ,

jej́ıž generuj́ıćı funkćı je ex.

Vı́ce lze vyhledat v literatuře [7]. Zde budeme využ́ıvat generuj́ıćı funkce hlavně v kon-
textu kombinatorických úloh, a to konkrétně pro součty podmnožin.

Úmluva. Za součet prvk̊u prázdné množiny považujme nulu.

Př́ıklad 4.1.3. Mějme množinu S = {2}. Existuj́ı právě dvě podmnožiny, ∅, {1} (se
součty 0 a 1), což je generováno funkćı 1 + x. Pokud nyńı přidáme do množiny daľśı
prvek, S = {1,−1}, tak do každé dř́ıve určené podmnožiny prvek vlož́ıme, či nikoli. Počty
podmnožin s určitým součtem nyńı generuje funkce (1+x)(1+x−1) = 2+x+x−1, a to pro
∅, {1}, {−1}, {1,−1}. Pokud bychom přidali rovnou v́ıce prvk̊u, S = {−1, 1, 2, 3, 4}, tak
počet podmnožin S se součtem j źıskáme, když se pod́ıváme na koeficient u xj ve funkci

(1 + x−1)(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4).

4.2 Známé úlohy

Úloha 4.2.1. Hod́ıme n běžnými šestistěnnými hraćımi kostkami s č́ısly 1, . . . , 6. Určete
pravděpodobnost, že součet č́ısel na kostkách je dělitelný pěti.

48
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Řešeńı. Každá kostka přispěje k součtu jedńım z č́ısel 1 až 6. Hod́ıme-li n kostkami, pak se
jedná o n totožných nezávislých děj̊u, kde každý z nich má generuj́ıćı funkci x+x2+· · ·+x6.

f(x) = (x+ x2 + · · ·+ x6)n =
∑
i≥0

aix
i.

Potom koeficient ak je počtem zp̊usob̊u, že nám padl součet k.
Necht’ ζ = cos(2π

5
) + i sin(2π

5
) je primitivńı pátá odmocnina z jedné. Z Roots of Unity

Filtru plat́ı 5a(0) = f(1) + f(ζ) + · · · + f(ζ4), kde a(0) = a0 + a5 + . . . Pro každé k plat́ı
rovnost

f(ζk) = (ζk + ζ2k + · · ·+ ζ6k)n =

{
6n, pokud 5 | k,
ζkn, pokud 5 ∤ k.

Takže pokud 5 | n, pak a(0) = 1
5
(6n + 4), jinak ζn ̸= 1, takže součet funkčńıch hodnot

obsahuje geometrickou řadu 5a(0) = 6n + ζn + ζ2n + · · ·+ ζ4n = 6n − 1 + ζ5n−1
ζn−1

, takže plat́ı

a(0) = 1
5
(6n − 1).

Pravděpodobnost Pn hodu součtu dělitelným pěti źıskáme vyděleńım všemi možnými
hody čili 6n. Plat́ı tedy

Pn =

{
1
5
+ 4

5·6n , pokud 5 | n,
1
5
− 1

5·6n , pokud 5 ∤ n.

I pokud zjǐst’ujeme ciferný součet, tak lze chytře využ́ıt odmocniny z jedné spolu s ge-
neruj́ıćı funkćı.

Úloha 4.2.2. Určete počet č́ısel složených z n cifer, kde každá je bud’ 1, 3, 4, 6, 7, nebo
9, jejichž ciferný součet je dělitelný sedmi.

Řešeńı. Každá č́ıslice přispěje svoj́ı hodnotou k cifernému součtu. Vzhledem k tomu,
že žádná cifra neńı nulová, tak každá kombinace vytvoř́ı n-ciferné č́ıslo. Generuj́ıćı funkce
popisuj́ıćı počet č́ısel s daným ciferným součtem je tedy

f(x) = (x+ x3 + x4 + x6 + x7 + x9)n =
∑
i≥0

aix
i.

Necht’ ζ = cos(2π
7
) + i sin(2π

7
) je sedmá odmocnina z jedné. Dosazeńım ζ0 = 1 je výraz

v součinu roven f(1) = 6n a pro ζk, kde 7 ∤ k, plat́ı

f(ζk) = (ζk + ζ3k + ζ4k + ζ6k + ζ7k + ζ9k)n =

= (1 + ζk + ζ2k + ζ3k + ζ4k + ζ6k)n = (−ζ5k)n = (−1)n(ζ5n)k.

Sečteńım pro k ∈ {0, . . . , 6} máme

7a(0) =
6∑

k=0

f(ζk) = 6n + (−1)n
6∑

k=1

(ζ5n)k,
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kde a(0) = a0 + a7 + . . . Pokud 7 | n, tak plat́ı ζ5n = 1, takže suma se rovná 6. V opačném
př́ıpadě 7 ∤ n čili ζ7 ̸= 1, takže se suma rovná ζ5n + · · · + (ζ5n)6 = −1. Počet hledaných
č́ısel je

a(0) =

{
1
7
(6n + 6(−1)n), pokud 7 | n,

1
7
(6n − (−1)n), pokud 7 ∤ n.

4.3 Jednoduché množiny

V rámci této sekce vyřeš́ıme zejména úlohu 4.3.2 ze 73. (loňského) ročńıku Matematické
olympiády.

V následuj́ıćıch úlohách voĺıme množinu {1, 2, 3, . . . , n}, u které zkoumáme počet pod-
množin, jejichž součet je dělitelný postupně dvěma, 4.3.1, třemi, č́ıslem n, 4.3.4, přirozenou
mocninou dvojky, 4.3.6, či libovolným prvoč́ıslem v úloze 4.3.5.

Úloha 4.3.1. Kolik podmnožin množiny {1, 2, 3, . . . , n} má sudý součet prvk̊u?

Řešeńı. Pokud se pod́ıváme na libovolnou podmnožinu, tak každý prvek k = 1, 2, . . . , n
přisṕıvá bud’ nulou nebo k. Generuj́ıćı funkce pro samostatný prvek k je tedy 1 + xk.
Uvažujme nyńı generuj́ıćı funkci

f(x) = (1 + x)(1 + x2) · · · (1 + xn),

kde po roznásobeńı odpov́ıdá koeficient u xi počtu podmnožin se součtem i. Pǐsme

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .

Hledáme nyńı a(0) = a0+a2+a4+ . . . Abychom sečetli pouze sudé pozice naš́ı posloup-
nosti, dosad́ıme postupně hodnoty 1 a −1 do funkce.

f(1) = a0 + a1 + a2 + a3 + . . . ,

f(−1) = a0 − a1 + a2 − a3 + . . .

Sečteńım a vyděleńım dvěma źıskáme rovnost

a(0) =
f(1) + f(−1)

2
.

Nahlédnut́ım k definici plat́ı f(1) = 2n a f(−1) = (1 − 1)(1 + 1) · · · = 0. Dosazeńım je
počet všech podmnožin se sudým počtem prvk̊u právě 2n−1.

Podmnožin s lichým součtem je zbytek neboli také polovina všech. Pokud označ́ıme a(r)

je počet podmnožin {1, 2, . . . , n} se součtem r modulo 2, pak

a(0) = a(1) = 2n−1.
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Podobným zp̊usobem vyřeš́ıme úlohu z loňského domáćıho kola Matematické olympiády
kategorie B. Využ́ıvat zde budeme třet́ı odmocniny z jedné.

Úloha 4.3.2. Kolik neprázdných podmnožin množiny {0, 1, 2, . . . , 9} má součet prvk̊u
dělitelný třemi? (MO B 73-I-1, [8])

Řešeńı. Uvažujme generuj́ıćı funkci v součinovém tvaru

f(x) = (1 + 1)(1 + x)(1 + x2) · · · (1 + x9),

kterou roznásob́ıme do tvaru

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .

Koeficient an udává počet podmnožin se součtem prvk̊u n. Definujme primitivńı třet́ı
odmocninu z jedné jako ζ = cos (2π/3) + i sin (2π/3). Dosad́ıme tedy do f č́ısla 1, ζ, ζ2.

f(1) = a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + . . . ,

f(ζ) = a0 + a1ζ + a2ζ
2 + a3 + a4ζ + . . . ,

f(ζ2) = a0 + a1ζ
2 + a2ζ + a3 + a4ζ

2 + . . . .

Sečteńım těchto tř́ı rovnost́ı źıskáme u a0, a3, . . . koeficient 3, zat́ımco ostatńıch vyjde
koeficient 1 + ζ + ζ2 = (ζ3 − 1)/(ζ − 1) = 0. Vydělme třemi.

a0 + a3 + a6 + a9 + · · · = f(1) + f(ζ) + f(ζ2)

3
. (4.1)

Dle věty 1.2.10 plat́ı rovnost

(1 + ζ)(1 + ζ2) = 1,

a nav́ıc nahlédnut́ım k definici plat́ı rovnosti f(1) = 210,

f(ζ) = (1 + 1)(1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζ9) = 24(1 + ζ)3(1 + ζ2)3 = 24,

f(ζ2) = (1 + 1)(1 + ζ2)(1 + ζ4) · · · (1 + ζ18) = 24(1 + ζ)3(1 + ζ2)3 = 24.

Dosazeńım těchto hodnot do rovnosti (4.1) plat́ı

a0 + a3 + a6 + a9 + · · · = 210 + 24 + 24

3
=

210 + 25

3
.

Úloha však nepřipoušt́ı prázdnou množinu (se součtem 0), která je jedna. Vyhovuj́ıćıch
podmnožin je tedy

(a0 + a3 + a6 + a9 + . . . )− 1 =
210 + 25

3
− 1 = 351.
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Tento zp̊usob sečteńı funkčńıch hodnot tak, že nám z̊ustal každý druhý či třet́ı člen,
neńı nic jiného, než jednoduchý př́ıklad Roots of Unity Filteru. V následuj́ıćıch úlohách
začneme pracovat s Roots of Unity Filterem jako s obecným nástrojem pro sečteńı každého
n-tého koeficientu v posloupnosti.

Definice 4.3.3 (Eulerova funkce). Eulerovou funkćı φ mysĺıme funkci φ : N → N, kde
φ(n) se rovná počtu přirozených č́ısel menš́ıch než n, která jsou nesoudělná s n.

Úloha 4.3.4. Označme a(0) počet podmnožin {1, 2, 3, . . . , n}, jejichž součet prvk̊u je děli-
telný n. Dokažte, že plat́ı

a(0) =
1

n

∑
d|n, 2∤d

φ(d) · 2n/d.

Řešeńı. Definujme generuj́ıćı funkci

f(x) = (1 + x)(1 + x2) · · · (1 + xn) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .

Koeficient aj je roven počtu podmnožin se součtem j. Zjevně plat́ı a(0) = a0+an+a2n+ . . .
Označme ζ = cos (2π/n) + i sin (2π/n). Z Roots of Unity Filtru plat́ı rovnost

a(0) =
1

n

n∑
j=1

f(ζj). (4.2)

Plat́ı f(ζj) = (1 + ζj)(1 + x2j) · · · (1 + xnj), takže pokud označ́ıme d = n/ gcd(n, k), pak
z věty 1.2.11 př́ımo plat́ı rovnost

f(ζj) =

{
2n/d, pokud d je liché,

0, pokud d je sudé.

Č́ıslo ζj je d-tou primitivńı odmocninou z jedné, pokud j je tvaru k · (n/d), kde k a d jsou
nesoudělná č́ısla a k ∈ {1, . . . , d}. Takových č́ısel j proto existuje φ(d). Za všechny liché
primitivńı d-té odmocniny z jedné se přičte k výsledku φ(d)2n/d. Plat́ı tedy

a(0) =
1

n

n∑
j=1

f(ζj) =
1

n

∑
d|n,2∤d

φ(d) · 2n/d.

Úloha 4.3.5. Je dáno prvoč́ıslo p > 2, r ∈ {0, . . . , p − 1} a n ∈ N. Označme a(r) počet
podmnožin {1, 2, 3, . . . , np}, jejichž součet dává zbytek r po děleńı prvoč́ıslem p. Dokažte,
že potom plat́ı

a(r) =

{
1
p
(2pn + (p− 1) · 2n) pro r = 0,

1
p
(2pn − 2n) pro r ∈ {1, . . . , p− 1}.
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Řešeńı. Označme ζ = cos (2π/p) + i sin (2π/p) primitivńı p-tou odmocninu z jedné a pǐs-
me generuj́ıćı funkci

f(x) = (1 + x)(1 + x2) · · · (1 + xnp) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .

Č́ıslo aj odpov́ıdá počtu podmnožin se součtem j. Definujme p č́ısel a(0), . . . , a(p−1) ta-
kových, že a(j) = aj +ap+j +a2p+j +a3p+j + . . . S touto definićı dosad́ıme č́ıslo ζ do funkce,
č́ımž se nám seskuṕı každý p-tý člen.

f(ζ) = a(0) + ζa(1) + ζ2a(2) + · · ·+ ζp−1a(p−1). (4.3)

Rozepǐsme polynom zp − 1 pomoćı kořenových činitel̊u a dosad’me z = −1. Plat́ı tedy
vztah (−1)p − 1 = (−1− 1)(−1− ζ) · · · (−1− ζp−1) čili

(1 + 1)(1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζp−1) = 2.

Plat́ı tedy f(ζ) = ((1 + ζ)(1 + ζ2) · · · (1 + ζp−1)(1 + 1))
n
= 2n. Spolu s rovnost́ı (4.3) tedy

máme

(a(0) − 2n) + ζa(1) + ζ2a(2) + · · ·+ ζp−1a(p−1) = 0. (4.4)

Z věty 1.2.14 plat́ı a(0) − 2n = a(1) = a(2) = · · · = a(p−1). Urč́ıme také součet všech
koeficient̊u jako a(0) + · · ·+ a(p−1) = f(1) = 2np, takže existuje

a(0) =
2np − 2n

p
+ 2n =

2np + (p− 1) · 2n

p

podmnožin se součtem dělitelným p, zat́ımco pouze

a(1) = · · · = a(p−1) =
2np − 2n

p

podmnožin se součtem, který je kongruentńı nenulovému zbytku modulo p.

Úloha 4.3.6 (Vlastńı). Je dáno α přirozené a n ≥ 2α−1. Dokažte, že pro každý zbytek
r ∈ {0, 1, 2, . . . , 2α − 1} existuje stejný počet podmnožin {1, 2, 3, . . . , n} se součtem kon-
gruentńım r modulo 2α.

Řešeńı. Pǐsme generuj́ıćı funkci

f(x) = (1 + x)(1 + x2) · · · (1 + xn) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .

Pro zbytek r ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1} definujme č́ıslo a(r) = ar + ar+2n + . . . a primitivńı 2n-tou
odmocninu z jedné ζ = cos (2π/2n) + i sin (2π/2n). Z Roots of Unity Filtru plat́ı rovnost

a(r) =
f(1) + ζ−rf(ζ) + ζ−2rf(ζ2) + · · ·+ ζ−(2α−1)rf(ζ2

α−1)

2α
. (4.5)
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Dokážeme, že f(ζ) = · · · = f(ζ2
α−1) = 0. Pro dané r ∈ {1, . . . , 2α − 1} pǐsme r = 2β · R

tak, že R je liché. Pro k = 2α−β−1 plat́ı rovnost

ζrk = ζ(2
βR)(2α−β−1) = ζ2

α−1R = (−1)R = −1.

Č́ıslo r neńı násobkem 2α, takže β ≤ α − 1, a tedy k je celé č́ıslo. Také je β nezáporné
č́ıslo, tud́ıž k ≤ 2α−1 ≤ n. Činitel 1 + ζrk = 0 se vyskytuje ve funkčńı hodnotě

f (ζr) = (1 + ζr)(1 + ζ2r) · · · (1 + ζkr) · · · (1 + ζnr) = 0.

Pro každé r ∈ {0, . . . ,m− 1} dosazeńım do rovnosti (4.5) máme

a(r) =
f(1)

2α
=

2n

2α
= 2n−α.

Pro dané α ∈ N, n ≥ 2α−1 a zbytek r existuje 2n−α podmnožin {1, . . . , n} se součtem r
modulo 2α.

4.4 Obecná množina

Nyńı se pokuśıme řešit úlohu 4.0.1 obecně. Je dáno č́ıslo m a také množina celých č́ısel S.
Naš́ım ćılem je naj́ıt č́ısla a(0), . . . , a(m−1), kde a(r) znač́ı počet podmnožin, jejichž součet
prvk̊u je kongruentńı r modulo m.

Definice 4.4.1 (Řešeńı obecné úlohy). Jsou dána č́ısla m, r ∈ N a m č́ısel s0, . . . , sm−1.
Je dána množina obsahuj́ıćı sj prvk̊u kongruentńıch j modulo m, kde j ∈ {0, . . . ,m− 1}.
Počet jej́ıch podmnožin se součtem prvk̊u kongruentńım r modulo m nazývejme řešeńım
úlohy a popisujme jej funkćı Ar

m : Nm
0 → N0 definovanou jako

Ar
m (s0, . . . , sm−1) = a(r).

Poznámka. Počet vyhovuj́ıćıch podmnožin je jednoznačně dán hodnotami sj, nezálež́ı tak
na konkrétńıch č́ıslech v množině.

V pr̊uběhu řešeńı dokážeme několik lemmat, která nám umožńı postupně zjednodušovat
výsledek. Začneme s následuj́ıćı jednoduchou vlastnost́ı.

Lemma 4.4.2 (Redukce nulových prvk̊u). Necht’ s0, . . . , sm−1 ∈ N0. Řešeńı úlohy označme
Ar

m (s0, . . . , sm−1), tedy počet podmnožin S (kde v S je sγ prvk̊u γ modulo m), jejichž
součet je kongruentńı r modulo m. Potom plat́ı

Ar
m (s0, . . . , sm−1) = 2s0 · Ar

m (0, s1, . . . , sm−1) .

D̊ukaz. Stač́ı dokázat rovnost Ar
m (s0, . . . , sm−1) = 2Ar

m (s0 − 1, s1, . . . , sm−1), z indukce
potom vyplývá p̊uvodńı tvrzeńı. Přidejme do množiny jeden prvek 0 mod m. Každá vyho-
vuj́ıćı podmnožina je nyńı vyhovuj́ıćı současně s novým prvkem i bez něj. Naopak žádná
nevyhovuj́ıćı podmnožina se nestane vyhovuj́ıćı, pokud do ńı přidáme tento prvek. Počet
řešeńı se tak zdvojnásob́ı, což jsme chtěli ukázat.
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Lemma 4.4.3 (Obecný vzorec). Definujme m ∈ N a m-tici č́ısel s0, . . . , sm−1 ∈ N0. Ozna-
č́ıme ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m). Dále necht’ Ar

m (s0, . . . , sm−1) je počtem podmnožin S
(kde v S je sγ prvk̊u γ modulo m), jejichž součet je kongruentńı r modulo m, pak plat́ı

Ar
m(s0, . . . , sm−1) =

1

m

m−1∑
k=0

ζ−rk

m−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj .

D̊ukaz. Pǐsme generuj́ıćı funkci

f(x) =
∏
s∈S

(1 + xs) = · · ·+ a−2x
−2 + a−1x

−1 + a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ,

Po roznásobeńı odpov́ıdá koeficient aj počtu podmnožin se součtem j čili

a(r) = · · ·+ ar−2m + ar−m + ar + ar+m + ar+2m + . . .

Pro primitivńı m-tou odmocninu z jedné ζ plat́ı Roots of Unity Filter.

a(r) =
f(1) + ζ−rf(ζ) + ζ−2rf(ζ2) + · · ·+ ζ−(m−1)rf(ζm−1)

m
. (4.6)

Pokud dosad́ıme č́ıslo ζk do součinového tvaru f , pak dostaneme

f(ζk) =
∏
s∈S

(1 + ζak) =
m−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj , (4.7)

kde sj je počtem prvk̊u kongruentńıch j modulo m. Pǐsme rovnost (4.6) formou sumy
a dosad’me vztah (4.7).

m · a(r) =
m−1∑
k=0

ζ−rkf(ζk) =
m−1∑
k=0

ζ−rk

m−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj . (4.8)

Po vyděleńı m jsme hotovi.

Nyńı se pod́ıvejme na konkrétńı množinu prvk̊u, a to takovou, že obsahuje pouze prvky
od jediného nenulového zbytku modulo m.

Důsledek 4.4.4 (Jediný nenulový zbytek). Definujme přirozená č́ısla m, r a γ tak, že γ
je nesoudělné s m. Označme Ar

m (0, . . . , sγ, . . . , 0) počet podmnožin S (kde v S je jediných
sγ nenulových zbytk̊u γ modulo m), jejichž součet prvk̊u je r modulo m. Potom plat́ı

Ar
m(0, . . . , sγ, . . . , 0) = χrγ−1

m (sγ),

kde γ−1 znač́ı multiplikativńı inverzi č́ısla γ modulo m a χr
m(n) =

(
n
r

)
+
(

n
r+m

)
+
(

n
r+2m

)
+ . . .
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D̊ukaz. Označme ζ = cos (2π/m) + i sin (2π/m) primitivńı m-tou odmocninu z jedné.
Z lemmatu 4.4.3 pro jedinou nenulovou hodnotu sγ plat́ı

Ar
m(0, . . . , sγ, . . . , 0) =

1

m

m−1∑
k=0

ζ−rk(1 + ζγk)sγ =
1

m

m−1∑
k=0

ζ−rk(1 + xγ)sγ .

Binomickou větou rozš́ı̌ŕıme mocninu, přičemž implicitně předpokládejme, že χr
m = χr

m(sγ).

m−1∑
k=0

ζ−rk(1 + xγ)sγ =
m−1∑
k=0

ζ−rk
(
χ0
m +ζkγ χ1

m + · · ·+ ζ(m−1)kγ χm−1
m

)
=

=
m−1∑
k=0

(
ζk(−r) χ0

m +ζk(γ−r) χ1
m + · · ·+ ζk((m−1)γ−r) χm−1

m

)
= mχα

m,

kde α splňuje rovnost αγ ≡ r (mod m) neboli α ≡ rγ−1 (mod m). Vzhledem k tomu, že
č́ısla m, γ jsou nesoudělná, tak je zaručeno, že α existuje a je jednoznačně dáno jako zbytek
modulo m.

Poznámka. V tento moment je zjevné, že řešeńı úlohy s podmnožinami má mnoho spo-
lečného se součty kombinačńıch č́ısel z předchoźı kapitoly.

Pokud dále připust́ıme pouze prvoč́ıselný dělitel p, tak umı́me napsat následuj́ıćı lemma,
které je založené na větě 1.2.14 o prvoč́ıselných odmocninách z jedné.

Lemma 4.4.5 (Obecný vzorec pro prvoč́ıslo). Necht’ p je prvoč́ıslo a s0, . . . , sp−1 ∈ N0.
Pokud Ar

p (s0, . . . , sp−1) znač́ı počet podmnožin S (kde v S je sγ prvk̊u γ modulo p) se
součtem prvk̊u r modulo p, pak plat́ı

Ar
p (s0, . . . , sp−1) =

1

p

(
2|S| −

p−1∑
k=0

dk

)
+ dr,

kde p-tici č́ısel d0, . . . , dp−1 splňuje rovnost

d0 + ζd1 + ζ2d2 + · · ·+ ζp−1dp−1 = (1 + ζ0)s0(1 + ζ1)s1 · · · (1 + ζp−1)sp−1 .

D̊ukaz. Definujme generuj́ıćı funkci

f(x) =
∏
s∈S

(1 + xs) = · · ·+ a−2x
−2 + a−1x

−1 + a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ,

kde po roznásobeńı odpov́ıdá koeficient aj počtu podmnožin se součtem j. T́ım definujme
č́ısla a(0), . . . , a(p−1) tak, že a(r) = · · ·+ ar−2p + ar−p + ar + ar+p + ar+2p + . . .

Dále označme ζ = cos (2π/p) + i sin (2π/p) jako primitivńı p-tou odmocninu z jedné. Do
roznásobeného tvaru funkce f dosad́ıme č́ıslo ζ, č́ımž se nám seskuṕı každý p-tý koeficient.
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Plat́ı tedy f(ζ) = a(0)+ζa(1)+ζ2a(2)+· · ·+ζp−1a(p−1). Podobně dosad́ıme ζ do součinového
tvaru. Plat́ı proto

f(ζ) =
∏
s∈S

(1 + ζs) =

p−1∏
k=0

(1 + ζk)sk = d0 + ζd1 + ζ2d2 + · · ·+ ζp−1dp−1,

kde d0, . . . , dp−1 jsou racionálńı koeficienty při roznásobeńı tohoto součinu. Pokud sem
dosad́ıme prvńı vyjádřeńı f(ζ), tak plat́ı rovnost

(a(0) − d0) + (a(1) − d1)ζ + · · ·+ (a(p−1) − dp−1)ζ
p−1 = 0.

Z lemmatu 1.2.14 př́ımo plat́ı rovnosti a(0) − d0 = a(1) − d1 = · · · = a(p−1) − dp−1. Pokud
označ́ıme Ω = a(r) − dr, pak pǐsme pΩ jako

pΩ = (a(0) − d0) + (a(1) − d1) + · · ·+ (a(p−1) − dp−1) =

p−1∑
k=0

a(k) −
p−1∑
k=0

dk = 2|S| −
p−1∑
k=0

dk.

Pokud vyjádř́ıme a(r) = Ω + dr a v tomto kontextu označ́ıme Ar
m(s0, . . . , sp−1) = a(r), tak

źıskáme dokazovanou rovnost.

Poznámka. Úloha se nám lemmatem 4.4.5 pro prvoč́ıselný dělitel zjednodušila na rozná-
sobeńı jediného součinu.

Věta 4.4.6 (Redukce množiny pro prvoč́ıslo). Necht’ p je prvoč́ıslo a s0, . . . , sp−1 ∈ N0.
Označme Ar

p (s0, . . . , sp−1) počet podmnožin množiny s sγ prvky γ modulo p, jejichž součet
prvk̊u je kongruentńı r modulo p. Potom pro každé celé č́ıslo c ≥ −min(s0, ..., sp−1) plat́ı

Ar
p (s0, s1 + c, . . . , sp−1 + c) = Ar

p (s0, . . . , sp−1) + 2S · 2
c(p−1) − 1

p
,

kde ṕı̌seme S = s0 + · · ·+ sp−1.

D̊ukaz. Označme ζ = cos (2π/p) + i sin (2π/p). Z lemmatu 4.4.5 plat́ı

Ar
p (s0, s1 + c, . . . , sp−1 + c) =

1

p

(
2S+c(p−1) −

p−1∑
k=0

dk

)
+ dr,

kde č́ısla d0, . . . , dp−1 splňuj́ı

d0 + ζd1 + · · ·+ ζp−1dp−1 = (1 + ζ0)s0(1 + ζ1)s1+c · · · (1 + ζp−1)sp−1+c

= (1 + ζ0)s0(1 + ζ1)s1 · · · (1 + ζp−1)sp−1 ,

přičemž jsme nahlédnuli k rovnosti (1 + ζ) · · · (1 + ζp−1) = 1. Pro stejná č́ısla d0, . . . , dp−1

tedy plat́ı

Ar
p (s0, . . . , sp−1) =

1

p

(
2S −

p−1∑
k=0

dk

)
+ dr.

Odečteńım těchto dvou rovnost́ı se eliminuje
∑p−1

k=0 dk i dr, takže źıskáme dokazované tvr-
zeńı.

Poznámka. V tento moment máme všechno potřebné ke kompletńımu vyřešeńı př́ıpadu
pro dělitelnost třemi v podsekci 4.4.1.

57



Kapitola 4. Poč́ıtáńı podmnožin se součtem prvk̊u

4.4.1 Vyřešený př́ıpad pro dělitelnost třemi

Jelikož 3 je prvoč́ıslo a existuj́ı pouze dva nenulové zbytky modulo 3, tak vždy dokážeme
menš́ı ze zbytk̊u redukovat d́ıky lemmatu 4.4.6. Ve chv́ıli, kdy uvažujeme jediný nenulový
zbytek, tak lze počet podmnožin př́ımo spoč́ıtat z lemmatu 4.4.4.

Věta 4.4.7 (Vlastńı). Jsou dána nezáporná celá č́ısla a, b, c, r, kde r ∈ {0, 1, 2}. V množině
je celkem a + b + c prvk̊u, z nichž a je dělitelných třemi, b prvk̊u dává zbytek 1 a c prvk̊u
dává zbytek 2 po děleńı třemi. Označme Ar

3(a, b, c) počet podmnožin, jejichž součet prvk̊u
dává zbytek r po děleńı třemi. Plat́ı

Ar
3(a, b, c) =

1

3

(
2a+b+c + 2a+1 cos

(c− b+ 2r)π

3

)
.

D̊ukaz. Vzhledem k lemmatu 4.4.2 plat́ı Ar
3(a, b, c) = 2a Ar

3(0, b, c). Nyńı rozděĺıme řešeńı
podle toho, které z č́ısel b, c je větš́ı.

(i) Pokud b ≥ c, z lemmatu 4.4.6 pro p = 3 plat́ı

Ar
3(0, b, c) = A3

p(0, b− c, 0) +
2b+c − 2b−c

3

a z lemmatu 4.4.4 pro jediný zbytek 1 modulo 3 plat́ı Ar
3(0, b − c, 0) = χr

3(b − c),
jelikož plat́ı 1 ≡ 1−1 (mod 3).

(ii) Pokud naopak b < c, tak plat́ı

Ar
3(0, b, c) = A3

p(0, 0, c− b) +
2b+c − 2c−b

3

a z lemmatu 4.4.4 pro jediný zbytek 2 modulo 3 plat́ı Ar
3(0, 0, c − b) = χ2r

3 (c − b),
jelikož 2 ≡ 2−1 (mod 3).

Pokud nahlédneme k výsledku úlohy 3.1.4, tak plat́ı

χr
3(n) =

(
n

r

)
+

(
n

r + 3

)
+ · · · = 1

3

(
2n + 2 cos

(n+ 4r)π

3

)
.

V prvńım př́ıpadě dosad́ıme n = b− c. Plat́ı

Ar
3(0, b, c) = χr

3(b− c) +
2b+c − 2b−c

3
=

1

3

(
2b+c + 2 cos

(b− c+ 4r)π

3

)
Jelikož plat́ı cos(x) = cos(−x+2πr), tak se argument kosinu zde změńı na (c− b+2r)π/3,
což chceme. Druhý př́ıpad dopadne analogicky – dosad́ıme n = c− b a uprav́ıme argument
odečteńım 2π,

Ar
3(0, b, c) =

1

3

(
2c+b + 2 cos

(c− b+ 8r)π

3

)
=

1

3

(
2b+c + 2 cos

(c− b+ 2r)π

3

)
Nyńı už stač́ı každé řešeńı vynásobit 2a, č́ımž přidáme prvky dělitelné třemi.
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4.4.2 Rozš́ı̌reńı pro všechny dělitele

Lemma 4.4.8 (Redukce sudých dělitel̊u). Definujme celá č́ısla α ≥ 0 a m ≥ 1. Necht’

s0, . . . , sm−1 ∈ N. Označme Ar
m (s0, . . . , sm−1) počet podmnožin S (kde v S je sγ prvk̊u γ

modulo m) se součtem prvk̊u r modulo m. Pak plat́ı

Ar
2αm(s0, . . . , s2αm−1) =

1

2α
Ar

m

(
s(0), . . . , s(m−1)

)
,

kde ṕı̌seme s(j) = sj + sj+m + · · ·+ sj+(2α−1)m.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat rovnost Ar
2m(s0, . . . , s2m−1) =

1
2
Ar

m (s0 + sm, . . . , sm−1 + s2m−1), po-
tom tvrzeńı vyplývá z indukce.

Vyjdeme z rovnosti 1.2.11, a to konkrétně pokud máme sudou (k-tou) primitivńı od-
mocninu z jedné ξ, tak plat́ı

g(ξ) = (1 + ξ)(1 + ξ2) . . . (1 + ξk) = 0.

Definujme nyńı ζ = cos (π/m) + i sin (π/m) primitivńı 2m-tou primitivńı odmocninu z jed-
né a také m-tou primitivńı odmocninu z jedné ω = cos (2π/m) + i sin (2π/m). Plat́ı tedy
ζ2 = ω. Z lemmatu 4.4.3 pǐsme

2m · Ar
2m(s0, . . . , s2m−1) =

2m∑
k=1

ζ−rkf(ζk),

kde f(ζk) =
∏2m−1

j=0 (1 + ζjk)sj = g(ζk) ·
∏2m−1

j=0 (1 + ζjk)sj−1, jelikož předpokládáme, že

sj > 0. Pokud ζk je sudou primitivńı odmocninou, tak f(ζk) = 0. Speciálně když k je liché,
tak jistě f(ζk) = 0 čili

2m∑
k=1

ζ−rkf(ζk) =
m∑
k=1

ζ−r(2k)f(ζ(2k)) =
m∑
k=1

ω−rkf(ωk).

Plat́ı ovšem f(ωk) =
∏2m−1

j=0 (1 + ωjk)sj =
∏m−1

j=0 (1 + ωjk)sj+sj+m , takže

m∑
k=1

ω−rkf(ωk) = m · Ar
m (s0 + sm, . . . , sm−1 + s2m−1) .

Po vyděleńı rovnosti 2m · Ar
2m(s0, . . . , s2m−1) = m · Ar

m (s0 + sm, . . . , sm−1 + s2m−1) č́ıslem
2m jsme hotovi.

Vzhledem k lemmatu 4.4.8 zjevně nezálež́ı na tom, zda v p̊uvodńı množině prvek dává
zbytek r nebo r + m/2 modulo m, pokud je m sudé. Také nám to dává nadhled, že
podmnožin se součtem r mod m je stejný počet jako se součtem r +m/2 mod m.

Poznámka. Pokud uvažujeme úlohu s dělitelem 3 · 2α, kde α ≥ 0, pak jsme schopni
redukovat množinu a dělitel na č́ıslo 3, kde už známe řešeńı.
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Lemma 4.4.9 (Redukce soudělných prvk̊u). Necht’m, r ∈ N a s0, . . . , sm−1 ∈ N0. Označme
Ar

m (s0, . . . , sm−1) počet podmnožin S (kde v S je sγ prvk̊u γ modulo m) se součtem prvk̊u
r modulo m. Předpokládejme, že každý prvek v S je dělitelný č́ıslem d ∈ N, kde d > 1,
d | m. Pak plat́ı

Ar
m(s0, . . . , sm−1) =

{
0, pokud d ∤ r,
Ar/d

m/d

(
s0, sd, s2d, . . . , s

m−d
)
, pokud d | r.

D̊ukaz. Každá podmnožina má součet prvk̊u dělitelný d, takže pokud d ∤ r, tak nevyhovuje
žádná podmnožina. Předpokládejme dále, že d | r.

Je dána množina S = {a1, . . . , an} a definujme S ′ = {a1/d, . . . , an/d}. Pro S vyhovuje
podmnožina {a1, . . . , an} ⊆ S právě tehdy, když

a1 + a2 + · · ·+ an ≡ r (mod m),

každý prvek je dělitelný d, takže ekvivalentně vyděĺıme. Plat́ı tak

a1/d+ a2/d+ · · ·+ an/d ≡ r/d (mod m/d),

což znamená, že podmnožina {a1/d, . . . , an/d} ⊆ S ′ vyhovuje (pro r/d modulo m/d).
Jelikož jsme postupovali ekvivalentně, tak množině S vyhovuje stejný počet podmnožin
jako množině S ′, což jsme chtěli dokázat.

Lemma 4.4.10 (Kvadrát prvoč́ısla). Necht’ p > 2 je prvoč́ıslo a s1, . . . , sp2−1 ∈ N0. Pokud
Ar

p2 (s0, . . . , sp2−1) znač́ı počet podmnožin S (kde v S je sγ prvk̊u γ modulo p2) se součtem

prvk̊u r modulo p2, pak plat́ı

Ar
p2(s0, s1 + 1, . . . , sp2−1 + 1) = Ar

p2(s0, . . . , sp2−1) +
2p−1 − 1

p
Ar

p

(
s(0), . . . , s(p−1)

)
+2S · 2

p2−1 − 2p−1

p2
,

kde ṕı̌seme s(j) = sj + sj+p + · · ·+ sj+(p−1)p a S = s0 + . . . sp2−1.

D̊ukaz. Pro p2-tou primitivńı odmocninu z jedné ζ vzhledem k lemmatu 4.4.3 pǐsme

p2 · Ar
p2(s0, s1 + 1, . . . , sp2−1 + 1)− 2S+p2−1 =

p2−1∑
k=1

ζ−rk

p2−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj+1.

Označme g(ζk) =
∏p2−1

j=1 (1 + ζjk). Přitom uvažujeme p2 ∤ k. Jelikož potom pro jediné

hodnoty k = ℓp plat́ı gcd(k, p2) = p ̸= 1, tak z věty 1.2.11 plat́ı

g(ζk) =

{
2p−1, pokud k = ℓp,

1, jinak.
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Plat́ı tedy

p2−1∑
k=1

ζ−rk

p2−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj+1 =

p2−1∑
k=1

ζ−rkg(ζk)

p2−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj =

=

p2−1∑
k=1

ζ−rk

p2−1∏
j=0

(1 + ζjk)sj + (2p−1 − 1)

p−1∑
ℓ=1

ζ−r(ℓp)

p2−1∏
j=0

(1 + ζj(ℓp))sj

Prvńı suma se rovná p2 · Ar
p2(s0, s1, . . . , sp2−1) − 2S. Pokud nyńı definujeme ω = ζp jako

primitivńı p-tou odmocninu, tak druhá suma se rovná

p−1∑
ℓ=1

ω−rℓ

p2−1∏
j=0

(1 + ωjℓ)sj =

p−1∑
ℓ=1

ω−rℓ

p−1∏
j=0

(1 + ωjℓ)s
(j)

= pAr
p

(
s(0), . . . , s(p−1)

)
− 2S

Pokud označ́ıme A1 = Ar
p2(s0, s1 + 1, . . . , sp2−1 + 1), A2 = Ar

p2(s0, s1, . . . , sp2−1) a A3 =

Ar
p

(
s(0), . . . , s(p−1)

)
, tak plat́ı

p2A1 − 2S+p2−1 = p2A2 − 2S + (2p−1 − 1)(pA3 − 2S),

p2A1 = p2A2 + (2p−1 − 1)(pA3) + 2S+p2−1 − 2S+p−1.

Vyděĺıme celou rovnost p2. Plat́ı A1 = A2 +
2p−1−1

p
A3 + 2S · 2p

2−1−2p−1

p2
, což jsme chtěli

ukázat.

Důsledek 4.4.11. Necht’ s1, . . . , s8 ∈ N0 a r ∈ Z9. Pokud Ar
m (s0, . . . , sm−1) znač́ı počet

podmnožin množiny s sγ prvky γ modulo m, jejichž součet prvk̊u je kongruentńı r modulo
m, pak plat́ı

Ar
9(s0, s1 + 1, . . . , s8 + 1) = Ar

9(s0, . . . , s8) +Ar
3

(
s(0), s(1), s(2)

)
+ 7 · 2S+2.

kde ṕı̌seme s(j) = sj + sj+3 + sj+6 a S = s0 + . . . s8.

D̊ukaz. Plat́ı po úpravě lemmatu 4.4.10 pro prvoč́ıslo p = 3.

Věta 4.4.12 (Výsledek pro prvoč́ıslo). Definujme prvoč́ıslo p > 2, č́ısla s1, . . . , sp−1 ∈ N0

a r ∈ Zp. Pokud Ar
p (s0, . . . , sp−1) znač́ı počet podmnožin množiny s sγ prvky γ modulo p,

jejichž součet prvk̊u je kongruentńı r modulo p, pak plat́ı

Ar
p(0, s1, . . . , sp−1) =

∑
r2,...,rp−1∈Zp,

r1=r−2r2−3r3−···−(p−1)rp−1

χr1
p (s1) · χr2

p (s2) · · ·χrp−1
p (sp−1),

kde χρ
p(n) =

(
n
ρ

)
+
(

n
ρ+p

)
+
(

n
ρ+2p

)
+ . . .
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D̊ukaz. Pro prvoč́ıslo p plat́ı

Ar
p(0, s1, . . . , sp−1) =

1

p

(
2|S| −

p−1∑
k=0

dk

)
+ dr,

kde č́ısla d0, . . . , dp−1 splňuj́ı

d0 + ζd1 + ζ2d2 + · · ·+ ζp−1dp−1 = (1 + ζ1)s1 · · · (1 + ζp−1)sp−1 . (4.9)

Pokud nebudeme využ́ıvat rovnosti, že součet několika odmocnin z jedné se rovná nule,
tak po roznásobeńı pravé strany rovnosti najdeme 2s1 · · · 2sp−1 = 2|S| člen̊u. Nahlédnut́ım
k levé straně rovnosti se toto č́ıslo rovná součtu všech dk, takže plat́ı d0+ · · ·+ dp−1 = 2|S|.
Dosazeńım do prvńı rovnosti je výsledek roven Ar

p(0, s1, . . . , sp−1) = dr.
Roznásob́ıme každou závorku v součinu (4.9) pomoćı binomické věty, č́ımž źıskáme

součet kombinačńıch č́ısel, která jsou postupně násobená mocninami ζ. Pokud seskuṕıme
každé p-té kombinačńı č́ıslo, tak pro j ∈ {1, . . . , p− 1} plat́ı

(1 + ζj)sj = χ0
p(sj) + ζj χ1

p(sj) + · · ·+ ζ(p−1)j χp−1
p (sj).

Roznásobeńım součinu těchto č́ısel pro j ∈ {1, . . . , p − 1} se dr vzhledem k (4.9) rovná
součtu takových č́ısel, že součin jejich mocnin ζ se rovná č́ıslu ζr. Uvažujeme tedy všechna
taková č́ısla χr1

p (s1) ·χr2
p (s2) · · ·χ

rp−1
p (sp−1), že r1+2r2+3r3+ · · ·+(p−1)rp−1 ≡ r (mod p),

pro libovolnou kombinaci r1, . . . , rp−1 ∈ {0, . . . , p−1}. Vzhledem k tomu, že r1 je libovolný
prvek modulo p, tak existuje sč́ıtanec pro kteroukoli (p−2)-tici č́ısel (r2, . . . , rp−1) ∈ (Zp)

p−2,
jelikož zvoĺıme r1 jako r1 ≡ r − 2r2 − 3r3 − · · · − (p − 1)rp−1 (mod p). Pokud naṕı̌seme
výsledek formou sumy, tak źıskáme dokazovanou rovnost.

Poznámka. Pro libovolné prvoč́ıslo tedy dokážeme př́ımo spoč́ıtat řešeńı, ale zahrnuje to
součet pp−2 č́ısel, z nichž každé je součtem každého p-tého kombinačńıho č́ısla.

4.4.3 Maticový tvar řešeńı pro dělitelnost pěti

Mějme č́ısla s0, . . . , s4. Nejprve plat́ı Ar
5(s0, . . . , s4) = 2s0 Ar

5(0, s1, . . . , s4). Umı́me také
eliminovat jedno z daľśıch č́ısel, přičemž ale nechejme všechny vstupy nezáporné. Např́ıklad
pokud plat́ı s4 = min{s1, . . . , s4}, pak zjednoduš́ıme řešeńı následovně.

Ar
5(0, s1, . . . , s4) = Ar

5(0, s1 − s4, s2 − s4, s3 − s4, 0) +
1

5

(
2s1+···+s4 − 2s1+s2+s3−3s4

)
.

Lemma 4.4.13 (Vlastńı). Jsou dána nezáporná celá č́ısla s0, . . . , s4 a r ∈ {0, . . . , 4}.
V množině je celkem s0 + · · · + s4 prvk̊u, přičemž sj prvk̊u dává zbytek j po děleńı pěti.
Označme Ar

5(s0, . . . , s4) počet podmnožin, jejichž součet prvk̊u dává zbytek r po děleńı
pěti. Pro hodnoty (s0, . . . , s4) = (0, a, b, c, 0) plat́ı rovnost

Ar
5(0, a, b, c, 0) =

(
χ0
5(b) . . . χ4

5(b)
)


χr
5(a) χr+2

5 (a) . . . χr+3
5 (a)

χr+3
5 (a) χr

5(a) . . . χr+1
5 (a)

χr+1
5 (a) χr+3

5 (a) . . . χr+4
5 (a)

χr+4
5 (a) χr+1

5 (a) . . . χr+2
5 (a)

χr+2
5 (a) χr+4

5 (a) . . . χr
5(a)



χ0
5(c)

χ1
5(c)

χ2
5(c)

χ3
5(c)

χ4
5(c)

 ,
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kde χρ
5(n) =

(
n
ρ

)
+
(

n
ρ+5

)
+
(

n
ρ+10

)
+ . . .

D̊ukaz. Z věty 4.4.12 plat́ı

Ar
5(0, a, b, c, 0) =

∑
r2,r3,r4∈Z5,

r1=r−2r2−3r3−4r4

χr1
5 (a) · χr2

5 (b) · χr3
5 (c) · χr4

5 (0).

Pokud r4 = 0, pak χr4
5 (0) =

(
0
0

)
= 1. Pro jiné r4 jsou všechna př́ıslušná kombinačńı č́ısla

nulová, takže plat́ı χr4
5 (0) = 0, takže je hodnota součinu nulová, takže stač́ı v sumě uvažovat

r4 = 0. Dosad́ıme r1 = r − 2r2 − 3r3 − 4r4 ≡ r + 3r2 + 2r3 (mod 5), takže plat́ı

Ar
5(0, a, b, c, 0) =

∑
r2,r3∈Z5

χr+3r2+2r3
5 (a) · χr2

5 (b) · χr3
5 (c).

Jelikož zde máme pouze dvě proměnné r2, r3, tak je možné využ́ıt násobeńı matic. Lze
ověřit, že po vynásobeńı daných tř́ı matic źıskáme sč́ıtance tvaru χr+3r2+2r3

5 (a)·χr2
5 (b)·χr3

5 (c),
což jsme chtěli ukázat.

Věta 4.4.14 (Vlastńı). Jsou dána nezáporná celá č́ısla s0, . . . , s4 a r ∈ {0, . . . , 4}. V mno-
žině je celkem s0 + · · ·+ s4 prvk̊u, přičemž sj prvk̊u dává zbytek j po děleńı pěti. Označme
Ar

5(s0, . . . , s4) počet podmnožin, jejichž součet prvk̊u dává zbytek r po děleńı pěti. Za
předpokladu s4 = min(s1, . . . , s4). Potom plat́ı rovnost

Ar
5(s0, . . . , s4) = 2s0 ·

(
Φ0 . . . Φ4

)


χr χr+2 . . . χr+3

χr+3 χr . . . χr+1

χr+1 χr+3 . . . χr+4

χr+4 χr+1 . . . χr+2

χr+2 χr+4 . . . χr



Ψ0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

+
1

5

(
2S − 2S−4s4

)
,

kde znač́ıme χr = χr
5(s1 − s4), Φ

r = χr
5(s2 − s4) a Ψr = χr

5(s3 − s4) a S = s0 + · · ·+ s4.
Dále ṕı̌seme χρ

5(n) =
(
n
ρ

)
+
(

n
ρ+5

)
+
(

n
ρ+10

)
+ . . .
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Závěr

V této práci bylo shromážděno několik známých zp̊usob̊u, jak využ́ıt odmocniny z jedné
a hlavně byly aplikovány na značné zobecněńı úloh.

Ćılem této práce bylo představit odmocniny z jedné jako výhodný nástroj pro řešeńı
kombinatorických problému a co nejv́ıce je zobecnit. Nakonec se jednalo o dlážděńı šachovnic,
sč́ıtáńı Fibonacciho č́ısel i kombinačńıch č́ısel a také pomoćı nich poč́ıtat podmnožiny, je-
jichž součet prvk̊u je dělitelný daným č́ıslem. Zobecnit tyto úlohy se podařilo značně.
Zmı́něné úlohy jsou řešeny prostřednictv́ım nástroj̊u jako je zejména Roots of Unity Filter
a generuj́ıćı funkce.

V rámci dlážděńı šachovnic tato práce přispěla zobecněńım zejména problému s jedńım
prázdným poĺıčkem kdekoli v šachovnici. Nav́ıc se ukázalo, o kolik v́ıce je prostudované
téma kompletńıho vyplněńı šachovnice, a to i ve v́ıce než dvou rozměrech. Dále tato práce
přispěla výpočtem vzorce pro součet každého n-tého Fibonacciho č́ısla zahrnuj́ıćı zaokrouh-
leńı na nejbližš́ı celé č́ıslo. Kromě toho, součty kombinačńıch č́ısel byly využity pro určeńı
počt̊u podmnožin se součtem prvk̊u dělitelným určitým č́ıslem. Obecné řešeńı bylo nale-
zeno pro libovolnou množinu celých č́ısel, zejména pro dělitele 3 a 5. Dále bylo ukázáno, že
řešeńı pro prvoč́ıselné dělitele větš́ı než 3 sestává z mnoha sč́ıtanc̊u a nevycháźı kompaktně.
Pro ostatńı dělitele lze množinu č́ısel značně zjednodušit a přibĺıžit se obecnému řešeńı.

Úspěšně bylo demonstrováno využit́ı odmocnin z jedné na všech daných typech úloh.
Podařilo se zobecnit problém dlážděńı s prázdným poĺıčkem v šachovnici. Podařilo se určit
součet každého n-tého Fibonacciho č́ısla. Obecné řešeńı úlohy se součty podmnožin se velmi
úspěšně spoč́ıtalo pro skupinu dělitel̊u. Pro ostatńı dělitele se značně podařilo přibĺıžit
k obecnému řešeńı. Daľśı možné rozš́ı̌reńı této práce by mohlo spoč́ıvat

(i) v nalezeńı daľśıch odlǐsných typ̊u úloh, které jsou elegantně řešitelné odmocninami
z jedné a př́ıpadně tyto úlohy zobecnit,

(ii) v navázáńı na problém dlážděńı šachovnic s v́ıce než jedńım prázdným poĺıčkem nebo
s jiným zaj́ımavým polyominem,

(iii) v pokračováńı zobecněńı poč́ıtáńı podmnožin, což by mohlo zahrnovat nalezeńı dal-
š́ıch užitečných tvrzeńı, která by př́ıpadně dokázala zobecnit řešeńı pro daľśı dělitele
či určitou skupinu množin,

(iv) ve výpočtu multisekćı jiných posloupnost́ı než Fibonacciho č́ısel.
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