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Anotace

Tato prace se veénuje problematice pokryvani pomoci polyforml, coz je disciplina
geometrické kombinatoriky. Prace zahrnuje teoreticky ivod do tématu, slovnik s formalnimi
definicemi a sbirku feSenych uloh, rozdélenych na existencni, kvantitativni a obecné ulohy.
Diiraz je také kladen na praktické vyuziti vypocetnich nastroji jako WolframAlpha,
GeoGebra CAS a PolySolver pro feSeni zadanych uloh. Cilem je poskytnout ¢tenaiim
ptehled o zakladnich metodach a aplikacich pokryvani polyformi v rtiznych oblastech, véetné
matematiky, architektury a pfirodnich véd. Prace zdroven slouzi jako vyukovy material
pro z4jemce o kombinatoriku a rekreacni matematiku.

Klicova slova

pokryvani; polyformy; dlazdéni; prostor; rovina

Annotation

This thesis deals with the problem of tiling using polyforms, which is a discipline
of geometric combinatorics. The thesis includes a theoretical introduction to the topic,
a glossary with formal definitions, and a collection of solved problems, divided into
existential, quantitative, and general problems. Emphasis is also placed on the practical use
of computational tools such as WolframAlpha, GeoGebra CAS and PolySolver to solve
the given problems. The goal is to provide readers with an overview of the basic methods
and applications of covering polyforms in a variety of fields, including mathematics,
architecture, and the natural sciences. The work also serves as a tutorial for those interested
in combinatorics and recreational mathematics.
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1 UvoD

Problematika pokryvéani je zajimava kolaborace mezi rekreacni matematikou (viz obr. 1)
a profesionalni matematikou. Casto se s ni setkavame jiz v détstvi pii hrani si se stavebnici.
Neni ovSem pravdou, Ze se vyskytuje jenom v tomto ptipadé€. Ptikladovou ukazkou mohou
byt navrhy chodnik, které se snaZi najit pravé to nejlepsi pokryti z vizualni hlediska. OvSem
nemusime ani koncit u architektury. Velky vliv pokryvani mad i na vypocty entropie

v modelech vesmiru ve fyzice.

Obrazek 1 — Priklad z rekrea¢ni matematiky, Soma kostka, hlavolam zkonstruovany danskym fyzikem Pietem
Heinem [1].
Zminime si jako prvni vyuZiti ve samotné matematice. Pokryvani ¢asto usnadituje porozuméni
sloZit&jSich koncepti pfi studiu posloupnosti, jako je exponencialni rist, ¢i rekurentni vyrazy.
Déle nas uc¢i o moznosti feSit problém pomoci jiné formulace. Mimo jiné, nebot’ je to
geometricka disciplina, tak poméaha pochopit mysleni diivéjSich matematikdl, ktefi feSili vSe
prevazné pomoci geometrickych dikazi.

Vsimnéme si dale jaky ma diisledek na architekturu a stavebnictvi. Diky pokryvani mizeme
nejen tvorit chodniky (viz obr. 2) a pokladat lino na podlahu, ale 1 stavét cihlami zdi. Dale
muzeme narazit na ¢asteCné pokryvani a to pii rozvrhovani ulic v obcich, ¢i pfi umist'ovani
nabytku v pokoji. Jednim z nejvétSich komplexti pokryvani muize byt panelovy dim,
kde samotné rozvrZzeni byt musi sedét se vSemi pfedem ur¢enymi podminkami.



Obrazek 2 — Ptiklad chodniku, pythagorejské pokryvani [2] s ucelnou chybou konstrukei.

Jako posledni vyuziti, které si zmifime, je v biologii a chemii, kde se Casto setkavame
s mikroskopickou strukturou. V biologii je to tfeba buné¢na struktura, ktera se 1iSi podle typu
buné¢k a vzdy mé podle pokryvani jiné vlastnosti, ptikladem by tady mohli byt svalové bunky
a pokozkové bunky, svalové jsou protahlého tvaru, kdezto pokozkové jsou spiSe tvaru
plochého. Na ¢emz lze vidét, Zze pokryvani ma pak jiny vzory a jiné vlastnosti. V chemii
s presahem do fyziky je to zase krystalicka struktura (viz obr. 3), ktera urcuje, jakou tvrdost
a pruzracnost, jakou dand latka ma. Dokonce nékteré materidly maji diky pokryvani jiné
vlastnosti na zaklad¢, z jakého sméru na né pisobime silou, ¢i z jakého sméru je pozorujeme
(viz obr. 4).

Obrazek 3 — Priklad krystalické struktury, model krychlové krystalické miizky.



Obrazek 4 — Zména vlastnosti na zakladé pokryvani, islandsky kalcit a jeho dvojlom.

Vsechny tyto podsekce pokryvani se daji zahrnout do podminéného pokryvani. Kde nejen,
7e se snazime najit feSeni, které spliiuje podminky geometrické, ale i podminky fyzické,
¢i dokonce 1 jiné. Pravé tyto negeometrické podminky se velmi Casto daji pfevést do
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geometrickym podminkdm pokryvani pomoci polyformi.
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Obrazek 5 — Pfevod Wangovych dlazdic na polyomina.

Casto se stava, ze pokryti je tak sloZité, Ze snaha o to najit jednoduchy zpiisob feseni
je zbyte¢na. V téchto pripadech pouzivame metodu ,hrubé sily”, kdy systematicky
prochazime vSechna mozna feSeni. Nékdy je ale takové feseni pro ¢lovéka Casoveé narocné,
proto pouzivame v takovych piipadech pocitace. Problém Ize také zobecnit a vyiesit obecné,
coz nam muze pomoci najit naptiklad horni nebo dolni hranici po¢tu moznych pokryti.



2 SLOVNIK

Monoform — geometricky obrazec o jakékoliv dimenzi, nékteré maji sviij nazev:
monomino — ¢tverec (mono + omino, odstrafuje se zdvojené o),
monoheX — pravidelny Sestitihelnik (mono + hex),
moniamond — rovnostranny trojuhelnik (mon + iamond),

monokrychle — krychle (mono + krychle).

Obrazek 6 — Monomino, monohex, moniamond.

Polyform [3] — sjednoceni jednoho, ¢i vice nepiekryvajicich se monoformi, mnozina vSech
polyformi daného monoformu nese nézev poly- + kofen monoformu, napf. polyomino
(dobré podotknout, Ze pfedpona poly- se nepouziva jako oznaceni mnoho, ale jako alespoil
jeden, nebot’ v tomto pfipadé pod pojmem polyform si mizeme piedstavit i monoform),
déleni na:

podle konec¢nosti:

konecné — sjednoceni kone¢ného mnoZstvi monoformi, podle mnoZstvi
nahrazujeme piedponu mon(o)- za fecké Ciselné predpony d(i)-, tr(i)-, tetr(a)-,
pent(a)- etc., dile nazyvame jednotlivé polyomina podle pismen abecedy
(viz obr. 7), podle kazdodennich objekti, ¢i podle zvifat, kterd pripominaji,
nazvy nejsou vétsinou standardizované,

Obrazek 7 — T-tetromino.

nekonecné — sjednoceni nekone¢ného mnozstvi monoformi,



Obrazek 8 — Jednosmérné nekonecné polyomino, modré tecky naznacuji pokracovani ve vzorci.

podle souvislosti:

souvislé — pro kazdou dvojici bodii v polyformu plati, ze existuje kiivka,
ktera by spojovala tyto body a neopoustéla dany polyform

striktné souvislé — pro kazdou dvojici bodi v polyformu bez jeho hranice plati,
ze existuje kiivka, ktera by spojovala tyto body a neprotinala hranice daného
polyformu, kazdy striktné souvisly polyform je i souvislym,

nesouvislé — pro aspoil jednu dvojici bodi v polyformu plati, Ze neexistuje
kiivka, kterd by spojovala tyto body a neopoustéla dany polyform,

A
/

Obrazek 9 — Souvislost.

Domino na levé strané je striktné souvislé, domino uprostied je pouze souvislé, protoze kazda
ktivka dvou vybranych bodu ptekifizuje hranici, domino na pravé stran€ je nesouvislé, protoze
kazda kiivka vybranych bodl opousti polyform (viz obr. 9).

podle povolenych transformaci [4]:
volné — lze je otacet a zrcadlit,
jednostranné — Ize je pouze otacet,

fixni — nelze je otacet ani zrcadlit.
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Transformace polyformli — pouzivame pii feSeni uloh, n¢které se mohou vyskytovat jako
uptesnéni zadani, jiné jako modifikace polyformt, délime na:

zrcadleni — pteklopeni ptes zvolenou osu, ¢i rovinu,

otaceni — kolem bodu, ¢i osy,

zvétSeni — vepsanim daného mnozstvi monoformi do piedchozich monoformi, pokud
je to mozné, (napft. polyhexy nelze zvétSovat)

spojeni — sjednoceni alespon 2 dotykajicich polyform,
odstranéni — vyjmuti jiné polyfromu z hlavniho polyformu.
Pokryvani — pokryti pokryvaného polyformu pokryvajicimi polyformy, kde pokryvajici
polyformy se neptekryvaji, Casto se pokryvany neoznacuje jako polyform, ale jako deska,
déleni na:
podle uplnosti:
uplné — pokryvany polyform je zcela pokryt,

¢astecné — pokryvany je polyform je z ¢asti pokryt.

Obrazek 10 — A348134(3).1

Naptiklad ke kazdému castecnému pokryvani lze najit Uplné pokryvani, v tomto ptipadé 3x3
Ctverec lze pomoci 2 L-tetromin castecné pokryt, ale také lze pomoci 2 L-tetromin
a 3 monomin pokryt Gplné (viz obr. 10).

1 Znageni A + ,¢islo* odkazuje na posloupnost na On-line Encyklopedii Celo¢iselnych Posloupnosti. (OEIS) [5]
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3 ULOHY

Ne vzdy existuje k ulohdm obecny postup, jak je tesit, ale ulohy se daji rozdélit do nékolika
kategorii. Kazdou z nich si uvedeme a ukédzeme si u ni feSeni a diikkaz. Zakladni déleni, které
se nam vybizi je podle typu feseni:

I. feSenim je pravdivosti hodnota,
II. feSenim je kvantita, kvantitativni Gllohy si dale rozdélime podle konkrétnosti:
1. na ulohy konkrétni, které si rozdélime podle uplnosti na ulohy:
a) ¢asteéného pokryvani,
b) uplného pokryvani,
2. na ulohy obecné.

3.1 Existencni ulohy

Tyto ulohy se nas Casto ptaji, zdali je viibec mozné najit pokryvani, které¢ by dany pokryvany
polyform pokrylo.

3.1.1 Sachovnice
Zadani:

Piedstavme si 8x8 Sachovnici. MlZeme ji plné pokryt pomoci 32 domin? Lze tu samou
$achovnici pokryt pomoci 31 domin s vynechanim dvou stfedové protilehlych roh??

Obrazek 11 — Sachovnice s jiz tfemi dominy.

2 Viz kapitola Videomaterialy video od Burkarda ,,Mathologer Polstera.
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Resent:

Prvni otdzka se jevi jako elementarni, nebot Sachovnici neboli CEtvercové polyomino
s 8 monominy na stran¢, mizeme rozdé€lit do sloupct a ty pokryt se 4 dominy. Déle bychom
se m¢éli ujistit, zdali vitbec mame dostateCny pocet domin. A tomu tak i je, protoze 4 domina
na 8 sloupct je 32 domin celkové. Kdezto na druhou stranu druha otazka se jevi tézsi.
Dokonce vime, Ze celkové mnozstvi monomin v Sachovnici je roven celkovému mnozstvi
monomin napfi¢ v§emi dominami. Tyto poznatky ale neznamenaji, ze to nutn¢ pijde.

Hlavnim kli¢em k pochopeni této ulohy je si vSimnout toho, Ze domino vzdy ptekryva jedno
¢erné a jedno bilé policko. Tomu tak je, protoze vzdy vedle c¢erného policka jsou jenom bilé
a naopak, a protoze domino je slozeno pravé ze dvou poli¢ek, monomin, kterd jsou vedle
sebe. Dale si vS§imnéme, ze vzdy, kdyz odstranujeme stfedové protilehlé rohy Sachovnice, se
jedna o rohy stejné barvy. To je pravda, protoze pokazdé kazda ortogonalni cesta od jednoho
rohu ke druhému projde pies lichy pocet poli, z ¢ehoz vyplyva, Ze cesta piejde na opacnou
barvu v sudém mnozstvi krat.

Obrazek 12 — Sachovnice bez stiedové protilehlych roht.

Po spocteni mnozstvi monomin s ¢ernou nebo bilou barvou, vzdy zjistime, Ze jedna barva ma
vzdy o 2 monomina mén¢ nez ta druha. Kazda kolekce domin vyzaduje stejny pocet Cernych
a bilych monomin. A tomu tak neni, coz implikuje, Ze v druhém ptipadé nelze pokryt celou
Sachovnici. Pfi nejlep§im nam zbude jedno domino, které neptijde nikam polozit.

Nyni jsme si ukdzali ulohu, kde feSime jeden partikularni ptipad. Pojd'me se podivat na ulohu,
kde budeme fesit vice riznych ptipadi najednou.
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3.1.2 Ctverce ve &tvercich
Zadani:

Pro ktera ptirozena ¢isla n plati, ze z n ¢tvercovych polyomin (libovolné velkych) lze slozit
opét étvercové polyomino??

Pro znalce v oboru by tato Uloha mohla evokovat problém, ktery nese nazev squaring
the square. Cim se tato uloha li§i je tim, Ze v tomto p¥ipadé mame povoleno pouZivat stejné
¢tverce na rozdil od squaring the square, kde vSechny ¢tverce musi mit rozdilné velikosti.

ResSeni:

Vsimnéme si, ze pracujeme pouze s Ctvercovymi polyominy, coz v disledku znamena,
ze pokazdé, kdyz najdeme pokryvéni, pak ho mlzeme prakticky feceno vlozit do jiného
pokryvani, nebot’ se nim dad nahradit jakykoliv ¢tvercové polyomino. Musime si vSak dat
pozor, nebot’ pracujeme s polyominami, a ne se ¢tverci, tudiz bychom museli pied timto
vkladem pokryvéani pfislusné zvétsit. Tento fakt vSak nemusime uvazovat pfi feSeni. Daéle
z povahy ulohy budeme o ¢tvercovém polyominu mluvit jako o ¢tverci. Abychom mohli
zacit, uvedeme si trividlni feseni, kde pokryvani je slozeno ze 4 Ctverct.

Pokud bychom vlozZili trividlni pokryvéani do jiného, pak bychom ubrali 1 ¢tverec a piidali
4 jiné. PficemZ tento poznatek nam ftika, Ze pokud lze pokryt tverec pomoci k ¢tverct, pak
lze pokryt i pomoci k + 3 <¢tverch. Kdyby se nam v této fazi povedlo najit,
zepro f, f + 1 a f + 2 pocet Ctvercil je mozné pokryt jiny Ctverec, pak to znamena, ze pro
kazdé n > f, je pokryvani mozné.

Obrazek 13 — Vlozeni pokryvani do jiného pokryvani.

Ke ctverci postavme d Ctverci na jednu jeho stranu a pak dalSich d ¢tverci na druhou
neprotilehlou stranu, dopliime ¢tverec do rohu a dostaneme, Ze pokud n je sudé Cislo vétsi,
nebo rovno 4, pak lze pokryvéani nalézt (viz obr. 14). Pomoci pravidla k + 3, vytvoiime
¢tverec z 7 Ctvercl. Protoze ctverec lze pokryt pomoci 6, 7 a 8 ctverci, tak lze pokryt
z 6 a vice Ctvercl.

3 Inspirovano videem od Toma Crawforda na YouTubovém kanale Numberphile. Viz kapitola Videomaterialy.
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Obrazek 14 — Ctverce pokryté sudym mnozstvim &tvercil.

Ted ndm zbyva uz jen vyiesit, zdali z 2, 3, nebo 5 ¢tverct, lze pokryt ¢tverec. Tyto dikazy
jsou téz81 a nemaji ptfimy spojitost s predchozim dikazem. Abychom mohli zacit musime
si nejdiive fict jeden zakladni fakt, na kterym nas$ diikaz bude stat. Kazdy pokryvajici ¢tverec
ma 0, 1 nebo 4 spolecné rohy s pokryvanym ctvercem. Pokud ma 4 spole¢né rohy, pak je
s pokryvanym ctvercem identicky a jedna se pouze o pokryvani, kde ctverec pokryva jiny
¢tverec. Se znalosti tohoto fakta, mizeme v klidu fict, Ze pokud mame 2 nebo 3 ¢tverce tak je
to nemozné. ProtoZze mame vic rohli nez ¢tverct

Pro 5 ¢&tverct si budeme muset uvédomit dalii fakt. Zadny pokryvajici &tverec se nedotyka
dvou prot&jSich stran pokryvaného ctverce s vyjimkou identického ctverce, ktery nas ovSem
v tomto pripadé nezajima, nebot’ pak jsme nepouzili 5 ¢tvercl. Z predchoziho faktu vyplyva,
ze prvni 4 ¢tverce musi mit jeden roh pokryvaného ¢tverce. Z druhého faktu vyplyva, ze tyto
¢tverce musi byt veliké tak, aby paty Ctverec se nemusel dotykat dvou protilehlych stén.
Coz lze provést n€kolika zplsoby, ale v kazdém zbyly prostor neni konvexni a ctverec
konvexni je, tudiZ pro 5 ¢tvercii je to také nemoZné.

Jako dalsi si uvedeme ulohu, kde se ptame na nemoZzna pole v ¢astecném pokryvani. Tyto
ulohy se zase trochu lisi pfistupem a vice ptfipominaji spiSe potvrzeni faktu nez standardni
dikaz.
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3.1.3 J-trihexy
Zadani:

Sestitthelnikova plocha 3. fadu je teselovana 6 J-trihexy (viz obr. 15) a 1 monohexem.
Jaké jsou mozné pozice monohexu?*

Obrazek 15 — Sestitthelnikova plocha 3. tadu® a J-trihex.
Reseni:
Tato uloha miize mit dva zplsoby zadani. Prvni je pravé stylizovano do Uplného pokryvani

a druhé by bylo pravé o casteném pokryvani. V druhém piipadé castecné pokryvadme
Sestithelnikovou plochu pomoci 6 J-trihexii.

Pti teSeni Ulohy Sachovnice pro nas byly zasadni barvy jednotlivych monomin, které
nas nakonec navedli k feSeni. V nasem ptipad¢ vSak barevné monohexy nemame. Obarvéme
modfe tedy Sestithelnikovou plochu v roznich monohexech a uprostted (viz obr. 16).

Obrazek 16 — Rohy a prostiedni monohex vybarveny modie.

4 Jedna se o vlastni ulohu.
% Vizualizace $estithelnikové plochy n-tého faddu miZete najit na A372855.
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Vsimnéme si, ze ted’ mtizeme rozd¢lit polozeni dodate¢ného monohexu na dva ptipady. Prvni
piipad je tehdy, kdy je dodate¢ny monohex na bilé barvé a druhy tehdy, kdy je dodatecny
monohex na modré barveé. Podivejme se tedy na kazdy piipad zvlast.

Kdyz je dodatecny monohex na bilé barvé, pak plati, ze zbyvajici po¢et modrych monohexi
je 7. Dalsi fakt, ktery pouzijeme, je takovy, ze kazdy J-trihex ma vzdy pravé jeden, nebo
zadny modry monohex. Z ¢ehoz vyplyva, Ze kazdému modrému monohexu nalezi prave jeden
J-trihex, ale J-trihex mame jen 6. Tudiz dodate¢ny monohex nemuZze byt na bilé barvé.

Pro druhy pfipad, kde dodate¢ny monohex je na modré barvé mizeme postupovat stejné,
ale zjistime, Ze pocet J-trihexli je roven modrym monohexiim. MiZeme tedy se pokusit
polozit dodate¢ny monohex na modrou barvu. Bud’to jsme polozili monomino do stfedu, nebo
na roh. V§imnéme si, Ze pokud existuje pokryvani, kde dodatecny monohex je v rohu, pak lze
toto pokryvani otocit, tak aby monohex byl v jakémkoliv rohu. A tyto pokryvani doopravdy
existuji, jak pro dodate¢ny monohex ve stfedu, tak pro dodate¢ny monohex
na rohu (viz obr. 17).

Obrazek 17 — Casteéné pokryvani s chybg&jicim monohexem v rohu, nebo uprostied.
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3.1.4 Setiset
Zadani:

Existuje ctvefice rozdilnych polyformii, pro kterou plati, ze kazdy jeji polyform
po dvojnasobném zvétSeni lze pokryt pomoci této Ctvetice, kde zéaroven plati, ze kazdy
polyform v kazdém pokryvani je pouzit pravé jednou?®

ResSeni:

Takovych cCtvetic, které spliuji podminky v zadani, existuje mnoha a nalezeni takovéto
¢tvetice neni ani t€zké, pokud si dovolime pouzit pocita¢ a metodu hrubé sily. V tomto feSeni
si ukazeme, jak lze najit takovou Ctvetici za pomoci prevazné tvah.

Abychom mohli zacit, potiebujeme najit polyform, ktery je schopen pokryt svoji zvétSenou
verzi. Vybizi se monomino, které je schopno pokryt pravé O-tetromino. My, ale zvolime
domino z divodu, které se ndm budou jevit jako benefitni pozdéji.

Dale toto domino zvétSime a pouzijeme jako jeden polyform z nasi ¢tvefice. Nyni se mizeme
uz snazit o ¢astecné pokryvani. Nase 2x4 obdélnikové polyomino se da umistit nékolika
zpisoby do 4x8 obdélnikového polyomina, ovSem my si zvolime takové umisténi, aby ndm
zbylo uz pokryt jen 4x6 obdélnikové polyomino (viz obr. 18).

SE e EEed ESEE

Obrazek 18 — 2x4, 4x8 a 4x6 obdélnikové polyomino.

KdyzZ ted’ najdeme pokryvani pro 4x6 obdélnikové polyomino pomoci polyomin, kterd jsou
odli$na a jsou spojenim 2x3 obdélnikového polyomina a domina, pak jsem nasli i nasi
hledanou ¢tvetici. Po odstranéni zrcadlovych kopii a 2x4 obdélnikového polyomina, které uz
ve Ctvefici potencidlné je, 1ze z 2x3 obdélnikového polyomina a domina vytvofit nékolik
riznych polyomin. Abychom se vyhnuli vypisu a hledani, vSech takovych polyomin mtzeme
se pokusit o pokryvani 4x6 obdélnikového polyomina pomoci 3 domin a 3 2x3 obdélnikovych
polyomin. A potom az nasledné spojit jednotliva polyomina v naSe pozadovana, tak aby
nebyla Zadna stejna.

Celkovy pocet riznych pokryvéani je 48 se symetrickymi kopiemi. N&které jsou rovnou
nesmyslné, protoze tieba zabranuji vSem dvojicim se alesponi spojit, jiné vypadaji jako

6 Uloha poprvé byla poprvé formulovana C. Dudleyem Langfordem roku 1977.
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potencidlni teSeni, ale maji duplikovany polyformy. Avsak ve vysledku po odstranéni
symetrickych fesSeni je jen 1 pokryvani, které¢ piijde pospojovat, tak aby vSechny podminky
byli platné.

Obrazek 19 — Spojeni domin a 4x6 polyomin.

Pro nalez uz miizeme pouzit program jako naptiklad dobie optimalizovany Polyform Puzzle
Solver od Jaapa Scherphuise. Nyni staci jen spravné pospojit (viz obr. 19) dané polyformy.

|
]

Obrazek 20 — Vizualizace vSech vzajemnych pokryvani.

Dodatek:

Tato Ctvetice (viz obr. 20) zapada do vétsi skupiny jménem setiset, kde se nemusi brat v potaz
jenom cCtvefice polyformd, ale i n-tice jakychkoliv geometrickych obrazcl. Pro zajemce jsou
na internetu dostupna i jin¢ setisety. [6]

V nasledujici tloze si ukdzeme jednu z moznosti, jak pracovat s nekone¢nymi pokryvanimi.
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3.1.5 C-heptomino
Zadani:

Rozhodnéte zdali, lze pomoci C-heptomin (viz obr. 21) pokryt vSesmérné nekonecné
polyomino neboli celou rovinu.”

Obrazek 21 — C-heptomino.
Reseni:

Z hlediska heptomin, toto je pravé jedno z mala, pro které je té¢zké najit pravé takové
pokryvani. Tudiz se budeme snazit vyvratit, ze to lze. Protoze pokryvame nekonecné
polyomino, nezbyva ndm moc jednoduchych zpiisobi, jak to vyvratit. Jeden spiSe neelegantni
zpusob muze vyzadovat vétveni tlohy, nastésti jen do uréité hloubky.

Zatneme tim, ze si uvédomime, ze nase polyomino ma tvar C. Kazdé C-polyomino lze
vyjadfit jako odstranéni obdélnikového polyomina z jiného obdélnikového polyomina, kde
zaroven zaleZi na umisténi. V naSem piipad¢€ nas zajima jenom jaké polyomina to jsou. Hlavni
polyomino je 2x5 obdélnikové polyomino a druhé 1x3 obdélnikové polyomino neboli
I-tromino. Prave toto I-tromino, kdyZz se ndm nepovede vyplnit, tak nelze pokryt cel4 rovina.

Prvni C-heptomino lze umistit jakymkoliv smérem. Dalsi fakt, ktery se nam bude hodit, je,
ze pravé rozmér 3 u I-tromina lze vyplnit vZzdy pravé 2 C-heptominami, tudiz tyto dvé
polyomina budou zabirat rozméry 1 a 2. Dopliime I-tromino tedy v§emi zptsoby (viz obr. 22).
Po doplnéni zjistime, Ze jeho pokryti 1ze provést pouze 2 zpusoby. Ostatni zplsoby jsou
symetrické preklopenim.

7 Jedna se o vlastni ulohu.
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Obrazek 22 — Dva zpiisoby, jak vyplnit I-trominovou mezeru.

Po pohledu na tyto zpisoby zjistime, Ze jedno z nich m& mezeru (vyznacenou cerven¢),
kterou nelze vyplnit. Proto timto zpisobem nelze vyplnit mezeru v I-trominu. V druhém
pfipad¢ (na obrazku vlevo) jsme vytvofili novou I-trominovou mezeru (vyznacenou zeleng).
Pokryjme ji stejnym zplsobem jako prvni mezeru. Pfitom si vS§imnéme, ze se musime
rozhodnout jaké ptreklopeni musi pokryvani nové mezery mit. Existuji dva zptisoby jen jeden
je zde mozny, nebot’ jinak piekryvame pokryvajici heptomina mezi sebou. Po vyplnéni této
mezery nam vznikne nova dominova mezera, téZ znacena zelené (viz obr. 23).

Obrazek 23 — Vlevo pokryti I-tromina, uprostied a vpravo pokryti nového zeleného domina.

Jak lze z obrazku vidét tuto novou dominovou mezeru mizeme vyplnit dvéma zpiisoby,
kde oba vytvafi mezery (znacené Cerveng), které nelze pokryt. V prostfednim obrazci vznikne
monomino, které nelze vyplnit ze stejného diivodu, jako jsme mohli vyplnit prvni trominovou
mezeru. V pravém obrazci je to sice [-trominova mezera, ale nelze vyplnit, protoze nase oba
nase jediné zpusoby vyplnéni této mezery by piekryvali jiné pokryvajici C-heptomina.
Z c¢ehoz nasledné vyplyva, Ze nelze pokryt vSesmérné nekonecné polyomino pomoci
C-heptomin.
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3.2 Kvantitativni Glohy

Cilem téchto uloh je spocitat mnozstvi pokryvani. Neni pravda, ze kazdé zadani tlohy mize
vést ke kratkému a strucnému vysledku a také je vétSinou na nas rozhodnout, jakym
zpusobem 23 k vysledku dojdeme. At uz ho cely spocitdme sami, nebo si nechame v néjaké
¢asti pomoc pocitaCem, mizeme nejdiive spocitat horni hranici.

3.2.1 Konkrétni ulohy

Konkrétni tloha se vykazuje tim, ze chceme zjistit konkrétni kvantitu neboli pocet, nikoliv
mez. Setkame se s vypoctem celkového mnozstvi pokryvani. Na zaklad¢ déleni pokryvani
na ¢astecné a uplné délime 1 tyto ulohy.

Caste¢né pokryvani

Definice ¢astecného pokryvani je v kapitole Slovnik. Obecné plati, Ze tyto ulohy jsou snazsi
a malokdy se setkdvame s vyrazy, které nejsou polynomické

Monomino a domino
Zadani:

Méme obyvaci pokoj o rozmérech 3 m na 3 m. Koupili jsme si stlll a zidli, kde zidle vyzaduje
prostor I m na 1 m. Z estetickych divodu vyzadujeme, aby stil i zidle byly zarovnany
do ¢tvercové miizky, kde nejmensi ¢tverec méa rozmér 1 m. Ignorujme vyskyt dvefi jinych
nasténnych prekazek. Urcete pocCet moznych polozeni stolu 1 Zidle, pokud musi byt
ortogonalné vedle sebe a pokud stil ma rozméry:

a)lmnalm,
b) 1 m na 2 m?®

Resent:

Obrazek 24 — Pievedeni pokoje a nabytku na polyomina.

Nejprve vyfeSme prvni pripad. VSimnéme si, ze stil a Zzidle vedle sebe zabiraji vzdy
I m na 2 m, ¢i naopak 2 m na 1 m prostor, ale také si vSimnéme, ze tento prostor se zidli

8 Jedna se o vlastni ulohu.
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a stolem se da pokryt vzdy dvéma zpiisoby. Jeden je ten, kdy stdl je napravo nebo nahoie
podle orientace prostoru a druhy, kdy je stiil vlevo nebo dole. To znamena, ze po¢et moznych
zpisobi, jak polozit tento nabytek bude roven dvojndsobku poctu castecného pokryvani
domina na ¢tvercovém polyominu s 3 monominy na jedné strané.

kde Zje pocet Feseni pro polozeni nabytku a P je pocet pokryvani.

Pro toto domino musime rozhodnout 3 independentni vlastnosti, proto abychom piesné urcili
jeho polohu. A témi jsou rotace (horizontalni, vertikalni), fadkové posunuti a sloupcové
posunuti. V naSem piipadé mame pokryvat ¢tvercové polyomino, z ¢ehoz vyplyva, Zze ndm
sta¢i spocitat jenom jedna rotace domina a druhd budeme mit stejné mnoZzstvi pokryvani.
Pokud je domino horizontdlni, pak v nasem ptipad¢ pocet fddkovych posunuti domina je
roven poctu fadkl a pocet sloupcovych posunuti je roven poctu sloupct bez 1. To znamena,
ze v prvnim piipadé je 24 riznych moznosti, jak polozit zidli a stil do daného pokoje.

P=2-3-2=12,
2 rotace, 3 radkova posunuti, 2 sloupcova posunuti.

V druhém piipad¢ se podivejme na jak polozit do pokoje delsi still a stejnou zidli. Zase si
spojme stil se zidli do polyomina, tentokrat do tromina. Musime si ale uvédomit, ze v tomto
pripadé jsou dva zpiisoby, jak k sobé dat domino a monomino a oba zpiisoby jsou mozné.
Bud’to muzeme stul a zidli spojit do tvaru I-tromina, nebo L-tromina. U I-tromina mame dva
zpusoby, jak ho vyplnit pomoci monomina a domina, stejné tak u L-tromina (viz obr. 25).

Obrazek 25 — Spojeni monomina a domina.
R» =2PL + 2Py,
kde P. je pocet pokryvani s L-trominem
a kde Pi je pocet pokryvani s I-trominem.
Stejnym zplisobem, jako ve prvnim piipad¢ zjistime pocty rotaci a posunuti v tadcich
a sloupcich. V tomto pfipadé¢ L-tromino ma 4 rotace, 2 fadkové posunuti a 2 sloupcové
posunuti a I-tromino 2 rotace, 1 fadkové posunuti a 3 sloupcové posunuti.
R2=2(4-2-2)+22-1-3)=44,

neboli je 44 zpiisobu, jak polozit delsi stiil a Zidli do toho pokoje.
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Dvé dikrychle
Zadani:

Zjistéte kolika zplsoby lze castetné pokryt krychlovd polykrychle (tvofena
z n 3 monokrychli), pomoci 2 dikrychli (viz obr. 26)°

Obrazek 26 — Jedno z moznych pokryvani v 3x3x3 polykrychli.
Reseni:

Tato uloha se da feSit mnoha zpisoby, jednim z nich je tento. Zakladd na tom,
ze spocitame pocet zplisobi, jak ¢asteéne pokryt nasi polykrychli pomoci jen jedné dikrychle.
Pak pouzijeme metodu, kterda bude zakladat na tom, Ze obé& dikrychle podminkové jsou
independentni. To vSak neni pravda a bude muset udélat exkluzi pfidanych fesSeni, nebot
dikrychle se nesmi piekryvat.

Prvné tedy spoctéme kolika zplisoby lze umistit jedna dikrychle. Rovnomérné rozdélme
si vechny tyto pokryvani podle toho, na jaké ose ma dikrychle nejdelsi rozmér. Mame 3 osy
(x, y a z). Toto rozd€leni si mizeme dovolit, protoze pokryvame krychlovou polykrychli
dikrychli, kde oba polyformy jsou zvlaStni symetrick¢é povahy. Zvolme si tedy jen
osu y a zpétn€ vynasobme celkové mnozstvi 3.

J(n)=3-S(n),
kde ] je pocet c¢astecnych pokryvani polykrychle dikrychli

a kde S je pocet takovych, kde osa dikrychle je striktné zvolena.

9 Jedna se o vlastni ulohu.
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Pro vypocet zjistime, kolik ma dikrychle posunt v kazdé ose. Pocet posuni v dané ose je
roven rozméru krychlové polykrychle bez rozméru dikrychle a 1 navic vSe v dané ose.

Sm=m-1+DH(n—-1+1H)(n—-2+1),
nebot rozmery dikrychle jsou 1, 1 a 2.
J(n) =3n%(n—1).

Ted se pfesuneme k fazi a ud€lame inkluzi novych feSeni a tu nasledné ji odecteme.
Predpokladejme, Zze v pokryvani obé dikrychle jsou si v poloZeni navzajem independentni
kromé toho, Ze nezalezi, v jakém potadi je umistime a nejsou piimo na stejné pozici.

P(n)="]M)(J(n)-1) — I(n),

kde P je pocet ¢asteénych pokryvani krychlové polykrychle pomoci 2 dikrychli a kde I je
pocet inkluzi.

Abychom mohli spocitat pocet inkluzi, musime si uvédomit, co piesné se d¢je, kdyz dikrychle
si nejsou navzajem polohové independentni. V nasem piipad¢ se dikrychle mohou piekryvat.
Tyto dikrychle miizeme z tohoto divodu sjednotit v jinou polykrychli. Mame 2 ptipady
27 sjednocenych polykrychli a ty jsou I-trikrychle a L-trikrychle. Pro kazdou tuto polykrychli
budeme muset zjistit po€et pokryvani stejné jako u jedné dikrychle (viz obr. 27).

Obrazek 27 — Sjednoceni dvou piekryvajicich se dikrychli v trikrychli.

Pro I-trikrychli to bude obdobné jako u dikrychle, nebot se jedna také o kvadrovou
polykrychli. Jediny rozdil bude v rozmérech, tudiz budeme muset dosazovat nejveétsi rozmeér
jako 3 misto 2. V¢Etsi zadrhel se mize zdat pocet ¢astecnych pokryvani krychlové polykrychle
pomoci L-trikrychli. OvSem ani to nemusime slozit¢ odvozovat, nebot’ L-trikrychli mizeme
nahradit kvadrovou polykrychli o rozmérech a 1, 2 a 2, kterd opisuje L-trikrychli. Pravé v této
polykrychli se d& L-trikrychle umistit 4 zptlisoby.
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IM)=3((n-1+1P°n-3+D+4n—-1+1)(n—-2+1)»)
v§e musime nasobit 3, nebot' mame 3 osy,
U L-trikrychle mame 4 zpiisoby v kvadrové polykrychli.
I(n) = 15n% — 30n? + 12 n.
P(n) = % 3n’(n—1)(3n’(n — 1) — 1) — (15n® — 30n? + 12 n),
P(n) =32n(3n® — 6n* + 3n® — 11n? + 21n — 8).

Pro zajimavost mizeme dosadit a zjistit, ze pocet CasteCnych pokryvani 5x5x5 krychlové
polykrychle pomoci 2 dikrychli je roven 43665.

Uplné poKkryvani

monominem v pokryvajich polyformech se obtiznost zvétsuje.

Jako ptedposledni ulohy si uvedeme takové, kde budeme pocitat mnozstvi uplnych pokryvani.
V téchto ulohach budeme pouzivat znalosti z posloupnosti, pfesnéji z rekurentnich vyrazi.
Budeme pracovat se soustavou rekurentnich vzorcti a také budeme pievadét rekurentni vyrazy
na vzorce n-tého clenu. To vSe budeme d€lat, protoze v téchto tllohach se Casto vyplaci ulohu
zobecnit. Dale si pak ukdzeme, jak lze ulohy spocitat pomoci pocitace.

Domina
Zadani:

V Kocourkové se rozhodli postavit chodnik o délce 24 m a Sifce 3 m. Ke stavbé si pofidili
dlazdice o rozmérech 1,5 m a 3 m. Momentaln¢ se dohaduji kolika zpisoby lze chodnik
postavit, tak aby nezlstala Zadnd mezera, kterd by nebyla vydlazdéna. Kolika zptsoby lze
tedy chodnik postavit?*°

Reseni:

Pro zjisténi poctu dlazdéni chodniku, musime nejprve pievést tlohu do pokryvéani pomoci
polyformt. VSimnéme si, ze dlazdice je v poméru 1 ku 2, coZz my prevedeme na
1x2 obdélnikové polyomino neboli domino a dlazdénéd plocha se pak musi vydélit stejnym
nasobkem, kterym jsme z 1,5 ku 3 udélali 1 ku 2. Cimz vyjde, Ze pokryvame
12x2 obdélnikové polyomino (viz obr. 28).

10 Inspirovéano diplomovou praci Terezy Dvotakové ze strany 53 [7]
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Obrazek 28 — Chodnik a dlazdice, pievedené na bezrozmérné polyomina.
Tento nasleduji krok se pro zacateCniky, muze zdat nadbytecné komplikovany, ale ve
vysledku nam hodné zjednodusi praci. Definujme si A(n) jako pocet pokryvani
nx2 obdélnikového polyomina pomoci domin. Nasim cilem ted’ je zjistit hodnotu A(12).
Zkusme si spocitat A(1) a A(2) ruéné. A(1) je domino pomoci domina, to lze provést jen
jednim zptsobem. A(2) je O-tetromino pomoci 2 domin, a to lze provést dvé zpusoby (viz

obr. 29).

Obrazek 29 — A(1) (modré) a A(2) (modré a oranzoveé).

Vsimnéme si, Ze modré A(2) pokryvani se sklada z dvou A(1) pokryvani vedle sebe. VSechny
pokryvani se daji vytvofit pravé skladanim modrého A(1) pokryvani a oranzového A(2)
pokryvani, z ¢eho vyplyva:

An)=An—1)+A(n-2).

Rovnost plati na zéklad¢, Ze jsme polozili pravé jedno domino, nebo dv€é domina za pokryvani
o délce n — 1, nebo n — 2, ¢imZ jsme z n¢j udélali pokryvani o délce n. VSechny pokryvani se
daji vytvofit pravé skladanim, protoze neexistuje Zadny jiny zpusob, jak dat domina vedle
sebe, nez do téchto nerozlozitelnych pokryti.

Po bliz§im zkoumani si mizeme vSimnout, ze A(n) je Fibonacciho posloupnost. Prvni dva
Cleny posloupnosti vime a taky nam staci jen dosadit a nékolikrat secist podle rekurentniho
vzorce. Po propoétech zjistime, ze A(12) = 233.
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Dikrychlova véz
Zadani:

Kolika zptsoby lze sestavit kvadrovou polykrychli s vyskou 10 a podstavou 2x2 pomoci
dikrychli?'!

ResSeni:

Mame tedy né¢kolik zptsobt, jak tyto posloupnosti vymyslet. My zvolime takovy, kde
sjednotime symetrické kopie, nebot” kvadrova polykrychle ma c¢tvercovou podstavu a ma
rotacni a zrcadlové symetrie.

Zde bychom mohli postupovat stejn¢ jako u predchozi ulohy zjisténim poctu nerozlozitelnych
pokryvani a naslednym pouzitim vzorce. Kdybychom to tak udélali, zjistili bychom,
ze v tomto piipadé mame nekonecnou mnozinu nerozlozitelnych pokryvani. Tady bychom ji
museli definovat a ovéfit, ze je jedina.

My ale zvolime metodu pomoci odkazovéani. Vytvofime si n€kolik rekurentnich soustav pro
nékolik posloupnosti. Kazda z téchto posloupnosti bude fesit stejné pokryvani, jediné, co se
zmeéni, je to ze pokazdé do kazdé nejnizs$i 2x2 vrstvy jiz vyznalime néjaké monokrychle.
Timto zplsobem pak pokud umistime dikrychle do kvadrové polykrychle miize nadale
odkazovat na pokryvani, kde jsou naptiklad 2 monokrychle zabrané.

Mame tedy nékolik zplsobt, jak tyto posloupnosti vymyslet. My zvolime takovy, kde
sjednotime symetrické kopie, nebot” kvadrova polykrychle ma ¢tvercovou podstavu a ma
rotacni a zrcadlové symetrie.

Dale si tedy definujme posloupnost B(n), kde jsou jiz odstranéné 2 monokrychle ve stejné
vysce, které jsou vedle sebe. VSimnéme si, Ze pokud se snazime zlstat ve stejné vysce
musime je polozit vedle sebe. Kdyz by vedle sebe nebyli museli bychom vyplnit zbyvajici
2 monokrychle pomoci dvou dikrychli, které by dali za vznik zase dvou nesousedicich
monokrychlovych mezer. TudiZ bychom se nikdy nedostali k uplnému pokryvani.

Nyni musime definovat jednotlivé vztahy mezi posloupnosti A(n) a B(n). A(n) ma dva
zpisoby, jak muze odkazovat na sebe. Bud'to umistime 2 dikrychle horizontdlng, coz lze
provést 2 zpiisoby, nebo umistime 4 dikrychle vertikdlné€, coz lze provést jen 1 zpisobem.
Nebo mize A(n) odkazovat na B(n) a to umisténim 1 dikrychle horizontalné a 2 dikrychli
vertikaln€, coz Ize provést 4 zptusoby. Pro B(n) mame 1 zplsob odkazat na sebe a to tak,
ze umistime 2 dikrychle vertikdlné. Nebo mizeme odkazat B(n) na A(n) a to také
1 zpisobem. Umisténim 1 dikrychle horizontaln€. VSechna umistovani jsme se vZdy snazili

cvwvr

11 Inspirovano ¢lankem od Radovana Potucka. [8]
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Obrazek 30 — Zakres vSech odkazi.

Kazdy étyiétverec naznaduje vyskovou urovent ve kvadrové polykrychli. CtyiGtverec, ktery
malou mezerou sousedi na levé strané€ s jinym ctyictvercem, je ve stejné kvadrové krychli a je
ve vrstvé nad levym ctyictvercem. Pokud oddéluje Ctyfctverce Seda ¢arkovana Céra, jednd se
o symetrické odkazovani. Cerna &arkovana &ara oddéluje posloupnosti. Posloupnosti jsou
vyznafené hornim Ctyfétvercem, kde Sed€ vyznafené Ctverce jsou monokrychle, které jsou
pro 31 danou posloupnost umisténé. Déle jsou umistény jednotlivé dikrychle podle
predchoziho popisu. Dana dikrychle je oznacena jednotnou barvou (viz obr. 30).

Ted’ kdyZ uz mame ob¢ posloupnosti pln¢ definované zapiSeme jednotlivé vztahy. Musime si
davat pozor nejen na jakou posloupnost odkazujeme, ale také na kolik vrstev jsme piitom uz
pokryli. ZapiSme tedy podle zakresu vztah pro A(n) a B(n):

An)=2A(n—1)+4B(n—1)+A(n —2),
B(n)=A(n—1)+B(n—1).

Zde potiebujeme vyjadiit A(n). Toho mizeme dosdhnout zase mnoha zplsoby. Zvolme
nejjednodussi a z hlediska matematickych znalosti nejsnazsi, a to pomoci dosazovani.
Z rovnice pro posloupnost A(n), mizeme vyjadtit B(n — 1). Nasledné mizeme celou rovnost
indexove posunout a ob& rovnosti dosadit do rovnice pro B(n).

B(n—1)=% (A(n) —2A(n—1)— A(n —2)),
B(n) =Y (A(n+ 1) - 24(n) — A(n — 1),
indexové posunuti o +1.

Vi (A + 1) = 24(n) — A(n— 1) = A(n — 1) + Y4 (A(n) — 2A(n — 1) — A(n — 2)),
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An) =34(n—1)+34(n - 2) - A(n - 3),

po algebraickeé uprave a indexovem posunuti.

¢len A(n — 3), tak musime znat 3 ptredchozi stavy posloupnosti. A(1) uz vime ze zjistovani
odkazu posloupnosti A(n) a B(n) zZe je 2. A(2) bude bud'to dvoje A(1) na sobé. My vime,
ze pro A(2) pokryvame krychlovou polykrychli 2x2x2. To znamend, Ze vSechny kombinace
na sob¢, muzeme jesté¢ otoCit ve 3 osach. Celkovy pocet kombinaci je 9, protoze mame
symetrické duplikaty, tudiz nikoliv 12. Mohli bychom ucit A(3), ale mnohem jednodussi je si
v§imnout kolik je A(0). A(0) je tehdy, kdyz kvadrova polykrychle ma vysku 0, coz uz neni
polyform, ale i piesto mizeme dorudit logicky A(0), nebot’ kdyz nemam co pokryvat, tak to
vzdy mohu udélat jednim a témze zptsobem, nepokryji nic. A(0) je tedy 1.

Dosadime do vzorce a spocteme, ze A(10) se rovna 326041. Pro zijemce metody feSeni
pomoci nerozloZitelnych pokryvani se nabizi posloupnost A006253.12

12 oeis.org/A006253
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Dodatek:

Abychom nemuseli pocitat vSechny ptedchozi ¢leny posloupnosti, mizeme si odvodit vzorec
pro n-ty ¢len. Nejprve si tedy vyjadieme charakteristicky polynom z rekurentniho vzorce.

An)=3A(n—1)+34A(n—2)— A(n —3),
x3=3x2+3x-1,
kde koreny této rovnice budou koeficienty riistu.

Pro nalezeni pouzijeme WolframAlpha, nebot’ to urychli vypocet. Tento zpiisob feSeni se nam
hodi, nebot’ existuji polynomy 5. fadu, pro které neexistuje obecny vzorec pro jednotlivé
koteny. V nasem piipad¢ se jedna o kubickou rovnost. Ta by se dala vyftesit i pomoci nejprve
hledani celociselnych kofeni a nasledného déleni polynomi, nebo rovnou pies vzorec
pro kubicky polynom. Pro feSeni pomoci WolframAlpha najdeme webovou stranku
wolframalpha.com. Pro nalezeni kofent napiSeme “roots x*3=3x"2+3x-1" (viz obr. 31).

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

¥ WolframAlpha

roots x*3=3x*2+3x-1 =]

# NATURAL LANGUAGE ]i‘, MATH INPUT [ EXTENDED KEYBOARD :iii EXAMPLES 4 UPLOAD 32 RANDOM

Input interpretation

‘ roots ‘ ¥ =3x+3x-1

Result [Appmximate forms ] [ [¥ Step-by-step solution ]

x==1
x=2—\1'§
x=2+\l’§

Obrazek 31 — Ukazka stranky WolframAlpha, dosazeni polynomu za ucelem ziskani kotfend.

V naSem pftipad€ se doopravdy vyskytl celoCiselny kofen, tudiZ jsme mohli vyfesit rovnost
1 za pomoci déleni a nasledného pouziti vzorce pro kvadratickou rovnici. Ted’ kdyz vime, jaké
kofeny ma charakteristick4 rovnice mizeme je dosadit do rovnice pro n-ty ¢len.

Tento zplisob feSeni funguje u kazdé rekurentni rovnice. VZdy nas¢itdme vSechny koteny
umocnéné na n a vynasobené koeficienty. Dobré dale podotknout, Ze pokud maji dva, ¢i vice
kotenil stejnou hodnotu, musime je je$t€ nasobit mocninou n. V naSem piipadé neméame
zadné dva, Ci vice stejnych kotfenti. Dale bychom potiebovali spocitat jednotlivé koeficienty.
Nejjednodussi zptsob, jak to udé€lat je pomoci dosazeni prvnich tfi ¢lenit a naslednym
vytvoienim tfech rovnic o tiech neznamych.
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a(0) =1=g,(x)° + g2(x2)" + g3 (x3)°,

a(l)=2 =g,(x,)* + g.(x,)* + g5 (x3)%,

a(2) =9=g,(x)%* + g.(x,)% + g5(x3)2.

X0
Xt
x?

x3
X2

2
X;

x3\ /a1 1
x5 (fh) = (2)
X3 qz 9

P

Tyto rovnice bychom mohli feSit pomoci pifevodu do matic a ndslednych determinant,
¢1 dokonce bychom je mohli zapsat do WolframAlpha, ale v obecnych piipadech se setkdme
s vétsim poctem rovnic, které WolframAplha uz nebudeme moct vzit kvili znakovému limitu
dotazu. Proto pouZijeme Geogebra CAS kalkulacku a ptikaz “Solve”. Otevime si tedy stranku
geogebra.org/cas a do prvniho fadku napiSme solve (viz obr. 32).

+ solve
Solve r
SolveCubic 4
SolveODE r
CSolve r
NSolve ;
PlotSolve r

Solve (2]

Solve( Equation in x )

Solve( Equation, Variable )

Solve( List of Equations, List of Variables )

Solve( List of Parametric Equations, List of Variables )

Solve( Equation, Variable, List of assumptions )

Obrazek 32 — Geogebra CAS, piikaz solve.

Nyni zvolme “Solve( List of Equations, List of Variables )*“. A pfepiSme jednotlivé rovnosti
ve slozenych zavorkdch do prvniho vstupu. Rovnosti oddélujeme carkou. A do druhého
vstupu napiSme zase v sloZzenych zavorkéch jednotlivé neznamé, které také odde€lime ¢arkami.
PfipiSme i rovnosti pro x. Berme v potaz, Ze Geogebra CAS nemusi nutné chapat nas zapis,
proto radsi vSude, kde to jde piSe danou operaci, ¢imZ myslim napiiklad nésobici teCku

(viz obr. 33).
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Solve({ql g +a;x8=1,9,d + g, + 934 = 2,9, ¢ +q, % +q;

- {{q -

+ Input...

V342

V342
6 - 1

5 ¥ = —1, )(2:—\/§+2.

, Qr = qs

[

2,0 X Qe+ Qs G = 0% = —1,% =2 — V3 x; =2 + ﬁ},{ql,qz,q3,xl,x2,x3})

—1, % = —V3+2, x3 = \/§+2}}

Obrazek 33 — Geogebra CAS, jednotlivé rovnice.

Po stisknuti klavesy enter jsme dostali jednotlivé q. Ted’ je mizeme dosadit do zpét do naseho
vzorce pro n-ty a mame hotovou tlohu

a(n) =" (—1)n+ % (2 —V3) 2 =3 + % (2 +V3) 2 +\3),
coz se da zjednodusit na:

a(n) =% (2 (—1)n + (2 — 3+l + (2 + \3)n+D),

3.2.2 Obecné ulohy

Tyto ulohy nam slouZi k lepSimu porozuméni specifickych znalosti pokryvani pomoci
polyformi. VétSinou pii nich potiebujeme znalosti mimo samotné pokryvani.

Horni mez
Zadanti:

A(m, n) je pocet pokryvani mxn obdélnikového polyomina pomoci jakychkoliv polyomin.
Dokazte, Ze plati nasledujici nerovnost:

A(m, n) <4mn13
Dukaz:

Nejprve si budeme potitebovat uvédomit, ze kazdé pokryvani vznikne odstranénim nékterych
hran z obdélnikové sité (viz obr. 34). Tento fakt plati jen timto smérem, nebot’ jsme schopni
najit vymazani hran takové, které vytvotii polyomino, které ma jednu hranu uvnitf sebe.

13 Jedna se o vlastni tlohu.

33



Obrazek 34 — Pievedeni pokryvani na odstranéni hran ze sité, rizoveé vymazané hrany.

Z ptedchoziho odstavce tedy vyplyva, ze pocet zpiisobil, jak odstranit hrany v siti, je vétsi
nebo roven poctu pokryvani A(n). Pojdme tedy zjistit kolik je tedy zplsobui odstranéni.
Zanedbame krajni hrany, které vime, ze pokryvani vzdy ma, pak vime, Ze pocet hran
v mxn obdélnikové siti je roven m(n — 1) + (m — 1)n, zjednoduSené 2mn — m — n.
Pfi odstranéni se prakticky rozhodujeme mezi dvéma stavy hran, a to na vymazana hrana,
nebo nevymazana. Coz se d4 implementovat jako pocet variaci s opakovanim, kde je
2mn — m — n &lenu a 2 prvky. TudiZ poéet moznosti, jak odstranit hrany je roven 22mnmn,
zjednoduseng 4mn/2m*n, Pokud A(m, n) < 4mn/2m*n pak plati i A(m, n) < 4™, CimZ jsme si
dokézali nasi nerovnost.

Dodatek:

Timto dikazem jsme zjistili nékolik zajimavych faktt. Prvni z nich mlze byt, ze pocet
pokryti mxn obdélnikového polyomina je maximalné exponencidlni, kdyz ménime pouze
jeden rozmér. Druhy z nich mize byt, ze kazdym dal§im pfidanym monominem
v obdélnikovém polyominu mize maximalné z¢tyinasobit pocet pokryvani (viz obr. 35).

e
=l=maali=
o i

Obrazek 35 — pokryvani I-tromina a O-tetromina.

]

L_ LL

n

Z obrazku lze vidét, ze ptfiddnim jednoho monomina k pokryvanému polyominu se pocet
pokryvani ztrojnasobil. VSimnéte si, Ze nezaleZi na tvaru pokryvaného obdélnikového
polyomina.

Dals§im zptsobem, jak by se dala nerovnost vyvodit, je pomoci véty o ¢tyi barvach, ktera zde
implikuje, Ze kazdy planarni graf, Ize vybarvit pomoci maximalné ¢tyf barev. Tudiz kazdé
pokryvani pajde vybarvit pomoci maximalné ¢tyi barev, tak aby zadné dvé ortogonalné
sousedujici polyomina neméla stejnou barvu. Coz zase evokuje variace s opakovanim.
Tentokrat to vSak je mn Clenti a 4 prvky. Z ¢ehoz vyplyva stejnd nerovnost
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4 \IDEOMATERIALY

Uved'me si jako dodatek dopliujici studijni materialy ve formé videi na platformé YouTube
v anglickém jazyce (viz obr. 35), které by se mohli hodit pro blizsi porozuméni.

Obrazek 36 — QR kod na YouTube playlist [9-16].

Playlist obsahuje 8 videi, ktera jsou sefazena podle délky trvani. Sklada se pfevazné z videi,
kterd jsou natdCena hlavn€ rekreaCnimi matematiky. Ne vSechny videa feSi prevazné
pokryvani polyformi jako hlavni téma, ale vS§echny maji pokryvani, ¢i polyformy jako motiv.

https://www.youtube.com/playlist?list=PL X-sBKOHcruR|dJafB678 ZuOMg510QDA

Ve videich se miizeme dozvédét od plivodu pojmenovani jednotlivych polyform, které jako
prvni zformuloval S. W. Golomb, aZ po kvantifikaci 2D pokryvani pomoci 3D pokryvani.
Dale se zde vyskytuje video od Numberphile, jeZ pojednavd o objevu prvniho polyformu,
jez je schopen pokryt vSesmérny polyform a to neperiodicky. V zavéru nejdel$i video
pojednéava o posunech domin a také o genialnim vzorci pro pocet pokryti mxn obdélnikového
polyomina pomoci domin, jez objevil fyzik P. W. Kasteleyn.
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5 VYSLEDKY PUBLIKACE Z CASOPISU

Jako dalsi studijni materidl si uved'me clanek, ktery byl mou spolupraci s docentem
Antoninem Slavikem a publikovan v Casopise American Mathematical Monthly. Hlavnim
cilem ¢lanku bylo potvrzeni domnénky, jez jsem stanovil v roce 2022 na OEIS v posloupnosti
A166482.* Domnénka spo¢ivala ve shodé dvou posloupnosti na zikladé dvou rozdilnych
definic.

A166482(n) =Y C(n+k, 2k)F(2k + 1), k=0 do n,
kde F je Fibonacciho posloupnost a C je kombinacni cislo.

Mnou novd navrhovana definice spocitavala v poctu pokryvani 4nx4 obdélnikového
polyomina pomoci jednostrannych L-tetromin. Domnénka byla uspés$né potvrzena.

Obrazek 37 — QR kdd na predtisk ¢lanku.

Mimo to jsme b&hem sepisovani dikazu objevili nékolik dalSich zajimavych zplsobl
interpretace problému. Mezi které patii napiiklad dvoubarevné celociselné kompozice.
Stanovili jsme otevieny problém, ktery je zaloZen na objevu kombinatorické interpretace
puvodni definice A166482.

https://www?2 . karlin.mff.cuni.cz/~slavik/papers/L-tetromino-tilings.pdf

14 oeis.org/A166482
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6 ZAVER

zaméten na Ctenare tak, aby ho motivoval k dalsimu zkouméni problematiky. Ve slovniku se
nachazeji nejen informace nezbytné k pochopeni zékladnich axiomii pokryvani, ale také
vlastnosti polyformd, které je vhodné znat pti feSeni uloh.

Pokud se pfesuneme k samotnym ulohdm, miizeme si v§imnout, ze byly vybrany tak, aby
byly co nejriznorodéjsi. Pro vyuku by bylo vhodné mit k dispozici i dalsi ulohy stejného
typu, aby si ¢tenaf mohl procvicovat své znalosti. Tento aspekt je v praci feSen pouzitim méné
odborné slovni zasoby u jednodussich uloh, coz by mélo vést k tomu, ze ¢tenar bude schopen
rozpoznat princip pokryvani i v redlnych situacich kolem sebe. To mu pak umozni samostatné
objevovat dalsi ulohy stejného typu.

Dale se v textu vyskytuji odkazy na jiné matematické obory. Nejcastéji se jedna o odkazy
na posloupnosti, které se v této problematice nabizeji jako efektivni nastroj. Kromé toho lze
nalézt také odkazy na teorii grafli, ktera s pokryvanim Uzce souvisi. Pokud jde o pouzité
nastroje, prace obsahuje také navody na vyuziti volné dostupnych programi. Konkrétné zde
najdeme postup feSeni soustavy rovnic pomoci GeoGebra CAS a névod na hledani kotenti

vvvvvv

Dal§im vyznamnym zdrojem informaci je seznam anglicky namluvenych videi. Tento seznam
obsahuje osm videi, pfevazné¢ z YouTube kanalu Numberphile. Kazd¢ video se né&jakym
zptisobem vztahuje k tématu prace, naptiklad poskytuje historicky kontext pokryvani pomoci
polyformi.

Na tuto praci by bylo moZzné navézat dalSim shromazd’ovanim uloh. Zajimavou alternativou
by mohlo byt encyklopedické zpracovani riznych druhii polyformi a jejich zakladnich
vlastnosti.
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L-Tetromino Tilings and Two-Color
Integer Compositions

Nicolas Bélohoubek and Antonin Slavik

Abstract. We find recurrent as well as explicit formulas for the number of tilings of a 2n x 4
rectangle using L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed. We show that the problem
is equivalent to calculating the number of certain two-color integer compositions.

1. INTRODUCTION. Tiling problems fascinate amateur as well as professional
mathematicians. Many of them are accessible to a wide audience and require only
elementary mathematics; an excellent collection of such problems is available in the
first chapter of Alexander Soifer’s book [1]]. On the other hand, there are deep results
involving nontrivial mathematics such as the celebrated Fisher—Kasteleyn—Temperley
formula, which counts the number of tilings of a rectangle using dominoes [2}3]]. Two
major recent breakthroughs in the area of tiling are David Smith’s discovery of an ein-
stein (a shape that admits tilings of the plane, but only aperiodic ones, [4]), as well as
Rachel Greenfeld’s and Terence Tao’s recent disproof of the periodic tiling conjecture
(the discovery of a tile whose translations cover the Euclidean space, but only aperi-
odically [5]). A nice survey of tiling problems was provided by Federico Ardila and
Richard P. Stanley [6]. It is also worth mentioning an excellent computer program for
experimenting with tiling problems, the PolySolver, written by Jaap Scherphuis [7].

A common type of a tile is a polyomino, which is composed of unit squares. Tetro-
minoes consist of four unit squares (see Figure [I), and they are familiar to all Tetris
players. Because of their shapes, they are known as the I-tetromino, L-tetromino,
S-tetromino, T-tetromino, and O-tetromino.

|[Lar e

Figure 1. Five possible tetrominoes.

Which of these tetrominoes can be used to tile an a x b rectangle with integer sides?
The following necessary and sufficient conditions are well known:

* An I-tetromino tiling exists if and only if at least one of a, b is divisible by 4 (see
[1, Section 1.4]).

* An L-tetromino tiling exists if only if a, b > 2 and ab is divisible by 8 (see [8]]).

* No rectangle can be tiled with S-tetrominoes (this is obvious; there are two ways of
covering the upper left corner, both of which lead to a failure).

* A T-tetromino tiling exists if and only if both a and b are divisible by 4 (see [9]).

* An O-tetromino tiling exists if and only if both @ and b are even (this is obvious).
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Once we know a tiling exists, the next problem is to calculate the number of all
possible tilings. In the present paper, we focus on tiling rectangles with L-tetrominoes.
These are the only tetrominoes for which it makes sense to distinguish two versions
of the tiling problem: either we permit the tiles to be rotated as well as reflected, or
we allow only rotation (as in Tetris). In both cases, it is straightforward to calculate
the number of all tilings if the length of the shorter side of the rectangle is 2 and
the length of the longer one is divisible by 4. Hence, the smallest nontrivial counting
problem for L-tetrominoes is that of a 2n x 4 rectangle. The case when both rotation
and reflection are allowed was analyzed by Cristopher Moore in [10], and additional
results are available in the OEIS [11], sequence |A084480.

As far as we are aware, the second version when only rotation is allowed is new. In
this case, there are only four positions of the L-tetromino that we need to consider; see

Ll

Figure 2. L-tetromino in four available positions.

For each n € Ny, denote by a,, the number of all tilings of a 2n X 4 rectangle with
L-tetrominoes when only rotation is allowed. The first values are ag = 1, a; = 1,
as = 3, ag = b, etc. It was conjectured by Nicolas Bélohoubek that the even-indexed
terms of this sequence (i.e., the numbers of tilings for the 4n X 4 rectangles) cor-
respond to the sequence A166482|in the OEIS. We will confirm this conjecture and
calculate a,, for all n € Ny. We demonstrate several possible approaches for solving
the problem, and reveal connections to other topics in discrete mathematics, namely
two-color integer compositions and nondecreasing Dyck paths.

2. A SYSTEM OF RECURRENCES. Our first solution is similar to [12, Sec-
tion 7.3, Example 3], which deals with domino tilings of an n X 3 rectangle and
involves a system of recurrence relations.

When tiling a 2n X 4 rectangle with the L-tetrominoes from Figure [2] the upper
left corner can be covered using the first, third, or fourth tile. Each of the three choices
inevitably leads to the placement of one or more additional tiles; see Figure 3]

U=

|

Figure 3. Covering the left end of a 2n X 4 rectangle.

In the first case, the remaining empty part is a (2n — 2) x 4 rectangle, which can
be tiled in a,,_; ways. What remains in the second case is a (2n — 4) X 4 rectangle,
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Figure 4. A non-rectangular shape to be tiled by L-tetrominoes.

which can be tiled in a,,_o ways. To determine the number of tilings in the third case,
suppose that for each n € Ny, we are able to calculate the number of tilings of a figure
obtained from the 2n X 4 rectangle by adjoining a vertical tetromino as in Figure 4]

Then the last case in Figure [3|corresponds to b,, _» tilings, and the previous analysis
leads to the recurrence relation

Ap = Qp_1 + Qp_2 + bn—?a n > 2. (1)

It remains to calculate b,,. Figure [5| shows that there are only two possibilities of
tiling the left end of the shape from Figure 4]

—

Figure 5. Tiling the non-rectangular shape.

Thus, we see that
bn =a, + bn—27 n 2 2. (2)

The system of recurrences (I)) and (2)) together with the initial values ay = a; = 1
and by = b; = 1 uniquely determines a,, and b,, for all n € N,.

In fact, it is possible to eliminate b,,, and obtain a recurrence relation involving
only a,. This is the content of the next theorem, which also provides an explicit for-
mula for a,,.

Theorem 1. For each n € Ny, let a,, be the number of tilings of a 2n X 4 rectangle
using L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed. Then

Ap = Ap_1 + 3an—2 —ap-—3 — OQp—4, N > 4. (3)

Moreover, let o = (1 +/5)/2 be the golden ratio, and 1) = 1 — ¢ = (1 — 1/5) /2.
Then

an = &} + axy + azxy + auxy, n € Ny, 4

13172:i<1+\/5:t\/m> —
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x3,4:i<1—x/5¢,/2(11—\/5)>:;(wi\/@m) 6)

(with plus signs corresponding to x1, x3 and minus signs to To, ) and

@ @ —v ( v >
ajpo=—+ (1% , a3 =—H—[1% 7
1,2 2\/5( T+5> 3,4 Wi O (7
(with plus signs corresponding to cvy, aiz and minus signs to oia, Qiy).

Proof. Observe that (I)) implies b,,_» = a,, — @,,_1 — a,,_2, and substituting into the
right-hand side of @) yields b,, = 2a,, — a,,_1 — a,,_2. Replacing n by n — 2 and
substituting back to (I)), we arrive at (3).

The characteristic polynomial of the recurrence (3) is

Pla)=x2"—2>-32"+2+1= (2> — oz — 1)(2* — o — 1). (8)

To verify the second equality, it is helpful to note that 1) = —1 and ¢ + ¢ = 1, since
¢ and 1) are the roots of the polynomial x> — z — 1.

The subsequent calculations are somewhat tedious, and it is best to use a symbolic
computation program such as Wolfram Mathematica: One finds that the roots of P
are given by (3) and (6). Thus, an explicit formula for the sequence (a,,)5° , has the
form (@), where o, a, (i3, vy can be determined from the initial values ay, ..., a3;
the results are given in (7). [

Among the four values in (3) and (6), the number with the largest absolute value
is x1. Thus, for large n, the number of tilings a,, behaves as

aqxy ~ 0.589363 - 2.09529™.

Here is an interesting curiosity related to the golden ratio: Using the fact that the
dominating term on the right-hand side of (4) is o127, one can prove that

. Qpt1 — Gp—1 1
lim —+ =l = = ©
n—roo a/,n xl

Table [I] shows the exact values of a,, up to n = 10.

Table 1. Number of tilings of a 2n x 4 rectangle (A131322 in the OEIS).

n|0|1]2]3]4]5]6 7 8 9 10
G, 13512 |23 51| 103 | 221 | 456 | 965

—

An OEIS search reveals that these values agree with the sequence A131322| To
check that the two sequences indeed coincide for all n, one can use the recurrence (3))
and the initial values to obtain the generating function

A(z) = g a,z" = , ; ©))
— 24232 —-322—-2+41



https://oeis.org/A131322
https://oeis.org/A131322

which agrees with the generating function from the OEIS. A different proof that
(an)52, coincides with/A131322 will be sketched in Section 6]

If we look only at the even-indexed terms aq, as, ay, ..., we obtain the generating
function

>, N A(Vz)+A(—/2) 284422 —42+1

n __ 2n _
Za%z _Za%(\/g) 2 A 7341322 -T2+ 1]
n=0 n=0

which coincides with the generating function of the sequence A166482 from the OEIS.
Hence, we have confirmed the conjecture by Nicolas Bélohoubek that the number of
tilings in the 4n X 4 case indeed corresponds to this sequence. We provide yet another
derivation of this fact, which does not involve generating functions. Instead, we show
that the numbers e,,, which correspond to the even-indexed terms as,,, satisfy the same
recurrence relation as the sequence |A166482.

Theorem 2. For each n € Ny, let e,, be the number of tilings of a 4n X 4 rectangle
using L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed. Then

€n = 76n—1 - 13671—2 + 7en—3 — €n—4, n 2 4. (10)
Proof. Because of (@), we have
€n = Gop = Q1" + Q3" + sz + aux2”, n € Ny. (11)

This means that the sequence (e, )5, satisfies a linear recurrence relation, whose
characteristic polynomial @ has roots z2, ..., 22, i.e., the squares of the roots of
the polynomial P given by (8). As explained in [13], we can obtain ) by taking
P(z)P(—x) and replacing * by y; this gives

Qy)=y' =Ty’ +13y° =Ty + L.
Hence, the sequence (e, )2, indeed satisfies (I0). ]

3. A SINGLE RECURRENCE. It is possible to gain an additional insight into the
structure of all L-tetromino tilings by returning to the analysis in Figure 3] If we begin
as in the third case, what are the possible continuations? Two of them are shown in
Figure [6] In general, the shaded group of four L-tetrominoes arranged into two mu-
tually shifted 4 x 2 rectangles can be repeated as many times as we wish. If we take
k € Ny copies of this group instead of one, we fill a 4(k 4+ 1) x 4 rectangle.

Figure 6. Filling 4(k + 1) X 4 rectangles with k € Np.

We also observe that, as soon as we insert at least one such group, we can continue
only by inserting another group, or by placing two L-tetrominoes as in the right part
of Figure [f] thereby leaving an unfilled rectangular part.

L-TETROMINO TILINGS AND INTEGER COMPOSITIONS 5
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Taking into account these results as well as the first two cases from Figure [3| we
obtain the recurrence

Ap = Qp_1 + Qp_2 + E Qp—2(k+1), N > 27
k>0

where the sum is over all £ > 0 such that n — 2(k +
of variables [ = k£ + 1, where [ > 1 is such that [ <
the following theorem.

0. We perform the change
]

1) >
|n/2], and record the result in

Theorem 3. For each n € Ny, let a,, be the number of tilings of a 2n X 4 rectangle
using L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed. Then

Ln/2]
Op = Qp—1 + Qp_2 + Z Qp—21, N > 2. (12)
=1

This is another recurrence relation which, together with the initial values ay =
a; = 1, uniquely determines a,, for all n € Ny. Although it seems more complicated
than the earlier recurrence (3)), it has a clear combinatorial meaning. It corresponds to
the fact that all L-tetromino tilings are constructed from rectangular building blocks,
namely the 2 x 4 and 4 x 4 blocks from Figure |3} and 4(k + 1) x 4 blocks (with ar-
bitrary k € Ny) from Figure[6] Hence, we have a block of width 2, two types of blocks
of width 4, and additional blocks of widths 8, 12, 16, etc.

Note that (I2) can be obtained in a purely algebraic way from (I)) by repeated ap-
plication of (2). Conversely, we can recover the earlier recurrence (3) from (12)) as
follows: Replacing n by n — 2 yields

[n/2]-1

Up—g = Qp—3 + Qp—g + Z Un-20+1), N =4, 13)
=1

and subtracting this from (12]) leads to
Ap — Gp_2 = Ap—1 + 2an72 —0p-3 —Qp—yg, N > 47
which is equivalent to (3)).

4. TILINGS AS COMPOSITIONS. A consequence of the analysis carried out in
the previous section is that the tiling problem is equivalent to counting all ways of
writing the number 2n (the width of the whole rectangle) as the sum of the numbers
2,4,8,12, 16, ... (the widths of the building blocks), when we have two kinds of 4’s. In
other words, the number of tilings equals the number of compositions of 2n involving
the terms 2, 4, 8, 12, 16, ..., where 4 has two possible colors. Dividing all numbers
by 2, we obtain the following result.

Theorem 4. For each n € Ng, the number of tilings of a 2n X 4 rectangle using
L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed coincides with the number of com-
positions of n involving 1, 2,4, 6, 8, ..., where 2 has two possible colors.

Clearly, the number of such compositions satisfies the recurrence (12)), and therefore
also (B). But compositions are an old mathematical topic, so there must be other ways
of counting them. A basic result says that the number of monochromatic compositions



n—1

of a number n involving £ summands is ( k71)‘ What about color compositions? Per-
haps the most elegant method of counting them is based on generating functions [[14}
Section 3.5]:

Suppose that each summand of value ¢ € N can have ¢; € Ny possible colors, and
consider the generating function C(z) = Y_.° | ¢;z". If t,, denotes the number of color
compositions of a number n € Ny (where ¢y = 1), then ¢,, = Z:1 cpt,_; for all
n € N. Therefore, the generating function T'(z) = Y t,2" satisfies T'(z) = 1 +
C(2)T(2),1e.,

1

T(z) = 1_70(2)

The compositions we are interested in correspond to c; = 2, ¢, = 1 for all n €
{1,4,6,...},and ¢, = O foralln € {3,5,... }, which leads to

2

C(z):z+222+z4+26+~--:z+z2+1Z 5
—z
Consequently,
1 1 — 22
T(z) = = e :
1—z—22-— 2 24423 —322 — 241

1—22

which agrees with the previously derived generating function (9). So, this method gives
a quick check of our earlier results, but we did not learn anything new.

Let us try a different way of calculating a,,, i.e., the number of compositions of n
involving the summands 1, 2, 4, 6, ..., where 2 has two possible colors. The sum
of all even numbers in such a composition is 2j, where j € {0, ..., [n/2]}, and the
remaining summands are n — 2j ones. Denote by c; ; the number of compositions
of 25 involving exactly k even summands, where 2 has two colors. For each such
composition, we can insert the n — 25 ones into k£ + 1 available positions (some of
them might be chosen repeatedly), which can be done in ("_2,3 +k) ways. This leads to
the formula

[n/2] .
n—2j+k
=Y ( ]j >% (14)

=0 k=0

where we assume that ¢y o = 1 and ¢; o = 0 for all positive j. How do we calculate the
remaining values of c; ;? Dividing all summands in a composition of 25 by two, we
see that c; j; also equals the number of compositions of j involving exactly £ numbers
having values 1, 2, 3, ..., where 1 has two colors, say red and blue.

Assume there are ¢ red ones; eliminating all of them, we get a monochromatic com-
position of j — ¢ involving k — ¢ positive integers. One can easily reverse this process:
Begin with a monochromatic composition of j — 4 consisting of £ — 7 summands;
there are (;:1:1) possibilities. Next, insert i red ones into k — ¢ + 1 possible places
(some of them might be chosen repeatedly); this can be done in (’:) ways. Summing
over all possible ¢, we get

k.. k .
B Jg—i—=1\[k) _ EN{ij—k+1-1
()0 B00 ) e
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Table 2. The values c; 5,0 < k < j

J\Nk|O0O|1[2] 3[4 |56
0 1

1 0|2

2 011]4

3 0|1(4)| 8

4 O|1|5|12|16

5 O0]1]6|18]32]32

6 0|1]7 25|56 |80 | 64

where the second equality follows from the change of variables [ = k — 1.

There is yet another way of calculating ¢; ;: Each k-term composition of j contain-
ing [ red or blue ones can be obtained from a (k — [)-term monochromatic compo-
sition of j — [ involving only the numbers 2, 3, .. .. It suffices to insert [ red or blue
ones into k — [ 4 1 available positions (possibly with repetition), which can be done
n (’f) 2! ways. The number of (k — [)-term monochromatic compositions of j — [
involving 2, 3, ... is the same as the number of (k — [)-term monochromatic compo-
sitions of (j — 1) — (k — 1) = j — k involving 1,2, ..., which is given by (ij:ll)
Summing over all possible I/, we get

B )L ()

where the second equality follows from the change of variables ¢ = 2k — [.
Substituting (I3) or (16)) into (14), we obtain the following result.

Theorem 5. For each n € Ny, let a,, be the number of tilings of a 2n X 4 rectangle
using L-tetrominoes when only rotation of tiles is allowed. Then

/ZJEJ:< 2]+k>z<k><jk+l1>
0 k=0 1=0 ! I=1
n/

0

ZQJ J ( 2j+k>z2%_i< k )(j—k—l)
§j=0 k=0 i=k i~k J—t

Thus, we have discovered two additional formulas for calculating the number of
compositions or tilings.

The numbers c; ;, we have introduced along the way are of independent inter-
est. Table [2| shows their values for small ¢ and j. They coincide with the numbers
T(j+ 1,k + 1) listed in the OEIS item A121462 (which contains the formula (T3]
with j, k replaced by j + 1, k + 1). According to the OEIS, the numbers 7'(j, k) count
nondecreasing Dyck paths of semilength 7, having pyramid weight k. The meaning of
these terms is as follows: A Dyck path of semilength 7 is a lattice path from (0, 0) to
(2n, 0) consisting of n northeast steps (1, 1) and n southeast steps (1, —1) that never
goes below the horizontal axis. Such a path is called nondecreasing if the altitudes of
its valleys never decrease. A pyramid of weight k£ within a Dyck path is a sequence of
k northeast steps followed by k southeast steps; it is maximal if it is not contained in

|n

J
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a larger pyramid. Finally, the pyramid weight of the whole path is the sum of weights
of its maximal pyramids. For more information on non-decreasing Dyck paths, see
[15,116,(17], and the references therein.

Since ¢, = T(j + 1,k + 1), it follows that the number of nondecreasing Dyck
paths of semilength j + 1, having pyramid weight k& + 1, equals the number of com-
positions of j involving exactly £ numbers having values 1, 2, 3, ..., where 1 has two
colors. We have also proved that the number of such Dyck paths can be calculated
using the formula (16).

5. MORE ON TWO-COLOR COMPOSITIONS. Letus mention two simple prob-
lems involving two-color compositions, which are closely related to the previous expo-
sition. Both of them are probably known, although we were unable to find a reference
for the first one.

The numbers c; ;, from the previous section count the compositions of a number 7
involving exactly k summands having values 1, 2, 3, ..., where 1 has two colors. What
happens if we relax the condition on the number of terms?

Problem 6. What is the number of all compositions of a number ;7 € Ny involving
summands of values 1, 2, 3, ..., where 1 has two colors?

The answer is provided by the row sums of Table [}
1,2,5,13,34,89,233, ...

These are the odd-indexed Fibonacci numbers (see |/AO01519) in the OEIS). Here is a
quick proof of this fact: Denote by k; the number of compositions of 7 where 1 has
two colors. We have the recurrence

ki =2kj 1 +kjo+--+ky j>1
(where we let kg = 1). Replacing j by j — 1, we get
ki1 =2kj o+kj s+ - +koy J=2.
Subtracting this identity from the previous one gives
kj =3kj_1 —kj_o, j>2.
One can check that the Fibonacci numbers I3, satisfy the same recurrence (this is
also mentioned in the OEIS), and kg = 1 = F}, ky = 2 = F5. Thus, k; = Fy;44 for

all] eN 0-
Here is a natural modification of the previous problem.

Problem 7. What is the number of compositions of a number j € Ny involving only
odd summands, where 1 has two colors?

Denoting the solution by /;, we have the recurrence
ljZQZj_1+lj_3+lj_5+"', ]21
Replacing j by 7 — 2 and subtracting the result from the previous identity, we obtain

lj = Qlj_l + lj—2 - lj—37 .7 Z 3.

L-TETROMINO TILINGS AND INTEGER COMPOSITIONS 9


https://oeis.org/A001519

The first few terms of the sequence ()32, are
1,2,4,9,20,45,101, ...

The sequence coincides with A052534]/in the OEIS, which also mentions its meaning
in terms of color compositions.

6. OPEN PROBLEMS. Here are two open problems for the readers.

Problem 8. We know that the sequence (a,)S°, coincides with the OEIS entry
A131322. According to the OEIS, the terms of this sequence can be also calculated
using the formula

2
a, =y ( . )Fn_w. (17)

=0 \ J

Is there a combinatorial proof of the formula based on tilings or two-color com-
positions? Note that one can verify algebraically: To evaluate the right-hand side,
we rewrite [}, _o;,1 using Binet’s formula, which yields

1
Fogj1 = %(W

n—2j+1 wn—2j+1)
)

and then apply the identity

Lf (n - j) groa_ L ((ﬁ + m)_ (5 - \/m>>
j 2

)

J VB +4 2

which holds for every 5 € R (see formulas (2.7) and (1.3) in [18]). After some ma-
nipulations, one finds that the result coincides with the explicit formula for a,, given
in (@).

Jj=0

Problem 9. We have shown that the number of nondecreasing Dyck paths of semi-
length j 4 1, having pyramid weight k& + 1, equals the number of compositions of j
involving exactly k numbers having values 1, 2, 3, ..., where 1 has two colors. Is there
a bijective proof of this fact?

Throughout the paper, we have provided links to several sequences in the OEIS.
Readers interested in tiling problems involving L-tetrominoes might enjoy exploring
additional sequences listed in Table 3]

Table 3. Additional sequences in the OEIS involving L-tetrominoes.

A084481 | fault-free tilings of a 4 X 2n rectangle with L-tetrominoes
/A174248 | tilings of a 4 x n rectangle with tetrominoes of any shape
1A226322 | tilings of a 4 x n rectangle using L- and O-tetrominoes
1A232497 | tilings of a 4 x n rectangle using L- and S-tetrominoes
1A232757 | tilings of a 3 x 4n rectangle with 3n tetrominoes of any shape
/A233191 | tilings of a 4 x n rectangle using L- and T-tetrominoes
“1A233266 tilings of a 4 X n rectangle using L-, T-, and S-tetrominoes
1A242636 | tilings of a 4 x n rectangle using L-, S-, and O-tetrominoes
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