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Abstrakt

V této práci představujeme Pascal̊uv trojúhelńık a nab́ıźıme zp̊usoby, kterými ho můžeme
rozš́ı̌rit. Nejprve ukazujeme, že je tvořen kombinačńımi č́ısly. Potom představujeme Pas-
calovy simplexy, které pojem Pascalova trojúhelńıku rozš́ı̌ŕı do v́ıce rozměr̊u a poṕı̌seme
č́ısla v něm multinomickými koeficienty, tedy zobecněnými kombinačńımi č́ısly. Tato
kombinačńı č́ısla a multinomické koeficienty maj́ı ve svém předpisu faktoriály definované
na nezáporných celých č́ıslech. Pomoćı funkce Gamma dokážeme jejich definičńı obor
rozš́ı̌rit na reálná č́ısla, pak snadno źıskat spojitou verzi kombinačńıch č́ısel a nakonec
i multinomických koeficient̊u. Skrze celou práci se zabýváme chováńım a zaj́ımavými
vlastnostmi těchto objekt̊u, které na sebe často navazuj́ı.

Kĺıčová slova

Pascal̊uv trojúhelńık, Pascal̊uv d-simplex, kombinačńı č́ıslo, multinomický koeficient,
funkce Gamma

Abstract

In this paper, we introduce Pascal’s triangle and present some ways in which it can be
generalised. First, we show that it is composed of binomial coefficients. Then, we introduce
Pascal’s simplexes, which extend the concept of Pascal’s triangle to higher dimensions and
describe the numbers within them using multinomial coefficients, which are a generali-
sation of binomial coefficients. These binomial and multinomial coefficients are expressed
using formulas involving factorials, defined for non-negative integers. Using the Gamma
function, we widen their domain to real numbers, allowing us to derive a continuous ver-
sion of binomial coefficients and, finally, multinomial coefficients. Throughout the paper, we
explore the behavior and interesting properties of these objects, which often build upon one
another.

Key words

Pascal’s triangle, Pascal’s d-simplex, binomial coefficient, multinomial coefficient,
Gamma function
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3.1 Důležité definice a věty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2 Funkce Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4 Pascalova rovina 37
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Úvod

Úvod

Roku 1665 byl posmrtně vydán spis Blaise Pascala, ve kterém popsal jisté nekonečné
uspořádáńı přirozených č́ısel ve tvaru trojúhelńıku a shrnul jeho dosud známé vlastnosti.
Z toho d̊uvodu dnes toto uspořádáńı nazýváme Pascalovým trojúhelńıkem, přestože se
prvńı zmı́nky o něm datuj́ı už stovky let před Pascalovým narozeńım.
Dnes se dá ř́ıct, že je Pascal̊uv trojúhelńık jednou z nejznáměǰśı č́ıselných struktur. Za to

vděč́ı předevš́ım jeho opravdu triviálńı konstrukci a nespočtu v něm skrytých vlastnost́ı,
k nimž patř́ı např́ıklad ta, že součet č́ısel v každé jeho n-té vrstvě roven 2n. Také je znám
d́ıky jeho kombinatorickému využit́ı, které plyne ze schopnosti vyjádřeńı každého jeho č́ısla
pomoćı kombinačńıho č́ısla definovaného, pro vhodná n, k ∈ N0, jako(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Může se nab́ızet otázka, proč má být Pascal̊uv trojúhelńık právě trojúhelńık. Odpověd’ na ni
je pravdépodobně to, že se pak dá jednoduše zachytit na paṕır a snadno se s ńım pracuje,
každopádně můžeme ve světle Pascalova trojúhelńıku vytvořit podobně se chovaj́ıćı č́ıselné
struktury ve tvaru v́ıcerozměrných zobecněńı trojúhelńıku nazývané Pascalovy simplexy.
Ty tedy budeme stále moct generovat jednoduchým zp̊usobem a řada vlastnost́ı Pascalova
trojúhelńıku se do nich přenese, takže bude např́ıklad součet č́ısel v každé jejich n-té vrstvě
roven dn, kde d udává počet rozměr̊u daného objektu. Jejich kombinatorický význam bude
spoč́ıvat v tom, že každé jejich č́ıslo bude vyjádřitelné pomoćı multinomického koeficientu
(zobecněńı kombinačńıch č́ısel) definovaného, pro vhodná n, k1 . . . , kd ∈ N0, jako(

n

k1, . . . , kd

)
=

n!

k1! . . . kd!
.

Dále nás může trápit, že kombinačńı č́ısla Pascalova trojúhelńıku máme definované pouze
pro nezáporná celá č́ısla. Představ́ıme proto funkci Gamma, která přirozeně zvětš́ı definičńı
obor faktoriál̊u v jejich definici z nezáporných celých i na velkou část reálných č́ısel. Meto-
dami matematické analýzy pak prozkoumáme vlastnosti takto rozš́ı̌rených kombinačńıch
č́ısel, z nichž některé budou stále navazovat na vlastnosti těch diskrétńıch - integrál přes
α-tý řádek bude stále roven 2α.
V posledńı kapitole pak zkombinujeme oba zmı́něné zp̊usoby, kterými můžeme kom-

binačńı č́ısla zobecnit, č́ımž źıskáme spojitou verzi multinomických koeficient̊u definovanou
na většině reálných č́ısel a opět vyšetř́ıme jejich chováńı. Hlavńı př́ınos práce se pak skrývá
v posledńı větě, kde dokážeme, že integrál α-té vrstvy d-rozměrných multinomických koe-
ficient̊u roste asymptoticky stejně jako dα.
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Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

Kapitola 1

Pascal̊uv trojúhelńık

1.1 Sestrojeńı Pascalova trojúhelńıku

Uvažme následuj́ıćı konstrukci. Naṕı̌seme č́ıslo 1 a následně pod něj budeme rekurentně vytvářet
nové řádky č́ısel v trojúhelńıkové mř́ıžce jako na obrázku 1.1. Z každého řádku vytvoř́ıme daľśı tak,
že si nalevo i napravo od něj domysĺıme č́ısla 0 a pro každou dvojici soused́ıćıch č́ısel v něm pak
naṕı̌seme na daľśı řádek mezi ně jejich součet. Touto jednoduchou konstrukćı vzniká nekonečné
uspořádáńı č́ısel ve tvaru trojúhelńıku nazývané Pascal̊uv trojúhelńık.

010

0 1 1 0

0 1 2 1 0

0 1 3 3 1 0

0 1 4 6 4 1 0

0 1 5 10 10 5 1 0

0 1 6 15 20 15 6 1 0
...

Obrázek 1.1: Prvńıch 6 řádk̊u Pascalova trojúhelńıku

1.2 Počet cest k č́ısl̊um Pascalova trojúhelńıku

Pro jednodušš́ı zacházeńı s Pascalovým trojúhelńıkem v něm zavedeme souřadnicový systém.
Každému jeho č́ıslu tedy přǐrad́ıme dvojici celých č́ısel (k1, k2), kde k1 + k2 bude udávat č́ıslo
řádku Pascalova trojúhelńıku, ve kterém je, a k1 bude udávat jeho pořad́ı zleva v tom řádku.
Řádky i pořad́ı v nich budeme č́ıslovat od 0. Formálně můžeme konstrukci Pascalova trojúhelńıku
z předchoźı sekce zapsat v následuj́ıćı definici.
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Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

Definice 1.2.1. Necht’ −→e1 ,−→e2 ∈ R2 jsou jednotkové vektory se vzájemnou odchylkou 60◦ tvoř́ıćı
bázi B a f je funkce splňuj́ıćı pro každá k1, k2 ∈ Z s k1 + k2 ≥ 0

f [(k1, k2)B] =


1, pokud k1 = k2 = 0

0, pokud k1 < 0 nebo k2 < 0

f [(k1 − 1, k2)B] + f [(k1, k2 − 1)B], pokud k1, k2 ∈ N0 a k1 + k2 ̸= 0.

Pak pojmem Pascal̊uv trojúhelńık rozumı́me množinu všech bod̊u (k1, k2)B s k1, k2 ∈ N0 a k nim
přǐrazeným hodnotám funkćı f .

Nyńı si představme, že stoj́ıme na počátečńı jedničce v nultém řádku Pascalova trojúhelńıku
a začneme scházet dol̊u tak, že se vždy přesuneme na jedno ze dvou č́ısel, která jsou na daľśım
řádku hned pod námi.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Obrázek 1.2: Kroky tvoř́ıćı cesty k č́ıslu 3

Zamysleme se, kolika možnými zp̊usoby dokážeme doj́ıt na nějaké č́ıslo s celoč́ıselnými
souřadnicemi (k1, k2). Definujme funkci g, pro kterou bude g(k1, k2) právě tento hledaný počet.
V té počátečńı jedničce zač́ınáme vždy, takže

g(0, 0) = 1. (1.1)

Dále je jasně vidět, že na souřadnice (k1, k2) mimo Pascal̊uv trojúhelńık, tedy taková kde k1 < 0
nebo k2 < 0, nemůžeme doj́ıt, takže pro ně plat́ı

g(k1, k2) = 0. (1.2)

Nakonec si všimněme, že na libovolný prvek se můžeme dostat jen ze dvou prvk̊u nad ńım, a
proto máme pro k1, k2 ∈ N0 splňuj́ıćı k1 + k2 ̸= 0

g(k1, k2) = g(k1 − 1, k2) + g(k1, k2 − 1). (1.3)

Funkcionálńı rovnice (1.1), (1.2) a (1.3) funkce g se ale přesňe shoduj́ı s funkćı f v definici
Pascalova trojúhelńıku 1.2.1, z čehož dostáváme př́ı̌st́ı větu.

Věta 1.2.2. Necht’ k1, k2 ∈ N0. Pak je č́ıslo Pascalova trojúhelńıku na souřadnićıch (k1, k2) rovno
g(k1, k2).
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Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

1.3 Kombinačńı č́ısla v Pascalově trojúhelńıku

Nyńı najděme předpis pro funkci g z předchoźı sekce. Abychom sešli k nějakému č́ıslu se
souřadnicemi (k1, k2) splňuj́ıćım k1, k2 ∈ N0, muśıme se posunout dohromady k1-krát dol̊u doleva
a k2-krát dol̊u doprava, jelikož krok doprava zvýš́ı prvńı souřadnici o 1 a krok doleva zvýš́ı
o 1 zase tu druhou. Počet zp̊usob̊u, kterými můžeme doj́ıt na souřadnice (k1, k2) v Pascalově
troúhelńıku, je tedy roven počtu možnost́ı, kterými z (k1+ k2)-prvkové množiny krok̊u dokážeme
vybrat k1 neuspořádaných krok̊u směřuj́ıćıch doleva dol̊u. Prvńı z nich můžeme vybrat k1 + k2
zp̊usoby, druhý k1+k2− 1 zp̊usoby a tak dále až k1-ńı k2+1 zp̊usby. Chceme ale, aby tyto kroky
byly neuspořádané, takže tento výledek ještě muśıme podělit k1!, tedy počtem permutaćı těchto
k1 vybraných krok̊u. Máme proto

g(k1, k2) =
(k1 + k2)(k1 + k2 − 1) . . . (k2 + 1)

k1!
=

(k1 + k2)!

k1!k2!
. (1.4)

Definice 1.3.1. Necht’ n ∈ N0, k ∈ Z. Pak kombinačńı č́ıslo (někdy binomický koeficient) defi-
nujme jako (

n

k

)
=

{
n!

k!(n−k)! , pokud 0 ≤ k ≤ n

0, jinak.

Označme n = k1 + k2 (z toho jak jsme zaváděli souřadnice v Pascalově trojúhelńıku je n č́ıslo
jeho řádku, ve kterém lež́ı prvek se souřadnicemi (k1, k2)) a nahrad’me k1 pouhým k. Jelikož
máme k2 ∈ N0, muśı platit 0 ≤ k ≤ n, takže je v n-tém řádku Pascalova trojúhelńıku právě n+1
č́ısel. Z této změny proměnných a rovnice (1.4) pak dostáváme hlavně následuj́ıćı větu.

Věta 1.3.2. Necht’ n, k ∈ N0 splňuj́ı n ≥ k. Pak je k-té č́ıslo n-tého řádku Pascalova trojúhelńıku
rovno

(
n
k

)
.

Pascal̊uv trojúhelńık proto nyńı můžeme zapsat t́ımto zp̊usobem:(
0
0

)(
1
0

) (
1
1

)(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)(
5
0

) (
5
1

) (
5
2

) (
5
3

) (
5
4

) (
5
5

)
Obrázek 1.3: Kombinačńı č́ısla v Pascalově trojúhelńıku

Při odvozováńı rovnice (1.4) jsme nast́ınili kombinatorický význam kombinačńıch č́ısel (takže i
č́ısel Pascalova trojúhelńıku), který je vysvětlen v následuj́ıćı větě
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Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

Věta 1.3.3. Necht’ n, k ∈ N0 splňuj́ı n ≥ k. Potom je kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
rovno počtu r̊uzných

k-prvkových podmnožin množiny o n prvćıch.

Dı́ky funkci g, definici 1.3.1 a pozorováńı, že má n-tý řádek Pascalova trojúhelńıku n+1 prvk̊u
také dostáváme tyto vlastnosti kombinačńıch č́ısel:

Věta 1.3.4. Necht’ n, k ∈ N0 splňuj́ı n ≥ k. Pak plat́ı:

(i) (
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1 (1.5)

(ii) (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(1.6)

(iii) (
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
(1.7)

(iv)

(k + 1)

(
n+ 1

k + 1

)
= (n+ 1)

(
n

k

)
(1.8)

D̊ukaz. K č́ısl̊um na pravém a levém kraji libovolného řádku Pascalova trojúhelńıku dokážeme
zřejmě sej́ıt pouze jedńım zp̊usobem, takže pro každé č́ıslo řádku n ∈ N0 plat́ı g(n, 0) = g(0, n) = 1
a při konstrukci Pascalova trojúhelńıku jsme v̊ubec nepotřebovali rozlǐsovat levou a pravou stranu,
tud́ıž pro každá k1, k2 plat́ı g(k1, k2) = g(k2, k1). Po dosazeńı do rovnice (1.4) a z definice 1.3.1
pak máme právě rovnice (1.5) a (1.6). Rovnici (1.7) dostáváme d́ıky vztahu (1.2) také z rovnice
(1.4) a definice 1.3.1. Nakonec rovnici (1.8) můžeme dokázat prostým dosazeńım do definice 1.3.1
a následnou úpravou:

(k + 1)

(
n+ 1

k

)
= (k + 1)

(n+ 1)!

(k + 1)![n+ 1− (k + 1)]!
= (n+ 1)

n!

k!(n− k)!
= (n+ 1)

(
n

k

)
.

□
Společně s jejich kombinatorickým významem je pravděpodobně nejd̊uležitéǰśı aplikaćı kom-

binačńıch č́ısel binomická věta.

Věta 1.3.5 (Binomická věta). Necht’ n ∈ N0, x, y ∈ R \ {0} a n = 0 pouze když x + y ̸= 0.
Pak plat́ı

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk. (1.9)

D̊ukaz. Toto zřejmě plat́ı pokud n = 0. Pro n ̸= 0 si můžeme (x + y)n rozepsat jako součin n
závorek (x+ y):

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y) . . . (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n-krát

9



Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

Nyńı si představme, že roznásob́ıme pravou stranu předchoźı rovnice člen po členu. Každý takový
člen by potom korespondoval s unikátńım zp̊usobem, kterým můžeme ze všech n dvojčlen̊u (x+y)
vybrat jedno z č́ısel x nebo y a vypadal by jako xn−kyk, kde k odpov́ıdá tomu, kolikrát jsme z těch
dvojčlen̊u vybrali y. Počet zp̊usob̊u, kterými můžeme vybrat z n dvojčlen̊u právě k-krát y, je ale
d́ıky větě 1.3.3 právě

(
n
k

)
. To znamená, že budeme mı́t

(
n
0

)
člen̊u xny0,

(
n
1

)
člen̊u xn−1y1, . . . a

(
n
n

)
člen̊u x0yn. Po jejich sečteńı pak dostáváme právě

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk.

Důsledek 1.3.6. Pascal̊uv trojúhelńık má praktické využit́ı při roznásobováńı závorek ve tvaru
(x+ y)n.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1x0+4x1+6x2+4x3+1x4 = (1 + x)4

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Obrázek 1.4: Pomůcka pro roznásobeńı (1 + x)4

1.4 Některé vlastnosti Pascalova trojúhelńıku

V této sekci představ́ıme několik základńıch vlatnost́ı kombinačńıch č́ısel, z nichž d́ıky větě 1.3.2
vyplynou vlastnosti Pascalova trojúhelńıku.

Věta 1.4.1. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı(
n

0

)
<

(
n

1

)
< · · · <

(
n⌊
n
2

⌋) =

(
n⌈
n
2

⌉) > · · · >
(

n

n− 1

)
>

(
n

n

)
. (1.10)

D̊ukaz. V př́ıpadé, že n = 0, plat́ı rovnice (1.10) triviálně, takže dále přepokládejme n > 0.
Zároveň nám d́ıky rovnici 1.6 bude stačit dokázat pouze prvńı polovinu těchto nerovnost́ı. Mějme
libovolné nezáporné celé j <

⌊
n
2

⌋
. Potom z definice 1.3.1 plat́ı(

n

j

)
=

n!

j!(n− j)!
=
j + 1

n− j

n!

(j + 1)!(n− j − 1)!
=
j + 1

n− j

(
n

j + 1

)
.

Kv̊uli
j + 1

n− j
=
n+ 1

n− j
− 1 <

n+ 1

n−
⌊
n
2

⌋ − 1 ≤ 1

10



Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

pak muśı platit i (
n

j

)
<

(
n

j + 1

)
.

Uvážeńım předchoźı rovnice pro všechna j ∈ {0, . . . , ⌊n2 ⌋ − 1} dostáváme právě(
n

0

)
<

(
n

1

)
< · · · <

(
n⌊
n
2

⌋).
□

Důsledek 1.4.2. Necht’ n, k ∈ N0 splňuj́ı n ≥ k. Pak plat́ı

max
i∈{0...n}

{(
n

i

)}
=

(
n

k

)
⇔ k ∈

{⌊n
2

⌋
,
⌈n
2

⌉}

min
i∈{0...n}

{(
n

i

)}
=

(
n

k

)
⇔ k ∈ {0, n}

Z věty 1.4.1 tedy dostáváme, že jsou č́ısla libovolné n-té vrstvy Pascalova trojúhelńıku
uspořádaná vzestupné v jeho prvńı polovině a sestupně v té druhé. Proto jsou jeho nejmenš́ı
č́ısla na jeho kraj́ıch a jeho největš́ı uprostřed něj, jak ř́ıká d̊usledek 1.4.2.
Velká část vlastnost́ı kombinačńıch č́ısel zahrnuje jejich určité součty. Těm se věnujeme

v př́ı̌st́ıch větách.

Věta 1.4.3. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

D̊ukaz. Z binomické věty 1.3.5 plyne

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
· 1n−k · 1k =

n∑
k=0

(
n

k

)
.

□

Věta 1.4.4. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0.

D̊ukaz. Tato věta by se zase dala dokázat jednoduchým dosazeńım do binomické věty 1.3.5.
Pro změnu ale nab́ıźıme d̊ukaz využ́ıvaj́ıćı rovnice (1.5) a (1.7):

n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)
= −

(
n+ 1

0

)
+ (−1)n+1

(
n+ 1

n+ 1

)
+

n∑
k=1

(−1)k

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))

11



Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

= −
(
n

0

)
+ (−1)n+1

(
n

n

)
+

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
+

n−1∑
k=0

(−1)k+1

(
n

k

)

=
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
−

n∑
k=0

(−1)k−1

(
n

k

)
= 0

□

Věta 1.4.5. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

D̊ukaz. Př́ıpad, kdy n = 0, zřejmě plat́ı. Pokud n > 0, dostáváme d́ıky větě 1.4.3 a rovnici 1.8

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= 0 ·

(
n

0

)
+

n∑
k=1

k

(
n

k

)
=

n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
= n2n−1.

□
Věty 1.4.3, 1.4.4 a 1.4.5 můžeme interpretovat tak, že v libovolném n-tém řádku Pascalova

trojúhelńıku jsou součet č́ısel, součet č́ısel s alternuj́ıćım znaménkem a součet č́ısel vynásobených
jejich pořád́ım v tom řádku rovny postupně 2n, 0 a n2n−1.

Věta 1.4.6. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
k=0

10k
(
n

k

)
= 11k.

D̊ukaz. Opět z binomické věty 1.3.5 rovnou vyplývá

11n = (1 + 10)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
1n−k10k =

n∑
k=0

10k
(
n

k

)
.

□
Význam věty 1.4.6 v Pascalově trojúhelńıku jde nejlépe vidět v jeho prvńıch pěti řádćıch,

v nichž jsou všechna č́ısla jednociferná:

1 = 110

1 1 = 111

1 2 1 = 112

1 3 3 1 = 113

1 4 6 4 1 = 114

Obrázek 1.5: Mocniny jedenácti v prvńıch pěti řádćıch Pascalova trojúhelńıku

12



Kapitola 1. Pascal̊uv trojúhelńık

Věta 1.4.7. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)
.

Každá cesta, která vede do č́ısla se souřadnicemi (n, n) procháźı jedńım č́ıslem z n-tého řádku.
Počet těchto cest, které vedou do (n, n) a procháźı přes č́ıslo (k, n − k) pro 0 ≤ k ≤ n je tedy
roven počtu cest, které vedou shora (z (0, 0)) do (k, n−k) krát počet cest, které vedou z (k, n−k)
do (n, n). Všimněme si, že č́ısla (0, 0) a (n, n) jsou osově sdružená podle n-tého řádku Pascalova
trojúhelńıku, takže mezi množinami cest z (0, 0) do (k, n − k) a z (k, n − k) do (n, n) existuje
bijekce, která zobraźı každou cestu z jedné množiny na cestu z druhé množiny, která je s ńı osově
sdružená podle toho n-tého řádku. Můžeme proto ř́ıct, že počet cest shora do (n, n) vedoućı přes
(k, n−k) je roven počtu cest shora do (k, n−k) umocněnému na druhou, což je d́ıky rovnici (1.4)

a definici 1.3.1 právě
(
n
k

)2
. Pokud toto sečteme přes všechna k od 0 po n, dostaneme počet všech

cest z (0, 0) do (n, n), a to je opět z rovnice (1.4) a definice 1.3.1 právě
(
2n
n

)
. □

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

12 + 32 + 32 + 12 = 20

Obrázek 1.6: Obrázek ke větě 1.4.7 pro n = 3

Věta 1.4.8. Necht’ n, k ∈ N0. Pak plat́ı

n∑
i=0

(
k + i

k

)
=

(
n+ k + 1

k + 1

)
. (1.11)

D̊ukaz. Postupujme indukćı vzhledem k n. Pro n = 0 máme d́ıky (1.5)

0∑
i=0

(
k + i

k

)
=

(
k

k

)
= 1 =

(
0 + k + 1

k + 1

)
.

Nyńı předpokládejme, že pro nějaké m ∈ N0 plat́ı

m∑
i=0

(
k + i

k

)
=

(
m+ k + 1

k + 1

)
.

13
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Potom

m+1∑
i=0

(
k + i

k

)
=

m∑
i=0

(
k + i

k

)
+

(
k +m+ 1

k

)
=

(
m+ k + 1

k + 1

)
+

(
k +m+ 1

k

)
,

což se rovná
(
m+k+2
k+1

)
d́ıky (1.7), takže je d̊ukaz indukćı hotov. □

V Pascalově trojúhelńıku můžeme předešlou větu 1.4.8 přeformulovat na to, že pro všechna
n, k ∈ N0 je součet prvńıch n + 1 č́ısel v jeho k + 1-ńı diagonále roven k + 1-ńımu č́ıslu v jeho
n+ k + 1-ńım řádku.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 + 3 + 6 + 10 = 20

Obrázek 1.7: Obrázek ke větě 1.4.8 pro př́ıpad (n, k) = (3, 2)

Věta 1.4.9 (Chu-Vandermondeho konvoluce). Necht’ n,m, k ∈ N0 splňuj́ı m,n ≥ k. Pak plat́ı(
m+ n

k

)
=

k∑
i=0

(
m

i

)(
n

k − i

)
.

D̊ukaz. Z věty 1.3.3 v́ıme, že kombinačńı č́ıslo
(
m+n
k

)
je rovno počtu k-prvkových podmnožin

množiny o m + n prvk̊u. Mějme tedy nějakou množinu S = {x1, x2, . . . xm, y1, y2 . . . yn} a
spoč́ıtejme počet jej́ıch k-prvkových podmnožin podle toho, kolik prvk̊u z {x1, x2, . . . xm}
obsahuj́ı. Pro libovolné i od 0 po k zjevně existuje právě

(
m
i

)(
n

k−i

)
k-prvkových podmnožin

S, které obsahuj́ı i prvk̊u z {x1, x2, . . . xm} a k − i prvk̊u z {y1, y2 . . . yn}. Zároveň je jasné,
že v́ıce než k prvk̊u v k-prvkové podmnožině být nemůže, tud́ıž t́ımto zp̊usobem pokryjeme
všechny k-prvkové podmnožiny S. Ten počet, který hledáme, tedy dostaneme sečteńım

(
m
i

)(
n

k−i

)
pro všechna i od 0 po k, což jsme chtěli dokázat. □
Na závěr této sekce uvád́ıme propojeńı Pascalova trojúhelńıku s Fibonacciho č́ısly.

Věta 1.4.10. Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı

⌊n
2
⌋∑

k=0

(
n− k

k

)
= Fn+1,

kde Fi je i-té Fibonacciho č́ıslo.
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D̊ukaz. Použijeme indukci na n. Př́ıpady n = 0, 1 můžeme ověřit jednoduchým dosazeńım. Nyńı
předpokládejme, že věta 1.4.10 plat́ı pro všechna nezáporná celá č́ısla menš́ı nebo rovna nějakému
m. S opakovaným využit́ım rovnice (1.7) potom dostáváme

Fm+3 = Fm+1 +Fm+2 =

⌊m
2 ⌋∑

k=0

(
m− k

k

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 1− k

k

)
=

⌊m
2 ⌋+1∑
k=1

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 1− k

k

)

=

⌊m
2 ⌋+1∑

k=⌊m+1
2 ⌋+1

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=1

((
m+ 1− k

k − 1

)
+

(
m+ 1− k

k

))
+

(
m+ 1

0

)

=

⌊m+2
2 ⌋∑

k=⌊m+3
2 ⌋

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=1

(
m+ 2− k

k

)
+

(
m+ 2

0

)
=

⌊m+2
2 ⌋∑

k=⌊m+3
2 ⌋

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
Toto si rozdělme na dva př́ıpady podle parity m. Když je m liché, máme

⌊m+2
2 ⌋∑

k=⌊m+3
2 ⌋

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
= 0 +

⌊m+2
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
=

⌊m+2
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
.

Pokud je m sudé, máme

⌊m+2
2 ⌋∑

k=⌊m+3
2 ⌋

(
m+ 1− k

k − 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
=

(
m+ 1−

(
⌊m

2 ⌋+ 1
)(

⌊m
2 ⌋+ 1

)
− 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)

= 1 +

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
=

(
m+ 1−

(
⌊m+2

2 ⌋+ 1
)(

⌊m+2
2 ⌋+ 1

)
− 1

)
+

⌊m+1
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
=

⌊m+2
2 ⌋∑

k=0

(
m+ 2− k

k

)
.

V obou př́ıpadech je d̊ukaz indukćı u konce. □
Tato věta se dá v Pascalově trojúhelńıku zobrazit tak, že zarovnáme všechny jeho řádky

na jednu stranu a vyznač́ıme v něm
”
diagonály“ jako na obrázku 1.8. Součet č́ısel v libovolné n-té

diagonále je potom roven Fn+1.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Obrázek 1.8: Diagonály Pascalova trojúhelńıku se součty rovnými Fibonacciho č́ısl̊um
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Kapitola 2

Rozš́ı̌reńı Pascalova trojúhelńıku do
vyšš́ıch dimenźı

Pascal̊uv trojúhelńık je pouze dvojrozměrný. V této kapitole si ale ukážeme, že se jeho koncept dá
posunout za hranici těchto dvou dimenźıch. Našim prvńım krokem bude vytvořit a stručně popsat
Pascal̊uv čtyřstěn. Následně se budeme podrobněji věnovat rozš́ı̌reńım Pascalova trojúhelńıku
do libovolného počtu dimenźı a jejich vlastnostem, ze kterých také vyplynou daľśı opomenuté
vlastnosti Pascalova čtyřstěnu.

2.1 Pascal̊uv čtyřstěn

Pascal̊uv čtyřstěn zkonstruujeme podobným zp̊usobem jako Pascal̊uv trojúhelńık. Začneme
s č́ıslem 1 v jeho prvńı vrstvě. Každé č́ıslo v daľśıch vrstvách, které jsou svým tvarem shodné
s několika prvńımi řádkami Pascalova trojúhelńıku, vytvoř́ıme sečetńım tř́ı č́ısel nad ńım (nebo
méně, pokud nad ńım nejsou tři).

1 4

4

6

12

6

4

12

12

4

1

4

6

4

1

1 3

3

3

6

3

1

3

3

1

1 2

2

1

2

1

1 1

1

1

1

Obrázek 2.1: Prvńıch pět vrstev Pascalova čtyřstěnu
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1

4 4

6 12 6

4 12 12 4

1 4 6 4 1

1

3 3

3 6 3

1 3 3 1

Obrázek 2.2: Princip rekurentńı konstrukce vrstev Pascalova čtyřstěnu

Rigorózńı definici Pascalova čtyřstěnu uvedeme až v sekci 2.3.

2.2 Trinomické koeficienty v Pascalově čtyřstěnu

Opět přǐrad’́ıme č́ısl̊um Pascalova čtyřstěnu nějaké souřadnice pro lepš́ı manipulaci s nimi. Všechny
jeho vrstvy maj́ı tvar několika prvńıch řádk̊u Pascalova trojúhelńıku (viz obrázek 2.1), takže je
na ty řádky můžeme rozdělit. To se sice dá udělat třemi zp̊usoby, ale všechny jsou ekvivalentńı
vzhledem k symetrii Pascalova čtyřstěnu, kterou dostáváme z jeho konstrukce. Podle libovolného
z nich tedy rozdělme všechny řádky Pascalova čtyřstěnu a dále vyberme zp̊usob, kterým směrem
budeme jednotlivá č́ısla v těchto řádćıch indexovat (zleva nebo zprava).
Nyńı v Pascalově čtyřstěnu můžeme zavést systém souřadnic, v němž všechna jeho č́ısla

poṕı̌seme třemi souřadnicemi (k1, k2, k3). Součet k1 + k2 + k3 bude udávat č́ıslo jejich vrstvy, k1
č́ıslo jejich řádku v té vrstvě a k2 jejich pořád́ı v tom řádku. Č́ıslováńı všech souřadnic bude
zase zač́ınat od nuly. Všem vyznačeným čtyřkám na obrázku 2.3 potom můžeme přǐradit jedny
ze souřadnic (0, 1, 3), (0, 3, 1), (1, 0, 3), (1, 3, 0), (3, 0, 1) nebo (3, 1, 0) podle toho, jak čtvrtou
vrstvu rozděĺıme na řádky, a ze které strany tyto řádky oč́ıslujeme.

1 4
4

6
12

6

4
12

12
4

1
4

6
4

1

1 3
3

3
6

3

1
3

3
1

1 2
2

1
2

1

1 1
1

1

4 4

4
4

4 4

4 4

4
4

4 4

Obrázek 2.3: Č́ısla 4 ve čtvrtém řádku Pascalova čtyřstěnu
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Představme si zase, že stoj́ıme v č́ısle 1 na vrcholu Pascalova čtyřstěnu a znovu, jako u Pas-
calova trojúhelńıku, budeme scházet k č́ısl̊um v daľśıch vrstvách (z každého č́ısla můžeme j́ıt na
jedno ze tř́ı pod ńım). Zp̊usobem analogickým k tomu, který jsme použili v sekci 1.2, dokážeme
v nadcházej́ıćıch sekćıch, že jednotlivá č́ısla se opět rovnaj́ı počtu cest od počátečńı jedničky k nim.
Následně d́ıky tomu stejnou úvahou, jako v minulé kapitole, budeme schopni dokázat, že na libo-
volných souřadnićıch (k1, k2, k3) pro k1, k2, k3 ∈ N0 je právě trinomický koeficient

(
k1+k2+k3
k1,k2,k3

)
.

Definice 2.2.1. Necht’ n ∈ N0, k1, k2, k3 ∈ Z. Pak trinomický koeficient definujme jako(
n

k1, k2, k3

)
=

{
n!

k1!k2!k3!
, pokud k1, k2, k3 ∈ N0 a n = k1 + k2 + k3

0, jinak.

Studium Pascalova čtyřstěnu je tedy jen studium konfigurace trinomických koeficient̊u.
V následuj́ıćıch větách uvád́ıme bez d̊ukazu základńı vlastnosti trinomických koeficient̊u.
Zobecněńı těchto vět a daľśıch jejich vlastnost́ı probereme d̊ukladněji, jak už jsme zmı́nili, v
př́ı̌st́ıch sekćıch.

Věta 2.2.2 (Navazuj́ıćı na větu 1.3.3). Necht’ n, k1, k2, k3 ∈ N0 splňuj́ı n = k1+k2+k3. Pak je tri-
nomický koeficient

(
n

k1,k2,k3

)
roven počtu zp̊usob̊u, kterými m̊užeme rozdělit n prvk̊u mezi množiny

K1,K2,K3 tak, aby pro každé i ∈ {1, 2, 3} platilo |Ki| = ki.

Věta 2.2.3 (Navazuj́ıćı na větu 1.3.4). Necht’ n, k1, k2, k3 ∈ N0 splňuj́ı n = k1 + k2 + k3 a σ je
libovolná permutace na množině {k1, k2, k3}. Pak plat́ı:

(i) (
n

n, 0, 0

)
=

(
n

0, n, 0

)
=

(
n

0, 0, n

)
= 1 (2.1)

(ii) (
n

k1, k2, k3

)
=

(
n

σ(k1), σ(k2), σ(k3)

)
(2.2)

(iii)

(iv) Pokud n > 0, plat́ı(
n

k1, k2, k3

)
=

(
n− 1

k1 − 1, k2, k3

)
+

(
n− 1

k1, k2 − 1, k3

)
+

(
n− 1

k1, k2, k3 − 1

)
. (2.3)

(k1 + 1)

(
n+ 1

k1 + 1, k2, k3

)
= (n+ 1)

(
n

k1, k2, k3

)
(2.4)

Věta 2.2.4 (Trinomická věta, navazuj́ıćı na větu 1.3.5). Necht’ n ∈ N0, x, y, z ∈ R \ {0} a n = 0
pouze když x+ y + z ̸= 0. Pak plat́ı

(x+ y + z)n =
n∑

k1=0

n−k1∑
k2=0

(
n

k1, k2, n− k1 − k2

)
xn−k1−k2yk1zk2 . (2.5)
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Důsledek 2.2.5. Pascal̊uv čtyřstěn m̊uže d́ıky trinomické větě sloužit jako nepř́ılǐs praktická
pom̊ucka pro roznásobováńı závorek ve tvaru (x+ y + z)n. Pro př́ıpad n = 3 máme

1x3y0z0

+3x2y1z0+3x2y0z1

+3x1y2z0+6x1y1z1+3x1y0z2

+1x0y3z0+3x0y2z1+3x0y1z2+1x0y0z3,

(x+ y + z)3 =

Obrázek 2.4: Roznásobeńı umocněné závorky pomoćı Pascalova čtyřstěnu

kde se modré koeficienty shoduj́ı se třet́ı vrstvou Pascalova čtyřstěnu.

Věta 2.2.6. Necht’ n, k1, k2, k3 ∈ N0 splňuj́ı n = k1 + k2 + k3. Pak plat́ı(
n

k1, k2, k3

)
=

(
n

k1

)(
n− k1
k2

)
.

Předchoźı věta nám umožňuje vyjádřit libovolný trinomický koeficient jako součin dvou nám
už známých kombinačńıch č́ısel. Dokonce s jej́ı pomoćı dokážeme libovolnou n-tou vrstvu Pasca-
lova čtyřstěnu generovat vynásobeńım prvńıch n+ 1-vrstev Pascalova trojúhelńıkem jeho n-tým
řádkem jako na následuj́ıćım obrázku 2.5 pro př́ıpad n = 4.(

n−k1
k2

)
·

(
n
k1

)
1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

·1
·4
·6
·4
·1

(
n

k1,k2,k3

)
=

1

4 4

6 12 6

4 12 12 1

1 4 6 4 1

Obrázek 2.5: Čtvrtá vrstva Pascalova čtyřstěnu vytvořena z Pascalova trojúhelńıku

2.3 Pascalovy simplexy

Nyńı budeme rozšǐrovat Pascal̊uv trojúhelńık do libovolného počtu dimenźı. Definujme proto
jakékoliv d ∈ N, které bude tento počet po zbytek kapitoly udávat. Stručně popǐsme tvary, které
tato zobecněńı Pascalova trojúhelńıku budou mı́t.

Definice 2.3.1. Pojmem d-simplex rozumı́me d-rozměrné zobecněńı trojúhelńıku, tedy konvexńı
obal d+ 1 bod̊u (jeho vrchol̊u) v Rd.
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Např́ıklad 0-simplex je bod, 1-simplex úsečka, 2-simplex trojúhelńık a 3-simplex čtyřstěn.

Definice 2.3.2. Definujme pravidelný d-simplex jako konvexńı obal d+1 r̊uzných bod̊u v1, . . . , vd
(jeho vrchol̊u) v Rd takových, že pro každou dvojici index̊u i ̸= j od 1 po d + 1 plat́ı |vivj | = c
pro nějakou konstantu c ∈ R+.

Přeneseńı pojmu Pascalova trojúhelńıku do Rd bude nějaké uspořádáńı č́ısel do pravidelného
d-simplexu, kterému budeme ř́ıkat Pascal̊uv d-simplex. Už tedy známe Pascal̊uv 2-simplex
(trojúhelńık) a Pascal̊uv 3-simplex (čtyřúhelńık). Neńı jasné, jak bychom si tento objekt
v Rd měli představovat, ale zat́ım nám postač́ı vědět, že každý prvek v něm můžeme označit
souřadnicemi (k1, . . . , kd) pro nějaká k1, . . . , kd ∈ Z splňuj́ıćı k1 + · · · + kd ≥ 0. Budeme-li dále
požadovat, aby byl Pascal̊uv d-simplex rozdělený na nějaké vrstvy, kde v prńı z nich bude
pouze č́ıslo 1 a každé daľśı č́ıslo v následuj́ıćıch vrstvách bude součtem několika č́ısel

”
nad ńım

v předchoźı vrstvě“, a aby byla č́ısla v něm uspořádaná v trojúhelńıkové mř́ıžce, viz obrázky 1.1,
2.1, dostaneme následuj́ıćı definici.

Definice 2.3.3. Necht’ −→e1 , . . . ,−→ed ∈ Rd jsou jednotkové vektory, z nichž každé dva z nich sv́ıraj́ı
odchylku 60◦, tvoř́ıćı bázi B a f je funkce splňuj́ıćı pro každá k1, . . . , kd ∈ Z s k1 + · · ·+ kd ≥ 0

f [(k1, . . . , kd)B ] =


1, pokud k1 = · · · = kd = 0

0, pokud existuje i ∈ {1, . . . , d} splňuj́ıćı ki < 0∑d
i=1 f(k1 − δ1,i . . . , kd − δd,i), pokud k1, . . . , kd ∈ N0 a k1 + · · ·+ kd ̸= 0.

Pak pojmem Pascal̊uv d-simplex rozumı́me množinu všech bod̊u (k1, . . . , kd)B s k1, . . . , kd ∈ N0

a k nim přǐrazeným hodnotám funkćı f .

Pro zjednodušeńı zápisu jsme zde využili funkci Kroneckerovo delta.

Definice 2.3.4. Necht’ i, j ∈ Z. Pak definujme Kroneckerovo delta jako

δi,j =

{
1, pokud i = j

0, pokud i ̸= j.

Poznámka 1. Mezi ćıly této práce neńı nějak podrobně analyzovat strukturu Pascalových sim-
plex̊u, i když k ńı něco zmı́ńıme v sekci 2.6, takže existenci vektor̊u −→e1 , . . . ,−→ed ∈ Rd s danými
vlastnostmi v definici 2.3.3 ponecháme bez d̊ukazu.

2.4 Počet cest k č́ısl̊um Pascalových simplex̊u

Dále budeme jako u Pascalova trojúhelńıku a čtyřstěnu scházet z č́ısla se souřadnicemi (0, . . . , 0)
(tedy z

”
počátečńı jedničky“) k jednotlivým č́ısl̊um Pascalova d-simplexu. Cesty, po nichž p̊ujdeme

budou složeny z diskrétńıch krok̊u mezi jednotlivými prvky s celoč́ıselnými souřadnicemi, které
budou jako kroky v Pascalově trojúhelńıku, viz sekce 1.2, zvyšovat právě jednu souřadnici o 1.
Z prvku se souřadnicemi (k1, . . . , kd), pro libovolná k1, . . . , kd ∈ N0, můžeme tedy v jednom kroku
popoj́ıt na prvek se souřadnicemi (k1−δ1,i, . . . , kd−δd,i) pro každý index i ∈ {1 . . . , d}. Pokud nyńı
definujme funkci g tak, aby g(k1, . . . , kd) bylo rovno počtu cest, jimiž dokážeme doj́ıt na souřadnice
(k1, . . . , kd), pro každá k1, . . . , kd ∈ Z splňuj́ıćı k1 + · · · + kd ≥ 0, máme g(0, . . . , 0) = 1, protože
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z prvku se souřadnicemi (0, . . . , 0) vždy vycháźıme. Dále se z definice těchto cest nemůžeme dostat
na prvek se souřadnicemi (k1, . . . , kd), kdyby pro nějaký index i ∈ {1 . . . , d} platilo ki < 0 a také
z ńı máme za předpoklad̊u k1, . . . , kd ∈ N0 a k1 + . . . , kd > 0

g(k1, . . . , kd) =

d∑
i=1

g(k1 − δ1,i . . . , kd − δd,i). (2.6)

Tyto tři pozorováńı se ale přesně shoduj́ı s t́ım, jak jsme v definici 2.3.3 definovali č́ısla v Pascalově
d-simplexu, takže muśı platit tato věta:

Věta 2.4.1 (Zobecněńı věty 1.2.2). Necht’ k1, . . . , kd ∈ N0. Pak je č́ıslo v Pascalově d-simplexu
na souřadnićıch (k1, . . . , kd) rovno g(k1 . . . , kd).

2.5 Multinomické koeficienty v Pascalových sim-

plexech

Najděme předpis funkce g pomoćı věty 2.4.1. Každou cestu vedoućı k č́ıslu se souřadnicemi
(k1, . . . , kd) je z definice krok̊u tvoř́ıćıch tuto cestu složena z k1 krok̊u zvyšuj́ıćıch prvńı souřadnici
o 1, k2 zvyšuj́ıćıch druhou souřadnici o 1 atd. až kd zvyšuj́ıćıch posledńı (d-tou) souřadnici o 1.
Je jedno jak za sebe tyto kroky uspořádáme, takže pokud označ́ıme k1 + · · · + kd = n, bude
g(k1, . . . , kd) rovno počtu zp̊usob̊u, kterými dokážeme rozdělit všechny prvky množiny S o mo-
hutnosti n (reprezentuj́ıćı n krok̊u, které potřebujeme k dosažeńı toho č́ısla) rozdělit do množin
K1, . . . ,Kd tak, aby v každé množině Ki bylo právě ki prvk̊u. Ze sekce 1.3 v́ıme, že počet zp̊usob̊u,
kterými můžeme přemı́stit k1 prvk̊u z S do K1 je d́ıky větě 1.3.3 právě

(
n
k1

)
, pro přesunut́ı k2

prvk̊u do K2 to následně bude
(
n−k1
k2

)
a takto bychom pokračovali až po okamžik, kdy bychom

z S přemı́stili kd−1 prvk̊u do Kd−1 jednou z
(n−k1−···−kd−2

kd−1

)
možnost́ı a zbylých kd prvk̊u bychom

pak bez možnosti na výběr přesunuli do Kd. Dohromady dostáváme

g(k1, . . . , kd) =

(
n

k1

)(
n− k1
k2

)(
n− k1 − k2

k3

)
. . .

(
n− k1 − · · · − kd−2

kd−1

)
(2.7)

=
n!

k1!(n− k1)!

(n− k1)!

k2!(n− k1 − k2)!

(n− k1 − k2)!

k3!(n− k1 − k2 − k3)!
. . .

(n− k1 − · · · − kd−2)!

kd−1!(n− k1 − · · · − kd−1)!

=
n!

k1!k2! . . . kd!
(2.8)

Definice 2.5.1 (Zobecněńı definice 1.3.1). Necht’ n ∈ N0, k1, . . . , kd ∈ Z. Pak multinomický
koeficient definujme jako(

n

k1, . . . , kd

)
=

{
n!∏d

i=1 ki!
, pokud k1, k2, . . . , kd ∈ N0 a n = k1 + · · ·+ kd

0, jinak.

Pro k1, k2, . . . , kd ∈ N0 tedy d́ıky rovnici (2.8) máme

g(k1, . . . , kd) =

(
n

k1, k2, . . . , kd

)
, (2.9)

z čehož dostáváme následuj́ıćı větu.
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Věta 2.5.2 (Zobecněńı věty 1.3.2). Necht’ n ∈ N0, k1, . . . , kd ∈ N0 splňuj́ı n = k1 + · · · + kd.
Pak je č́ıslo na souřadnićıch (k1, . . . , kd) v Pascalově d-simplexu rovno multinomickému koefici-
entu

(
n

k1,...,kd

)
.

Zároveň z toho, jak jsme odvodili rovnici (2.8), dostáváme také kombinatorický význam mul-
tinomických koeficient̊u.

Věta 2.5.3 (Zobecněńı věty 1.3.3). Necht’ n, k1, . . . , kd ∈ N0 splňuj́ı n = k1+· · ·+kd. Pak je mul-
tinomický koeficient

(
n

k1,k2,...,kd

)
roven počtu zp̊usob̊u, kterými dokážeme všechny prvky n-prvkové

množiny S rozdělit do množin K1,K2, . . . ,Kd tak, aby |Ki| = ki pro všechny indexy i ∈ {1 . . . , d}.

V př́ı̌st́ı větě uvád́ıme základńı vlastnosti těchto multinomických koeficient̊u.

Věta 2.5.4 (Zobecněńı věty 1.3.4). Necht’ n, k1, . . . , kd ∈ N0 splňuj́ı n = k1 + · · · + kd a σ je
libovolná permutace na množině {k1, . . . , kd}. Pak plat́ı:

(i) (
n

n, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d č́ısel

)
=

(
n

0, n, . . . , 0

)
= · · · =

(
n

0, 0, . . . , n

)
= 1 (2.10)

(ii) (
n

k1, k2 . . . , kd

)
=

(
n

σ(k1), σ(k2) . . . , σ(kd)

)
(2.11)

(iii) Pokud n ≥ 1, plat́ı(
n

k1, k2 . . . , kd

)
=

d∑
i=1

(
n− 1

k1 − δ1,i, k2 − δ2,i, . . . , kd − δd,i

)
. (2.12)

(iv)

(k1 + 1)

(
n+ 1

k1 + 1, k2 . . . , kd

)
= (n+ 1)

(
n

k1, k2 . . . , kd

)
(2.13)

(v) (
n

k1, k2 . . . , kd

)
=

(
n

k1

)(
n− k1

k2, . . . , kd

)
(2.14)

D̊ukaz. Rovnice (2.10) a (2.11) dostáváme z dosazeńı do definice (2.5.1) a komutativity násobeńı:(
n

n, 0, . . . , 0

)
=

(
n

0, n, . . . , 0

)
= · · · =

(
n

0, 0, . . . , n

)
=

n!

n! · (0!)d−1
= 1

(
n

σ(k1), σ(k2) . . . , σ(kd)

)
=

n!

σ(k1)!σ(k2)! . . . σ(kd)!
=

n!

k1!k2! . . . kd!
=

(
n

k1, k2 . . . , kd

)
Rovnici (2.12) máme čistě jen z nahrazeńı funkćı g v rovnici (2.6) multinomickými koeficienty
d́ıky vztahu (2.9). Pro d̊ukaz rovnic (2.14) a (2.13) nám stač́ı jen definice 1.3.1 a 2.5.1:

(k1 + 1)

(
n+ 1

k1 + 1, k2 . . . , kd

)
= (k1 + 1)

(n+ 1)!

(k1 + 1)!k2! . . . kd!
= (n+ 1)

n!

k1!k2! . . . kd!
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= (n+ 1)

(
n

k1, k2 . . . , kd

)
,(

n

k1, k2 . . . , kd

)
=

n!

k1! . . . kd!
=

n!(n− k1)!

k1!(n− k1)!k2! . . . kd!
=

n!

k1!(n− k1)!

(n− k1)!

k2! . . . kd!

=

(
n

k1

)(
n− k1

k2, . . . , kd

)
□

Poznámka 2. Rovnice (2.11) nám ř́ıká, že nezálež́ı na pořad́ı argument̊u ve spodńı čaśti mul-
tinomických koeficient̊u. Proto bychom mohli např́ıklad rovnici (2.13) rozš́ı̌rit tak, že pro každý
index i ∈ {1, . . . , d} plat́ı

(ki + 1)

(
n+ 1

k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kd

)
= (n+ 1)

(
n

k1, k2 . . . , kd

)
.

Tato zřejmá zobecnéńı ale pro jednoduchost zápisu této i nadcházej́ıćıch rovnic či vět nebudeme
uvádět.

Stejně jako u významu kombinačńıch č́ısel v binomické větě hraj́ı multinomické koeficienty
d̊uležitou roli v multinomické větě, po které jsou také pojmenované.

Věta 2.5.5 (Multinomická věta, zobecněńı věty 1.3.5). Necht’ x1, . . . , xd ∈ R \ {0}, n ∈ N0 a
n = 0 pouze když x1 + · · ·+ xd ̸= 0. Pak plat́ı

(x1 + · · ·+ xd)
n =

∑
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

(
n

k1, . . . , kd

)
xk11 x

k2
2 . . . xkdd (2.15)

=

n∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

· · ·
n−k1−···−kd−2∑

kd−1=0

(
n

k1, . . . , kd−1, n− k1 − · · · − kd−1

)
xk11 x

k2
2 . . . x

kd−1

d−1 x
n−k1−···−kd−1

d .

D̊ukaz. V př́ıpadě n = 0 se obě strany rovnice (2.15) rovnaj́ı jedné. Pokud n ̸= 0, můžeme si
levou stranu rovnice (2.15) (jako u d̊ukazu binomické věty 1.3.5) rozepsat jako součin n závorek
(x1 + · · ·+ xd):

(x1 + · · ·+ xd)
n = (x1 + · · ·+ xd)(x1 + · · ·+ xd) . . . (x1 + · · ·+ xd)︸ ︷︷ ︸

n-krát

(2.16)

Po roznásobeńı té pravé strany dostaneme členy tvaru xk11 x
k2
2 . . . x

kd−1

d−1 x
kd
d pro nějaká

k1, k2, . . . , kd ∈ N0 se součtem n. Spoč́ıtejme, kolikrát se tam objev́ı člen xk11 x
k2
2 . . . x

kd−1

d−1 x
kd
d

pro nějaká specifická k1, k2, . . . , kd. Všimněme si, že každý člen, který dostaneme, odpov́ıdá
právě jednomu zp̊usobu, j́ımž dokážeme z těch závorek na pravé straně rovnice (2.16) vybrat
k1-krát x1, k2-krát x2 a tak dále až kd-krát xd. Počet těchto zp̊usob̊u je ale (s pomoćı věty 2.5.3)
roven

(
n

k1,...,kd

)
, takže zmı́něný člen přispěje do součtu právě tolikrát. Proto se (x1 + · · · + xd)

n

rovná součtu výrazu
(

n
k1,...,kd

)
xk11 x

k2
2 . . . xkdd přes všechny možné d-tice k1, . . . , kd ∈ N0 splňuj́ıćı

k1 + · · ·+ kd = n, tedy pravé straně rovnice (2.15).
□
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2.6 Náhled do geometrie Pascalových simplex̊u

Vrstvy Pascalova trojúhelńıku (2-simplexu) jsou č́ısla uspořádaná na úsečce, tj. 1-simplexu. Vrstvy
Pascalova čtyřstěnu (3-simplexu) tvoř́ı č́ısla uspořádaná do trojúhelńıku, tedy do 2-simplexu.
Obecně má n-tá vrstva libovolného Pascalova d-simplexu právě tvar prvńıch n+ 1 vrstev Pasca-
lova d − 1-simplexu (pro všechna n, d ∈ N, v př́ıpadě d − 1 = 0 dostáváme bezrozměrný bod).
Toto rozdělováńı d-simplex̊u na d − 1-simplexy můžeme využ́ıt v př́ıpadě, když chceme zachy-
tit všechna č́ısla nějakého Pascalova d-simplexu. Obrázky na začátku této kapitoly sice zobrazuj́ı
prvńıch pár vrstev Pascalova čtyřstěnu poměrně přehledně, ale lepš́ı je zachytit jej po jednotlivých
vrstvách.

1
1

1 1

1

2 2

1 2 1

1

3 3

3 6 3

1 3 3 1

. . .

Obrázek 2.6: Pascal̊uv čtyřstěn rozdělený na jednotlivé vrstvy

Vizualizace Pascalova 4-simplexu se dá provést podobným zp̊usobem. Nejdř́ıv ho můžeme
rozdělit na několik 3-simplex̊u (čtyřstěn̊u) a ty zase jednotlivě rozděllit na 2-simplexy
(trojúhelńıky).

nultá vrstva prvńı vrstva druhá vrstva třet́ı vrstva

1 1

1
1 1

1

2
2 2

1
2 2

1 2 1

1

3
3 3

3
6 6

3 6 3

1
3 3

3 6 3
1 3 3 1

. . .

Obrázek 2.7: Přehledná reprezentace prvńıch čtyř vrstev Pascalova 4-simplexu

Pascal̊uv 5-simplex bychom podobně rozdělili na 4-simplexové vrstvy, ty na 3-simplexové vrstvy
a ty na 2-simplexové vrstvy. Úplně analogicky se dá zachytit libovolný Pascal̊uv d-simplex.
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Nyńı vysvětleme význam souřadnic, které jsme přǐradili č́ısl̊um v Pascalově d-simplexu. Uvažme
jakékoliv souřadnice (k1, . . . , kd), kde k1, . . . , kd−1 ∈ N0, součet k1 + · · ·+ kd označme pro jedno-
duchost zápisu jako n a č́ıslo s nimi označme jako x. Zat́ım jsme si řekli jen to, že n udává č́ıslo
vrstvy toho Pascalova d-simplexu, ve kterém x je. Tato vrstva ale má tvar prvńıch n + 1 vrstev
Pascalova d − 1-simplexu. Řekněme, že x lež́ı v l1-ńı z těchto vrstev (připomı́náme, že vrstvy
indexujeme od 0). Potom druhá souřadnice x, k1, je rovna právě n− l1. Tato l1-ńı vrstva má opět
tvar prvńıch l1+1 vrstev Pascalova d−2 simplexu, kde x lež́ı l2-hé z nich a třet́ı souřadnice x, k2,
je rovna l1 − l2. Analogicky bychom se dostali k č́ıslu l3 a čtvrtá souřadnice x by měla hodnotu
l2 − l3. T́ımto zp̊usobem se dá postupovat i pro všechny daľśı souřadnice x. Obrázek 2.7 tedy
můžeme interpretovat takto:

nultá vrstva prvńı vrstva druhá vrstva třet́ı vrstva

. . .

(
0

0,0,0,0

) (
1

1,0,0,0

)

(
1

0,1,0,0

)
(

1
0,0,1,0

)(
1

0,0,0,1

)

(
2

2,0,0,0

)

(
2

1,1,0,0

)
(

2
1,0,1,0

)(
2

1,0,0,1

)

(
2

0,2,0,0

)
(

2
0,1,1,0

)(
2

0,1,0,1

)
(

2
0,0,2,0

)(
2

0,0,1,1

)(
2

0,0,0,2

)

(
3

3,0,0,0

)

(
3

2,1,0,0

)
(

3
2,0,1,0

)(
3

2,0,0,1

)

(
3

1,2,0,0

)
(

3
1,1,1,0

)(
3

1,1,0,1

)
(

3
1,0,2,0

)(
3

1,0,1,1

)(
3

1,0,0,2

)

(
3

0,3,0,0

)
(

3
0,2,1,0

)(
3

0,2,0,1

)
(

3
0,1,2,0

)(
3

0,1,1,1

)(
3

0,1,0,2

)
(

3
0,0,3,0

)(
3

0,0,2,1

)(
3

0,0,1,2

)(
3

0,0,0,3

)

Obrázek 2.8: Význam souřadnic v Pascalově 4-simplexu

2.7 Některé vlastnosti Pascalových simplex̊u

V této sekci uvedeme podobně jako v sekci 1.4 několik vlastnost́ı multinomických koeficient̊u, ze
kterých pomoćı věty 2.5.2 dostaneme vlastnosti Pascalových simplex̊u. Většina z nadcházej́ıćıch
vět bude zobecňovat vlastnosti kombinačńıch č́ısel, repsektive Pascalova trojúhelńıku ze sekce 1.4
z dvou rozměr̊u do jejich libovolného počtu.

Věta 2.7.1 (Zobecněńı d̊usledku 1.4.2). Necht’ n, a1, . . . , ad ∈ N0 splňuj́ı n = a1 + · · · + ad.
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Pak plat́ı

max
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

{(
n

k1, . . . , kd

)}
=

(
n

a1, . . . , ad

)
⇔ {a1, . . . , ad} =

{⌊n
d

⌋
,
⌈n
d

⌉}
, (2.17)

max
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

{(
n

k1, . . . , kd

)}
=

(
n

a1, . . . , ad

)
⇔ {a1, . . . , ad} = {0, n}. (2.18)

D̊ukaz. Předpokládejme, že je
(

n
a1,...,ad

)
maximálńı. Kdyby existovaly nějaké dva r̊uzné indexy

i, j ∈ {0, . . . , n} takové, že ai + 1 < aj , platilo by z definice 2.5.1(
n

a1, . . . , ad

)
=

n!

a1! . . . ai! . . . aj ! . . . ad!
=
ai + 1

aj

n!

a1! . . . (ai + 1)! . . . (aj − 1)! . . . ad!

=
ai + 1

aj

(
n

a1, . . . , (ai + 1), . . . , (aj − 1), . . . , ad

)
<

(
n

a1, . . . , (ai + 1), . . . , (aj − 1), . . . , ad

)
,

(2.19)
což je spor s danou maximalitou. Proto maximum v rovnici (2.17) nastává právě pro taková
a1, . . . , ad, u kterých se žádná dvě nelǐśı o v́ıce než 1. Mezi a1, . . . , ad se proto muśı objevovat
právě jen

⌊
n
d

⌋
,
⌈
n
d

⌉
(samozřejmě ve správné poměru tak, aby v součtu dávali n). T́ımto jsme

dokázali ekvivalenci(2.17).
Nyńı zase předpokládejme, že

(
n

a1,...,ad

)
je minimálńı. Kdyby existoval index m takový, že 0 <

am < n, musel by d́ıky a1 + · · · + ad = n existovat i druhý index l ̸= m, pro který by platilo
0 < al < n. Bez újmy na obecnosti předpokládejme am < al. Z rovnice (2.19) ale v́ıme, že(

n

a1, . . . , ad

)
>

(
n

a1, . . . , (am − 1), . . . , (al + 1), . . . , ad

)
,

takže opět dostáváme spor s tou minimalitou. Pro minimalizaci
(

n
a1,...,ad

)
tedy mezi a1, . . . , ad

muśı být jen č́ısla 0 a n (přesněji jednou n a d− 1-krát 0). To dokazuje ekvivalenci (2.18). □
Dı́ky větě 2.7.1 jsou proto nejvyšš́ı č́ısla v každé vrstvě Pascalova d-simplexu uprostřed ńı a ta

nejńıžš́ı na jej́ıch kraj́ıch. Dále uvád́ıme věty zahrnuj́ıćı součty multinomických koeficient̊u.

Věta 2.7.2 (Zobecněńı věty 1.4.3). Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı∑
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

(
n

k1, . . . , kd

)
= dn.

D̊ukaz. Po dosazeńı x1 = x2 = · · · = xd = 1 do multinomické věty 2.5.5 dostáváme

dn = (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
d-krát

)n =
∑

k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

(
n

k1, . . . , kd

)
1k11k2 . . . 1kd =

∑
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

(
n

k1, . . . , kd

)
.

□
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Věta 2.7.3 (Zobecněńı věty 1.4.5). Necht’ n ∈ N0. Pak plat́ı∑
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

k1

(
n

k1, . . . , kd

)
= ndn−1.

D̊ukaz. Věta 2.7.3 triviálně plat́ı v př́ıpadě n = 0. Jinak máme d́ıky rovnici (2.13) a větě 2.7.2∑
k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0

k1

(
n

k1, . . . , kd

)
=

∑
k2+···+kd=n
k2,...,kd∈N0

0 ·
(

n

0, k2, . . . , kd

)
+

∑
k1+···+kd=n

k1,...,kd∈N0,k1>0

k1

(
n

k1, . . . , kd

)

= 0 +
∑

k1+···+kd=n
k1,...,kd∈N0,k1>0

n

(
n− 1

k1 − 1, . . . , kd

)
= n

( ∑
k1+···+kd=n−1
k1,...,kd∈N0

(
n− 1

k1, k2 . . . , kd

))
= ndn−1.

□

Věta 2.7.4 (Zobecněńı věty 1.4.8). Necht’ n, k1, . . . , kd ∈ N0 splňuj́ı n = k1 + · · · + kd a d ≥ 2.
Pak plat́ı (

n

k1, . . . , kd

)
=

k1+k2∑
j=k2

d∑
i=2

(
n− 1 + j − k1 − k2

j − k2, k2 − δ2,i, . . . , kd − δd,i

)
. (2.20)

D̊ukaz. Dı́ky rovnici (2.12) můžeme nahradit

k1+k2∑
j=k2

d∑
i=2

(
n− 1 + j − k1 − k2

j − k2, k2 − δ2,i, . . . , kd − δd,i

)
=

k1+k2∑
j=k2

((
n+ j − k1 − k2
j − k2, k2, . . . , kd

)
−
(
n− 1 + j − k1 − k2
j − k2 − 1, k2, . . . , kd

))
.

Toto dále můžeme jednoduše převést na teleskopický součet:

k1+k2∑
j=k2

((
n+ j − k1 − k2
j − k2, k2, . . . , kd

)
−
(
n− 1 + j − k1 − k2
j − k2 − 1, k2, . . . , kd

))

=

(
n

k1, . . . , kd

)
+

k1+k2−1∑
j=k2

((
n+ j − k1 − k2
j − k2, k2, . . . , kd

)
−
(
n+ j − k1 − k2
j − k2, k2, . . . , kd

))
−
(

n− 1− k1
−1, k2, . . . , kd

)

=

(
n

k1, . . . , kd

)
+ 0 + 0 =

(
n

k1, . . . , kd

)
,

protože
(

n−1−k1
−1,k2,...,kd

)
= 0 z definice 2.5.1. □

V libovolné n-té vrstvě Pascalově d-simplexu z vět 2.7.2 a 2.7.3 dostáváme, že jsou součet
č́ısel v ńı a součet č́ısel v ńı vynásobených jednou z jejich souřadnic rovny postupně dn a ndn−1.
Přesná interpretace věty 1.4.8 v Pascalově d-simplexu neńı triviálńı. Alespoň k ńı tedy zmı́ńıme, že
po vyznačeńı všech sč́ıtaných multinomických koeficient̊u na pravé straně rovnice (2.20) bychom
dostali něco bĺızce se podobaj́ıćıho obrázku 1.7 (samozřejmě v d rozměrech).
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Věta 2.7.5. Necht’ n ∈ N0. Pak je počet č́ısel v n-té vrstvě Pascalova d-simplexu je roven(
n+ d− 1

d− 1

)
a celkový počet č́ısel v jeho prvńıch n vrstvách je(

n+ d− 1

d

)
.

D̊ukaz. Z přǐrazováńı souřadnic č́ısl̊um v Pascalových simplexech v sekci 2.3 v́ıme, že počet
všech č́ısel v n-té vrstvě Pascalova d-simplexu muśı být stejný jako počet uspořádaných d-tic
nezáporných celých č́ısel se součtem n. Množinu všech těchto d-tic označme A. Jako B dále
označme množinu všech d−1-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n+d−1}. Rovnou z věty
1.3.3 je |B| =

(
n−d−1
d−1

)
. Našim ćılem bude naj́ıt bijekci mezi těmito množnami, protože potom by

i |A| bylo
(
n−d−1
d−1

)
.

Nyńı pro každé x = (k1, k2, . . . , kd) ∈ A, s k1, k2, . . . , kd ∈ N0, k1 + k2 + · · ·+ kd = n vytvořme
prvky

ai := i+

i∑
j=1

kj

pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , d − 1} a následně definujme f(x) := {a1, a2, . . . , ad−1}. Všimněme si,
že pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , d− 2} máme

ai+1 = i+ 1 +
i+1∑
j=1

kj = ai + 1 + ki+1 > ai,

ad−1 = d− 1 +
d−1∑
j=1

kj ≤ d− 1 +
d∑

j=1

kj = n+ d− 1,

takže f(x) ∈ B. K funkci f existuje funkce inverzńı, jelikož pro libovolné y ∈ B, kde y =
{b1, b2 . . . , bd−1} s bi < bi+1 pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , d− 2}, můžeme snadno ověřit, že

(b1 − 1, b2 − b1 − 1, b3 − b2 − 1, . . . , bd−1 − bd−2 − 1, n+ d− bd−1 − 1) ∈ A,

y = f((b1 − 1, b2 − b1 − 1, b3 − b2 − 1, . . . , bd−1 − bd−2 − 1)).

Proto je funkce f bijekce mezi množinami A a B, takže |A| = |B| =
(
n−d−1
d−1

)
, což je tedy počet

č́ısel v n-té vrstvě Pascalova d-simplexu.
Počet č́ısel v prvńıch n+1 vrstvách Pascalova d+1 simplexu spoč́ıtáme jako součet počt̊u č́ısel

v jednotlivých vrstvách. Z předchoźıho odstavce a použit́ım věty 1.4.8 dostáváme, že se tento
součet rovná právě

(
n+d−1

d

)
.

□

Poznámka 3. Obecně se č́ıslo ve tvaru
(
n+d−1

d

)
(s n, d ∈ N) nazývá n-té d-simplexové č́ıslo,

protože (z věty 2.7.5) udává počet č́ısel v prvńıch n vrstvách Pascalova d-simplexu (nebo
jakéhokoliv jiného podobného uspořádáńı č́ısel do pravidelného d-simplexu). Nejznáměǰśı z nich
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jsou trojúhelńıková (2-simplexová) č́ısla tj. 0, 1, 3, 6, 10, . . . Všechna tato simplexová č́ısla jsou
uspořádána v Pascalově trojúhelńıku

1

0-simplexová č́ısla

1 1

1-simplexová č́ısla

1 2 1

2-simplexová č́ısla

1 3 3 1

3-simplexová č́ısla

1 4 6 4 1

4-simplexová č́ısla

1 5 10 10 5 1

5-simplexová č́ısla

...

Obrázek 2.9: Simplexová č́ısla v Pascalově trojúhelńıku

29
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Kapitola 3

Předpoklady matematické analýzy

V následuj́ıćıch kapitolách se náplň této práce přesune z oboru kombinatoriky do oboru mate-
matické analýzy, jelikož v nich vytvoř́ıme spojité verze diskrétńıch kombinačńıch č́ısel a multino-
mických koeficient̊u, se kterými jsme dosud pracovali. Proto se nyńı pozastav́ıme a v této kapitlole
shrneme potřebné znalosti k tomu, abychom mohli pokračovat dále. V sekci 3.1 připomeneme
několik vět a definićı matematické analýzy a v sekci 3.2 představ́ıme funkci Gamma, která bude
kĺıčová pro zbytek práce.

3.1 Důležité definice a věty

Důkazy následuj́ıćıch vět můžeme naj́ıt v dokumentu [5] a v daľśıch dokumentech mezi použitými
zdroji, nebo jsou dost snadné na to, abychom je zde vynechali.
Mnohokrát budeme pracovat s limitami posloupnost́ı a funkćı, s č́ımž nám pomohou následuj́ıćı

věty.

Věta 3.1.1 (Věta o třech limitách). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0, (ci)

∞
i=0 jsou posloupnosti reálných

č́ısel, existje I ∈ N0 takové, že pro každý index i ∈ N≥I plat́ı ai ≤ bi ≤ ci a limi→∞ ai =
limi→∞ ci = L ∈ R. Pak plat́ı i limi→∞ bi = L.

Věta 3.1.2 (Aritmetika limit posloupnost́ı). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 jsou posloupnosti reálných

č́ısel a limi→∞ ai = A ∈ R, limi→∞ bi = B ∈ R. Pak plat́ı

lim
i→∞

(ai + bi) = A+B, lim
i→∞

aibi = AB

a pokud B ̸= 0, bi ̸= 0 pro každý index i ∈ N0, plat́ı i

lim
i→∞

ai
bi

=
A

B
.

Věta 3.1.3 (Limita a uspořádáńı). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 jsou konvergentńı posloupnosti reálných

č́ısel a existuje n ∈ N takové, že pro všechna i ≥ n plat́ı an ≤ bn. Pak plat́ı limi→∞ ai ≤ limi→∞ bi.

Věta 3.1.4 (Limita složené funkce). Necht’ c, L,M ∈ R ∪ {−∞,∞}, funkce f , g splňuj́ı
limx→c g(x) = L a limy→L f(y) =M a funkce f je spojitá v bodě L. Pak plat́ı limx→c f [g(x)] =M .

30
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Věta 3.1.5 (Aritmetika limit funkćı). Necht’ c ∈ R∪{−∞,∞}, f a g jsou reálné funkce splňuj́ıćı
limx→c f(x) = A ∈ R ∪ {−∞,∞} a limx→c f(x) = B ∈ R ∪ {−∞,∞}. Pak plat́ı:

(i) limx→c[f(x) + g(x)] = A+B, pokud je výraz na pravé straně definován,

(ii) limx→c f(x)g(x) = AB, pokud je výraz na pravé straně definován,

(iii) limx→c
f(x)
g(x) = A

B , pokud je výraz na pravé straně definován

Věta 3.1.6 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht’ c ∈ R∪{−∞,∞} a f , g jsou reálné funkce, pro které
existuje

lim
x→c

f ′(x)

g′(x)

a plat́ı limx→c f(x) = limx→c g(x) = 0 nebo limx→c |g(x)| = ∞. Pak plat́ı

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Věta 3.1.7 (Důsledek Heiného věty). Necht’ f je reálná funkce, existuje limx→∞f(x) = L ∈ R
a (ai)

∞
i=0 je posloupnost reálných č́ısel splňuj́ıćı ai = f(i) pro každý index i ∈ N0. Pak plat́ı

limi→∞ ai = L.

Také se budeme zabývat nekonečnými řadami, součiny, integrály a jejich konvergenćı.

Definice 3.1.8. Necht’ (ai)
∞
i=0 je posloupnost reálných č́ısel, f je reálná funkce a l ∈ N0, c ∈ R.

Pak definujme následuj́ıćı řadu, nekonečný součin a nekonečné integrály jako

∞∑
i=l

ai = lim
n→∞

n∑
i=l

ai,

∞∏
i=l

ai = lim
n→∞

n∏
i=l

ai∫ ∞

c
f(x) dx = lim

a→∞

∫ a

c
f(x) dx,

∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ ∞

0
f(x) dx+

∫ 0

−∞
f(x) dx.

Jednotliě o nich ř́ıkáme, že koverguj́ı pokud

∞∑
i=l

ai ∈ R,
∞∏
i=l

ai ∈ R \ {0}∫ ∞

c
f(x) dx ∈ R,

∫ ∞

−∞
f(x) dx ∈ R

a o zmı́něné řadě a nekonečných integrálech jednotlivě ř́ıkáme, že absolutně konverguj́ı, pokud

∞∑
i=l

|ai| ∈ R,
∫ ∞

c
|f(x)| dx ∈ R,

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx ∈ R.

Důsledek 3.1.9 (Součet nekonečných řad a integrál̊u). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 jsou posloupnosti

reálných č́ısel, pro které konverguj́ı řady
∑∞

i=0 ai,
∑∞

i=0 bi a f , g jsou reálné funkce, pro které
konverguj́ı vlastńı integrály

∫∞
−∞ f(x) dx,

∫∞
−∞ g(x) dx. Pak plat́ı

∞∑
i=0

(ai + bi) =

∞∑
i=0

ai +

∞∑
i=0

bi,

∫ ∞

−∞
f(x) + g(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(x) dx+

∫ ∞

−∞
g(x) dx.
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Důsledek 3.1.10 (Řada, nekonečný integrál a uspořádáńı). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 jsou posloup-

nosti reálných č́ısel splňuj́ıćı an ≤ bn pro všechna i ∈ N0 a f , g jsou reálné funkce splňuj́ıćı
f(x) ≤ g(x) pro všechna x ∈ R. Pak plat́ı

∞∑
i=0

ai ≤
∞∑
i=0

bi,

∫ ∞

−∞
f(x) dx ≤

∫ ∞

−∞
g(x) dx. (3.1)

Důsledek 3.1.11. Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 jsou posloupnosti reálných č́ısel a existuje

∏∞
i=0 aibi.

Pokud limi→∞ ai = 1, pak plat́ı
∏∞

i=0 aibi = a0
∏∞

i=0 ai+1bi.

Důsledek 3.1.12. Necht’ (ai)
∞
i=1, (bi)

∞
i=0, (ci)

∞
i=1 jsou posloupnosti reálných č́ısel, b0 ̸= 0 a exis-

tuje
∏∞

i=0
aibi
ci

. Pokud limi→∞
ai+1

bi−1
= 1, pak plat́ı

∏∞
i=1

aibi
ci

= a1
b0

∏∞
i=1

ai+1bi−1

ci
.

Věta 3.1.13 (d’Alambertovo kritérium). Necht’ (ai)
∞
i=0 je posloupnost reálných č́ısel. Pak

nekonečný součet
∑∞

i=0 ai konverguje absolutně, pokud limi→∞ |ai+1
ai

| < 1, a diverguje, pokud

limi→∞ |ai+1
ai

| > 1.

Definice 3.1.14 (Cauchẙuv součin). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0, jsou posloupnosti reálných č́ısel.

Pak Cauchovým součinem řad
∑∞

i=0 ai,
∑∞

i=0 bi rozumı́me řadu
∑∞

i=0

∑i
j=0 ajbi−j .

Věta 3.1.15 (Mertensova věta). Necht’ (ai)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0, jsou posloupnosti reálných č́ısel. Po-

kud řada
∑∞

i=0 ai konverguje absolutně a řada
∑∞

i=0 bi konverguje, pak je jejich Cauchẙuv součin
roven

(∑∞
i=0 ai

)(∑∞
i=0 bi

)
.

Věta 3.1.16 (Důsledek Lebesgueovy věty). Necht’ (fn)
∞
n=0 je posloupnost reálných funkćı ta-

kových, že existuje
∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
|fn(x)| dx,

pak plat́ı
∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
fn(x) dx =

∫ ∞

−∞

∞∑
n=0

fn(x) dx.

Rovněž budeme hledat extrémy jistých funkćı.

Věta 3.1.17. (Weierstrassova věta) Necht’ f je funkce spojitá na intervalu [a, b]. Pak f na [a, b]
nabývá svého maxima i minima.

Věta 3.1.18 (Zobecnéńı Weierstrassovy věty). Necht’ M je kartézský součin konečného počtu
uzavřených interval̊u a f je spojité zobrazeńı z M do R. Pak f nabývá na M svého maxima i
minima.

Důležité pro nás budou také mocninné řady spolu s jejich konvergenćı.

Věta 3.1.19 (Chauchẙuv tvar zbytku Taylorova polynomu). Necht’ x0, x ∈ R, n ∈ N splňuj́ı
x0 < x a f je reálná funkce, která má v každém bodě na intervalu mezi x0 a x vlastńı derivaci
řádu n+ 1. Pak existuje c ostře mezi x0 a x takové, že plat́ı

f(x) =
n∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(c)(x− c)n(x− x0)

n!
.
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Věta 3.1.20 (Lagrange̊uv tvar zbytku Taylorova polynomu). Necht’ x0, x ∈ R, n ∈ N splňuj́ı
x0 < x a f je reálná funkce, která má v každém bodě na intervalu mezi x0 a x vlastńı derivaci
řádu n+ 1. Pak existuje c ostře mezi x0 a x takové, že plat́ı

f(x) =
n∑

k=0

fk(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(c)(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
.

Věta 3.1.21. Necht’ a, b, c ∈ R splňuj́ı a < c < b, (dk)
∞
k=0 je posloupnost reálných č́ısel a

mocninná řada
∑∞

k=0 dkx
k konverguje k reálné funkci f(x) pro všechna x ∈ (a, b). Pak existuje

n-tá derivace f pro všechna n ∈ N a pro každé k ∈ N0 plat́ı

dk =
f (k)(c)

k!
.

Zmı́ńıme i bĺızké propojeńı zkoumaných funkćı s padaj́ıćım faktoriálem a funkćı Sinc.

Definice 3.1.22. Necht’ x ∈ R, k ∈ N0. Pak definujme padaj́ıćı faktoriál jako

xk =

k−1∏
i=0

(x− i).

Definice 3.1.23. Necht’ x ∈ R. Pak definujme funkci Sinc jako

sinc(x) =

{
sin(πx)

πx , pokud x ̸= 0

1, pokud x = 0.

Věta 3.1.24. (Vlastnosti funkce Sinc).

(i) Pro každé x ∈ R plat́ı | sinc(x)| ≤ 1.

(ii) Pro každé k ∈ Z \ {0} plat́ı sinc(k) = 0.

(iii)
∫∞
−∞ sinc(x) dx = 1

(iv)
∫∞
−∞ sinc2(x) dx = 1

Nakonec se budeme věnovat asymptotickému chováńı některých funkćı.

Definice 3.1.25. Necht’ f a g jsou reálné funkce jedné proměnné splňuj́ıćı limx→∞
f(x)
g(x) = 1.

Pak o nich ř́ıkáme, že rostou asymptoticky stejně rychle a znač́ıme tento fakt jako f ∼ g.

Definice 3.1.26. Necht’ f a g jsou reálné funkce jedné proměnné splňuj́ıćı limx→∞
f(x)
g(x) = 0.

Pak ř́ıkáme, že f roste asymptoticky pomaleji než g a znač́ıme tento fakt jako f ≪ g.

Věta 3.1.27. Necht’ f , g a h jsou reálné funkce jedné proměnné splňuj́ıćı f ∼ g a g ∼ h. Pak plat́ı
f ∼ h.

Věta 3.1.28. Necht’ f , g a h jsou reálné funkce jedné proměnné splňuj́ıćı f ∼ g. Pak plat́ı
h≪ f ⇔ h≪ g.

Věta 3.1.29. Necht’ f a g jsou reálné funkce jedné proměnné. Pak plat́ı f + g ∼ f ⇔ g ≪ f ⇔
g ≪ f + g.
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3.2 Funkce Gamma

Kombinačńı č́ısla a následně multinomické koeficienty jsme v definićıch 1.3.1, 2.5.1 definovali bud’

jako kombinaci pod́ılu a součinu faktoriál̊u nebo v méně zaj́ımavých př́ıpadech jen jako 0. To nás
může motivovat k nalezeńı nějaké funkce f , která by zobecnila faktoriál pro obor reálných č́ısel.
Reálných funkćı f splňuj́ıćı f(n) = n! pro všechna n ∈ N0 je ale zřejmě nekonečně mnoho,

takže muśıme naše podmı́nky na f doupřesnit. Pravděpodobně nejd̊uležitěǰśı vlastnost faktoriálu
je, že pro všechna n ∈ N0 plat́ı (n + 1)! = (n + 1)n!, takže budeme požadovat, aby ještě platilo
f(x+ 1) = (x+ 1)f(x) pro všechna x definičńıho oboru f . Dı́ky tomuto předpokladu nemuśıme
požadovat, aby f(n) = n! pro všechna n ∈ N0, protože bude zřejmě stačit jen předpoklad f(0) = 1.
I s těmito dvěma požadavky ale pro f máme stále nekonečně mnoho možnost́ı, takže naš́ı posledńı
podmı́nkou bude, aby byla funkce ln[f(x)] konvexńı pro x > −1, i když na prvńı pohled neńı jasné,
proč bychom něco takového měli cht́ıt. Tyto tři podmı́nky nám už ale budou jednoznačně udávat
funkci f (za dodatečného předpokladu, že má jej́ı definičńı obor být co největš́ı podmnožina
R). Nyńı bude naš́ım ćıle dokázat, že všechny tyto uvedené předpoklady splňuje právě funkce f
definovaná na R \ Z− splňuj́ıćı f(x) = Γ(x+ 1)1 pro všechna x z jej́ıho definičńıho oboru.

Definice 3.2.1. Funkci Γ (Gamma) definujme pro všechna x ∈ R \ Z− jako následuj́ıćı limitu,
která konverguje právě pro zmı́něná x:

Γ(x) = lim
n→∞

nx−1
n∏

k=1

(
1 +

x− 1

k

)−1

Poznámka 4. Známěǰśı definice funkce Γ je následuj́ıćı nevlastńı integrál, který ale konverguje
jen pro x ∈ R+.

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−xdt.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−6

−4

−2

2

4

6

y = Γ(x)

Obrázek 3.1: Graf funkce Γ

1K tomuto nepř́ılǐs praktickému posunu o 1 vedly jisté historické okolnosti. Existuje sice i funkce Π,
která se shoduje s f přesně, ale Γ je použ́ıvaněǰśı, takže z̊ustaneme u ńı.
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Nyńı dokažme jednoznačnosti funkce f . K tomu využijeme následuj́ıćı větu dokázanou v článku
[10].

Věta 3.2.2 (Bohrova-Mullerupova věta). Necht’ funkce g : R+ → R splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(i) g(1) = 1

(ii) g(x+ 1) = xg(x) pro všechna x ∈ R+

(iii) Funkce ln[g(x)] je konvexńı na R+.

Pak se funkce g a Γ shoduj́ı na celém intervalu R+.

Z této věty tedy dostáváme, že pro všechna x ∈ R+ naše hledaná funkce f muśı splňovat
f(x) = Γ(x + 1). Čistě z definice 3.2.1 se dá pomoćı definice nekonečného součinu 3.1.8 a věty
3.1.2 o aritmetice limit ukázat, že Γ(x+1) = xΓ(x) plat́ı pro všechna x ∈ R\Z−

0 , což se s ohledem
na posun o 1 mezi funkcemi f a Γ na R+ shoduje s naš́ı rekurentńı podmı́nkou pro funkci f . Nyńı
předpokládejme, že existuje y ∈ R\Z−, pro které plat́ı f(y) ̸= Γ(y+1) a uvažme libovolné n ∈ N
splňuj́ıćı n > |y| ⇒ y + n > −1. Pak z opakovaného použit́ı předchoźıho pozorováńı dostáváme

f(y) ̸= Γ(y + 1)

f(y)
n∏

i=1

(y + n) ̸= Γ(y + 1)
n∏

i=1

(y + n)

f(y + n) ̸= Γ(y + n+ 1),

jelikož
∏n

i=1(y+n) ̸= 0 z předpokladu y ̸∈ Z−. To je ale spor s prvńı větou předchoźıho odstavce,
takže pro maximalizaci velikosti definičńıho oboru funkce f muśı platit f(x) = Γ(x+1) pro každé
x ∈ R \ Z−

0 . Nakonec dokažme, že funkce f nemůže mı́t definičńı obor větš́ı. Opět pro spor
předpokládejme, že existuje m ∈ Z−, pro které je funkce f definovaná. Pak ale opět z opakovaně
použitého jej́ıho rekurentńıho vztahu dostáváme

f(m)

−m∏
i=1

(m+ i) = f(1)

f(m) · 0 ·
−m−1∏
i=1

(m+ i) = 1

0 = 1,

což ukončuje celý d̊ukaz. □
V př́ı̌st́ı větě uvád́ıme všechny vlastnosti funkce Γ, které budeme použ́ıvat.

Věta 3.2.3. Necht’ x ∈ R \ Z−
0 , y ∈ R+, z ∈ R+

0 ,m ∈ N0. Pak plat́ı:

(i) Shoda s faktoriálem:
Γ(m+ 1) = m!, (3.2)

(ii) Rozš́ıřený rekurentńı vzath faktoriálu:

Γ(x+ 1) = xΓ(x), (3.3)
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(iii) Funkce ln[f(x)] je na intervalu (0,∞) konvexńı.

(iv) Eulerova reflexńı formule:
1

Γ(x)Γ(1− x)
=

sin(πx)

π
, (3.4)

(v) Γ je spojitá v bodě x a neńı spojitá v bodě −m:

lim
w→x

Γ(w) = Γ(x), (3.5)

lim
w→−m

|Γ(w)| = ∞, (3.6)

(vi) Funkce ψ (Digamma):

ψ(x) =
d

dx
ln(Γ(x)) =

Γ′(x)

Γ(x)
, (3.7)

ψ′(y) > 0, (3.8)

(vii) Žádné kořeny a kladnost na R+:
Γ(x) ̸= 0, (3.9)

Γ(y) > 0, (3.10)

(viii) Existuj́ı konstanty a, b ∈ R+ splňuj́ıćı

a

(
z + 1

2

e

)z+ 1
2

≤ Γ(z + 1) < b

(
z + 1

2

e

)z+ 1
2

. (3.11)
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Kapitola 4

Pascalova rovina

Jak už jsme nast́ınili v sekci 3.2, funkce Γ nám dovoĺı přirozeně rozš́ı̌rit definičńı obor kombinačńıch
č́ısel. V této kapitole představ́ıme několik vlastnost́ı tohoto rozš́ı̌reńı, kde se při d̊ukazu části z nich
budeme inspirovat článkem [13].

Definice 4.0.1 (Zobecněńı definice 1.3.1). Necht’ α, x ∈ R. Pak kombinačńı č́ıslo definujme jako

(
α

x

)
=


Γ(α+1)

Γ(x+1)Γ(α−x+1) , pokud α ∈ R \ Z− a (x+ 1) ̸∈ Z−
0 a (α− x+ 1) ̸∈ Z−

0

0, pokud α ∈ R \ Z− a (x+ 1) ∈ Z−
0 nebo (α− x+ 1) ∈ Z−

0
αx

x! , pokud α ∈ Z− a x ∈ N0.

Poznámka 5. Definice 4.0.1 je konzistentńı s definićı 1.3.1.

Prvńı část definice 4.0.1 vycháźı z pouhého nahrazeńı faktoriál̊u funkćı Γ v definici 1.3.1.
V př́ıpadě, že plat́ı α ∈ R \ Z− a (x + 1) ∈ Z−

0 nebo (α − x + 1) ∈ Z−
0 , má alespoň jedna z

funkćı Γ ve jmenovateli prvńı části definice 4.0.1 nevlastńı limitu. Proto jsme v něm definovali(
α
x

)
jako 0, aby platila následuj́ıćı věta.

Věta 4.0.2. Necht’ α ∈ R \ Z−, x ∈ R. Pak je funkce
(
α
x

)
spojitá v obou proměnných α, x.

D̊ukaz. Když x + 1 ̸∈ Z−
0 a (α − x + 1) ̸∈ Z−

0 , potom je kombinačńı č́ıslo
(
α
x

)
definované podle

prvńı části definice 4.0.1, tud́ıž je spojité vzhledem ke spojitosti funkce Γ (rovnice (3.5)) a jej́ı
nenulovosti (vlastnost (3.9)). Dále pokud x+1 = n ∈ Z−

0 a (α−x+1) ̸∈ Z−
0 , máme d́ıky vlastnosti

(3.6)

lim
(y,z)→(α,x)

(
y

z

)
= lim

(y,z)→(α,x)

Γ(y + 1)

Γ(z + 1)Γ(y − z + 1)
=

Γ(α+ 1)

Γ(α− x+ 1)
lim

z→n−1

1

Γ(z + 1)

=
Γ(α+ 1)

Γ(α− x+ 1)
· 0 = 0 =

(
α

x

)
,

což dokazuje spojitost kombinačńıho č́ısla
(
α
x

)
v bodě (α, x). Zbylé dvě možnosti x + 1 ̸∈ Z−

0 a
(α− x+ 1) ̸∈ Z−

0 nebo x+ 1 ̸∈ Z−
0 a (α− x+ 1) ∈ Z−

0 maj́ı analogický d̊ukaz. □
Motivace k definici třet́ıho př́ıpadu v definici 4.0.1 vyplyne z věty 4.1.1 v následuj́ıćı sekci.
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4.1 Kombinačńı č́ısla jedné nezáporné celé a jedné

reálné proměnné

Práce s kombinačńımi č́ısly dvou reálných argument̊u definovanými neńı jednoduchá kv̊uli kom-
plikovanosti funkce Γ. Pokud ale připust́ıme, aby byl jejich spodńı argument nezáporný celý,
můžeme se funkćı Γ v jejich definici

”
zbavit“ d́ıky následuj́ıćı větě.

Věta 4.1.1. Pro libovolné x ∈ R a k ∈ N0 plat́ı(
x

k

)
=
xk

k!
.

D̊ukaz. Pokud x ̸∈ Z−, můžeme rovnou použ́ıt definici 4.0.1, takže mějme x ∈ R \ Z−. Kdyby
bylo (x− k + 1) ̸∈ Z−

0 , měli bychom z definice 4.0.1 a vztahu (3.3)(
x

k

)
=

Γ(x+ 1)

Γ(k + 1)Γ(x− k + 1)
=
x(x− 1) . . . (x− k + 1)Γ(x− k + 1)

k!Γ(x− k + 1)
=
x . . . (x− k + 1)

k!
=
xk

k!
.

Nakonec když (x− k+1) ∈ Z−
0 , muśı z předpoklad̊u x > −1 a k ∈ N0 existovat m ∈ N0 s m < k,

pro něž je x −m = 0, takže xk

k! = 0, což se shoduje s druhou část́ı definice 4.0.1, podle které je(
x
k

)
= 0. □

K takovémuto zápisu kombinačńıch č́ısel bychom ale mohli přij́ıt i bez funkce Γ. Kombinačńı
č́ısla takto bývaj́ı definována, aby platila věta 4.1.2.

Věta 4.1.2 (Zobecněńı binomické věty 1.3.5). Necht’ x, y, α ∈ R splňuj́ı 0 < |x| < |y|. Pak plat́ı

(x+ y)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xkyα−k (4.1)

a daná řada konverguje absolutně.

D̊ukaz. Označme funkci f splňuj́ıćı f(x) = (x+ y)α pro všechna x ∈ R. Snadnou indukćı můžeme
ověřit, že pro všechna k ∈ N0 plat́ı

f (k)(x) = αk(x+ y)α−k.

Zvoleńım x0 = 0 ve větě 3.1.19 o Cauchyově tvaru zbytku Taylorova polynomu dostáváme, že
pro každé n ∈ N exituje cn ostře mezi 0 a x splňuj́ıćı

(x+ y)α =

n∑
k=0

αkyα−k

k!
xk +

αn+1(cn + y)α−n−1(x− cn)
nx

n!
,

z čehož máme pomoćı věty 4.1.1∣∣∣∣∣(x+ y)α −
n∑

k=0

(
α

k

)
xkyα−k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣αn+1(cn + y)α−n−1(x− cn)

nx

n!

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣αn+1

n!
(cn + y)α−1

(x− cn
cn + y

)n
x

∣∣∣∣∣. (4.2)
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Protože plat́ı d
dz (z + y)α−1 = (α − 1)(z + y)α−2, muśı být funkce (z + y)α−1 proměnné z zřejmě

monotónńı na intervalu mezi 0 a x, takže pokud označ́ıme m = max{1, (x+ y)α−1}, dostáváme

(cn + y)α−1 ≤ m. (4.3)

Z definice č́ısla cn máme sgn(x) = sgn(cn), tud́ıž plat́ı∣∣∣∣∣x− cn
cn + y

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ |x| − |cn|
|y| − |cn|

∣∣∣∣∣ = |x| − |cn|
|y| − |cn|

=

∣∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣− |xy ||cn| − |cn|

|y| − |cn|
<

∣∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣, (4.4)

což nám spolu s nerovnićı (4.3) dává∣∣∣∣∣αn+1

n!
(cn + y)α−1

(x− cn
cn + y

)n
x

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣αn+1

n!
m
(x
y

)n
x

∣∣∣∣∣. (4.5)

Nyńı polož́ıme an =
∣∣∣αn+1

n! m
(
x
y

)n
x
∣∣∣. Pokud α ∈ N0, pak pro všechna l ∈ N≥α je jeden ze činitel̊u

v součinu padaj́ıćıho faktoriálu v definici al roven nule, takže plat́ı limn→∞ an = 0. Jinak v př́ıpadě
α ̸∈ N nemůže být zmı́něný padaj́ıćı faktoriál 0 a dostáváme

lim
n→∞

∣∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
αn+2

(n+1)!m(xy )
n+1x

αn+1

n! m(xy )
nx

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣α− n− 1

n+ 1

∣∣∣∣∣ < 1.

Z d’Alambertova kritéria (věta 3.1.13) proto řada
∑∞

n=1 an konverguje, tud́ıž máme z nutné
podmı́nky pro jej́ı konvergenci limn→∞ an = 0. Dı́ky rovnici (4.2), nerovnici (4.5) a větě 3.1.3
o uspořádáńı limit pak plat́ı

lim
n→∞

∣∣∣∣∣(x+ y)α −
n∑

k=0

(
α

k

)
xkyα−k

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣αn+1

n!
(cn + y)α−1

(x− cn
cn + y

)n
x

∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣∣αn+1

n!
m
(x
y

)n
x

∣∣∣∣∣ = 0.

Při d̊ukazu absolutńı konvergence řady na pravé straně rovnice (4.1) si nejdř́ıve všimněme, že
kdyby platilo α ∈ N0 měli bychom

(
α
k

)
= 0 pro všechna k ∈ N>α, z čehož rovnou dostáváme

zmı́něnou konvergenci. Jinak můžeme opět využ́ıt větu 4.1.1 a d’Alambertovo kritérium z věty
3.1.13:

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
(

α
k+1

)
xk+1yα−k−1(

α
k

)
xkyα−k

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣
αk+1

(k+1)!x
k+1yα−k−1

αk

k! x
kyα−k

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣α− k

k + 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣xy
∣∣∣∣∣ < 1

□
Také dostáváme zobecněńı daľśıch tř́ı vět sekce 1.4.

Věta 4.1.3 (Zobecněńı věty 1.4.3). Necht’ α ∈ R>−1. Pak plat́ı

∞∑
k=0

(
α

k

)
= 2α.
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D̊ukaz. Při d̊ukazu této věty budeme postupovat podobně jako u věty 4.1.2 pro př́ıpad x = y = 1.
Definujme g(x) ≡ (1 + x)α pro všechna x ∈ R a ve větě 3.1.20 o Lagrangeově zbytku Taylorova
polynomu zvolme x0 = 0 a x = 1. Pro každé n ∈ N tedy existuje cn ∈ [x0, x] = [0, 1] splňuj́ıćı

g(1) =
n∑

k=0

gk(0)

k!
(1− 0)k +

g(n+1)(cn)(1− 0)n+1

(n+ 1)!
. (4.6)

Opět můžeme lehkou indukćı dokázat, že pro všechna k ∈ N plat́ı

gk(x) = αk(1 + x)α−k,

takže z rovnice (4.6) máme

2α =

n∑
k=0

αk(1 + 0)α−k

k!
+
αn+1(1 + cn)

α−n−1

(n+ 1)!
.

Označ́ıme-li m = max{1, (x + y)α−1} dostaneme pomoćı věty 4.1.1 a stejným argumentem jako
v d̊ukazu věty 4.1.2 ∣∣∣∣∣2α −

n∑
k=0

(
α

n

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣m
(

α

n+ 1

)∣∣∣∣∣. (4.7)

Ve větě 4.2.9 dokážeme, že pro dané α > −1 plat́ı limx→∞
(
α
x

)
= 0, takže pomoćı Heiného věty

3.1.7 a věty 3.1.3 o uspořádáńı limit z nerovnice (4.7) vyplývá věta 4.1.3. □

Věta 4.1.4 (Zobecněńı věty 1.4.4). Necht’ α ∈ R>0. Pak plat́ı

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
= 0. (4.8)

D̊ukaz. V rovnici (4.12) dokážeme, že pro dané α > 0 a libovolné k ∈ N0 plat́ı(
α

k

)
=

(
α− 1

k − 1

)
+

(
α− 1

k

)
,

z čehož po dosazeńı do rovnice (4.8), následné úpravě na teleskopický součet a aplikaci definice
4.0.1 dostáváme

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
=

∞∑
k=0

(−1)k

((
α− 1

k − 1

)
+

(
α− 1

k

))
= lim

N→∞

N∑
k=0

(−1)k

((
α− 1

k − 1

)
+

(
α− 1

k

))

= lim
N→∞

[(
α− 1

−1

)
+

N∑
k=0

(
(−1)k

(
α− 1

k

)
+ (−1)k+1

(
α− 1

k

))
+

(
α− 1

N

)]

= lim
N→∞

[
0 +

N∑
k=0

0 +

(
α− 1

N

)]
= lim

N→∞

(
α− 1

N

)
.

Zase ve větě 4.2.9 ukážeme, že se tato limita d́ıky α− 1 > −1 a Heineho větě 3.1.7 rovná nule. □
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Věta 4.1.5 (Zobecněńı Chu-Vandermondeho konvoluce ve větě 1.4.9). Necht’ α, β ∈ R a γ ∈ Z.
Pak plat́ı

γ∑
i=0

(
α

i

)(
β

γ − i

)
=

(
α+ β

γ

)
. (4.9)

D̊ukaz. Pokud plat́ı γ ∈ Z−, je daný součet na levé straně rovnice (4.9) prázdný, a tedy nula
stejně jako kombinačńı č́ıslo na jej́ı pravé straně z definice 4.0.1.
Jinak uvažme libovolné x ∈ (0, 1). Pak z věty 4.1.2 máme

∞∑
k=0

(
α+ β

k

)
xk = (1 + x)α+β = (1 + x)α(1 + x)β =

( ∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

)( ∞∑
k=0

(
β

k

)
xk

)

Jelikož nám věta dává absolutńı konvergenci obou řad na pravé strané předchoźı rovnice, můžeme
z Mertensovy věty 3.1.15 nahradit jejich součin Cauchyovým součinem, takže dostáváme

∞∑
k=0

(
α+ β

k

)
xk =

∞∑
k=0

k∑
l=0

(
α

l

)(
β

k − l

)
xlxk−l =

∞∑
k=0

(
k∑

l=0

(
α

l

)(
β

k − l

))
xk.

To jsou ale mocninné řady, které konverguj́ı na intervalu (0, 1), takže se z věty 3.1.21 muśı jejich
koeficienty rovnat, což ukončuje d̊ukaz věty 4.1.5. □
Z věty 4.1.4 dostáváme i absolutńı konvergenci řady kombinačńıch č́ısel.

Věta 4.1.6. Necht’ α ∈ R+
0 . Pak řada

∑∞
k=0

(
α
k

)
konverguje absolutně.

D̊ukaz. Pokud α ∈ N0, pak pro každé k ∈ N>α plat́ı
(
α
k

)
= 0, takže je jen konečně mnoho č́ısel

v dané řadě nenulových, a proto konverguje absolutně.
Jinak předpokládejme α ̸∈ N0, z čehož pro každé k ∈ N>α vyplývá

(
α
k

)
̸= 0 (toto plat́ı i

bez podmı́nky k > α). Pak pro ně máme z věty 4.1.1(
α

k+1

)(
α
k

) =

αk+1

(k+1)!

αk

k!

=
α− k

k + 1
< 0,

takže od určitého indexu stř́ıdaj́ı sč́ıtaná kombinačńı č́ısla své znaménka. Máme proto

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣
(
α

k

)∣∣∣∣∣ =
⌈α⌉∑
k=0

∣∣∣∣∣
(
α

k

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k=⌈α⌉

(−1)k
(
α

k

)∣∣∣∣∣,
což d́ıky předpokladu α ̸= 0 a větě 4.1.4 zřejmě konverguje. □
Pomoćı vlastnosti (3.4) můžeme vyjádřit bez použit́ı funkce Γ i většinu kombinačńıch č́ısel,

které maj́ı přirozený jen horńı argument.

Věta 4.1.7. Necht’ x ∈ R, k ∈ N0. Pak plat́ı(
k

x

)
=

{
sin [π(x−k)]k!

πxk+1 , pokud x ∈ R \ {0, . . . , k}
1, pokud x = 0.
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D̊ukaz. Pokud x = 0, máme rovnou z definice 4.0.1(
k

0

)
=

Γ(k + 1)

Γ(0 + 1)Γ(k + 1)
= 1.

Kdyby platilo (x−k) ∈ Z−
0 , byl daný koeficient roven nule z definice 4.0.1 stejně jako sin [π(x−k)]k!

πxk+1 ,
jelikož pro každé m ∈ Z plat́ı sin(πm) = 0.
Nyńı předpokládejme (x − k) ̸∈ Z−

0 . Pak postupně d́ıky definici 4.0.1 a rovnićım (3.4), (3.3)
dostáváme(

k

x

)
=

Γ(k + 1)

Γ(x+ 1)Γ(k − x+ 1)
=

Γ(x− k)k!

Γ(x− k)Γ(x+ 1)Γ(k − x+ 1)
=

Γ(x− k) sin(π(x− k))k!

πΓ(x+ 1)

=
Γ(x− k) sin(π(x− k))k!

πx(x− 1) . . . (x− k)Γ(x− k)
=

sin(π(x− k))k!

πxk+1
.

□

Poznámka 6. Pro x ∈ {1, . . . , k} ve větě 4.1.7 sice nemáme pro dané kombinačńı č́ıslo explicitńı
vzorec, ale můžeme ho d́ıky spojitosti kombinačńıch č́ısel ve větě 4.0.2 vyjádřit jako(

k

x

)
= lim

y→x

sin [π(y − k)]k!

πyk+1
.

Z př́ıpadu, kdy k = 0 ve větě 4.1.7 dostáváme tento hezký d̊usledek:

Důsledek 4.1.8. Necht’ x ∈ R. Pak plat́ı
(
0
x

)
= sinc(x).

4.2 Kombinačńı č́ısla dvou reálných proměnných

V této sekci se vrát́ıme ke kombinačńım č́ısl̊um
(
α
x

)
z prvńı a druhé části definice 4.0.1 a vyšetř́ıme

jejich vlastnosti, ve kterých je budeme brát předevš́ım jako funkci proměnné x. Nejprve stručně
analyzujme graf kombinačńıho č́ısla

(
α
x

)
se dvěma přoměnnými α, x.

Obrázek 4.1: Graf kombinačńıch č́ısel
(
y
x

)
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Na prvńı pohled chaotické chováńı pro α < −1 si můžeme spojit s pr̊uběhem Γ(x) pro x < 0,
viz obrázek 4.2. Naopak pro α > −1 a x ∈ [0, α] dostáme spojitou verzi nám známého Pascalova
trojúhelńıku a pro zbylá x ∈ R \ [0, α] vid́ıme, že se

(
α
x

)
přibližuje k 0. Pro fixńı α připomı́naj́ı

grafy funkćı
(
α
x

)
funkce sin(x)xm, kde m > 0 pokud α < −1 a m < 0 pokud α > −1:

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

0.5

1

1.5

2

y =
(
2
x

)

• • • • • • • • • • • •

−3 −2 −1 1 2 3 4−4−5

−1

1

2

−2

y =
(− 3

2
x

)

• • • • • • •• •

Obrázek 4.2: Grafy funkćı
(
2
x

)
a
(− 3

2
x

)
Červeňe vyznačené kořeny kombinačńıch č́ısel můžeme jednoduše vysvětlit větou 4.2.1.

Věta 4.2.1. Necht’ α ∈ R \ Z−, x ∈ R. Pak plat́ı(
α

x

)
= 0 ⇔ (x+ 1) ∈ Z−

0 ∨ (α− x+ 1) ∈ Z−
0 .

D̊ukaz. Levý směr implikace plat́ı z definice 4.0.1. Předpokládejme nyńı
(
α
x

)
= 0 a dokažme

(x + 1) ∈ Z−
0 nebo (α − x + 1) ∈ Z−

0 . Všimněme si, že pokud α, x splňuj́ı podmı́nku prvńı časti
definice 4.0.1, pak je č́ıslo

(
α
x

)
definované jako kombinace součinu a pod́ılu nenulových reálných

č́ısel d́ıky vlastnosti (3.9). Proto α, x muśı splňovat druhou podmı́nku definice 4.0.1, jak jsme
chtěli dokázat. □
Abychom mohli s danými kombinačńımi č́ısly lépe pracovat, vyjádř́ıme v př́ı̌st́ı větě kombinačńı

č́ısla dvou reálných proměnných jako nekonečný součin, d́ıky kterému, mimo jiné, nebudeme muset
rozlǐsovat prvńı a druhou část definice 4.0.1.

Věta 4.2.2. Necht’ α ∈ R \ Z−, x ∈ R. Pak plat́ı(
α

x

)
=

∞∏
k=1

(k + x)(k + α− x)

k(k + α)
,

kde daný nekonečný součin pro daná α, x vždy konverguje.

D̊ukaz. Pokud je kombinačńı č́ıslo
(
α
x

)
definované podle prvńı části definice 4.0.1, dostáváme d́ıky

definici (3.2.1), větě 3.1.2 (jelikož nadcházej́ıćı limity konverguj́ı) a vlastnosti (3.9)(
α

x

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)
=

=
limn1→∞ nα1

∏n1
k1=1(1 +

α
k1
)−1

limn2→∞ nx2
∏n2

k2=1(1 +
x
k2
)−1 limn3→∞ nα−x

3

∏n3
k3=1(1 +

α−x
k3

)−1

43



Kapitola 4. Pascalova rovina

= lim
n→∞

nα−x−(α−x)
n∏

k=1

k+x
k

k+α−x
k

k+α
k

=

∞∏
k=1

(k + x)(k + α− x)

k(k + α)
.

Jinak muśı α, x splňovat podmı́nku druhé části definice 4.0.1, takže plat́ı
(
α
x

)
= 0 a (x+ 1) ∈ Z−

0

nebo (α−x+1) ∈ Z−
0 . Pak ale muśı existovat l ∈ N takové, že l+x = 0 nebo l+α−x = 0, tud́ıž

∞∏
k=1

(k + x)(k + α− x)

k(k + α)
= 0 =

(
α

x

)
,

jak jsme chtěli dokázat. □
Dále uvád́ıme zobecněńı základńıch vlastnost́ı kombinačńıch č́ısel přirozených proměnných a

užitečné lemma.

Věta 4.2.3 (Zobecněńı věty 1.3.4). Pro libovolné α ∈ R \ Z−, x ∈ R plat́ı:

(i) (
α

0

)
=

(
α

α

)
= 1 (4.10)

(ii) (
α

x

)
=

(
α

α− x

)
(4.11)

(iii) (
α+ 1

x

)
=

(
α

x

)
+

(
α

x− 1

)
, (4.12)

(iv) Pokud α ̸= 0, plat́ı i

y

(
α

y

)
= α

(
α− 1

y − 1

)
. (4.13)

D̊ukaz. Pro d̊ukaz rovnice (4.10) využijeme to, že z vlasntosti (3.2) plat́ı Γ(1) = 0! = 1:(
α

0

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(0 + 1)Γ(α− 0 + 1)
= 1 =

Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(α− α+ 1)
=

(
α

α

)
Dále rovnice (4.11) plyne z čistého dosazeńı do věty 4.2.2:(

α

x

)
=

∞∏
k=1

(k + x)(k + α− x)

k(k + α)
=

∞∏
k=1

[k + α− (α− x)](k + α− x)

k(k + α)
=

(
α

α− x

)
Pokud α+ 1− x ̸= 0, dostáváme rovnici (4.12) z věty 4.2.2 a d̊usledku 3.1.11:(

α+ 1

x

)
=

∞∏
k=1

(
(k + α+ 1− x)

(k + α+ 1)

(k + x)

k

)
=

α+ 1

α+ 1− x

∞∏
k=1

(
(k + α− x)

(k + α)

(k + x)

k

)

=

∞∏
k=1

(
(k + α− x)

(k + α)

(k + x)

k

)
+

x

α+ 1− x

∞∏
k=1

(
(k + x)(k + α− x)

k(k + α)

)
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=

(
α

x

)
+

x

α+ 1− x

∞∏
k=1

(
(k + α− x)

(k + α)

(k + x)

k

)
=

(
α

x

)
+

(
α

x− 1

)
Když plat́ı α− x+ 1 = 0, máme x = α+ 1 a z rovnice (4.10) a definice 4.0.1 plat́ı(

α

x

)
+

(
α

x− 1

)
=

(
α

α+ 1

)
+

(
α

α

)
= 1 =

(
α+ 1

α+ 1

)
=

(
α+ 1

x

)
.

Nakonec rovnici (4.13) dostáváme rovnou z věty 4.2.2, d̊usledku 3.1.11 a předpokladu α ̸= 0:

α

y

(
α

y

)
=
α

y

∞∏
k=1

(
(k + y)

(k + α)

(k + α− y)

k

)
=

∞∏
k=1

(k + y − 1)(k + α− y)

k(k + α− 1)
=

(
α− 1

y − 1

)
.

□

Lemma 4.2.4. Necht’ α ∈ R \ Z−, x ∈ R s x ̸= 0. Pak plat́ı(
α

x

)
=

(
− 1 +

α+ 1

x

)(
α

x− 1

)
.

D̊ukaz. Daná rovnice je d́ıky vztahu (4.12) a větě 4.2.2 ekvivalentńı s(
α

x

)
= −

(
α

x− 1

)
+
α+ 1

x

(
α

x− 1

)
(
α

x

)
+

(
α

x− 1

)
=
α+ 1

x

(
α

x− 1

)
(
α+ 1

x

)
=
α+ 1

x

(
α

x− 1

)
∞∏
k=1

(k + x)(k + α− x+ 1)

k(k + α+ 1)
=
α+ 1

x

∞∏
k=1

(
(k + x− 1)

(k + α)

(k + α− x+ 1)

k

)
.

Tato posledńı rovnost plyne z d̊usledku 3.1.12. □
Nyńı můžeme v př́ı̌st́ıch větách 4.2.5, 4.2.6 částečně objasnit podobnost graf̊u kombinačńıch

č́ısel v obrázku 4.2 s funkcemi sin(x)xm zmı́něnými na začátku této sekce.

Věta 4.2.5. Necht’ α ∈ R>−1, β ∈ R<−1, x, y ∈ R splňuj́ı x > α+ 1,
(
α
x

)
̸= 0, y > 0,

(
β
y

)
̸= 0. Pak

plat́ı ∣∣∣∣∣
(
α

x

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

α

x− 1

)∣∣∣∣∣, sgn
(
α

x

)
= − sgn

(
α

x− 1

)
, (4.14)∣∣∣∣∣

(
α

α− x

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

α

α− x+ 1

)∣∣∣∣∣, sgn
(

α

α− x

)
= − sgn

(
α

α− x+ 1

)
, (4.15)∣∣∣∣∣

(
β

y

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

β

y − 1

)∣∣∣∣∣, sgn
(
β

y

)
= − sgn

(
β

y − 1

)
, (4.16)∣∣∣∣∣

(
β

β − y

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

β

β − y + 1

)∣∣∣∣∣, sgn
(

β

β − y

)
= − sgn

(
β

β − y + 1

)
. (4.17)
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D̊ukaz. Dı́ky podmı́nkám α > −1, x > α + 1 a β < −1, y > 0 máme −1 + α+1
x ∈ (−1, 0) a

−1 + β+1
y ∈ (−∞,−1) z čehož pomoćı lemmatu 4.2.4 plynou všechny vztahy na řádćıch (4.14) a

(4.16). Z nich pak použit́ım rovnice (4.11) dostáváme i zbylé vztahy na řádćıch (4.15) a (4.17). □

Věta 4.2.6. Necht’ α ∈ R>−1. Pak je funkce
(
α
x

)
proměnné x kladná na intervalu (−1, α + 1),

nulová na intervalu [−1, α+1] jen v jeho krajńıch bodech, rostoućı na intervalu [−1, α2 ] a klesaj́ıćı
na intervalu [α2 , α+ 1].

D̊ukaz. Nejprve dokažme, že je funkce
(
α
x

)
proměnné x nezáporná na intervalu [−1, α + 1]. Dı́ky

α ∈ R>−1 ⇒ α ̸∈ Z− v́ıme z věty 4.2.2, že pro libovolné w ∈ [−1, α+ 1] máme(
α

w

)
=

∞∏
k=1

(k + w)(k + α− w)

k(k + α)
.

Pro libovolné l ∈ N snadno pomoćı l ≥ 1, α > −1, α + 1 ≥ w ≥ −1 ověř́ıme, že je každý člen
daného součinu nezáporný, takže

(
α
w

)
≥ 0. Rovnost zde na daném intervalu [−1, α + 1] pomoćı

věty 4.2.1 nastává pouze v krajńıch bodech −1 a α+ 1, jak jsme chtěli dokázat.
Nyńı dokažme, že je funkce

(
α
x

)
proměnné x rostućı na intervalu [−1, α2 ], takže mějme libovolné

y, z ∈ [−1, α2 ] s y < z a ukažme, že plat́ı
(
α
y

)
<
(
α
z

)
. Z podmı́nky y < z dostáváme, že z ∈ (−1, α2 ],

tud́ıž máme z předchoźıho odstavce
(
α
z

)
̸= 0. Větu 4.2.2 tedy můžeme použ́ıt následnovně:(

α
y

)(
α
z

) =

∏∞
k1=1

(k1+y)(k1+α−y)
k1(k1+α)∏∞

k2=1
(k2+z)(k2+α−z)

k2(k2+α)

. (4.18)

Jelikož dané nekonečné součiny konverguj́ı z věty 4.2.2 a ten ve jmenovatli neńı 0, dostáváme
z věty 3.1.2 ∏∞

k1=1
(k1+y)(k1+α−y)

k1(k1+α)∏∞
k2=1

(k2+z)(k2+α−z)
k2(k2+α)

=

∞∏
k=1

(k + y)(k + α− y)

(k + z)(k + α− z)
.

Pro jakákoliv l ∈ N, u ∈ R označme funkci fl(u) = (l+ u)(l+α− u) proměnné u. Lehce ověř́ıme,
že je kvadratická se záporným vedoućım koeficientem a vrcholem v u = α

2 , takže je rostoućı
na intervalu [−1, α2 ] a fl(y) < fl(z). Proto je poslpoupnost (an)

∞
n=1, jej́ıž každý člen je definovaný

jako an =
∏n

k=1
fk(y)
fk(z)

klesaj́ıćı a plat́ı a1 < 1. Dı́ky tomuto pozorováńı a nerovnici
(
α
z

)
> 0

dostáváme z rovnice (4.18) (
α
y

)(
α
z

) = lim
n→∞

n∏
k=1

fk(y)

fk(z)
< 1 ⇒

(
α

y

)
<

(
α

z

)
,

což jsme přesně chtěli. To že funkce
(
α
x

)
proměnné x klesá na intervalu [α2 , α+1] snadno dostaneme

aplikováńım vztahu (4.11). □
Z předchoźı věty źıskáváme následuj́ıćı nerovnost týkaj́ıćı se funkce Γ, kterou využijeme v př́ı̌st́ı

kapitole.

Věta 4.2.7. Necht’ x, y, c ∈ R+ splňuj́ı x < y a x− c > 0. Pak plat́ı

1

Γ(x)Γ(y)
<

1

Γ(x− c)Γ(y + c)
. (4.19)
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D̊ukaz. Věta 4.18 nám ř́ıká, že plat́ı(
x+ y − 1

x− 1

)
>

(
x+ y − 1

x− c− 1

)
.

Z daných předpoklad̊u v́ıme, že obě kombinačńı č́ısla v této nerovnici jsou definovaná podle prvńı
části definice 4.0.1 a zároveň pomoćı vztahu (3.10) dostáváme Γ[(x + y − 1) + 1] > 0. Vyděleńı
předchoźı nerovnice t́ımto výrazem nám potom dá rovnou nerovnici (4.19). □
Kombinace vět 4.2.5, 4.2.6 nám také dovoluje naj́ıt globálńı maximum kombinačńıch č́ısel

(
α
x

)
pro určitá α.

Věta 4.2.8 (Zobecněńı věty 1.4.1). Necht’ α ∈ R>−1, x ∈ R. Pak plat́ı(
α

x

)
= sup

w∈R

(
α

w

)
⇔ x =

α

2
.

D̊ukaz. Uvažme libovolné w ∈ R \ {α
2 } a dokažme pro něj

(
α
w

)
<
(
α
α
2

)
. Tato nerovnost v př́ıpadě

w ∈ [−1, α + 1] plat́ı rovnou z věty 4.2.6. Stač́ı nám uvažovat už jen w > α + 1, protože potom(
α
w

)
<
(
α
α
2

)
pro zbylá w < −1 opět dostaneme čistě z rovnice (4.11). Dı́ky větě 4.2.6 také v́ıme, že(

α
α
2

)
> 0, tud́ıž můžeme předpokládat ještě

(
α
w

)
̸= 0.

Mějme nejmenš́ı n ∈ N, pro které α+ 1 ≥ w − n. Jelikož je z α > −1 interval [−1, α+ 1] deľśı
než 1, muśıme z minimality n mı́t w − n ∈ [−1, α + 1]. Z toho plyne

(
α

w−n

)
<
(
α
α
2

)
a kv̊uli větě

4.2.6 máme i
(

α
w−n

)
=
∣∣( α

w−n

)∣∣. Opětovným využit́ım nerovnice na řádku (4.14) nyńı dostáváme

0 <

(
α

w

)
≤

∣∣∣∣∣
(
α

w

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

α

w − 1

)∣∣∣∣∣ < · · · <

∣∣∣∣∣
(

α

w − n+ 1

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
(

α

w − n

)∣∣∣∣∣ =
(

α

w − n

)
<

(
α
α
2

)
,

jak jsme chtěli ukázat. □
V následuj́ıćı větě vyšetř́ıme asymptotiku kombinačńıch č́ısel.

Věta 4.2.9. Necht’ α ∈ R>−1, β ∈ R<−1 \ Z−. Pak plat́ı

lim
x→∞

(
α

x

)
= lim

x→−∞

(
α

x

)
= 0,

limity

lim
x→∞

(
β

x

)
, lim
x→−∞

(
β

x

)
neexistuj́ı a funkce

(
β
y

)
proměnné y neńı ohraničená.

D̊ukaz. Dı́ky vzathu (4.11) nám stač́ı dokázat pouze tvrzeńı o daných limitách, ve kterých se x
přibližuje nekonečnu.
Nyńı vyberme libovolné c ∈ N splňuj́ıćı c ≥ max{α + 1, β + 1} a pro všechna i ∈ N definujme

intervaly

Ii : = [c+ i, c+ i+ 1].
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Jelikož je podle věty 4.0.2 kombinačńıho č́ıslo
(
α
x

)
spojité na intervalu Ii, můžeme z Weierstrassovy

věty 3.1.17 definovat pro každé i ∈ N čtveřici reálných č́ısel Ai, Bi a ai, bi ∈ Ii splňuj́ıćı

Ai =

(
α

ai

)
= max

x∈Ii

∣∣∣∣∣
(
α

x

)∣∣∣∣∣ (4.20)

Bi =

(
α

bi

)
= max

x∈Ii

∣∣∣∣∣
(
β

x

)∣∣∣∣∣. (4.21)

Našim ćılem bude dokázat, že

lim
i→∞

Ai = 0 (4.22)

lim
i→∞

Bi = ∞. (4.23)

Rovnice (4.22) by totiž dokázala limx→∞
(
α
x

)
= 0. Z rovnice (4.23) bychom pak dostali neo-

hraničenost funkce
(
β
y

)
proměnné y d́ıky stř́ıdáńı jej́ıho znaménka z druhé rovnice na řádku (4.14)

a zároveň by potom muselo platit, že limx→∞
(
β
x

)
bud’ neexistuje, anebo se rovná nekonečnu.

Kv̊uli větě 4.2.1 ale pro každé n ∈ N plat́ı
(

β
β+n+1

)
= 0, takže limx→∞

(
β
x

)
se nekonečnu nerovná,

a proto by tato limita nemohla existovat.
Definujme funkci f na intervalu [c + 1,∞) splňuj́ıćı f(w) = −1 + α+1

w pro každé w v něm.
Jej́ı derivace f ′(w) = −α+1

w2 je záporná na intervalu [c+ 1,∞) a zároveň z definice č́ısla c máme
f(c+ 1) = −1 + α+1

c+1 < 0, takže je i samotná funkce f(w) záporná na intervalu [c+ 1,∞). Proto
je funkce|f(w)| rostoućı na intervalu [c+ 1,∞), a tud́ıž pro každé i ∈ N a x ∈ Ii plat́ı∣∣∣∣∣− 1 +

α+ 1

x

∣∣∣∣∣ = |f(x)| < |f(c+ i+ 1)| =

∣∣∣∣∣− 1 +
α+ 1

c+ i+ 1

∣∣∣∣∣.
Z lemmatu 4.2.4, rovnice (4.20) a zápornosti funkce f pro všechna i ∈ N dostáváme

Ai+1 =

∣∣∣∣∣
(

− 1 +
α+ 1

ai+1 − 1

)(
α

ai+1 − 1

)∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣− 1 +

α+ 1

c+ i+ 1

∣∣∣∣∣Ai =

(
1− α+ 1

c+ i+ 1

)
Ai. (4.24)

Analogicky můžeme uvážit funkci g splňuj́ıćı g(w) = −1+ β+1
w pro každé w ∈ [c+1,∞) a dokázat,

že pro každé i ∈ N a x ∈ Ii plat́ı∣∣∣∣∣− 1 +
β + 1

x

∣∣∣∣∣ = |g(x)| > |g(c+ i+ 1)| =

∣∣∣∣∣− 1 +
β + 1

c+ i+ 1

∣∣∣∣∣,
z čehož pro každé i ∈ Nmáme zase d́ıky lemmatu 4.2.4, rovnici (4.21) a lehce ověřitelné zápornosti
funkce g na daném intervalu

Bi+1 ≥

∣∣∣∣∣
(

β

bi + 1

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(
− 1+

β + 1

bi

)(
β

bi

)∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣− 1+

β + 1

c+ i+ 1

∣∣∣∣∣Bi =

(
1− β + 1

c+ i+ 1

)
Bi. (4.25)
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Opakováńım nerovnost́ı (4.24) a (4.25) źıskáme pro každé i ∈ N

Ai ≤ A1

i∏
k=c+2

(
1− α+ 1

k

)
,

Bi ≥ B1

i∏
k=c+2

(
1− β + 1

k

)
,

z čehož plynou nerovnosti

lim
j→∞

Aj ≤ A1 lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− α+ 1

k

)
, (4.26)

lim
j→∞

Bj ≥ B1 lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− β + 1

k

)
. (4.27)

Kv̊uli větě 4.2.1 zřejmě existuj́ı dvě č́ısla x1, x2 ∈ I1 = [c+ 1, c+ 2], pro která
(
α
x1

)
̸= 0,

(
β
x2

)
̸= 0,

takže jsou z rovnic (4.20) a (4.21) obě č́ısla A1 a B1 kladná. Pro d̊ukaz rovnic (4.22) a (4.23) nám
proto z nerovnic (4.26) a (4.27) stač́ı dokázat, že

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− α+ 1

k

)
= 0, (4.28)

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− β + 1

k

)
= ∞. (4.29)

Všimněme si, že pro každé z ∈ R+
0 plat́ı

1 + z ≤ ez,

jelikož 1 + 0 ≤ e0 a d
dz (1 + z) = 1 ≤ ez = d

dz e
z. Ze spojitosti exponenciálńı funkce a věty 3.1.4

o limitě spojitých funkćı tedy dostáváme

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− α+ 1

k

)
≤ lim

j→∞

j∏
k=c+2

e
α+1
k = e− limj→∞

∑j
k=c+2 −

α+1
k . (4.30)

Máme ale

lim
j→∞

j∑
k=c+2

−α+ 1

k
= −(α+ 1) lim

j→∞

j∑
k=c+2

1

k
= −(α+ 1)

( ∞∑
k=1

1

k
−

c+1∑
k=1

1

k

)
= −∞,

protože α+1 > 0 a
∑∞

k=1
1
k je harmonický součet diverguj́ıćı k nekonečnu. Po dosazeńı do nerov-

nice (4.30) źıskáváme

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− α+ 1

k

)
≤ 0.
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Všechny činitelé daného součinu jsou ale nezáporné, takže i on je nezáporný, což spolu s touto
nerovnost́ı dokazuje pomoćı věty o třech limitách rovnici (4.28). Nakonec s ohledem na β+1 < 0
máme

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− β + 1

k

)
= lim

j→∞

j∏
k=c+2

(
1 +

−(β + 1)

k

)
> lim

j→∞

(
1 +

j∑
k=c+2

−(β + 1)

k

)

> lim
j→∞

j∑
k=c+2

−(β + 1)

k
= −(β + 1) lim

j→∞

j∑
k=c+2

1

k
= −(β + 1)

( ∞∑
k=1

1

k
−

c+1∑
k=1

1

k

)
= ∞,

z čehož vyplývá rovnice (4.29). □
Závěrem této sekce uvád́ıme estetickou větu 4.2.10.

Věta 4.2.10. Necht’ α, β ∈ R \ Z−. Pak plat́ı(
α

β

)(
β

α

)
= sinc(α− β).

D̊ukaz. Naš́ım ćılem tedy je ukázat, že plat́ı(
α

β

)(
β

α

)
=

{
sin[π(α−β)]
π(α−β) , pokud α ̸= β

1, pokud α = β.

Kdyby platilo α = β, měli bychom rovnou z rovnice (4.10)
(
α
β

)(
β
α

)
= 1.

V př́ıpadě že by platilo (α− β + 1) ∈ Z−
0 a α ̸= β, bychom z definice 4.0.1 źıskali(

α

β

)(
β

α

)
= 0 ·

(
β

α

)
= 0 =

sin[π(α− β)]

π(α− β)

a úplně stejně bychom mohli vyřadit možnost, kdy (β − α + 1) ∈ Z−
0 a α ̸= β. Zbývá nám tedy

př́ıpad, ve kterém plat́ı (α− β) ̸∈ Z. Nyńı můžeme použ́ıt u obou daných kombinačńı č́ısla prvńı
část definice 4.0.1:(

α

β

)(
β

α

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(β + 1)Γ(α− β + 1)

Γ(β + 1)

Γ(α+ 1)Γ(β − α+ 1)
=

1

Γ(α− β + 1)Γ(β − α+ 1)

Pomoćı vlastnotśı (3.3) a (3.4) nakonec máme

1

Γ(α− β + 1)Γ(β − α+ 1)
=

1

(α− β)Γ(α− β)Γ(β − α+ 1)
=

sin[π(α− β)]

π(α− β)
,

jak jsme chtěli dokázat. □

4.3 Daľśı vyjádřeńı kombinačńıch č́ısel a jejich inte-

grace

Dosud jsme v této práci uvažovali jisté součty diskrétńıch kombinačńıch č́ısel. To, že jsme v této
kapitole představili jejich spojitou verzi, nás proto může motivovat k jejich spojitému sč́ıtáńı,
tedy integraci.
Nová reprezentace kombinačńıch č́ısel a rozš́ı̌reńı několika součt̊u kombinačńıch č́ısel ze sekce

1.4 jsou pomoćı ńı dokázány ve článku [14] a shrnuty v př́ı̌st́ı větě.
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Věta 4.3.1 (Navazuj́ıćı na věty 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5, 1.4.7, 1.4.9). Necht’ α, γ, y ∈ R, β ∈ R>−1.

Pokud α > −1, plat́ı: (
α

y

)
=

2α

π

∫ π
2

−π
2

cosα(t) cos[t(2y − α)]dt

∫ ∞

−∞

(
α

x

)
dx = 2α

Pokud α > 0, plat́ı ∫ ∞

−∞
cos(πx)

(
α

x

)
dx = 0.

∫ ∞

−∞
x

(
α

x

)
dx = α2α−1,

Pokud α > −1
2 , plat́ı ∫ ∞

−∞

(
α

x

)2

dx =

(
2α

α

)
.

Pokud α > −1 a α+ β > −1, plat́ı∫ ∞

−∞

(
α

x

)(
β

γ − x

)
dx =

(
α+ β

γ

)
.

Ve článku [15] je pomoćı Fourierovy transformace kombinačńıho č́ısla z definice 4.0.1 dokázáno
daľśı vyjádřeńı kombinačńıch č́ısel.

Věta 4.3.2. Necht’ α ∈ R>−1, x ∈ R. Pak plat́ı(
α

x

)
=

∞∑
i=0

(
α

i

)
sinc(x− i),

kde daný součet konverguje i absolutně.

Důkazy předchoźıch dvou vět jsou dosti komplikované a nehod́ı se do rozsahu této práce, takže
muśıme uznat, že si zde vyp̊ujčujeme ciźı výsledky. Každopádně stoj́ı alespoň za zmı́nku a hlavně
nám umožňuj́ı dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 4.3.3 (Zobecněńı věty 1.4.9). Necht’ α ∈ R>−1, β ∈ R+
0 , γ ∈ R splňuj́ı (β − γ) ∈ Z. Pak

plat́ı
∞∑
i=0

(
α

i

)(
β

γ − i

)
=

(
α+ β

γ

)
.

D̊ukaz. Kombinaćı věty 4.3.2, rovnice 4.11 a části 5 věty 4.3.1 dostáváme(
α+ β

γ

)
=

∫ ∞

−∞

(
α

x

)(
β

γ − x

)
dx =

∫ ∞

−∞

(
α

x

)(
β

β − γ + x

)
dx
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∫ ∞

−∞

[ ∞∑
i=0

(
α

i

)
sinc(x− i)

][ ∞∑
i=0

(
β

i

)
sinc(β − γ + x− i)

]
dx. (4.31)

Vzhledem k tomu, že oba nekonečné součty konverguj́ı absolutně (věta 4.3.2), můžeme je d́ıky
Mertensově větě 3.1.15 rozepsat jako jejich Cauchẙuv součin (definice 3.1.14). Plat́ı tedy[ ∞∑

i=0

(
α

i

)
sinc(x−i)

][ ∞∑
i=0

(
β

i

)
sinc(β−γ+x−i)

]
=

∞∑
i=0

i∑
j=0

(
α

j

)(
β

i− j

)
sinc(x−j) sinc(β−γ+x−i+j).

(4.32)

Jednoduchým doplněńım na čtverec můžeme pro libovolná a, b ∈ R dokázat nerovnost ab ≤
1
2(a

2 + b2), takže plat́ı

| sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j)| ≤ | sinc(x− j)|2 + | sinc(β − γ + x− i+ j)|2

2
.

Dı́ky d̊usledk̊um 3.1.10, 3.1.9 a větě 3.1.24 máme∫ ∞

−∞
| sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j)| dx ≤

∫ ∞

−∞

| sinc(x− j)|2 + | sinc(β − γ + x− i+ j)|2

2
dx

=
1

2

∫ ∞

−∞
| sinc(x− j)|2 dx+

1

2

∫ ∞

−∞
| sinc(γ − x− i+ j)|2 dx = 1.

Opět z d̊usledku 3.1.10 proto dostáváme

∞∑
i=0

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣
i∑

j=0

(
α

j

)
sinc(x− j)

(
β

i− j

)
sinc(β − γ + x− i+ j)

∣∣∣∣∣ dx ≤
∞∑
i=0

i∑
j=0

(
α

j

)(
β

i− j

)
, (4.33)

což se z absoulutńı konvergence řady
∑∞

i=0

(
β
i

)
ve větě 4.1.6, Mertensově větě 3.1.15 a součtu

kombinačńıch č́ısel ve větě 4.1.3 rovná( ∞∑
i=0

(
α

i

))( ∞∑
i=0

(
β

i

))
= 2α+β.

Také z d̊usledku 3.1.10 je řada integrál̊u na levé straně nerovnice (4.33) zřejmě nezáporná, takže
tedy muśı konvergovat. Nyńı proto můžeme aplikovat d̊usledek Lebesguovy věty ve větě 3.1.16
na spojeńı rovnic (4.31) a (4.32), z čehož máme(

α+ β

γ

)
=

∞∑
i=0

∫ ∞

−∞

i∑
j=0

(
α

j

)(
β

i− j

)
sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j) dx

=

∞∑
i=0

i∑
j=0

(
α

j

)(
β

i− j

)∫ ∞

−∞
sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j) dx. (4.34)

Pro každou dvojici i, j ∈ N0 splňuj́ıćı i ≥ j a definujme funkci fi,j splňuj́ıćı pro všechna x ∈ R

fi,j(x) = sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j). (4.35)
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Předpokládejme, že x ̸= j ̸= −β + γ + i− j ̸= x. Pak máme z definice 3.1.23 a lehce ověřitelného
rozkladu na parciálńı zlomky

fi,j(x) =
sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

π2(x− j)(γ − x− i+ j)

=
1

π2

(
sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(β − γ − i+ 2j)(x− j)
− sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(β − γ − i+ 2j)(β − γ + x− i+ j)

)

=
1

π2(β − γ − i+ 2j)

(
sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(x− j)
+

sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(β − γ + x− i+ j)

)
.

(4.36)

Dále pro každou dvojici č́ısel i, j ∈ N0 splňuj́ıćı i ≥ j a b − γ − i + 2j ̸= 0 definujme funkci gi,j
splňuj́ıćı pro všechna x ∈ R \ {j}

gi,j(x) =
sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(x− j)

a funkci hi,j splňuj́ıćı pro všechna x ∈ R \ {−β + γ + i− j}

hi,j(x) =
sin[π(x− j)] sin[π(β − γ + x− i+ j)]

(β − γ + x− i+ j)
.

Snadným dosazeńım a využit́ım vztah̊u i, j, γ ∈ Z dostaneme, že plat́ı gi,j(x) = −gi,j(−x + 2j),
takže gi,j [x+j] = −gi,j [−x+j]. Funkce gi,j je tedy v jistém smyslu lichá kolem bodu j. Analogicky
můžeme ukázat, že je funkce hi,j ve stejném smyslu lichá kolem bodu −β + γ + i− j. Proto plat́ı∫ j

−∞
gi,j(x) dx+

∫ ∞

j
gi,j(x) dx =

∫ −β+γ+i−j

−∞
hi,j(x) dx+

∫ ∞

−β+γ+i−j
hi,j(x) dx = 0,

což nám v kombinaci s rovnićı (4.36), která nám ř́ıká, že můžeme funkci fi,j rozložit na skalárńı
násobek součtu funkćı gi,j a hi,j na celém R kromě dvou diskrétńıch bod̊u, kde je fi,j řádně
definovaná z rovnice (4.35), dává (stále za předpokladu j ̸= −β + γ + i− j)∫ ∞

−∞
fi,j(x) dx = 0. (4.37)

Jinak pokud plat́ı j = −β + γ + i− j, tedy i = 2j + β − γ, dostáváme d́ıky větě 3.1.24∫ ∞

−∞
fi,j(x) dx =

∫ ∞

−∞
sinc2(x− j) dx =

∫ ∞

−∞
sinc2(x) dx = 1. (4.38)

Po dosazeńı rovnic (4.37) a (4.38) do rovnice (4.34) a použit́ım rovnice (4.11) źıskáváme(
α+ β

γ

)
=

∞∑
i=0

i∑
j=0

(
α

j

)(
β

i− j

)∫ ∞

−∞
sinc(x− j) sinc(β − γ + x− i+ j) dx

=
∑

i,j∈N0,i≥j
i=2j+β−γ

(
α

j

)(
β

i− j

)
=

∞∑
j=0

(
α

j

)(
β

j + β − γ

)
=

∞∑
j=0

(
α

j

)(
β

γ − j

)
,

jak jsme chtěli dokázat. □
Zvoleńım α = β a opět pomoćı vztahu (4.11) dostaneme tento d̊usledek:
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Důsledek 4.3.4 (Zobecněńı věty 1.4.7). Necht’ α ∈ R>− 1
2
. Pak plat́ı

∞∑
i=0

(
α

i

)2

=

(
2α

α

)
.
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Kapitola 5

Pascalovy v́ıcerozměrné prostory

V této kapitole spoj́ıme oba zp̊usoby, kterými jsme v kapitolách 2 a 4 zobecňovali kombinačńı č́ısla,
č́ımž v následuj́ıćı definici 2.5.1 źıskáme multinomické koeficienty definované na oboru reálných
č́ısel. Ty se sice v některých oblastech matematiky již vyskytuj́ı, ale v této práci poprvé detailně
prozkoumáme jejich vlastnosti. Definujme nyńı libovolné d ∈ N, které bude po zbytek kapitoly
udávat rozměr, tedy počet argument̊u ve spodńı části, těchto multinomických koeficient̊u.

Definice 5.0.1 (Zobecněńı definic 2.5.1, 4.0.1). Necht’ α, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ı α = x1+ · · ·+xd
a i ∈ {1, . . . , d}. Pak definujme multinomický koeficient jako

(
α

x1, . . . , xd

)
=


Γ(α+1)∏d

k=1 Γ(xk+1)
, pokud α ∈ R \ Z− a (xk + 1) ̸∈ Z−

0 pro každé k ∈ {1, . . . , d}

0, pokud α ∈ R \ Z− a (xk + 1) ∈ Z−
0 pro jisté k ∈ {1, . . . , d}

α
α−xi∏

j∈{1,...,d}\{i} xj !
, pokud α ∈ Z− a xk ∈ N0 pro každé k ∈ {1, . . . , d} \ {i}.

Motivace k této definici jednotlivých př́ıpad̊u z̊ustává stejná jako u definice 4.0.1, tj. jej́ı prvńı
část vznikla čistě nahrazeńım faktoriál̊u v definici multinomických koeficient̊u 2.5.1 funkćı Γ,
jej́ı druhou část jsme definovali pro spojitost těchto reálných multinomických koeficient̊u, kterou
dokážeme v př́ı̌st́ı větě 5.0.2, a tu třet́ı obháj́ı věta 5.1.1 následuj́ıćı sekce 5.1.

Věta 5.0.2 (Zobecněńı věty 4.0.2). Necht’ α ∈ R \ Z−, x1, . . . , xd−1 ∈ R splňuj́ı. Pak je multino-
mický koeficient

( α
x1,...,xd−1,α−

∑d−1
i=1 xi

)
spojitý ve všech proměnných α, x1, . . . , xd−1.

D̊ukaz.Kdyby platilo (α−
∑d−1

i=1 xi) ̸∈ Z−
0 a pro každý index i ∈ {1, . . . , d−1} by bylo (xi+1) ̸∈ Z−

0 ,
byl by daný multinomický koeficient definovaný podle prvńı části definice 5.0.1, takže by byl
spojitý d́ıky spojitosti a nenulovosti fukce Γ z vlastnost́ı (3.5) a (3.9).
Nyńı předpokládejme, že plat́ı (α−

∑d−1
i=1 xi) ∈ Z−

0 . Z definice 5.0.1 tedy plat́ı
( α
x1,...,xd−1,α−

∑d−1
i=1 xi

)
=

0. Dále rozdělme (d − 1)-tici x1, . . . , xd−1 na xa1 , . . . , xan a xb1 , . . . , xbd−1−n
pro nějaké

n ∈ {0, . . . , d − 1} tak, aby platilo (xak + 1) ∈ Z−
0 a (xbl + 1) ̸∈ Z−

0 pro všechna
k ∈ {1, . . . , n}, l ∈ {1, . . . , d− 1− n}. Dı́ky definici 5.0.1 a vlastnosti (3.6) dostáváme

lim
(β,y1,...,yd−1)→(α,x1...,xd−1)

(
β

y1, . . . , yd−1, β −
∑d−1

i=1 yi

)
= lim

(β,y1,...,yd−1)→(α,x1...,xd−1)

Γ(β + 1)

Γ(β −
∑d−1

i=1 yi + 1)
∏d−1

i=1 Γ(yi + 1)
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= lim
(ya1 ,...,yad−1

)→(xa1 ...,xad−1
)

Γ(α+ 1)

Γ(α−
∑d−1

i=1 yi + 1)
∏d−1

i=1 Γ(yi + 1)

=
Γ(α+ 1)∏d−1−n

i=1 Γ(ybi + 1)
lim

(ya1 ,...,yad−1
)→(xa1 ...,xad−1

)

1

Γ(α−
∑d−1

i=1 yi + 1)
∏n

i=1 Γ(yai + 1)

=
Γ(α+ 1)∏d−1−n

i=1 Γ(ybi + 1)
· 0 = 0 =

(
α

x1, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=1 xi

)
,

což opět dokazuje kýženou spojitost. Př́ıpad kdy (α −
∑d−1

i=1 xi) ̸∈ Z−
0 a existuje index i ∈

{1, . . . , d− 1}, pro který (xi + 1) ∈ Z−
0 můžeme vyšetřit stejným zp̊usobem. □

5.1 Multinomické koeficienty několika nezáporných

celých a dvou reálných proměnných

Jako ve větě 4.1.1 můžeme v př́ıpadě, kdy jsou všechny argumenty multinomického koeficientu
v jeho spodńı části až na jeden nezáporné celé, zapsat tento multinomický koeficient bez užit́ı
funkce Γ.

Věta 5.1.1 (Zobecněńı věty 4.1.1). Necht’ x, kd ∈ R, k1, . . . , kd−1 ∈ N0 splňuj́ı k1 + · · ·+ kd = x.
Pak plat́ı (

x

k1, . . . , kd−1, kd

)
=

xx−kd∏d−1
i=1 ki!

. (5.1)

D̊ukaz. Př́ıpad kdy x ∈ Z− plyne z rovnou z definice 5.0.1.
Kdyby byl daný multinomický koeficient definovaný podle druhé části definice 5.0.1, tedy roven

0, bylo by x ∈ R \Z− a d́ıky předpokladu k1, . . . , kd−1 ∈ N0 by muselo platit (kd+1) ∈ Z−
0 . Také

z něj a podmı́nky k1 + · · ·+ kd = x dostáváme x− kd = k1 + · · ·+ kd−1 ∈ N0, takže a dohromady
máme x ∈ Z ⇒ x ∈ N0. Nyńı tedy

xx−kd =

x−kd−1∏
j=0

(x− j) = x(x− 1) . . . (kd + 2)(kd + 1) = 0,

protože je to součin několika po sobě jdoućıch celých č́ısel, z nichž prvńı je nezáporné a posledńı
nekladné, tud́ıž se některý z činitel̊u rovná nule. V tomto př́ıpadě jsou proto obě strany rovnice
(5.1) nulové.
Nakonec nám zbývá možnost, kdy je multinomický koeficient na levé straně rovnice (5.1) defi-

novaný podle prvńı části definice 5.0.1. Pak z ńı a vztahu (3.3) dostáváme(
x

k1, . . . , kd−1, kd

)
=

Γ(x+ 1)∏d
i=1 Γ(ki + 1)

=
Γ[x+ 1− (x− kd)]x(x− 1) . . . [x− (x− kd) + 1]

Γ(kd + 1)
∏d−1

i=1 ki!

=
Γ(kd + 1)xx−kd

Γ(kd + 1)
∏d−1

i=1 ki!
=

xx−kd∏d−1
i=1 ki!

.

□
Dı́ky předešlé větě pak můžeme rozš́ı̌rit dvě věty sekce 4.1.
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Věta 5.1.2 (Zobecněńı multinomické věty 2.15 a věty 4.1.2). Necht’ α, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ı
|xd + · · ·+ xd−i+1| > |xd−i| > 0 pro každý index i ∈ {1, . . . , d− 1}. Pak plat́ı

(x1 + · · ·+ xd)
α =

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kd−1=0

(
α

k1, . . . , kd−1, α−
∑d−1

i=1 ki

)
xk11 . . . x

kd−1

d−1 x
α−
∑d−1

i=1 ki
d (5.2)

D̊ukaz. Indukćı dokažme, že pro všechna n ∈ {1, . . . d− 1} plat́ı

(x1 + · · ·+ xd)
α =

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kn=0

(
α

k1, . . . , kn, α−
∑n

i=1 ki

)
xk11 . . . xknn (xn+1 + · · ·+ xd)

α−
∑n

i=1 ki .

(5.3)
Bázový krok n = 1 dostáváme použit́ım věty 4.1.2 a d́ıky předpokladu |x2 + · · ·+ xd| > |x1| > 0:

(x1 + · · ·+ xd)
α = [x1 + (x2 + · · ·+ xd)]

α

=
∞∑

k1=0

(
α

k1

)
xk11 (x2 + · · ·+ xd)

α−k1 =
∞∑

k1=0

(
α

k1, α− k1

)
xk11 (x2 + · · ·+ xd)

α−k1

Nyńı předpokládejme platnost rovnice (5.3) pro všechna n ∈ {1, . . .m} (kde m ∈ N<d−1) a
dokažme ji pro n = m+ 1. Opět z věty 4.1.2 a předpokladu |xm+1 + · · ·+ xd| > |xm| > 0 máme

(x1 + · · ·+ xd)
α =

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

km=0

(
α

k1, . . . , km, α−
∑m

i=1 ki

)
xk11 . . . xkmm (xm+1 + · · ·+ xd)

α−
∑m

i=1 ki

=
∞∑

k1=0

· · ·
∞∑

km=0

(
α

k1, . . . , km, α−
∑m

i=1 ki

)
xk11 . . . xkmm [xm+1 + (xm+1 + · · ·+ xd)]

α−
∑m

i=1 ki

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

km=0

(
α

k1, . . . , km, α−
∑m

i=1 ki

)
xk1
1 . . . xkm

m

∞∑
km+1

(
α−

∑m
i=1 ki

km+1

)
x
km+1

m+1 (xm+1 · · ·+ xd)
α−

∑m+1
i=1 ki

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

km+1=0

(
α

k1, . . . , km, α−
∑m

i=1 ki

)(
α−

∑m
i=1 ki

km+1

)
xk1
1 . . . xkm

m x
km+1

m+1 (xm+1 · · ·+ xd)
α−

∑m+1
i=1 ki .

(5.4)

V rovnici (5.10) větě 5.2.2 dokážeme, že(
α

k1, . . . , km, α−
∑m

i=1 ki

)(
α−

∑m
i=1 ki

km+1

)
=

(
α

k1, . . . , km+1, α−
∑m+1

i=1 ki

)
,

což po dosazeńı zpět do rovnice (5.4) ukonč́ı d̊ukaz indukćı. Zejména př́ıpad, kdy n = d − 1
v rovnici (5.3), dokazuje větu 5.2. □

Věta 5.1.3 (Zobecněńı vět 2.7.2, 4.1.3). Necht’ α ∈ R>−1. Pak plat́ı

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kd−1=0

(
α

k1, . . . , kd−1, α−
∑d−1

i=1 ki

)
= dα.
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D̊ukaz. Uvažme d-tici č́ısel x1 = · · · = xd = 1. Jelikož pro každý index i ∈ 1, . . . , d− 2 plat́ı
|xd + · · · + xd−i+1| > |xd−i| > 0, můžeme podobně jako v d̊ukazu předešlé věty 5.2 indukćı
dokázat, že pro každé n ∈ {1, . . . , d− 2} plat́ı

dα = (x1 + · · ·+ xd)
α

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kn=0

(
α

k1, . . . , kn, α−
∑n

i=1 ki

)
xk11 . . . xknn (xn+1 + · · ·+ xd)

α−
∑n

i=1 ki

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kn=0

(
α

k1, . . . , kn, α−
∑n

i=1 ki

)
(d− n)α−

∑n
i=1 ki .

Z př́ıpadu n = d− 2 a následně aplikováńım věty 4.1.3 d́ıky předpokladu α > −1 máme

dα =
∞∑

k1=0

· · ·
∞∑

kd−2=0

(
α

k1, . . . , kd−2, α−
∑d−2

i=1 ki

)
2α−

∑d−2
i=1 ki

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kd−2=0

(
α

k1, . . . , kd−2, α−
∑d−2

i=1 ki

) ∞∑
kd=0

(
α−

∑d−2
i=1 ki

kd−1

)

=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kd−1=0

(
α

k1, . . . , kd−2, α−
∑d−2

i=1 ki

)(
α−

∑d−2
i=1 ki

kd−1

)
. (5.5)

Opět d́ıky rovnici (5.10) ve větě 5.2.2 bude platit(
α

k1, . . . , kd−2, α−
∑d−2

i=1 ki

)(
α−

∑d−2
i=1 ki

kd−1

)
=

(
α

k1, . . . , kd−1, α−
∑d−1

i=1 ki

)
,

a to spolu s rovnićı (5.5) dokáže větu 5.1.3. □

5.2 Multinomické koeficienty reálných proměnných

V této sekci probereme multinomické koeficienty
(

α
x1,...,xd

)
(pro α ∈ R\Z−, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ıćı

α = x1 + . . . , xd) definované podle prvńı a druhé části definice 5.0.1. Použijeme-li terminologii
z kapitoly 2, budeme se zabývat zejména jednotlivými vrstvami těchto multinomických koefici-
ent̊u, tedy zafixujeme proměnnou α a budeme zkoumat jak se chovaj́ı v proměnných x1, . . . , xd.
Bohužel neexistje nějaký přehledný zp̊usob, kterým bychom zde mohli zobrazit jednotlivé vrstvy
multinomických koeficient̊u, pokud d > 3. Proto uvád́ıme graf jedné z jejich vrstev pro př́ıpad
d = 3, který dále nebudeme podrobněji zkoumat.
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Obrázek 5.1: Graf multinomických koeficient̊u
( 1

2

x,y, 1
2
−x−y

)
Dı́ky definici 3.2.1 funkce Γ opět můžeme vyjádřit multinomické koeficienty z prvńı a drhué

části definice 5.0.1 jako nekonečný součin.

Věta 5.2.1 (Zobecněńı věty 4.2.2). Necht’ α ∈ R \ Z−, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ı α = x1 + · · ·+ xd.
Pak plat́ı (

α

x1, . . . , xd

)
=

∞∏
k=1

∏d
i=1(k + xi)

kd−1(k + α)
.

D̊ukaz. Podobně jako u d̊ukazu věty 4.2.2 využijeme definici 3.2.1. Kdyby platilo (x1+1), . . . , (xd+
1) ̸∈ Z−

0 , měli bychom d́ıky ńı, definićım 5.0.1, 3.1.8 a větě 3.1.2(
α

x1, . . . , xd

)
=

Γ(α+ 1)∏d
i=1 Γ(xi + 1)

=
limn0→∞ nα0

∏n0
k=1

(
1 + α

k

)−1∏d
i=1 limni→∞ nxi

i

∏ni
k=1

(
1 + xi

k

)−1

= lim
n→∞

nα
∏n

k=1

(
k+α
k

)−1∏d
i=1 n

xi
∏n

k=1

(
k+xi
k

)−1 = lim
n→∞

nα
∏d

i=1

∏n
k=1

(
k+xi
k

)
n
∑d

i=1 xi
∏n

k=1

(
k+α
k

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

∏d
i=1

(
k+xi
k

)(
k+α
k

) =
∞∏
k=1

∏d
i=1(k + xi)

kd−1(k + α)
.

Jinak v př́ıpadě, že existuje index i ∈ {1, . . . , d}, pro který (xi + 1) ∈ Z−
0 , muśı existovat l ∈ N

splňuj́ıćı (l + xi + 1) = 0, takže pak pravá strana rovnice (5.2.1) muśı být 0. Z definice 5.0.1 je
ale multinomický koeficient na jej́ı levé straně také roven nule. □
Toto vyjádřeńı nám umožńı lehce dokázat následuj́ıćı základńı vlastnosti multinomických koe-

ficient̊u.
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Věta 5.2.2 (Zobecněńı věty 2.5.4, 4.2.3). Necht’ α ∈ R, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ı α = x1 + · · ·+ xd
a at’ je σ libovolná permutace na množině {1, . . . , d}. Pokud α ∈ R \ Z−, plat́ı:

(i) (
α

α, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d č́ısel

)
=

(
α

0, α, . . . , 0

)
= · · · =

(
α

0, 0, . . . , α

)
= 1 (5.6)

(ii) (
α

x1, x2 . . . , xd

)
=

(
α

σ(x1), σ(x2) . . . , σ(xd)

)
(5.7)

Pokud α ∈ R \ Z−
0 , plat́ı

(iii) (
α

x1, x2 . . . , xd

)
=

d∑
i=1

(
α− 1

x1 − δ1,i, . . . , xd − δd,i

)
, (5.8)

(iv)

x1

(
α

x1, x2 . . . , xd

)
= α

(
α− 1

x1 − 1, x2, . . . , xd

)
. (5.9)

(v) Pokud α, α− x1 ̸∈ Z−
0 nebo x1, . . . , xd−1 ∈ N0, plat́ı(

α

x1, x2, . . . , xd

)
=

(
α

x1

)(
α− x1

x2, . . . , xd

)
. (5.10)

D̊ukaz. Jelikož α > −1, rovnici (5.6) dostáváme z definice 5.0.1 a vlastnosti (3.2)(
α

α, . . . , 0

)
=

(
α

0, α, . . . , 0

)
= · · · =

(
α

0, . . . , α

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(α+ 1)[Γ(0 + 1)]d−1
= 1.

Vztah (5.7) plyne čistě z toho, že jsou všechny tři části definice multinomického koeficientu 5.0.1
nezávislé na pořad́ı proměnných x1, . . . , xd.
Nyńı dokažme rovnici (5.8) za předpokladu α > 0. Všimněme si, že kdyby pro nějaký index

i ∈ {1, . . . , d} platilo (xi+1) ∈ Z−
0 , byla by jej́ı levá strana rovna nule stejně jako všechny sč́ıtance

na jej́ı pravé straně z definice 5.0.1. Předpokládejme tedy, že žádný takový index neexistuje.
Ze zmı́něné definice, předpokladu 0 < α = x1+· · ·+xd a d́ıky vlastnosti Γ funkce (3.3) dostáváme(

α

x1, x2 . . . , xd

)
=

Γ(α+ 1)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

=
αΓ(α)∏d

k=1 Γ(xk + 1)
=

(x1 + · · ·+ xd)Γ(α)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

=

d∑
i=1

xiΓ(α)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

.

Stač́ı nám tedy dokázat, že pro libovolný index j ∈ {1, . . . , d} plat́ı

xjΓ(α)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

=

(
α− 1

x1 − δ1,j , . . . , xd − δd,j

)
.
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Kdyby bylo xj = 0, rovnali by se obě strany pomoćı definice 5.0.1 nule a pokud by bylo xj ̸= 0,
měli bychom d́ıky tomu, že pro žádný index i ∈ {1, . . . , d} neplat́ı (xi + 1) ̸∈ Z−

0 , vztahu (3.3) a
definici 5.0.1

xjΓ(α)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

=
Γ(α)∏d

k=1 Γ(xk − δk,j + 1)
=

(
α− 1

x1 − δ1,j , . . . , xd − δd,j

)
.

Rovnice (5.9) plyne z vět 5.2.1, d̊usledku 3.1.11 a předpokladu α ̸= 0:

x1
α

(
α

x1, x2 . . . , xd

)
=
x1
α

∞∏
k=1

(
(k + x1)

(k + α)

∏d
i=2(k + xi)

kd−1

)

=

∞∏
k=1

(
(k + x1 − 1)

(k + α− 1)

∏d
i=2(k + xi)

kd−1

)
=

(
α− 1

x1 − 1, x2, . . . , xd

)
.

Nakonec zbývá dokázat rovnici (5.10). Předpokládejme, že α − x1 ̸∈ Z−
0 . Pak jsou všechny tři

multinomické koeficienty v rovnici (5.10) definované podle prvńı nebo druhé části definice 4.0.1.
Kdyby existoval index i ∈ {1, . . . , d}, pro který by platilo xi ∈ Z−

0 , byly by obě strany rovnice
(5.10) rovny nule d́ıky druhé části definice 5.0.1. V opačném př́ıpadě takový index neexistuje, a
proto z prvńı části definice 5.0.1 máme(

α

x1, x2, . . . , xd

)
=

Γ(α+ 1)∏d
k=1 Γ(xk + 1)

=
Γ(α+ 1)Γ(α− x+ 1)

Γ(α− x+ 1)
∏d

k=1 Γ(xk + 1)

=
Γ(α+ 1)

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)

Γ(α− x+ 1)∏d
k=2 Γ(xk + 1)

=

(
α

x1

)(
α− x1

x2, . . . , xd

)
.

Kdyby platilo x1, . . . , xd−1 ∈ N0, budou všechny tři zmı́něné multinomické koeficienty definované
podle třet́ı části definice 5.0.1. Pak dostáváme d́ıky větě 4.1.1(

α

x1, x2, . . . , xd

)
=

αα−xd∏d−1
j=1 xj !

=

∏α−xd−1
l=0 (α− l)

x1!
∏d−1

j=2 xj !
=

[∏α−x1−1
l1=0 (α− l1)

][∏α−xd−1
l2=x1

(α− l2)
]

x1!
∏d−1

j=2 xj !

=
αx1

x1!

(α− x1)
α−xd∏d−1

j=2 xj !
=

(
α

x1

)(
α− x1

x2, . . . , xd

)
.

□

Poznámka 7. Dı́ky rovnici (5.7) bychom mohli jako v poznámce 2 lehce zobecnit např́ıklad
rovnici (5.9), jelikož z ńı plyne, že u multinomických koeficient̊u definovaných podle prvńı nebo
druhé části definice 5.0.1 nezálež́ı na pořad́ı argument̊u v jejich spodńı části (stejné tvrzeńı plat́ı
i pro multinomické koeficienty definované podle jej́ı třet́ı části, ale těmi se už nezabýváme).
Takováto zřejmá rozš́ı̌reńı opět nebudeme uvažovat.

Také můžeme snadno naj́ıt všechny kořeny multinomických koeficient̊u.

Věta 5.2.3 (Zobecněńı věty 4.2.1). Necht’ α ∈ R \ Z−, x1, . . . , xd ∈ R splňuj́ı α = x1 + · · ·+ xd.
Pak plat́ı (

α

x1, . . . , xd

)
= 0

právě když existuje index i ∈ {1, . . . , d}, pro který (xi + 1) ∈ Z−
0 .
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D̊ukaz. Pokud takový index existuje, pak z definice 5.0.1 plat́ı
(

α
x1,...,xd

)
= 0. Kdyby neexistoval,

byl by daný multinomický koeficient definovaný kv̊uli α ∈ R \Z− podle prvńı části definice 5.0.1,
tedy vzhledem k vlastnosti (3.9) jako kombinace součinu a pod́ılu nenulových reálných č́ısel.
Nemohl by se proto rovnat nule, což dokazuje i druhý směr implikace. □
Dále budeme multinomické koeficienty zkoumat jako funkce jednoho argumentu v jejich spodńı

části. To nám usnadńı redukovaná kombinačńı č́ısla.

Definice 5.2.4. Necht’ α, x ∈ R. Pak definujme redukované kombinačńı č́ıslo jako〈
α

x

〉
=

{
1

Γ(x+1)Γ(α−x+1) , pokud (x+ 1) ̸∈ Z−
0 a (α− x+ 1) ̸∈ Z−

0

0, pokud (x+ 1) ∈ Z−
0 nebo (α− x+ 1) ∈ Z−

0 .

Poznámka 8. Z definic 4.0.1 a 5.2.4 dostáváme pro α ∈ R \ Z−, x ∈ R(
α

x

)
= Γ(α+ 1)

〈
α

x

〉
.

Smysl toho, proč jsme tato redukovaná kombinačńı č́ısla definovali spoč́ıvá v př́ı̌st́ı větě.

Věta 5.2.5. Necht’ α ∈ R \ Z−, x2, . . . , xd−1 ∈ R. Pak existuje c ∈ R takové, že pro všechna
x1 ∈ R plat́ı (

α

x1, x2, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=1 xi

)
= c

〈
α−

∑d−1
i=2 xi

x1

〉
. (5.11)

Zejména pokud x2, . . . , xd−1 ̸∈ Z−, plat́ı(
α

x1, x2, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=1 xi

)
=

Γ(α+ 1)∏d−1
i=2 Γ(xi + 1)

〈
α−

∑d−1
i=2 xi

x1

〉
.

D̊ukaz. Kdyby libovolné č́ıslo z x2, . . . , xd−1 náleželo Z−, mohli bychom zvollit c = 0, jelikož by
podle definice 5.0.1 platilo

( α
x1,x2,...,xd−1,α−

∑d−1
i=1 xi

)
= 0.

Nyńı dokažme, že v opačném př́ıpadě vyhovuje

c =
Γ(α+ 1)∏d−1

i=2 Γ(xi + 1)
.

Pro x1 ∈ Z− nebo α−
∑d−1

i=1 xi ∈ Z− by se z definic 5.0.1 a 5.2.4 rovnaly obě strany rovnice (5.11)
nule. Jinak dostáváme ze stejných definic(

α

x1, x2, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=1 xi

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(α−
∑d−1

i=1 xi + 1)
∏d−1

i=1 Γ(xi + 1)

=
Γ(α+ 1)∏d−1

i=2 Γ(xi + 1)

1

Γ(α−
∑d−1

i=2 xi − x1 + 1)Γ(x1 + 1)
= c

〈
α−

∑d−1
i=2 xi

x1

〉
.

□
Věta 5.2.5 nám tedy ř́ıká, že pokud se na multinomické koeficienty budeme d́ıvat jako na funkci

jedné proměnné v jejich spodńı části, dostaneme pouze nějaký násobek redukovaného kom-
binačńıho č́ısla. Dı́ky jeho podobnosti s běžnými kombinačńımi č́ısly (viz poznámka 8) dostáváme
následuj́ı vlastnosti redukovaných kombinačńıch č́ısel a tedy pomoćı věty 5.2.5 i multinomických
koeficient̊u.
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Věta 5.2.6 (Navazuj́ıćı na věty 4.11, 4.2.1, 4.2.4, 4.2.9). Necht’ α, x ∈ R, β ∈ R≤−1, δ ∈ R>−1.
Pak plat́ı:

(i) 〈
α

x

〉
=

〈
α

α− x

〉
(5.12)

(ii) 〈
α

x

〉
= 0 ⇔ (x+ 1) ∈ Z−

0 ∨ (α− x+ 1) ∈ Z−
0 (5.13)

(iii) Pokud x ̸= 0, plat́ı 〈
α

x

〉
=

(
− 1 +

α+ 1

x

)〈
α

x− 1

〉
. (5.14)

(iv)

lim
y→∞

〈
δ

y

〉
= lim

y→−∞

〈
δ

y

〉
= 0, (5.15)

limity

lim
y→∞

〈
β

y

〉
, lim
y→−∞

〈
β

y

〉
(5.16)

neexistuj́ı a funkce
〈
β
y

〉
proměnné y neńı ohraničená pokud β < −1.

D̊ukaz. Jelikož plat́ı α− (α− x) + 1 = x+1, muśı být obě redukovaná kombinačńı č́ısla v rovnici
(5.12) definovaná podle stejné části definice 5.2.4. Kdyby byla definovaná podle jej́ı prvńı části,
máme 〈

α

x

〉
=

1

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)
=

1

Γ[α− (α− x) + 1]Γ(α− x+ 1)
=

〈
α

α− x

〉
a v opačném př́ıpadě se obě strany rovnice (5.12) rovnaj́ı nule, což ukončuje jej́ı d̊ukaz.
Ekvivalence (5.13) můžeme dokázat anlogicky jako větu 4.2.1 s jedinou změnou, že použijeme

definici 5.2.4 mı́sto 4.0.1.
Dále dokažme rovnici (5.14). Kdyby platilo x = α+1, byla by jej́ı levá strana rovna nule stejně

jako redukované kombinačńı č́ıslo na jej́ı pravé straně z definice 5.2.4. Nyńı tedy předpokládejme,
že x ̸= α+ 1, z čehož vyplývá (α− x+ 1) ∈ Z−

0 ⇔ [α− (x− 1) + 1] ∈ Z−
0 . Z předpokladu x ̸= 0

máme také (x+ 1) ∈ Z−
0 ⇔ [(x− 1) + 1] ∈ Z−

0 . Tyto dvě ekvivalence nám dohromady dávaj́ı, že
jsou redukovaná kombinačńı č́ısla na obou stranách rovnice (5.14) definovaná podle stejné části
definice 5.2.4. Rovnice (5.14) zřejmě plat́ı, kdyby obě byla podle jej́ı druhé části 0. Jinak máme
z definice 5.2.4 a vlastnosti 3.3〈

α

x

〉
=

1

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)
=

α− x+ 1

(x+ 1)Γ(x)Γ(α− x+ 2)
=

(
− 1 +

α+ 1

x

)〈
α

x− 1

〉
.

Rovnici (5.15) a neexistenci limit (5.16) pro β ̸∈ Z− dostáváme čistě z poznámky 8, vlasnosti
(3.10) a vět 4.2.8, 4.2.9. Analogicky k d̊ukazu věty 4.2.9 (prostým nahrazeńı kombinačńıch č́ısel
těmi redukovanými) můžeme d́ıky rovnićım (5.12), (5.13) a (5.14) dokázat, že pro β ∈ Z<−1
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limity na řádku (5.16) neexistuj́ı a funkce
〈
β
y

〉
proměnné y neohraničená, a že pro β = −1 nám

pro neexistenci limit na řádku (5.16) stač́ı dokázat

lim
j→∞

j∏
k=c+2

(
1− β + 1

k

)
> 0.

To ale jasně plat́ı, protože po dosazeńı β = −1 dostáváme nerovnici 1 > 0. □
Nebylo by těžké dokázat pro redukovaná kombinačńı č́ısla, takže z věty 5.2.5 i pro multinomické

koeficienty, daľśı analogie vlastnost́ı kombinačńıch č́ısel ze sekce 4.2, ale uvád́ıme zde jen ty, které
využijeme v př́ı̌st́ıch větách.
Nyńı jednoduše źıskáváme následuj́ıćı větu a jej́ı d̊usledek.

Věta 5.2.7 (Zobecněńı věty 4.2.9). Necht’ α ∈ R\Z−, x2, . . . , xd−1 ∈ R. Pokud dále α−
∑d−1

k=2 xk >
−1, pak plat́ı

lim
x1→∞

(
α

x1, x2, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=2 xi − x1

)
= lim

x1→−∞

(
α

x1, x2, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=2 xi − x1

)
= 0.

Jinak obě dané limity diverguj́ı a funkce
( α
x1,x2,...,xd−1,α−

∑d−1
k=2 −x1

)
proměnné x1 neńı ohraničená.

D̊ukaz. Tato věta plyne čistě z věty 5.2.5 a části 4 věty 5.2.6. □

Důsledek 5.2.8. Necht’ α ∈ R \ Z−. Pokud d ≥ 3, pak nadcházej́ıćı integrál nekonverguje.∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

(
α

x1, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=0 xi

)
dx1 dx2 . . . dxd−1

Kv̊uli d̊usledku 5.2.8 tedy nemůžeme zobecnit integrál kombinačńıho č́ısla v části 2 věty 4.3.1.
Podobně bychom nemohli zobecnit zbytek nekonečných integrál̊u v této větě. Neohraničenost
multinomického koeficientu ve větě 5.2.7 nám také nedovoluje plně rozš́ı̌rit větu 4.2.8 o supremu
kombinačńıho č́ısla proměnné v jeho spodńı části na R. Plat́ı alespoň věta 5.2.10, s jej́ımž d̊ukazem
nám pomůže následuj́ıćı lemma.

Lemma 5.2.9. Necht’ α ∈ R>−1, x1, . . . , xd ∈ (−1, α + 1], c ∈ R+ splňuj́ı α = x1 + · · · + xd,
x1 < x2 a x1 − c > −1. Pak plat́ı(

α

x1, x2, . . . , xd

)
>

(
α

x1 − c, x2 + c, . . . , xd

)
. (5.17)

D̊ukaz. Z věty 4.2.7 plat́ı

1

Γ(x1 + 1)Γ(x2 + 1)
<

1

Γ(x1 − c+ 1)Γ(x2 + c+ 1)
.

Pokud tuto nerovnici vynásob́ıme výrazem Γ(α+1)∏d
i=3 Γ(xi+1)

, který je kv̊uli daným předpoklad̊um a

vztahu (3.10) kladný, dostaneme pomoćı definice multinomických koeficient̊u 5.0.1 právě nerovnici
(5.17). □
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Věta 5.2.10 (Zobecněńı věty 4.2.8). Necht’ α ∈ R>−1, x1, . . . , xd ∈ [−1, α + 1] splňuj́ı α =
x1 + · · ·+ xd. Pak plat́ı(

α

x1, . . . , xd

)
= sup

y1,...,yd∈[−1,α+1]
y1+···+yd=α

(
α

y1, . . . , yd

)
⇔ x1, . . . , xd =

α

d
, (5.18)

inf
y1,...,yd∈[−1,α+1]

y1+···+yd=α

(
α

y1, . . . , yd

)
= 0. (5.19)

D̊ukaz. Z definice 5.0.1 je multinomický koeficient
(

α
x1,...,xd

)
definovaný bud’ jako 0 nebo jako

kombinace součinu a pod́ılu kladných č́ısel kv̊uli předpokladu x1, . . . , xd ∈ [−1, α+1] a vlastnosti
(3.10), tud́ıž

(
α

x1,...,xd

)
≥ 0. Rovnost zde může nastat např́ıklad pokud x1 = α+ 1, x2 = −1, x3 =

· · · = xd = 0, což tedy dokazuje rovnici (5.19).
Nyńı dokažme ekvivalenci 5.18. Pomoćı předpokladu α = x1 + · · · + xd nahrad’me xd = α −∑d−1
i=1 xi. Jelikož je multinomický koeficient

( α
y1,...,yd−1,α−

∑d−1
i=1 yi

)
proměnných y1, . . . , yd−1 z věty

5.0.2 spojitý na uzavřené množině [−1, α + 1]d, muśı na ńı kv̊uli zobecněné Weierstrassově větě
3.1.18 nabývat nějakého svého maxima M . To je zjevně kladné, jelikož z rovnice (5.6) plat́ı
M ≥

(
α

α,0,...,0

)
= 1.

Dokažme nyńı, že zmı́něné maximumM nastává pouze v př́ıpadě, když x1, . . . , xd = α
d . Pro spor

předpokládejme, žeM =
(

α
y1,...,yd

)
pro nějaká y1, . . . , yd ∈ [−1, α+1] se součtem α, která se všechna

navzájem nerovnaj́ı. Aby toto mohlo platit, muśıme mı́t y1, . . . , yd ∈ (−1, α+1], protože by jinak
existoval index l ∈ {1, . . . , d} splňuj́ıćı yl = −1 a z definice multinomických koeficient̊u 5.0.1
by platilo M =

(
α

y1,...,yd

)
= 0. Kv̊uli podmı́nce

∑d
k=1 yk = α muśı zřejmě existovat dva indexy

i, j ∈ {1, . . . }, pro něž máme yi <
α
d a yj >

α
d . Vzhledem k rovnici (5.7) můžeme předpokládat,

že plat́ı i = 1 a j = 2. Pak určitě existuje c ∈ R+ splňuj́ıćı y1 + c < y2 − c, a proto z lemmatu
5.2.9 plat́ı

M =

(
α

y1, y2, . . . , yd

)
<

(
α

y1 + c, y2 − c, . . . , yd

)
,

č́ımž dostáváme chtěný spor. □
Ve větě 5.2.11 nab́ıźıme horńı odhad na suprema multinomických koeficient̊u ve větě 5.2.10,

tedy na multinomický koeficient
”
uprostřed jejich vrstev.“

Věta 5.2.11. Necht’ α ∈ R>−1. Pak plat́ı

sup
D∈N

(
α

α
D , . . . ,

α
D︸ ︷︷ ︸

D-krát

)
= Γ(α+ 1)eγα, (5.20)

kde γ = −ψ(1) = −Γ′(1) ≈ 0,5772 je Eulerova–Mascheroniho konstanta.

D̊ukaz. Z předpokladu α ∈ R>−1 je daný multinomický koeficient pro libovolné d ∈ N definovaný

podle prvńı části definice 5.0.1 jako Γ(α+1)
[Γ( α

D
+1)]D

. Definujme tedy funkci f splňuj́ıćı f(x) = Γ(α+1)
[Γ(α

x
+1)]x

pro všechna x ∈ [1,∞) a nejprve dokažme, že je na něm neklesaj́ıćı. Úpravami a nakonec využit́ım
vztahu (3.7) dostáváme

f ′(x) =
∂

∂x

Γ(α+ 1)

[Γ(αx + 1)]x
= Γ(α+ 1)

∂

∂x

[
Γ
(α
x
+ 1
)]−x

= Γ(α+ 1)
∂

∂x
e−x ln[Γ(α

x +1)]
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= Γ(α+1)e−x ln[Γ(α
x +1)] ∂

∂x

{
− x ln

[
Γ
(α
x
+1
)]}

=
Γ(α+ 1)

[Γ(αx + 1)]x

{
− x

∂

∂x
ln
[
Γ
(α
x
+1
)]

− ln
[
Γ
(α
x
+1
)]}

= f(x)

{
−
x ∂
∂xΓ

(
α
x + 1

)
[
Γ
(

α
x + 1

)] − ln
[
Γ
(α
x
+ 1
)]}

= f(x)

{
xΓ
(

α
x + 1

)
ψ
(

α
x + 1

)
α
x2[

Γ
(

α
x + 1

)] − ln
[
Γ
(α
x
+ 1
)]}

= f(x)
{α
x
ψ
(α
x
+ 1
)
− ln

[
Γ
(α
x
+ 1
)]}

. (5.21)

Funkce Γ je na intervalu [1,∞) kladná, takže je na něm zjevně i f kladná. Aby na [1,∞) platilo
i f ′(x) > 0, muśı být složená závorka v rovnici (5.21) nezáporná. Uvažme tedy substituci y := α

x ,
pro kterou z α > −1, x ≥ 1 máme y ∈ (−1,∞), a definujme funkci g(y) ≡ ln[Γ(y + 1)]. Dı́ky
vztahu (3.7) chceme nyńı pro všechna y dokázat, že

α

x
ψ
(α
x
+ 1
)
− ln

[
Γ
(α
x
+ 1
)]

= yg′(y)− g(y) ≥ 0. (5.22)

Máme ale
d

dy
[yg′(y)− g(y)] = yg′′(y) + g′(y)− g′(y) = yg′′(y)

a z vlastnosti 3 funkce Γ v́ıme, že je funkce g pro všechna y konvexńı, takže g′′(y) > 0. Potom tedy
yg′(y) − g(y) klesá na (−1, 0] a roste na [0,∞]. Nakonec si všimněme, že plat́ı 0 · g′(0) − g(0) =
0− ln(1) = 0, z čehož dostáváme nerovnici (5.22), a proto plat́ı f ′(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ [1,∞).
Dokázali jsme tedy, že pro všechna D ∈ N máme f(D) ≤ f(D + 1). Z Heineho věty 3.1.7 nám

pro d̊ukaz rovnice (5.20) stač́ı už jen ukázat, že

lim
x→∞

f(x) = Γ(α+ 1)eγα. (5.23)

Úpravou a následné využit́ım věty 3.1.4 d́ıky spojitosti exponenciálńı funkce dostáváme

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

Γ(α+ 1)

[Γ(αx + 1)]x
= Γ(α+ 1) lim

x→∞
e−x ln[Γ(α

x
+1)] = Γ(α+ 1)elimx→∞ −x ln[Γ(α

x
+1)]

Na danou limitu můžeme lehce aplikovat L’Hospitálovo pravidlo z věty 3.1.6:

lim
x→∞

−x ln
[
Γ
(α
x
+ 1
)]

= lim
x→∞

− ln[Γ(αx + 1)]
1
x

= lim
x→∞

ψ(αx + 1) α
x2

− 1
x2

= −ψ(1)α = γα.

Zpětné dosazeńı dokazuje rovnici (5.23).

5.3 Integrace multinomickcýh koeficient̊u

Jak už jsme řekli v předchoźı sekci, kv̊uli d̊usledku 5.2.8 nemůžeme uvažovat nekonečné integrály
multinomických koeficient̊u, které by zobecnily integrály kombinačńıch č́ısel ze článku [14] ve větě
4.3.1. V této sekci na ně alespoň navážeme v asymptotickém smyslu.
Nejprve v lemmatu 5.3.8 ukážeme, že pro d ∈ R≥1, α→ ∞ plat́ı∫ α

0

(
α

x

)
d−x dx ∼

(
d+ 1

d

)α
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pomoćı série vztah̊u(
d+ 1

d

)α

∼
∞∑
i=0

(
α

i

)
d−i ∼

⌊α⌋∑
i=0

(
α

i

)
d−i ∼

∫ ⌊α⌋+1

0

(
α

x

)
d−x dx ∼

∫ α

0

(
α

x

)
d−x dx. (5.24)

Lemma 5.3.1. Necht’ d ∈ R≥1, α→ ∞. Pak plat́ı(
d+ 1

d

)α

∼
⌊α⌋∑
i=0

(
α

i

)
d−i.

D̊ukaz. Z věty 4.1.2 a v př́ıpadě d = 1 z věty 4.1.3 máme pomoćı předpokladu α ∈ R>0(
d+ 1

d

)α

=
(
1 + d−1

)α
=

∞∑
i=0

(
α

i

)
d−i.

Aplikaćı věty 3.1.19 o Cauchyově tvaru zbytku Taylorova polynomu stejným zp̊usobem, jako
v d̊ukazu věty 4.1.2, se tato řada rovná

⌊α⌋∑
i=0

(
α

i

)
d−i +

α⌊α+1⌋(c⌊α⌋ + 1
)α−⌊α⌋−1(1

d − c⌊α⌋
)⌊α⌋ 1

d

⌊α⌋!
=

(
d+ 1

d

)α

, (5.25)

kde c⌊α⌋ ∈
(
0, 1d
)
. Snadno můžeme pro α > 0 d́ıky omezeńı na c⌊α⌋, α − ⌊α⌋ − 1 < 1 a definici

padaj́ıćıho faktoriálu 3.1.22 dokázat∣∣∣∣∣α
⌊α+1⌋(c⌊α⌋ + 1

)α−⌊α⌋−1(1
d − c⌊α⌋

)⌊α⌋ 1
d

⌊α⌋!

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣⌈α⌉⌊α⌋+1(1)α−⌊α⌋−1(1

d

)⌊α⌋+1

⌊α⌋!

∣∣∣∣∣
<

∣∣∣∣∣⌈α⌉⌊α⌋(α− ⌊α⌋)
⌊α⌋!

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣⌈α⌉⌊α⌋⌊α⌋⌊α⌋!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣⌈α⌉

∣∣∣∣∣ = ⌈α⌉ < α+ 1.

Z věty 3.1.3 proto plat́ı

0 ≤ lim
α→∞

∣∣∣∣∣
α⌊α+1⌋

(
c⌊α⌋+1

)α−⌊α⌋−1(
1
d
−c⌊α⌋

)⌊α⌋
1
d

⌊α⌋!(
d+1
d

)α
∣∣∣∣∣ ≤ lim

α→∞

α+ 1(
d+1
d

)α = 0,

takže zjevně máme

lim
α→∞

α⌊α+1⌋
(
c⌊α⌋+1

)α−⌊α⌋−1(
1
d
−c⌊α⌋

)⌊α⌋
1
d

⌊α⌋!(
d+1
d

)α = 0.

Dı́ky větě 3.1.29 použité na rovnici 5.25 pak dostáváme(
d+ 1

d

)α

∼
⌊α⌋∑
i=0

(
α

i

)
d−i,

jak jsme chtěli dokázat. □
Dále bude užitečné definovat následuj́ıćı funkci.
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Definice 5.3.2. Necht’ d ∈ R≥1, α ∈ R+. Pak definujme funkci fd,α splňuj́ıćı fd,α(x) =
(
α
x

)
d−x

pro všechna x ∈ [0, ⌊α⌋+ 1].

Lemma 5.3.3. Necht’ d ∈ R≥1, α ∈ R+. Pak je funkce fd,α kladná na svém definičńım oboru a
klesaj́ıćı na intervalu [α, ⌊α⌋+ 1].

D̊ukaz. Funkce fd,α je součinem kombinačńıho č́ısla
(
α
x

)
, které je na jej́ım definičńım oboru kladné

z věty 4.2.6, a funkce d−x, která je na něm také kladná, takže muśı být i ona samotná kladná
na celém intervalu [0, ⌊α⌋ + 1]. Zároveň je kombinačńı č́ıslo

(
α
x

)
v proměnné x opět kv̊uli větě

4.2.6 klesaj́ıćı na intervalu [α, ⌊α⌋+ 1] a d−x je na něm nerostoućı, tud́ıž na něm fd,α klesá. □
Při d̊ukazu daľśı asymptotické rovnosti na řádku (5.24) budeme potřebovat př́ı̌st́ı dvě lemmata.

Lemma 5.3.4. Necht’ d ∈ R≥1, α→ ∞. Pak plat́ı

max
x∈[0,⌊α⌋+1]

fd,α(x) ≪

(
d+ 1

d

)α

. (5.26)

D̊ukaz. Jelikož jsou kombinačńı č́ısla v předpisu funkce fd,α definovaná pro x ∈ [0, α] podle prvńı
části definice 4.0.1, můžeme použ́ıt vlastnost funkce Γ (3.11), ze které pro nějaká konstantńı
a, b ∈ R+ dostáváme

fd,α(x) =

(
α

x

)
d−x =

Γ(α+ 1)

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)
d−x <

b
(
α+ 1

2
e

)α+ 1
2

a
(
x+ 1

2
e

)x+ 1
2
a
(
α−x+ 1

2
e

)α−x+ 1
2

d−x

=
b
√
e

a2

(
α+ 1

2

)α+ 1
2(

x+ 1
2

)x+ 1
2
(
α− x+ 1

2

)α−x+ 1
2dx

.

Kv̊uli tomu, že fd,α klesá na intervalu [α, ⌊α⌋+ 1] z lemmatu 5.3.3, máme

max
x∈[0,⌊α⌋+1]

fd,α(x) <
b
√
e

a2
max
x∈[0,α]

(
α+ 1

2

)α+ 1
2(

x+ 1
2

)x+ 1
2
(
α− x+ 1

2

)α−x+ 1
2dx

. (5.27)

Definujme nyńı funkci h splňuj́ıćı pro všechna x ∈ [0, α]

h(x) =

(
x+

1

2

)x+ 1
2
(
α− x+

1

2

)α−x+ 1
2

dx.

Funkce h je zřejmě spojitá na svém definičńım oboru a jej́ı prvńı derivace podle x je

∂

∂x
h(x) =

∂

∂x

(
x+

1

2

)x+ 1
2
(
α− x+

1

2

)α−x+ 1
2

dx =
∂

∂x
e

(
x+ 1

2

)
ln
(
x+ 1

2

)
+
(
α−x+ 1

2

)
ln
(
α−x+ 1

2

)
+x ln(d)

=

[
∂

∂x

(
x+

1

2

)
ln

(
x+

1

2

)
+

∂

∂x

(
α− x+

1

2

)
ln

(
α− x+

1

2

)
+

∂

∂x
x ln(d)

]
e

(
x+ 1

2

)
ln
(
x+ 1

2

)
+
(
α−x+ 1

2

)
ln
(
α−x+ 1

2

)
+x ln(d)
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=

[
ln

(
x+

1

2

)
+ 1− ln

(
α− x+

1

2

)
− 1 + ln(d)

]
e

(
x+ 1

2

)
ln
(
x+ 1

2

)
+
(
α−x+ 1

2

)
ln
(
α−x+ 1

2

)
+x ln(d)

= ln

(
dx+ d

2

α− x+ 1
2

)(
x+

1

2

)x+ 1
2
(
α− x+

1

2

)α−x+ 1
2

dx. (5.28)

Aby byla tato derivace nulová, muśı kv̊uli x ∈ [0, α] platit ln
(

dx+ d
2

α−x+ 1
2

)
= 0, tedy dx + d

x =

α−x+ 1
2 , což nastane pouze pokud x = α+1

d+1 − 1
2 . Pro dostatečně velká α máme α+1

d+1 − 1
2 ∈ [0, α].

Zdlouhavou derivaćı výrazu (5.28) podle x bychom po dosazeńı zjistili, že druhá derivace funkce
h v x = α+1

d+1 − 1
2 je kladná, takže v něm má lokálńı minimum. Jelikož je h na svém definičńım

oboru kladná, muśı proto pro dostatečně velká α z těchto poznatk̊u platit

bc
√
e

a2
max
x∈[0,α]

(
α+ 1

2

)α+ 1
2(

x+ 1
2

)x+ 1
2
(
α− x+ 1

2

)α−x+ 1
2dx

≤ b
√
e

a2

(
α+ 1

2

)α+ 1
2(

α+1
d+1 − 1

2 + 1
2

)α+1
d+1

− 1
2
+ 1

2
(
α− α+1

d+1 + 1
2 + 1

2

)α−α+1
d+1

− 1
2
+ 1

2d
α+1
d+1

− 1
2

=
b
√
e

a2

(
α+ 1

2

)α+ 1
2(

α+1
d+1

)α+1
d+1

[
d(α+1)
d+1

] d(α+1)
d+1

d
α+1
d+1

− 1
2

.

Pro d̊ukaz vztahu (5.26) pak d́ıky nerovnici (5.27) a nezápornosti funkce fd,α na svém definičńım
oboru z lemmatu 5.3.3 stač́ı dokázat limitu

lim
α→∞

b
√
e

a2

(
α+ 1

2

)α+1
2(

α+1
d+1

)α+1
d+1

[
d(α+1)
d+1

] d(α+1)
d+1

d
α+1
d+1

− 1
2(

d+1
d

)α = 0. (5.29)

Úpravami a následně pomoćı věty 3.1.4 a spojitosti exponenciálńı funkce dostáváme

lim
α→∞

b
√
e

a2

(
α+ 1

2

)α+1
2(

α+1
d+1

)α+1
d+1

[
d(α+1)
d+1

] d(α+1)
d+1

d
α+1
d+1

− 1
2(

d+1
d

)α =
b
√
e

a2
lim
α→∞

(
α+ 1

2

)α+ 1
2dα(

α+1
d+1

)α+1
d+1

[
d(α+1)
d+1

] d(α+1)
d+1

d
α+1
d+1

− 1
2 (d+ 1)α

=
b
√
e

a2
lim
α→∞

(
α+

1

2

)α+ 1
2

dα−
d(α+1)
d+1

−α+1
d+1

− 1
2 (d+ 1)

α+1
d+1

+
d(α+1)
d+1

−α(α+ 1)−
α+1
d+1

− d(α+1)
d+1

=
b
√
e(d+ 1)

a2d
3
2

lim
α→∞

(
α+

1

2

)α+ 1
2

α−α−1 =
b
√
e(d+ 1)

a2d
3
2

elimα→∞(α+ 1
2
) ln(α+ 1

2
)−(α+1) ln(α). (5.30)
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Dı́ky L’Hospitalově větě 3.1.6 máme

lim
α→∞

(
α+

1

2

)
ln

(
α+

1

2

)
−

(
α+

1

2

)
ln(α) = lim

α→∞

ln
(
α+ 1

2
α

)
1

α+ 1
2

= lim
α→∞

d
dα ln

(
α+ 1

2
α

)
d
dα

1
α+ 1

2

= lim
α→∞

α
α+ 1

2

(
− 1

2α2

)
− 1(

α+ 1
2

)2 = lim
α→∞

α+ 1
2

2α
=

1

2
,

takže z věty 3.1.5 o aritmetice limit funkćı plat́ı

lim
α→∞

(
α+

1

2

)
ln

(
α+

1

2

)
− (α+ 1) ln(α)

= lim
α→∞

[(
α+

1

2

)
ln

(
α+

1

2

)
−

(
α+

1

2

)
ln(α)

]
+ lim

α→∞

[
− 1

2
ln(α)

]
=

1

2
−∞ = −∞.

Po dosazeńı tohoto výsledku do rovnice (5.30) dostáváme rovnici (5.29), což ukončuje d̊ukaz
lemmatu 5.3.4. □

Lemma 5.3.5. Necht’ d ∈ R≥1, α ∈ R+. Pak existuje konstanta c nezávislá na α, d splňuj́ıćı∣∣∣∣∣
∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx−

⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i)

∣∣∣∣∣ < c max
x∈[0,⌊α⌋+1]

fd,α(x). (5.31)

D̊ukaz. Uvažme d́ıky vztahu (3.7) a definici kombinačńıch č́ısel 4.0.1, podle jej́ıž prvńı části muśı
být definovaná kombinačńı č́ısla v přepisu funkce fd,α, derivaci funkce fd,α podle x:

∂

∂x
fd,α(x) =

∂

∂x

(
α

x

)
d−x = − ln(d)

(
α

x

)
d−x +

(
∂

∂x

(
α

x

))
d−x

= − ln(d)

(
α

x

)
d−x +

(
∂

∂x

Γ(α+ 1)

Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)

)
d−x

= − ln(d)

(
α

x

)
d−x +

Γ(α+ 1)[ψ(x+ 1)− ψ(α− x+ 1)]Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)

[Γ(x+ 1)Γ(α− x+ 1)]2
d−x

= [ψ(x+ 1)− ψ(α− x+ 1)− ln(d)]fd,α(x).

Ze vztahu (3.8) muśı být funkce ψ(x + 1) − ψ(α − x + 1) − ln(d) v proměnné x rostoućı, tud́ıž
z kladnosti funkce fd,α v lemmatu 5.3.3 může být tato derivace nulová maximálně jednou na in-
tervalu [0, ⌊α⌋ + 1]. Funkce fd,α má na tomto intervalu tedy maximálně jeden lokálńı extrém,
o kterém v́ıme, že muśı být lokálńı maximum, jelikož fd,α d́ıky lemmatu 5.3.3 klesá na intervalu
[α, ⌊α⌋ + 1]. Existuje tedy x0 ∈ [0, ⌊α⌋ + 1] takové, že v něm fd,α nabývá na daném intervalu
maximum, je rostoućı na intervalu [0, x0] a klesaj́ıćı na intervalu [x0, ⌊α⌋+ 1].
Pro každé i ∈ {0, . . . , ⌊α⌋} definujme interval

Ii := [i, i+ 1].
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Funkce fd,α je na svém definičńım oboru spojitá kv̊uli spojitosti kombinačńıch č́ısel ve větě 4.0.2
a spojitosti exponenciálńı funkce, takže můžeme z Weierstrassovy věty 3.1.17 definovat pro každé
i ∈ {0, . . . , ⌊α⌋} také

mi := min
x∈Ii

fd,α(x),Mi := max
x∈Ii

fd,α(x).

Nakonec zvolme j ∈ {0, . . . , ⌊α⌋} splňuj́ıćı x0 ∈ Ij . Všimněme si, že kv̊uli předpoklad̊um týkaj́ıćıch
se monotonie funkce fd,α plat́ı pro každé i ∈ {0, . . . , ⌊α⌋}

mi =

{
fd,α(i), pokud i < j

fd,α(i+ 1), pokud i > j
,Mi =

{
fd,α(i+ 1), pokud i < j

fd,α(i− 1), pokud i > j.

Máme proto

⌊α⌋∑
i=0

Mi −
⌊α⌋∑
i=0

mi ≤
j−2∑
i=0

(Mi −mi+1) +

⌊α⌋−1∑
i=j+1

(Mi+1 −mi) +Mj−1 +Mj +Mj+1

=Mj−1 +Mj +Mj+1 < 3Mj = 3fd,α(x0), (5.32)

kde Ml definujeme jako 0, pokud l ̸∈ {0, . . . , ⌊α⌋}. Zároveň také zřejmě plat́ı

⌊α⌋∑
i=0

mi ≤
∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx ≤

⌊α⌋∑
i=0

Mi,

⌊α⌋∑
i=0

mi ≤
⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i) ≤
⌊α⌋∑
i=0

Mi,

takže z nerovnice (5.32) plyne∣∣∣∣∣
∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx−

⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i)

∣∣∣∣∣ < 3fd,α(x0).

□
Dohromady nám předchoźı dvě lemmata jednoduše dávaj́ı to nadcházej́ıćı.

Lemma 5.3.6. Necht’ d ∈ R≥1, α→ ∞. Pak plat́ı

⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i) ∼
∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx. (5.33)

D̊ukaz. Mějme funkci g takovou, že pro všechna β ∈ R+ plat́ı

⌊β⌋∑
i=0

fd,β(i) =

∫ ⌊β⌋+1

0
fd,β(x) + g(β). (5.34)

Nyńı z lemmat 5.3.4, 5.3.5 a věty 3.1.28 dostáváme

g(α) ≪

(
d+ 1

d

)α

∼
⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i) ⇒ g(α) ≪
⌊α⌋∑
i=0

fd,α(i) =

∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) + g(α).

Potom spolu věta 3.1.29 a rovnice (5.34) dokáž́ı vztah (5.33). □
Posledńı asymptotickou rovnost na řádku (5.24) dokážeme v lemmatu 5.3.7.
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Lemma 5.3.7. Necht’ d ∈ R≥1, α→ ∞. Pak plat́ı∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx ∼

∫ α

0
fd,α(x) dx. (5.35)

D̊ukaz. Čistě z pozorováńı o funkci fd,α v lemmatu 5.3.3 dostáváme∣∣∣∣∣
∫ ⌊α⌋+1

0
fd,α(x) dx−

∫ α

0
fd,α(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∫ ⌊α⌋+1

α
fd,α(x) dx < ⌊α⌋+ 1− α < 1,

což zjevně klesá asymptoticky pomaleji než integrál na levé straně řádku (5.35) (v předchoźıch
lemmatech 5.3.1, 5.3.6 v́ıme, že roste jako (d+1

d )α, tedy exponenciálně). Pak dostáváme vztah
(5.35) stejně snadnou úvahou, jako tou v d̊ukazu lemmatu 5.3.6. □
Nakonec dostáváme kýžené lemma 5.3.8.

Lemma 5.3.8. Necht’ d ∈ R≥1, α→ ∞. Pak plat́ı∫ α

0

(
α

x

)
d−x dx ∼

(
d+ 1

d

)α

.

D̊ukaz. Plyne z lemmat 5.3.1, 5.3.6, 5.3.7 a definice 5.3.2 funkce fd,α. □
Hlavńı podstata lemmatu 5.3.8 spoč́ıvá v následuj́ıćı definici a lemmatu.

Definice 5.3.9. Definujme funkci σ splňuj́ıćı pro všechna α ∈ R+
0

σ(α) =

∫ α

0

(
α

x

)
k−x dx−

(
k + 1

k

)α

.

Lemma 5.3.10. Necht’ c1 ∈ R+. Pak existuje a ∈ R+, takové, že pro všechna y ∈ R≥a máme

|σ(y)|
(k+1

k )y
< c1.

D̊ukaz. Plyne z definice 5.3.9 funkce σ a lemmatu 5.3.8 d́ıky větě 3.1.29. □
K d̊ukazu hlavńı věty této sekce už potřebujeme jen lemma 5.3.11.

Lemma 5.3.11. Necht’ d ∈ N, k ∈ {1 . . . , d− 1}. Pak plat́ı

lim
α→∞

∣∣∣∣∣
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(∏d−k−1
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj

xi

))
σ
(
α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(∏d−k−1
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj

xi

))
dxd−k−1 . . . dx1

∣∣∣∣∣ = 0.

(5.36)

D̊ukaz. Oba zde vystupuj́ıćı integrály si můžeme vyložit jako integrály přes všechny d−k−1-tice
reálných č́ısel x1 . . . , xd−k−1 ∈ [0, α] se součtem menš́ım nebo rovným α. Pro zjednodušeńı zápisu
označme množinu všech těchto d− k − 1-tic jako M .
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Zvolme nyńı libovolné c1 ∈ R+. Pro něj z lemmatu 5.3.10 existuje a ∈ R+, takové, že pro všechna
y ∈ R≥a plat́ı

|σ(y)|
(k+1

k )y
< c1.

Dále zjevně existuje nějaké c2 ∈ R+ splňuj́ıćı pro všechna y ∈ R<a

|σ(y)|
(k+1

k )y
< c2.

Množinu všech d− k − 1-tic z M takových, že α−
∑d−k−1

i=1 xi ≥ a označme jako M≥a a množinu
ostatńıch d − k − 1-tic z M zase označme jako M<a. Z těchto pozorováńı, d́ıky nezápornosti
kombinačńıch č́ısel v následuj́ıćıch výrazech z věty 4.2.6 a opakovaným použit́ım rovnice (5.10)
(zřejmě vždy plat́ı α, x1 . . . , xd−1, α−

∑d−1
i=1 xi ∈ R+

0 ) máme1∣∣∣∣∣
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
σ

(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∣∣∣∣∣
(5.37)

=

∫
M
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))∣∣∣∣∣σ
(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ dxd−k−1 . . . dx1

=

∫
M≥a

kα−
∑d−k−1

i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))∣∣∣∣∣σ
(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ dxd−k−1 . . . dx1

+

∫
M<a

kα−
∑d−k−1

i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))∣∣∣∣∣σ
(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣ dxd−k−1 . . . dx1

<

∫
M≥a

kα−
∑d−k−1

i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
c1

(
k + 1

k

)α−
∑d−k−1

i=1 xi

dxd−k−1 . . . dx1

+

∫
M<a

kα−
∑d−k−1

i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
c2

(
k + 1

k

)α−
∑d−k−1

i=1 xi

dxd−k−1 . . . dx1

= c1

∫
M≥a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1 . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

+c2

∫
M<a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1 . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1.

Zde budeme cht́ıt ukázat, že prvńı z těchto sč́ıtanc̊u roste asymptoticky rychleji než ten druhý.
Pro dostatečně velké α muśı platit pro všechny d − k − 1-tice z M<a opakovaným použit́ım

lemmatu 5.2.9 zkombinovaným se vztahem (5.7)(
α

x1, . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
<

(
α

α−a
d−k−1 , . . . ,

α−a
d−k−1 , a

)
,

1Při integraci přes množinu zde využ́ıváme notaci z Lebesgueova integrálu.
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z čehož vyplývá

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1, . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
< (k + 1)a

(
α

α−a
d−k−1 , . . . ,

α−a
d−k−1 , a

)
. (5.38)

Stejným zp̊usobem pak můžeme ukázat, že plat́ı také(
α

α−a
d−k−1 , . . . ,

α−a
d−k−1 , a

)
≤
(

α

y1, . . . , yd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 yi

)
a potom i

(k + 1)a
(

α
α−a

d−k−1 , . . . ,
α−a

d−k−1 , a

)
≤ (k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 yi

(
α

y1, . . . , yd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 yi

)
, (5.39)

kde y1, . . . , yd−k−1 ∈ [ α
d−k ,

α−a
d−k−1 ] (uvažujeme dost velká α na to, aby byly koncové body tohoto

intervalu ve správném pořad́ı). Množiny všech těchto d − k − 1-tic y1, . . . , yd−k−1 označme N .
Snadno můžeme ověřit, že je každá d− k− 1-tice z N také v M≥a, takže je N podmnožina M≥a.
Proto dostáváme z nerovnice (5.38), věty o uspořádáńı limit 3.1.3 a z nezápornosti multinomických
koeficient̊u v př́ı̌st́ıch výrazech d́ıky větě 5.2.10

0 ≤ lim
α→∞

c2
∫
M<a(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

( α
x1...,xd−k−1,α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

c1
∫
M≥a(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

( α
x1...,xd−k−1,α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

(5.40)

≤ c2
c1

lim
α→∞

∫
M<a(k + 1)a

(
α

α−a
d−k−1

,..., α−a
d−k−1

,a

)
dxd−k−1 . . . dx1∫

N (k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi
( α
x1...,xd−k−1,α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

.

Předchoźı limita kv̊uli nerovnici (5.39) nemůže být (opět z věty 3.1.3) zjevně větš́ı než limita

c2
c1

lim
α→∞

∫
M<a dxd−k−1 . . . dx1∫
N dxd−k−1 . . . dx1

. (5.41)

Z definice d − k − 1-tic z množiny N v́ıme, že
∫
N dxd−k−1 . . . dx1 = ( α−a

d−k−1 − α
d−k )

d−k−1, a
to je polynom v proměnné α stupně d − k − 1. Integrál

∫
M<a dxd−k−1 . . . dx1 můžeme zapsat

následovně:∫
M<a

dxd−k−1 . . . dx1 =

∫ α

0

∫ α−x1

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−3
i=1 xi

0

∫ α−
∑d−k−2

i=1 xi

α−
∑d−k−2

i=1 xi−a
dxd−k−1 . . . dx1

=

∫ α

0

∫ α−x1

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−3
i=1 xi

0
a dxd−k−2 . . . dx1

To je ale určitě menš́ı než ∫ α

0
· · ·
∫ α

0
a dxd−k−2 . . . dx1 = aαd−k−2,

což je polynom proměnné α stupně d − k − 2. Limita (5.41) se proto nutně muśı rovnat nule,
jelikož je zjevně nezáporná a (zase z věty 3.1.3) menš́ı limita pod́ılu dvou polynomů, z nichž má
ten ve jmenovateli menš́ı stupeň než ten v čitateli.
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Ohlédněme se na to, co jsme nyńı dostali. Limita na řádku (5.40) se tedy nutně muśı rovnat
nule, a proto d́ıky větě 3.1.29 plat́ı

c1

∫
M≥a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1 . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

+c2

∫
M<a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1 . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∼ c1

∫
M≥a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi

(
α

x1 . . . , xd−k−1, α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1,

což potom nemůže v proměnné α r̊ust asymptoticky pomaleji než výraz na řádku (5.37). Z věty
(3.1.3), definice množiny M≥a, d́ıky několikrát použité rovnici (5.10) a nezápornosti multino-
mických koeficient̊u v př́ı̌st́ıch výrazech z věty 5.2.10 proto máme

lim
α→∞

∣∣∣∣∣
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(∏d−k−1
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj

xi

))
σ
(
α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(∏d−k−1
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj

xi

))
dxd−k−1 . . . dx1

∣∣∣∣∣

≤ lim
α→∞

∣∣∣∣∣ c1
∫
M≥a

(k + 1)α−
∑d−k−1

i=1 xi
(

α
x1...,xd−k−1,α−

∑d−k−1
i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(
α

x1...,xd−k−1,α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∣∣∣∣∣
≤ lim

α→∞

∣∣∣∣∣c1
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(
α

x1...,xd−k−1,α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(
α

x1...,xd−k−1,α−
∑d−k−1

i=1 xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

∣∣∣∣∣ = |c1| = c1

Č́ıslo c1 je ale kladné reálné a libovolně malé, takže limita na řádku (5.36) je menš́ı než všechna
kladná reálná č́ısla. Zároveň je ale zjevně nezáporná, takže muśı být rovná nule, jak jsme chtěli
ukázat.

□
Nyńı můžeme v př́ı̌st́ı větě popsat asymptotické chováńı integrálu multinomického koeficientu( α

x1,...,xd−1,α−
∑d−1

i=1 xi

)
přes všechny d− 1-tice č́ısel x1, . . . , xd−1 z intervalu [0, α] se součtem α.

Věta 5.3.12 (Navazuj́ıćı na větu 4.3.1). Necht’ d ∈ N, α→ ∞. Pak plat́ı∫ α

0

∫ α−x1

0
· · ·
∫ α−

∑d−2
i=1 xi

0

(
α

x1, . . . , xd−1, α−
∑d−1

i=1 xi

)
dxd−1 . . . dx1 ∼ dα. (5.42)

D̊ukaz. Levou stranu vztahu 5.42 označme jako I(α) a nyńı indukćı dokažme, že pro každé n ∈
{1, . . . , d} plat́ı

I(α) ∼
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−n−1
i=1 xi

0
nα−

∑d−n
i=1 xi

(
d−n∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
dxd−n . . . dx1. (5.43)

Bázový krok n = 1 plyne rovnou z opakovaně použitého vztahu (5.10). Jinak předpokládejme,
že vztah 5.43 plat́ı pro 1, . . . , k pro nějaké k ∈ {1, . . . , d− 1} a dokažme jeho platnost pro k + 1.

75



Kapitola 5. Pascalovy v́ıcerozměrné prostory

Z indukčńıho předpokladu a zvoleńım α−
∑d−k−1

i=1 xi mı́sto α v definici 5.3.9 tedy dostáváme

I(α) ∼
∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−1
i=1 xi

0
kα−

∑d−k
i=1 xi

(
d−k∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
dxd−k . . . dx1

=

∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(α−
∑i−1

j=1 xj

xi

))[
σ

(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)
+

(
k + 1

k

)α−
∑d−k−1

i=1 xi
]
dxd−k−1 . . . dx1

=

∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
kα−

∑d−k−1
i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
σ

(
α−

d−k−1∑
i=1

xi

)
dxd−k−1 . . . dx1

+

∫ α

0
· · ·
∫ α−

∑d−k−2
i=1 xi

0
(k + 1)α−

∑d−k−1
i=1 xi

(
d−k−1∏
i=1

(
α−

∑i−1
j=1 xj
xi

))
dxd−k−1 . . . dx1.

Všimněme si, že z lemmatu 5.3.11 spojeného s větou 3.1.29 roste tento součet integrál̊u asympto-
ticky stejně jako druhý z nich, což ukončuje d̊ukaz indukćı.
V př́ıpadě n = d v asymptotické rovnosti (5.43) potom dostáváme (opět z několikrát aplikované

rovnice (5.10)) právě chtěný vztah (5.42). □

76



Závěr

Závěr

V této práci jsme definovali Pascal̊uv trojúhelńık a poté přehledně rozebrali dva r̊uzné směry,
kterými lze rozš́ı̌rit kombinačńı č́ısla v něm, tj. zvýšeńı počtu jejich proměnných multinomickými
koeficienty a zvětšeńı jejich definičńıho oboru pomoćı funkce Gamma. Nakonec jsme oba tyto
směry zkombinovali spojitými multinomickými koeficienty. Skrze celou práci se nám podařilo
celkem d̊ukladně popsat chováńı kombinačńıch č́ısel a všech těchto jejich rozš́ı̌reńı. Hlavńı
myšlenka práce pak byla ta, že jsme ukázali, jak některé vlastnosti kombinačńıch č́ısel Pascalova
trojúhelńıku přetrvávaj́ı i po zmı́něných zobecněńıch. Jako prvńı jsme podrobně vyšetřili spojité
multinomické koeficienty a za největš́ı nový př́ınos práce považujeme věty 4.3.3, 5.2.11 a 5.3.12.
Muśıme podotknout fakt, že kombinačńı č́ısla přirozených argument̊u jsou součást́ı obrovského

množstv́ı identit, takže jsme zmı́nili a zobecnili jen několik základńıch.
Je také možné rozš́ı̌rit definičńı obor funkce Gamma z reálných i na komplexńı č́ısla a např́ıklad

vyjádřeńı spojitých kombinačńıch č́ısel ve větě 4.3.2 ze článku [15] plat́ı nejen pro reálné proměnné.
Můžeme proto spekulovat, že by alespoň část vět posledńıch dvou kapitol 4 a 5 mohla být t́ımto
zp̊usobem zobecněna.
Nakonec pro ty, kterým by se mohla zdát předložená rozš́ı̌reńı kombinačńıch č́ısel př́ılǐs nahodilá,

bychom měli zmı́nit Dirichletovo pravděpodobnostńı rozděleńı, v němž vystupuje multinomický
koeficient reálných proměnných jako normalizačńı konstanta, viz článek [16].
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Použitá značeńı

N,Z,R množina přirozených, celých, reálných č́ısel

N0 množina přirozených č́ısel s nulou

Z− množina záporných celých č́ısel

R>−1 množina všech reálných č́ısel větš́ıch než − 1

Rd d-krát opakovaný kartézský součin množiny reálných č́ısel se sebou

max,min, sup, inf maximum, minimum, supremum a infimum množiny

⌈x⌉, ⌊x⌋ horńı a dolńı celá část č́ısla x

(nk) kombinačńı č́ıslo n nad k

( n
k1,k2,k3

) trinomický koeficient n nad k1, k2, k3

( n
k1,...,kd

) multinomický koeficient n nad k1, . . . , kd

⟨αx⟩ redukované kombinačńı č́ıslo α nad x
−→e vektor e

(k1, . . . , kd)B vektor v bázi B

δi,j Kroneckerovo delta

αk padaj́ıćı faktoriál

sinc funkce Sinc

sgn funkce Signum

Γ funkce Gamma

ψ funkce Digamma

γ Eulerova–Mascheroniho konstanta

f ′ derivace funkce f

f ∼ g funkce f a g rostou asymptoticky stejně rychle

f ≪ g funkce f roste asymptoticky pomaleji než funkce g

80


	Úvod
	Pascalův trojúhelník
	Sestrojení Pascalova trojúhelníku
	Počet cest k číslům Pascalova trojúhelníku
	Kombinační čísla v Pascalově trojúhelníku
	Některé vlastnosti Pascalova trojúhelníku

	Rozšíření Pascalova trojúhelníku do vyšších dimenzí
	Pascalův čtyřstěn
	Trinomické koeficienty v Pascalově čtyřstěnu
	Pascalovy simplexy
	Počet cest k číslům Pascalových simplexů
	Multinomické koeficienty v Pascalových simplexech
	Náhled do geometrie Pascalových simplexů
	Některé vlastnosti Pascalových simplexů

	Předpoklady matematické analýzy
	Důležité definice a věty
	Funkce Gamma

	Pascalova rovina
	Kombinační čísla jedné nezáporné celé a jedné reálné proměnné
	Kombinační čísla dvou reálných proměnných
	Další vyjádření kombinačních čísel a jejich integrace

	Pascalovy vícerozměrné prostory
	Multinomické koeficienty několika nezáporných celých a dvou reálných proměnných
	Multinomické koeficienty reálných proměnných
	Integrace multinomickcýh koeficientů

	Závěr

