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Abstrakt

V této praci predstavujeme Pascaluv trojihelnik a nabizime zpusoby, kterymi ho muzeme
rozsitit. Nejprve ukazujeme, zZe je tvoren kombinacnimi ¢isly. Potom predstavujeme Pas-
calovy simplexy, které pojem Pascalova trojuhelniku rozsiti do vice rozmeéru a popiSeme
¢isla v ném multinomickymi koeficienty, tedy zobecnénymi kombinacnimi ¢isly. Tato
kombinacni ¢isla a multinomické koeficienty maji ve svém predpisu faktoridly definované
na nezapornych celych ¢éislech. Pomoci funkce Gamma dokazeme jejich definiéni obor
rozsitit na realnd cisla, pak snadno ziskat spojitou verzi kombinacnich cisel a nakonec
i multinomickych koeficientu. Skrze celou praci se zabyvame chovanim a zajimavymi
vlastnostmi téchto objektu, které na sebe ¢asto navazuji.

Klicova slova

Pascaluv trojihelnik, Pascaluv d-simplex, kombina¢ni ¢islo, multinomicky koeficient,
funkce Gamma

Abstract

In this paper, we introduce Pascal’s triangle and present some ways in which it can be
generalised. First, we show that it is composed of binomial coefficients. Then, we introduce
Pascal’s simplexes, which extend the concept of Pascal’s triangle to higher dimensions and
describe the numbers within them using multinomial coefficients, which are a generali-
sation of binomial coefficients. These binomial and multinomial coefficients are expressed
using formulas involving factorials, defined for non-negative integers. Using the Gamma
function, we widen their domain to real numbers, allowing us to derive a continuous ver-
sion of binomial coefficients and, finally, multinomial coefficients. Throughout the paper, we
explore the behavior and interesting properties of these objects, which often build upon one
another.

Key words

Pascal’s triangle, Pascal’s d-simplex, binomial coefficient, multinomial coefficient,
Gamma function
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Uvod

Uvod

Roku 1665 byl posmrtné vydan spis Blaise Pascala, ve kterém popsal jisté nekonecné
usporadani prirozenych c¢isel ve tvaru trojihelniku a shrnul jeho dosud znamé vlastnosti.
Z toho duvodu dnes toto uspordadani nazyvame Pascalovym trojuhelnikem, prestoze se
prvni zminky o ném datuji uz stovky let pred Pascalovym narozenim.

vvvvvv

vdeéci predevsim jeho opravdu trividlni konstrukei a nespoc¢tu v ném skrytych vlastnosti,
k nimz patti naptiklad ta, ze soucet cisel v kazdé jeho n-té vrstvé roven 2". Také je znam
diky jeho kombinatorickému vyuziti, které plyne ze schopnosti vyjadreni kazdého jeho cisla
pomoci kombinac¢niho ¢isla definovaného, pro vhodna n, k € Ny, jako

(1) = mm

Muze se nabizet otdzka, pro¢ ma byt Pascaliv trojihelnik praveé trojtihelnik. Odpovéd na ni
je pravdépodobné to, ze se pak da jednodusSe zachytit na papir a snadno se s nim pracuje,
kazdopadné muzeme ve svétle Pascalova trojihelniku vytvorit podobné se chovajici ¢iselné
struktury ve tvaru vicerozmérnych zobecnéni trojihelniku nazyvané Pascalovy simplexy.
Ty tedy budeme stale moct generovat jednoduchym zpusobem a fada vlastnosti Pascalova
trojihelniku se do nich ptrenese, takze bude napiiklad soucet ¢isel v kazdé jejich n-té vrstveé
roven d", kde d udava pocet rozméru daného objektu. Jejich kombinatoricky vyznam bude
spocivat v tom, ze kazdé jejich ¢islo bude vyjadritelné pomoci multinomického koeficientu
(zobecnéni kombinacnich ¢éisel) definovaného, pro vhodnd n, k; ..., ks € Ny, jako

n B n!
ki,....kq) kil... kg

Déle nas muze trapit, ze kombinaé¢ni ¢isla Pascalova trojihelniku mame definované pouze
pro nezaporna celd ¢isla. Predstavime proto funkci Gamma, ktera prirozené zveétsi definiéni
obor faktorialu v jejich definici z nezapornych celych i na velkou ¢ast realnych ¢isel. Meto-
dami matematické analyzy pak prozkouméame vlastnosti takto rozsifenych kombinac¢nich
¢isel, z nichz nékteré budou stale navazovat na vlastnosti téch diskrétnich - integral pres
a-ty radek bude stale roven 2°.

V posledni kapitole pak zkombinujeme oba zminéné zpusoby, kterymi muzeme kom-
binaéni ¢isla zobecnit, ¢imz ziskame spojitou verzi multinomickych koeficientu definovanou
na vétsiné realnych c¢isel a opét vysetiime jejich chovani. Hlavni piinos prace se pak skryva
v posledni vété, kde dokazeme, ze integral a-té vrstvy d-rozmérnych multinomickych koe-
ficientu roste asymptoticky stejné jako d“.



Kapitola 1. Pascaluv trojuhelnik

Kapitola 1

Pascaluv trojihelnik

1.1 Sestrojeni Pascalova trojihelniku

Uvazme nésledujici konstrukci. Napiseme ¢islo 1 a nasledné pod néj budeme rekurentné vytvaret
nové fadky ¢isel v trojihelnikové miizce jako na obrazku 1.1. Z kazdého fadku vytvorime dalsi tak,
ze si nalevo i napravo od néj domyslime ¢isla 0 a pro kazdou dvojici sousedicich ¢isel v ném pak
napiSeme na dalsi fadek mezi né jejich soucet. Touto jednoduchou konstrukei vznikd nekonecné
usporadéni ¢isel ve tvaru trojuhelniku nazyvané Pascaluv trojihelnik.

Obrazek 1.1: Prvnich 6 tadka Pascalova trojihelniku

1.2 Pocet cest k ¢islim Pascalova trojihelniku

Pro jednodussi zachézeni s Pascalovym trojihelnikem v ném zavedeme soutfadnicovy systém.
Kazdému jeho é&islu tedy prifadime dvojici celych éisel (ki, k2), kde k1 + ko bude udavat ¢islo
radku Pascalova trojihelniku, ve kterém je, a k1 bude udavat jeho potfadi zleva v tom radku.
Rédky i poradi v nich budeme éislovat od 0. Formélné mtizeme konstrukei Pascalova trojihelnfku
z predchozi sekce zapsat v nasledujici definici.
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Definice 1.2.1. Necht e, e5 € R2 jsou jednotkové vektory se vzdjemnou odchylkou 60° tvorici
bazi B a f je funkce splnujici pro kazdd kq,ke € Z s k1 + ko > 0
1, pokud k‘l = k‘Q =0
fl(k1,k2)B] = < 0, pokud k1 < 0 nebo ky <0
f[(k‘l — 1, kg)B] + f[(kl,k'Q — 1)3], pokud k1, ko € Ny a k1 + ko # 0.

Pak pojmem Pascaliv trojihelnik rozumime mnozinu vSech bodu (k1,k2)p s k1, ke € Ny a k nim
prifazenym hodnotam funkei f.

Nyni si predstavme, Ze stojime na pocatecéni jedni¢ce v nultém fadku Pascalova trojuhelniku
a zatneme schazet dolt tak, ze se vzdy presuneme na jedno ze dvou Cisel, ktera jsou na dalsim
fadku hned pod nami.

1
aN
AN

2 1

N

1 3 3

1 4 3 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Obrazek 1.2: Kroky tvotici cesty k ¢islu 3

Zamysleme se, kolika moznymi zpusoby dokézeme dojit na néjaké ¢islo s celoéiselnymi
soufadnicemi (ki, k2). Definujme funkci g, pro kterou bude g(k1, k2) prévé tento hledany pocet.
V té pocatecni jednicce zacindme vzdy, takze

9(0,0) = 1. (1.1)

Déle je jasné vidét, ze na soutadnice (ki, k2) mimo Pascaluv trojihelnik, tedy takova kde k1 < 0
nebo ko < 0, nemuzeme dojit, takze pro né plati

g(k1,k2) = 0. (1.2)

Nakonec si vSimnéme, ze na libovolny prvek se muzeme dostat jen ze dvou prvka nad nim, a
proto mame pro ki, ks € Ng spliujici k1 + k2 # 0

g(k1, ko) = g(k1 — 1, ko) + g(k1, k2 — 1). (1.3)

Funkcionalni rovnice (1.1), (1.2) a (1.3) funkce g se ale ptesie shoduji s funkei f v definici
Pascalova trojuhelniku 1.2.1, z ¢ehoz dostavame pristi vétu.

Véta 1.2.2. Necht k1, ko € Ny. Pak je ¢islo Pascalova trojihelniku na souradnicich (ky, ko) Tovno
g(kb kQ) :
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1.3 Kombinacni ¢isla v Pascalové trojihelniku

Nyni najdéme predpis pro funkci g z predchozi sekce. Abychom seSli k néjakému cislu se
soufadnicemi (k1, k2) spliujicim ky, k2 € Ny, musime se posunout dohromady k1-kréat dola doleva
a ko-krat dolt doprava, jelikoz krok doprava zvysi prvni soufadnici o 1 a krok doleva zvysi
o 1 zase tu druhou. Pocet zpusobu, kterymi muzeme dojit na souradnice (ki,k2) v Pascalovée
trodhelniku, je tedy roven poc¢tu moznosti, kterymi z (k1 + k2)-prvkové mnoziny kroku dokazeme
vybrat ki neuspotfadanych kroku sméfujicich doleva doli. Prvni z nich muzeme vybrat ki + ko
zpusoby, druhy ki + ko — 1 zptsoby a tak déle az ki-ni ko + 1 zpusby. Chceme ale, aby tyto kroky
byly neusporddané, takze tento vyledek jesté musime podélit k1!, tedy poctem permutaci téchto
k1 vybranych kroku. Mame proto

ki+ko)(kr+ka—1)...(ka+1 k1 + ko)!
gk, oa) = (k1 + ko) (k1 + k2 —1) ... (k2 + 1) _ (K1 +ka)! (1.4)
kl! kﬂkg!

Definice 1.3.1. Necht n € Ny, k € Z. Pak kombinaéni ¢islo (nékdy binomicky koeficient) defi-

nujme jako
<n> _ ﬁl;ﬁ);, pokud 0 <k <n
k) o, jinak.

Oznacme n = ki + ko (z toho jak jsme zavadéli soutadnice v Pascalové trojihelniku je n ¢éislo
jeho tadku, ve kterém lezi prvek se soufadnicemi (k1,k2)) a nahradme k; pouhym k. Jelikoz
mame ko € Ng, musi platit 0 < k& < n, takze je v n-tém tadku Pascalova trojihelniku pravé n+ 1
¢isel. Z této zmény proménnych a rovnice (1.4) pak dostdvdme hlavné nasledujici vétu.

Véta 1.3.2. Necht n, k € Ny spliiuji n > k. Pak je k-té ¢islo n-tého vddku Pascalova trojihelniku
TOUNO (Z)

Pascaluv trojuhelnik proto nyni muzeme zapsat timto zpusobem:

0 60 6 6

Obrazek 1.3: Kombinacni ¢isla v Pascalové trojuhelniku

Pii odvozovéani rovnice (1.4) jsme nastinili kombinatoricky vyznam kombinaénich éisel (takze i
¢isel Pascalova trojuhelniku), ktery je vysvétlen v nasledujici vété
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Véta 1.3.3. Necht n,k € Ny spliiuji n > k. Potom je kombinacni ¢islo (Z) rovno poctu ruzniych
k-prvkovych podmnoZin mnoziny o n procich.

Diky funkci g, definici 1.3.1 a pozorovani, ze mé n-ty fadek Pascalova trojihelniku n+ 1 prvka
také dostdvame tyto vlastnosti kombinac¢nich éisel:

Véta 1.3.4. Necht n,k € Ny spliiugi n > k. Pak plati:

()
()

(iii)

(=)o) (1.7)

(k + 1)<ZID — (n+ 1)<Z> (1.8)

Diuikaz. K ¢islum na pravém a levém kraji libovolného fadku Pascalova trojihelniku dokazeme
ziejmé sejit pouze jednim zpusobem, takze pro kazdé ¢islo radku n € Ny plati g(n,0) = g(0,n) =1
a pii konstrukci Pascalova trojihelniku jsme viubec nepotiebovali rozliSovat levou a pravou stranu,
tudiz pro kazda ki, ke plati g(ki, ko) = g(ke, k1). Po dosazeni do rovnice (1.4) a z definice 1.3.1
pak mame praveé rovnice (1.5) a (1.6). Rovnici (1.7) dostdavame diky vztahu (1.2) také z rovnice
(1.4) a definice 1.3.1. Nakonec rovnici (1.8) muzeme dokazat prostym dosazenim do definice 1.3.1
a naslednou upravou:

()

n+1) (n+1)! B n! B n
(’”1)( k )_(k+1)(k+1)![n+1—(k:—|—1)]!_(n+1)k!(n—kz)!_(n+1)(k>'

O

binac¢nich ¢isel binomicka véta.

Véta 1.3.5 (Binomickd véta). Necht n € No,z,y € R\ {0} a n = 0 pouze kdyz z +y # 0.

Pak plati
n & n n—
(x+y)" = Z <k>x Fyk. (1.9)
k=0

Diikaz. Toto ziejmé plati pokud n = 0. Pro n # 0 si muzeme (z + y)" rozepsat jako soucin n
zavorek (z + y):
(z+y)"=@+y)le+y)... (z+y)

/

n-Kkrat
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Nyni si predstavme, ze roznasobime pravou stranu pifedchozi rovnice ¢len po ¢lenu. Kazdy takovy
¢len by potom korespondoval s unikdtnim zpusobem, kterym muzeme ze vsech n dvojélent (x+y)
vybrat jedno z éisel  nebo y a vypadal by jako 2" *y*, kde k odpovida tomu, kolikrit jsme z téch
dvojclenu vybrali y. Pocet zpusobu, kterymi muzeme vybrat z n dvojélent pravé k-krat y, je ale
diky véte 1.3.3 prave (}). To znamend, ze budeme mit (i) élent 2™y°, (7) ¢lent 2"~ 1yt . .a (1)
¢lentt 2%y™. Po jejich secteni pak dostavame pravé

(x+y)" = é) (Z) g Ry

Dusledek 1.3.6. Pascaluv trojuhelnik md praktické vyuZiti pii rozndsobovdni zdvorek ve tvaru
(x+y)".

1 3 3 1
120+ 42! +622+ 423+ 124 = (1 4 2)*
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obréazek 1.4: Pomucka pro rozndsobeni (1 + z)*

1.4 Neékteré vlastnosti Pascalova trojuhelniku

V této sekci predstavime nékolik zakladnich vlatnosti kombinacnich ¢&isel, z nichz diky vété 1.3.2
vyplynou vlastnosti Pascalova trojihelniku.

Véta 1.4.1. Necht n € Ny. Pak plati

6)< ()<< (i) = ()= G0) =0 e

Dukaz. V piipadé, ze n = 0, plati rovnice (1.10) trividlné, takze dale prepokladejme n > 0.
Zaroven nam diky rovnici 1.6 bude stac¢it dokazat pouze prvni polovinu téchto nerovnosti. Méjme
libovolné nezaporné celé j < L%J Potom z definice 1.3.1 plati

<n>_ n! _j+1 n! _j+1< n>
i) T T W G- w1

i+ 1 1 1
J+ n+ _1<L_1§1

n—j n-j n—[3]

Kvuli

10
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pak musi platit i

()=

Uvézenim piedchozi rovnice pro vSechna j € {0,...,[5] — 1} dostdvame prave
(0)< ()<< ()
0/ "\l 5]

Disledek 1.4.2. Necht n,k € Ny spliiugi n > k. Pak plati

as{ (O} @ =re )
oy { (7) } ~ () ereom

Z véty 1.4.1 tedy dostavame, ze jsou cisla libovolné n-té vrstvy Pascalova trojuhelniku
uspoidadand vzestupné v jeho prvni poloviné a sestupné v té druhé. Proto jsou jeho nejmensi
¢isla na jeho krajich a jeho nejvétsi uprostied néj, jak #ikd dusledek 1.4.2.

Velka cast vlastnosti kombinacénich ¢isel zahrnuje jejich urcité soucty. Tém se vénujeme
v pristich vétach.

Véta 1.4.3. Necht n € Ny. Pak plati

o~
3
o

7N
> 3
~_

Il

O]

3

Diikaz. 7 binomické véty 1.3.5 plyne

2" = (1+1)" = (Z>1”—k1kzzn:<z>

k= k=0

3

o

Véta 1.4.4. Necht n € Ny. Pak plati

Zn:(—l)’f <Z> = 0.

Druikaz. Tato véta by se zase dala dokéazat jednoduchym dosazenim do binomické véty 1.3.5.
Pro zménu ale nabizime dukaz vyuzivajici rovnice (1.5) a (1.7):

S () =) e () e () + ()

1

11
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Véta 1.4.5. Necht n € Ny. Pak plati

" n
Zk<k> — .
k=0
Drikaz. Piipad, kdy n = 0, zfejmé plati. Pokud n > 0, dostavame diky vété 1.4.3 a rovnici 1.8
- n n & n - n—1 gy |
_ _ -1\ A -1
() =0 (o) 2k () -2 o) 5 () e
k=0 k=1 k=1 k=0

O

Véty 1.4.3, 1.4.4 a 1.4.5 muzeme interpretovat tak, ze v libovolném n-tém Fddku Pascalova

trojihelniku jsou soucet ¢isel, soucet Cisel s alternujicim znaménkem a soucet ¢isel vynasobenych
jejich pofadim v tom fadku rovny postupné 27, 0 a n2"~ L.

Véta 1.4.6. Necht n € Ny. Pak plati

Y10 <n> — 11,
k
k=0

Duikaz. Opét z binomické véty 1.3.5 rovnou vyplyva

11" = (1+10)" =Y <Z> 1"*10F = Y10k (Z)
k=0

k=0

0
Vyznam véty 1.4.6 v Pascalové trojihelniku jde nejlépe vidét v jeho prvnich péti fadcich,
v nichz jsou v8echna ¢isla jednociferna:

1 =11°

1 1 =11t

1 2 1 =112

1 3 3 1 =113

1 4 6 4 I =11t

Obrazek 1.5: Mocniny jedenacti v prvnich péti fadcich Pascalova trojuhelniku

12
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Véta 1.4.7. Necht n € Ny. Pak plati

"L /)2 _(2n
> () - ()

Kazd4 cesta, kterd vede do ¢isla se souradnicemi (n,n) prochdzi jednim ¢éislem z n-tého radku.
Pocet téchto cest, které vedou do (n,n) a prochdzi pres ¢islo (k,n — k) pro 0 < k < n je tedy
roven poc¢tu cest, které vedou shora (z (0,0)) do (k,n — k) krét pocet cest, které vedou z (k,n — k)
do (n,n). Vsimnéme si, ze ¢isla (0,0) a (n,n) jsou osové sdruzend podle n-tého fadku Pascalova
trojuhelniku, takze mezi mnozinami cest z (0,0) do (k,n — k) a z (k,n — k) do (n,n) existuje
bijekce, kterd zobrazi kazdou cestu z jedné mnoziny na cestu z druhé mnoziny, ktera je s ni osové
sdruzend podle toho n-tého fadku. Muzeme proto Fict, ze pocet cest shora do (n,n) vedouci pres
(k,n—k) je roven poctu cest shora do (k,n— k) umocnénému na druhou, coz je diky rovnici (1.4)
a definici 1.3.1 prave (2)2 Pokud toto se¢teme pfes vSechna k od 0 po n, dostaneme pocet vSech

cest z (0,0) do (n,n), a to je opét z rovnice (1.4) a definice 1.3.1 prave (277) O
1
1 1
1 2 1

1 6 15 20 15 6 1

12 +3°+341°=20

Obrazek 1.6: Obrazek ke vété 1.4.7 pron = 3

Véta 1.4.8. Necht n,k € Ny. Pak plati
" [k +i n+k+1

= . 1.11
()= 1

Dukaz. Postupujme indukei vzhledem k n. Pro n = 0 mame diky (1.5)

2 () -0--(0)

Nyni predpokladejme, ze pro néjaké m € Ny plati

i k+d\  (m+k+1

: k) \ k+1 )
=0
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Kapitola 1. Pascaluv trojuhelnik

Potom
mil k+i _i ki) (ktmt 1) mbkt 1) (kmed
: ko) o - k k o\ k+1 k ’
=0 1=0
co% se rovna (m,ﬂff 2) diky (1.7), takze je dukaz indukei hotov. O

V Pascalové trojuhelniku muzeme predeslou vétu 1.4.8 preformulovat na to, ze pro vSechna
n,k € Ny je soucet prvnich n + 1 ¢isel v jeho k + 1-ni diagonéle roven k + 1-nimu ¢islu v jeho
n + k + 1-nim tadku.

14+3+4+6+10=20

Obréazek 1.7: Obrazek ke vété 1.4.8 pro piipad (n, k) = (3,2)

Véta 1.4.9 (Chu-Vandermondeho konvoluce). Necht n,m,k € Ny spliuji m,n > k. Pak plati

()% (65

Dukaz. 7 véty 1.3.3 vime, ze kombinaéni ¢&islo (m;:”) je rovno poctu k-prvkovych podmnozin
mnoziny o m + n prvku. Méjme tedy néjakou mnozinu S = {x1,z2,...Tm,Y1,Y2...Yn} a

spocitejme pocet jejich k-prvkovych podmnozin podle toho, kolik prvku z {zi,z2,...zn}

obsahuji. Pro libovolné i od 0 po k zjevné existuje pravé ("7')(,".) k-prvkovych podmnozin

S, které obsahuji i prvku z {z1,z9,...2m} a k — i prvka z {y1,y2...yn}. Zaroven je jasné,

ze vice nez k prvka v k-prvkové podmnoziné byt nemuze, tudiz timto zpusobem pokryjeme

vSechny k-prvkové podmnoziny S. Ten pocet, ktery hledame, tedy dostaneme se¢tenim (T) (kﬁl)

pro v8echna i od 0 po k, coz jsme chtéli dokazat. O
Na zavér této sekce uvadime propojeni Pascalova trojuhelniku s Fibonacciho ¢&isly.

Véta 1.4.10. Necht n € Ny. Pak plati

L3]

n—k
:Fn ,
k=0

[SIE]

kde F; je i-té Fibonacciho ¢islo.
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Kapitola 1. Pascaluv trojuhelnik

Diikaz. Pouzijeme indukci na n. Piipady n = 0,1 muzeme ovéfit jednoduchym dosazenim. Nyni
predpokladejme, ze véta 1.4.10 plati pro vSechna nezdpornd celd ¢isla mensi nebo rovna néjakému
m. S opakovanym vyuzitim rovnice (1.7) potom dostavdme

E3 L= [31+1 L=t

m—k m+1—k m+1—k 2 m+1—k
Fm+3:Fm+1+Fm+2=Z( k >+ Z( k ): 2 ( k-1 )+ ( k )
k=0

k=0 k=0 k=1 =
= m+El
B “ZJ“ m+1—k ﬁij m+1=k)  (mtl-k\), (m1
B k—1 k—1 k 0
k=128 41 k=1
L252) 5] L5 L5 )
_ Z m+1—k +Z m+2—k n m+2 _ Z m+1—-k n m+2—k
k-1 k 0 , k-1 k
k=132 k=1 k=152 k=0

Toto si rozdélme na dva pripady podle parity m. Kdyz je m liché, mame

237 m+1—k 23 m+2—k L2372 m4+2—k 237 m+2—k
> (") () (M) (M)

k=| 72 | k=0

Pokud je m sudé, mame

I_ m+2 J I_ m—+1

i m+1—k N R m+2—k
k—1 k
k=0

k=252

L =5

Ci)-E e

L5 ] 752 ]

. ];) <m+§k)<ma@jLﬁjtl))+L”§J <m+]€2k> 3 <m+k2k)

k=0 k=0

V obou piipadech je dukaz indukci u konce. O

Tato véta se da v Pascalové trojuhelniku zobrazit tak, Ze zarovndme vSechny jeho tadky
na jednu stranu a vyznacime v ném ,diagonaly“ jako na obrazku 1.8. Soucet ¢isel v libovolné n-té
diagondle je potom roven Fj, 4.

.
/]
.
.
1/
.
.
. .
.
4 7
1 2 1
. .

Obrazek 1.8: Diagonaly Pascalova trojihelniku se soucty rovnymi Fibonacciho éislim
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Kapitola 2

Rozsireni Pascalova trojuhelniku do
vyssich dimenzi

Pascaluv trojihelnik je pouze dvojrozmérny. V této kapitole si ale ukazeme, ze se jeho koncept da
posunout za hranici téchto dvou dimenzich. Na§im prvnim krokem bude vytvofit a struéné popsat
Pascaluv ¢tyfstén. Nésledné se budeme podrobnéji vénovat rozsifenim Pascalova trojihelniku
do libovolného poctu dimenzi a jejich vlastnostem, ze kterych také vyplynou dalsi opomenuté
vlastnosti Pascalova ¢tyfsténu.

2.1 Pascaltv ctyrstén

Pascaliv ¢tyfstén zkonstruujeme podobnym zpusobem jako Pascaluv trojihelnik. Zacneme
s Cislem 1 v jeho prvni vrstvé. Kazdé ¢islo v dalsich vrstvach, které jsou svym tvarem shodné
s nékolika prvnimi fadkami Pascalova trojihelniku, vytvofime sec¢etnim ti{ ¢isel nad nim (nebo
méné, pokud nad nim nejsou t¥i).

1
[

Tyl e
/s s
o1z A
6 - k2 b

¥

Obrazek 2.1: Prvnich pét vrstev Pascalova ¢tytsténu
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

1
1
4Ky
b
65712 6
T

3 6 3
4K 9K )\"12[ >y

oA A A
1)/\4)/\6)/\4)/\1

Obréazek 2.2: Princip rekurentni konstrukce vrstev Pascalova ¢tyfsténu

Rigorézni definici Pascalova ¢tyisténu uvedeme az v sekei 2.3.

2.2 Trinomické koeficienty v Pascalové ctyrsténu

Opét prifad ime &fslim Pascalova Etyisténu néjaké souradnice pro lepsf manipulaci s nimi. VSechny
jeho vrstvy maji tvar nékolika prvnich fadku Pascalova trojihelniku (viz obrazek 2.1), takze je
na ty fadky muzeme rozdélit. To se sice da udélat tFfemi zpusoby, ale vSechny jsou ekvivalentni
vzhledem k symetrii Pascalova ¢tyfsténu, kterou dostavame z jeho konstrukce. Podle libovolného
z nich tedy rozdélme vsechny radky Pascalova ¢tyisténu a déle vyberme zpusob, kterym smérem
budeme jednotliva ¢isla v téchto fadcich indexovat (zleva nebo zprava).

Nyni v Pascalové Ctyfsténu muzeme zavést systém soufadnic, v némz vSechna jeho c¢isla
popiSeme tfemi souradnicemi (kq, k2, k3). Soucet ki + ko + k3 bude udavat ¢islo jejich vrstvy, ki
cislo jejich fadku v té vrstvé a ko jejich poradi v tom fadku. Cislovéni viech soufadnic bude
zase zacinat od nuly. VSem vyznacenym Ctyfkam na obrazku 2.3 potom muzeme pritadit jedny
ze soufadnic (0,1,3), (0,3,1), (1,0,3), (1,3,0), (3,0,1) nebo (3,1,0) podle toho, jak ¢tvrtou
vrstvu rozdélime na tadky, a ze které strany tyto fadky ocislujeme.

L B
4 T2 A
6 - 12 -6
4o A

L

A
4

Obrézek 2.3: Cisla 4 ve ¢tvrtém tadku Pascalova ctyfsténu
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Predstavme si zase, ze stojime v ¢isle 1 na vrcholu Pascalova ¢tyfsténu a znovu, jako u Pas-
calova trojuhelniku, budeme schézet k ¢islum v dalsich vrstvach (z kazdého &isla muzeme jit na
jedno ze t¥{ pod nim). Zpusobem analogickym k tomu, ktery jsme pouzili v sekci 1.2, dokdzeme
v nadchdzejicich sekcich, ze jednotliva ¢isla se opét rovnaji poctu cest od pocatecni jednicky k nim.
Nasledné diky tomu stejnou uvahou, jako v minulé kapitole, budeme schopni dokazat, ze na libo-

volnych soutadnicich (k1, k2, ks) pro ki, ko, ks € No je pravé trinomicky koeficient (¥4 Fj2%5s).

Definice 2.2.1. Necht n € Ny, ki, ko, k3 € Z. Pak trinomickyj koeficient definujme jako

< n )_{,ﬂ,,;;‘,ks, pokud ky, ky, ks € No an = ki + ko + ks

kla k2a k3 0, Jlnak

Studium Pascalova Ctyfsténu je tedy jen studium konfigurace trinomickych koeficientu.
V naésledujicich vétach uvadime bez dikazu zédkladni vlastnosti trinomickych koeficienti.
Zobecnéni téchto vét a dalsich jejich vlastnosti probereme dukladnéji, jak uz jsme zminili, v
pristich sekcich.

Véta 2.2.2 (Navazujici na vétu 1.3.3). Necht n, ki, k2, ks € Ng splriujin = ki +ko+ks. Pak je tri-
nomicky koeficient (k:1 an k3) roven poctu zpusobu, kterymi muzeme rozdélit n proku mezi mnoziny
K1, Ko, K3 tak, aby pro kazdé i € {1,2,3} platilo |K;| = k;.

Véta 2.2.3 (Navazujici na vétu 1.3.4). Necht n, ki, ko, ks € No splriuji n = k1 + ko + k3 a o je
libovolnd permutace na mnoziné {ky, ke, ks}. Pak plati:

(i)
<ngo) - <OZ 0> - (08 n) =1 (2.1)

<kla;l2,k3> N <O’(k1),o'(7]:;2)’o-(k3)> (2.2)

(i)

(iii)
w) Pokud n > 0, plati
(iv)

n _ n—1 n n—1 n n—1 (23)
ki, ko, ks)  \k1 — 1, ko, ks k1,ko —1,ks3 ki, ko ks —1) '

n+1 n
k 1 = 1 24
( Lt )(kl—i-l,kg,kg) (TL+ )<k17k27k3> ( )

Véta 2.2.4 (Trinomickd véta, navazujici na vétu 1.3.5). Nechf n € Ny, z,y,2 € R\ {0} an =0
pouze kdyz x +y + z # 0. Pak plati

n n—ki

n n n—ki—
(x+y+2)" = Z Z <k‘1,]{32,n—k‘1—k‘2>x ki=kz k1 k2 (2.5)

k1=0 ko=0
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Dusledek 2.2.5. Pascaliv ctyrstén muze diky trinomické vété slouzit jako meptilis praktickd
pomicka pro rozndsobovani zdavorek ve tvaru (x 4+ y + z)". Pro pripad n = 3 mdme
(. +y+2)* =123y2°
+32%yt 2%-322y0 21
+3xty? 2% 62yt 243t y0 22
+12%2 %3202 24-32y 1 231209023,

Obréazek 2.4: Roznasobeni umocnéné zavorky pomoci Pascalova ¢tyrsténu

kde se modré koeficienty shoduji se treti vrstvou Pascalova étyrsténu.

Véta 2.2.6. Necht n, ki, ko, ks € Ng spliiugi n = ki + ko + k3. Pak plati

(i) = () ("7)

Ptedchozi véta ndm umoznuje vyjadrit libovolny trinomicky koeficient jako soucin dvou nam
uz znamych kombinacnich ¢isel. Dokonce s jeji pomoci dokazeme libovolnou n-tou vrstvu Pasca-
lova Ctyfsténu generovat vynasobenim prvnich n + 1-vrstev Pascalova trojuhelnikem jeho n-tym
tfadkem jako na nasledujicim obrazku 2.5 pro ptfipad n = 4.

o N ) R TS

1 -1 1
1 1 4 4
1 2 1 — 6 12 6
1 3 3 1 4 12 12 1
1 4 6 4 1 1 4 6 4 1

Obrézek 2.5: Ctvrta vrstva Pascalova ¢tyfsténu vytvorena z Pascalova trojihelniku

2.3 Pascalovy simplexy

Nyni budeme rozsifovat Pascaluv trojuhelnik do libovolného poc¢tu dimenzi. Definujme proto
jakékoliv d € N, které bude tento pocet po zbytek kapitoly udavat. Struéné popisme tvary, které
tato zobecnéni Pascalova trojuhelniku budou mit.

Definice 2.3.1. Pojmem d-simplex rozumime d-rozmérné zobecnéni trojihelniku, tedy konvexni
obal d + 1 bodi (jeho vrcholil) v R4
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Napftiklad O0-simplex je bod, 1-simplex tsecka, 2-simplex trojuhelnik a 3-simplex ¢tytstén.

Definice 2.3.2. Definujme pravidelny d-simplex jako konvexni obal d+ 1 ruznych bodu vy, ..., vq
(jeho vrcholt) v R? takovych, ze pro kazdou dvojici indexii i # j od 1 po d + 1 plati |v;vj| = ¢
pro néjakou konstantu ¢ € R™.

Pfeneseni pojmu Pascalova trojihelniku do R? bude néjaké uspofadani ¢isel do pravidelného
d-simplexu, kterému budeme fikat Pascaluv d-simplex. Uz tedy zndame Pascaliv 2-simplex
(trojihelnik) a Pascaluv 3-simplex (¢tyfuhelnik). Neni jasné, jak bychom si tento objekt
v R? méli predstavovat, ale zatim ndm postaci védét, ze kazdy prvek v ném mizeme oznaéit
soufadnicemi (ki,...,kq) pro néjaka ki, ..., kg € Z splaujici ky + --- + kg > 0. Budeme-li déle
pozadovat, aby byl Pascaluv d-simplex rozdéleny na néjaké vrstvy, kde v prni z nich bude
pouze ¢islo 1 a kazdé dalsi ¢islo v nasledujicich vrstvach bude sou¢tem nékolika ¢isel ,nad nim
v predchozi vrstvé®“, a aby byla ¢isla v ném uspoiddand v trojihelnikové miizce, viz obrazky 1.1,
2.1, dostaneme nasledujici definici.

Definice 2.3.3. Necht e_f, cees eq € RY jsou jednotkové vektory, z nichz kazdé dva z nich sviraji
odchylku 60°, tvorici bazi B a f je funkce spliujici pro kazda ki,..., kg € Zs ki +---+kqg >0

1, pokud k1 =---=k;s=0
fl(k1, .- ka)B] = 4 0, pokud existuje i € {1,...,d} splaujici k; < 0
S f(ky =61 ka—day), pokud k..., kg€ Ngaky +-- 4 kg #0.

Pak pojmem Pascaliv d-simplex rozumime mnozinu vSech bodu (ki,...,kq)B s k1,...,kq € Ny
a k nim prifazenym hodnotdam funkci f.

Pro zjednoduseni zapisu jsme zde vyuzili funkci Kroneckerovo delta.
Definice 2.3.4. Necht i, j € Z. Pak definujme Kroneckerovo delta jako

L pokud ¢ =3
w 0, pokud i # j.

Poznamka 1. Mezi cily této prace neni néjak podrobné analyzovat strukturu Pascalovych sim-
plextl, i kdyz k nf néco zminime v sekei 2.6, takze existenci vektori ej,...,e; € R% s danymi
vlastnostmi v definici 2.3.3 ponechdme bez dukazu.

2.4 Pocet cest k ¢islim Pascalovych simplexu

Daéle budeme jako u Pascalova trojihelniku a ¢tyfsténu schézet z ¢isla se souradnicemi (0,...,0)
(tedy z ,pocétecni jednicky“) k jednotlivym ¢islim Pascalova d-simplexu. Cesty, po nichz pujdeme
budou slozeny z diskrétnich krokt mezi jednotlivymi prvky s celo¢iselnymi souradnicemi, které
budou jako kroky v Pascalové trojuhelniku, viz sekce 1.2, zvySovat pravé jednu soufadnici o 1.

Z prvku se soufadnicemi (ki, ..., kq), pro libovolnd ki, ..., kg € Ny, muzeme tedy v jednom kroku
popojit na prvek se soutadnicemi (k1 —d1 4, . .., kq—0d4,) pro kazdy index i € {1...,d}. Pokud nyni
definujme funkci g tak, aby g(k1, ..., kq) bylo rovno poctu cest, jimiz dokazeme dojit na soutadnice

(k1,...,kq), pro kazdd ki, ..., kg € Z splaujici k1 + -+ - + kg > 0, mame ¢(0,...,0) = 1, protoze
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

z prvku se soufadnicemi (0, . .., 0) vzdy vychdzime. Déle se z definice téchto cest nemuzeme dostat
na prvek se souradnicemi (ki,...,kq), kdyby pro néjaky index i € {1...,d} platilo k; < 0 a také
z ni mame za predpokladu k1,..., kg € Nga ki +...,kg>0

d
gk, ... ka) :Zg(kl =01+ kg — 043)- (2.6)
i=1

Tyto tii pozorovani se ale presné shoduji s tim, jak jsme v definici 2.3.3 definovali ¢isla v Pascalové
d-simplexu, takze musi platit tato véta:

Véta 2.4.1 (Zobecnéni véty 1.2.2). Necht ki,...,kq € No. Pak je éislo v Pascalové d-simplezu
na souradnicich (ki,...,kq) rovno g(ky ..., kq).

2.5 Multinomické koeficienty v Pascalovych sim-
plexech

Najdéme predpis funkce g pomoci véty 2.4.1. Kazdou cestu vedouci k ¢&islu se souradnicemi
(k1,...,kq) je z definice kroku tvoficich tuto cestu slozena z k; kroku zvysujicich prvni soufadnici
o 1, kg zvysujicich druhou souradnici o 1 atd. az kg zvySujicich posledni (d-tou) soutradnici o 1.
Je jedno jak za sebe tyto kroky usporadame, takze pokud oznacéime ki + --- + kg = n, bude

g(ki,...,kq) rovno poctu zpusobu, kterymi dokdzeme rozdélit vSsechny prvky mnoziny S o mo-
hutnosti n (reprezentujici n kroku, které pottebujeme k dosazeni toho ¢isla) rozdélit do mnozin
Ky, ..., K tak, aby v kazdé mnoziné K; bylo pravé k; prvki. Ze sekce 1.3 vime, Ze pocet zpusobu,

kterymi muzeme premistit k1 prvka z S do K; je diky vété 1.3.3 praveé (knl ), pro presunuti ko
prvka do K5 to nasledné bude (";21“) a takto bychom pokracovali az po okamzik, kdy bychom

n—ki——kq—2
. d . kd71 7’ 7’
pak bez moznosti na vybér presunuli do K;. Dohromady dostdvame

ok = () (M) (TR (TR e

z S premistili kg_1 prvka do K4_1 jednou z ( ) moznosti a zbylych kg prvka bychom

. n! (n—k‘l)‘ (n—k‘l—kz)! (’I’L—k‘l—"'—kid_g)!
k‘l'(n — /{71)' k}z'(n — /{71 — k‘g)' k:g'(n — k‘l — k‘g — /{73)' o k:d_ll(n — k‘l — e = kd—l)!
n!
_ 2.
klka! ... ky! (28)

Definice 2.5.1 (Zobecnéni definice 1.3.1). Necht n € N, ki,...,kq € Z. Pak multinomicksy
koeficient definujme jako

I, k0
0, jinak.

n —m__ pokud ki, ko,....kg€Nogan=Fk +- - +kg
(kla '7kd)_

Pro ki, ke, ..., kq € Ny tedy diky rovnici (2.8) méme

n
= 2.
g(kla 7kd) (kl,kz,...,kd>’ ( 9)

z ¢ehoz dostavame néasledujici vétu.
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Véta 2.5.2 (Zobecnéni véty 1.3.2). Nechf n € No, ki,...,kq € No spliuji n = ky + -+ + kq.
Pak je ¢islo na souradnicich (ki,...,kq) v Pascalové d-simplexu rovno multinomickému koefici-
entu (kl,..n.,kd)'

Zaroven z toho, jak jsme odvodili rovnici (2.8), dostavdme také kombinatoricky vyznam mul-
tinomickych koeficientu.

Véta 2.5.3 (Zobecnéni véty 1.3.3). Necht n, ki, ..., kq € No spliujin = k1 +- - -+kq. Pak je mul-
tinomicky koeficient (k?l kQ"_“ kd) roven poctu zpusobu, kterymi dokdZeme vsechny proky n-prvkové
mnoziny S rozdélit do mnozin K1, Ko, ..., Kq tak, aby |K;| = k; pro vSechny indexy i € {1...,d}.

V piisti vété uvadime zdkladni vlastnosti téchto multinomickych koeficientu.

Véta 2.5.4 (Zobecnéni véty 1.3.4). Necht n,ki,..., kg € Ng spliiugin = k1 + -+ kg a o je
libovolnd permutace na mnoziné {k1,...,kq}. Pak plati:

(i)
(n,O,é..,O) N (o,n,r.l..,0> - (07077,_,71) =1 (2.10)

d cisel
(ii)
<k‘1,/€27?- -,kd> N <0(k‘1),a(k:;...,a(kd)> (2.11)

(iii) Pokud n > 1, plati

d
n n—1
= . 2.12
<k1,k2---’kd> ; <k‘1 — 01,4, k2 —52,i7---akd_5d,i> (2:12)

(i)

n+1 n
by + 1 — (n+1 2.13
(k1 + )<k1+1,k2...,kd> (n+ )<k1,k2...,kd) (2.13)

n n n—kp
= 2.14
<k17k2---,kd) </€1> <k27---7kd> @14)

Diikaz. Rovnice (2.10) a (2.11) dostavédme z dosazeni do definice (2.5.1) a komutativity ndsobeni:

n B n B B n B n! _1
n,0,...,0/ \0,n,...,0)/  \0,0,...,n) ml-(Ohd-1

n B n! B n! B n
J(kl),O'(k‘Q)...,O'(kd) B U(kl)'d(kg)'a(kd)‘ N kl'kg'k‘d' N k‘l,kQ...,k‘d
Rovnici (2.12) mame ¢isté jen z nahrazeni funkci ¢ v rovnici (2.6) multinomickymi koeficienty

diky vztahu (2.9). Pro dukaz rovnic (2.14) a (2.13) ndm staci jen definice 1.3.1 a 2.5.1:

(v)

n+1 (n+1)! n!
= (k1 +1 = Do
k1 —i—l,kg...,k}d) ( 1+ )(kl—i-l)'kg'kd‘ (n+ )kl'kg'k}d'

(k1+1)<
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

n
_(n+1)<k1,k2...,kd>’

n _on! B n!(n — k1)! B n! (n—kp)!
k‘l,kg...,kd o k,‘l'kd' B kl'(n—kl)'kg'k‘d' - kll(n— kl)'kglkd'
N n n—k‘l
T \k1) \ka, ... Ky

Poznamka 2. Rovnice (2.11) ndm #ikd, Zze nezdlezi na potradi argumentu ve spodni ¢asti mul-
tinomickych koeficient. Proto bychom mohli napiiklad rovnici (2.13) rozsitit tak, ze pro kazdy
index i € {1,...,d} plati

n+1 n
ki +1 = 1 .
( * )<k1)"'7ki17ki+17ki+17"'7kd> (n+ )<k17k2"'akd>

Tato zfejma zobecnéni ale pro jednoduchost zapisu této i nadchazejicich rovnic ¢ vét nebudeme
uvadeét.

O

Stejné jako u vyznamu kombinacnich ¢isel v binomické vété hraji multinomické koeficienty
dulezitou roli v multinomické vété, po které jsou také pojmenované.

Véta 2.5.5 (Multinomickd véta, zobecnéni véty 1.3.5). Necht x1,...,2z4 € R\ {0},n € Ny a
n =0 pouze kdyz x1 + - - - + x4 # 0. Pak plat{

n k1 k k
(14 +za)" = Z ( >~"«"115‘U22 SR (2.15)
ke kg
ki1+-+kq=n
k1,....ka€No
n n—kp n—ki—-—kqg_o n
N kl k;2 kd—l n—kl—m—kd_l
Yy Y <k1 e 1>x1x2...xd_1xd .
k1=0 ky=0 kg_1=0 P emh a

Dikaz. V piipadé n = 0 se obé strany rovnice (2.15) rovnaji jedné. Pokud n # 0, muzeme si
levou stranu rovnice (2.15) (jako u dukazu binomické véty 1.3.5) rozepsat jako souc¢in n zdvorek
(1 + -+ zq):

(T1+42)" = (@14 +z) @1+ +2a) ... (314 +24) (2.16)

n-krat

, . . P . kq_ .. ’
Po rozndsobeni té pravé strany dostaneme é&leny tvaru z¥zk? ...z & L2k pro néjaka
p y y 1 %2 d-1%d P )

. o . s kq_
ki,ka,..., kg € Ny se sou¢tem n. Spocitejme, kolikrat se tam objevi cClen x’flx]g? ...xdillscfld

pro néjaka specifickd ki, ko, ..., kq. VSimnéme si, ze kazdy clen, ktery dostaneme, odpovida
pravé jednomu zpusobu, jimz dokdzeme z téch zdvorek na pravé strané rovnice (2.16) vybrat
ky-krat x1, ko-krat zo a tak déle az kq-krat x4. Pocet téchto zpusobu je ale (s pomoci véty 2.5.3)
roven (k1,.7.1.,kd)’ takze zminény ¢len prispéje do souctu pravé tolikrét. Proto se (z1 + -+ + xq)"
rovna souctu vyrazu (kl,.T.l.,kd)% Ty ...xsd pres vSechny mozné d-tice ki,...,kq € Ny splnujici
ki + -+ + kg = n, tedy pravé strané rovnice (2.15).

O
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

2.6 Nahled do geometrie Pascalovych simplext

Vrstvy Pascalova trojihelniku (2-simplexu) jsou ¢isla usporadand na isecce, tj. 1-simplexu. Vrstvy
Pascalova ¢tyfsténu (3-simplexu) tvoii éisla usporadand do trojihelniku, tedy do 2-simplexu.
Obecné méa n-ta vrstva libovolného Pascalova d-simplexu pravé tvar prvnich n + 1 vrstev Pasca-
lova d — 1-simplexu (pro vSechna n,d € N, v piipadé d — 1 = 0 dostdvdme bezrozmérny bod).
Toto rozdélovani d-simplext na d — 1-simplexy muzeme vyuzit v piipadé, kdyz chceme zachy-
tit vSechna ¢isla néjakého Pascalova d-simplexu. Obrazky na zacatku této kapitoly sice zobrazuji
prvnich par vrstev Pascalova ¢tyfsténu pomérné piehledné, ale lepsi je zachytit jej po jednotlivych
vrstvach.

Obrazek 2.6: Pascaluv ¢tytstén rozdéleny na jednotlivé vrstvy

Vizualizace Pascalova 4-simplexu se da provést podobnym zpusobem. Nejdiiv ho muzeme
rozdélit na nékolik 3-simplexu (Ctyfsténu) a ty zase jednotlivé rozdéllit na 2-simplexy
(trojuhelniky).

nultd vrstva | prvni vrstva | druhd vrstva | tieti vrstva
1 1 1 1
1 2 3
1 1 2 2 3 3
1 3
2 2 6 6
1 2 1 3 6 3
1
3 3
3 6 3
1 3 3 1

Obrazek 2.7: Piehledna reprezentace prvnich ctyt vrstev Pascalova 4-simplexu

Pascaltuv 5-simplex bychom podobné rozdélili na 4-simplexové vrstvy, ty na 3-simplexové vrstvy
a ty na 2-simplexové vrstvy. Uplné analogicky se da zachytit libovolny Pascaliv d-simplex.
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Kapitola 2. Rozsiteni Pascalova trojihelniku do vyssich dimenzi

Nyni vysvétleme vyznam soufadnic, které jsme ptitadili ¢islim v Pascalové d-simplexu. Uvazme
jakékoliv soutadnice (ki,...,kq), kde ki1, ..., kq—1 € Ny, soucet k1 + - - - + kg ozna¢me pro jedno-
duchost zépisu jako n a ¢islo s nimi ozna¢me jako x. Zatim jsme si fekli jen to, ze n udava ¢islo
vrstvy toho Pascalova d-simplexu, ve kterém z je. Tato vrstva ale mé tvar prvnich n + 1 vrstev
Pascalova d — 1-simplexu. Reknéme, Ze  lezi v l1-nf z téchto vrstev (pfipomindme, ze vrstvy
indexujeme od 0). Potom druhd soutadnice z, k1, je rovna pravé n — ;. Tato [;-ni vrstva mé opét
tvar prvnich l1 + 1 vrstev Pascalova d — 2 simplexu, kde x lezi l3-hé z nich a tfeti souradnice z, ko,
je rovna l; — lo. Analogicky bychom se dostali k ¢islu I3 a ¢tvrta soufadnice z by méla hodnotu
lo — l3. Timto zpusobem se da postupovat i pro vSechny dalsi soufadnice x. Obrazek 2.7 tedy
muzeme interpretovat takto:

nultd vrstva prvni vrstva druha vrstva treti vrstva

(0w0?010) (1,0%0,0) (2v0?0~0) (3«0%,0)

(01117070) (1>1?010) (211?&0)

(0,0%1,0) (0,0%0,1) (1,0?1,0) (1,0%0,1) (2,0?1,0) (2,0?0,1)
(072?0,0) (1‘2:,50,0)
(0»1?1,0) (0,1?0,1) (1,1?1,0)(1,1?0,1)

(O.O?ZO) (DVO?LI) (0w0?0,2) (1,0%210) (1,0?1,1) (110?0,2)

(0.5%.0)
(0.271.0)(0.2%0.1)
(0.4%2.0) (0.1%1.1) (0.1 2)
(0:0%3.0) (0.0%2.1) (0.0%1.2) (0.6%.5)

Obrazek 2.8: Vyznam soutadnic v Pascalové 4-simplexu

2.7 Neékteré vlastnosti Pascalovych simplexu

V této sekci uvedeme podobné jako v sekci 1.4 nékolik vlastnosti multinomickych koeficientt, ze
kterych pomoci véty 2.5.2 dostaneme vlastnosti Pascalovych simplext. Vétsina z nadchézejicich
vét bude zobecniovat vlastnosti kombinacnich ¢éisel, repsektive Pascalova trojuhelniku ze sekce 1.4
z dvou rozméru do jejich libovolného poctu.

Véta 2.7.1 (Zobecnéni dusledku 1.4.2). Necht n,ay,...,aq € No spliiuji n = aj + -+ + aq.
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Pak plati
n n n n
kl—f-mj?dn{(kluvkd)} <a1,'..7ad> <:>{a17 7ad} {LdJ7’Vd1}J ( 7)
k1,...,kq€Np
n n
= & .. =1{0,n}. 2.18
lirg.li;c(d:n { (k‘l, ceey k‘d) } (al, ceey ad> {Cll, ’ad} { ,n} ( )
k1,...,kq€Ng

Dukaz. Predpokladejme, ze je (a1 " ad) maximalni. Kdyby existovaly néjaké dva ruzné indexy
i,7 €{0,...,n} takové, ze a; + 1 < aj, platilo by z definice 2.5.1

< n >_ n! Cai+1 n!
ai,...,aq ar!...a;!l. . a5l ag! aj ar!l... (e + 1) (a; — 1) ag!

a; +1 ( n > - < n )

aj \at,...,(a;+1),...,(a; —1),...,aq at,...,(ai+1),...,(a;—1),...,aq)"
(2.19)
coz je spor s danou maximalitou. Proto maximum v rovnici (2.17) nastavd pravé pro takova
ai,--.,aq, u kterych se zadna dvé nelisi o vice nez 1. Mezi a1, ...,aq se proto musi objevovat

praveé jen L%J, [%W (samoziejmé ve spravné poméru tak, aby v souc¢tu ddvali n). Timto jsme

dokézali ekvivalenci(2.17).

Nyni zase predpokladejme, ze (a1,...,ad) je minimalni. Kdyby existoval index m takovy, ze 0 <
am < n, musel by diky a3 4+ -+ + ag = n existovat i druhy index [ # m, pro ktery by platilo
0 < a; < n. Bez 4jmy na obecnosti predpoklddejme a,, < a;. Z rovnice (2.19) ale vime, ze

(o0 00) > ” )
a,...,aq a, ... (am—1),.... (g +1),...,aq)°

takze opét dostavame spor s tou minimalitou. Pro minimalizaci (a1,-7-1-7a ) tedy mezi ai,...,aq

musi byt jen ¢isla 0 a n (presnéji jednou n a d — 1-krét 0). To dokazuje ekvivalenci (2.18). O
Diky vété 2.7.1 jsou proto nejvyssi ¢isla v kazdé vrstvé Pascalova d-simplexu uprostied ni a ta

nejnizsi na jejich krajich. Déle uvadime véty zahrnujici soucty multinomickych koeficientu.

Véta 2.7.2 (Zobecnéni véty 1.4.3). Necht n € Ny. Pak plati

n m
> (lﬁkd> =

ki+-+kqg=n
k1,....,kqg€Ng
Druikaz. Po dosazeni x1 = xo = --- = x4 = 1 do multinomické véty 2.5.5 dostavame
n n
d"=(1+-+D)"= > < )1’“11’“2...1’%: > < )
———  \k1,e kg  \Fk1,-e kg
d-krét ki4-+kq=n ki4-+kq=n
k1,...,kq€Np k1,...,kq€Np
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Véta 2.7.3 (Zobecnéni véty 1.4.5). Necht n € Ny. Pak plati

S ok (k t ) = nd™1.
Py S 1y, kg
ki,...,kq€Np

Dukaz. Véta 2.7.3 trividlné plati v ptipadé n = 0. Jinak mame diky rovnici (2.13) a vété 2.7.2

n n n
.Z, kl(kl,...,kd>: Z 0.<0,k2,...,kd>+ Z k1<k1,...,]{:d>

ko+-+kqg=n ki1+-+kq=n
k1,...,kq€Np ka,...,kq€Np ki,...,kq€Np,k1>0

n—1 n—1
p— pr— p— dn_l‘
0+ 2 "(kl—l,...,k) ”( 2 (kl,kg...,k” "

ki1+-+kq=n ki1+-+kg=n—1
k1,...,k4€Ng,k1>0 k1,...,kq€Np

O

Véta 2.7.4 (Zobecnéni véty 1.4.8). Necht n,ky,... kg € Ng spliiujin =k + -+ kg ad > 2.

Pak plati
ki+ko d .
n n—1+7—Fk — ko
= E E . 2.20
(lﬁ,-u,kd) Pl <j_k27k2_52,i7-~-akd_5d,i> (2.20)

Dukaz. Diky rovnici (2.12) muzeme nahradit

k§2i< n—1+j—k—k )_’“i” <n+j—k1—k2)<n—1+j—k1—k2)
J—ka ko — 024, ... kg — 0q, : J = k2 kg, ka j—ky=Lks... k) )

j=ko i=2 J=k2
Toto dale muzeme jednoduSe pirevést na teleskopicky soucet:

’“i’:‘” <n+j—k:1—k:2>_<n—1+j—k1—k2>
j_k27k27”'7kd j_k2_17k27"'7kd

Jj=k2
_< n >+’“+Z’”:‘1 <n+j—k1—k2>_<n+j—k1—k2> _( n—l—kl)
kla"'vkd j_k27k27"'7kd j_k27k27"'7kd _17k27"'7kd

Jj=k2
n n
(" k) 0 0= (0" a)

protoze (17" ) =0 2 definice 2.5.1. O

V libovolné n-té vrstvé Pascalové d-simplexu z vét 2.7.2 a 2.7.3 dostavame, zZe jsou soucet
¢isel v nf a soucet ¢isel v ni vynasobenych jednou z jejich soufadnic rovny postupné d” a nd™ .
Ptesna interpretace véty 1.4.8 v Pascalové d-simplexu neni trividlni. Alespon k ni tedy zminime, Ze
po vyznaceni viech s¢itanych multinomickych koeficientu na pravé strané rovnice (2.20) bychom
dostali néco blizce se podobajictho obrazku 1.7 (samoziejmé v d rozmérech).
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Véta 2.7.5. Necht n € Ny. Pak je pocet ¢isel v n-té vrstvé Pascalova d-simplezu je roven

n+d—1
d—1

a celkovy pocet cisel v jeho prunich n vrstvdch je

i)

Dukaz. 7 pritazovani soufadnic ¢islum v Pascalovych simplexech v sekci 2.3 vime, Ze pocet
v8ech Cisel v n-té vrstvé Pascalova d-simplexu musi byt stejny jako pocet usporadanych d-tic
nezapornych celych ¢isel se sou¢tem mn. Mnozinu vsech téchto d-tic oznac¢me A. Jako B déle
ozna¢me mnozinu vsech d — 1-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n+d— 1}. Rovnou z véty
1.3.3je |B| = (";ﬁ;l). Nagim cilem bude najit bijekci mezi témito mnoznami, protoze potom by
i |A] bylo (n;fil).

Nyni pro kazdé x = (kl,kg,...,kd> €A, s ki, ko, ..., kg € Ng,k1 + ko + -+ + kg = n vytvoime

prvky
7
a; =1+ Z kj
j=1
pro véechna i € {1,2,...,d — 1} a nasledné definujme f(x) := {a1,a2,...,a4—1}. Vsimnéme si,
ze pro vsechna i € {1,2,...,d — 2} mdme
i+1
Q41 =i+1+zk‘j =a;+ 14+ ki1 > a;,
j=1
d—1 d
a1 =d—1+Y k<d—14> kj=n+d-1,
j=1 J=1

takze f(x) € B. K funkci f existuje funkce inverzni, jelikoz pro libovolné y € B, kde y =
{b1,b2...,bg—1} s b; < bj11 pro vechna i € {1,2,...,d — 2}, muzeme snadno ovéfit, ze

(bl—1,b2—b1—1,b3—52—1,...,bd_1—bd_g—l,n—l-d—bd_l—l)EA,

y:f((bl—l,bQ—bl—l,bg—bg—l,...,bd_l—bd_z—l)).

Proto je funkce f bijekce mezi mnozinami A a B, takze |A| = |B| = (";f;l), coz je tedy pocet

¢isel v n-té vrstvé Pascalova d-simplexu.
Pocet ¢isel v prvnich n+ 1 vrstvach Pascalova d 4+ 1 simplexu spocitdme jako soucet poctu ¢isel
v jednotlivych vrstvach. Z predchoziho odstavce a pouzitim véty 1.4.8 dostavame, ze se tento
. P /v (n+d—1
soucet rovna prave ( 7 )
O

Poznamka 3. Obecné se ¢islo ve tvaru (”Jrjfl) (s n,d € N) nazyva n-té d-simplexové cislo,

protoze (z véty 2.7.5) udava pocet ¢isel v prvnich n vrstviach Pascalova d-simplexu (nebo
jakéhokoliv jiného podobného usporadani ¢isel do pravidelného d-simplexu). Nejzndméjsi z nich
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jsou trojihelnikovd (2-simplexova) éisla tj. 0,1,3,6,10,... VSechna tato simplexova ¢isla jsou
usporadana v Pascalové trojuhelniku

0-simplexova cisla

1 1-simplexova cisla
1 l
1 2 3-simplexova cisla
1 3 1 4-simplexova ¢isla
1 | 4 1 5-simplexova ¢isla
1 3) 10 5 1

Obrazek 2.9: Simplexova ¢isla v Pascalové trojihelniku
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Kapitola 3

Predpoklady matematické analyzy

V nasledujicich kapitolach se naplin této prace presune z oboru kombinatoriky do oboru mate-
matické analyzy, jelikoz v nich vytvorime spojité verze diskrétnich kombinac¢nich ¢isel a multino-
mickych koeficient, se kterymi jsme dosud pracovali. Proto se nyni pozastavime a v této kapitlole
shrneme potfebné znalosti k tomu, abychom mohli pokracovat dale. V sekci 3.1 pfipomeneme
nékolik vét a definici matematické analyzy a v sekci 3.2 predstavime funkci Gamma, ktera bude
klicova pro zbytek prace.

3.1 Daulezité definice a véty

Diikazy nésledujicich vét muzeme najit v dokumentu [5] a v dalsich dokumentech mezi pouzitymi
zdroji, nebo jsou dost snadné na to, abychom je zde vynechali.

Mnohokrat budeme pracovat s limitami posloupnosti a funkci, s ¢imz nam pomohou nasledujici
veéty.

Véta 3.1.1 (Véta o tfech limitdch). Necht (a;)2,, (0:)320, (¢i)52, jsou posloupnosti redingch
c¢isel, existje I € Ny takové, Ze pro kazdy index i € N>y plati a; < b; < ¢ a lim;ooa; =
lim; ,o ¢; = L € R. Pak plati i lim; o b; = L.

Véta 3.1.2 (Aritmetika limit posloupnosti). Necht (a;)32,, (0:)52, jsou posloupnosti redlngjch
éisel a lim; oo a; = A € R, lim; oo b; = B € R. Pak plati

1—00 11— 00

a pokud B # 0, b; # 0 pro kazdy index i € Ny, plati i

Véta 3.1.3 (Limita a uspordddni). Necht (a;)32,, (bi)52, jsou konvergentni posloupnosti redlnych
cisel a existuje n € N takové, Ze pro vsechna v > n plati a, < b,. Pak platilim; o a; < lim;_, b;.

Véta 3.1.4 (Limita slozené funkce). Necht c¢,L,M € R U {—o0,00}, funkce f, g spliiuji
lim, . g(x) = L alimy_ 1, f(y) = M a funkce f je spojitd v bodé L. Pak platilim,_,. flg(x)] = M.
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Véta 3.1.5 (Aritmetika limit funkci). Necht ¢ € RU{—0c0, 0}, f a g jsou rediné funkce spliujici
lim, . f(z) = A€ RU{—00,0} alimy. f(x) = B € RU{—00,0}. Pak plati:

(i) limy_.[f(z) + g(z)] = A+ B, pokud je vijraz na pravé strané definovdn,
(ii) limg_,. f(a:)g(a:) = AB, pokud je vyraz na pravé strané definovdn,

(iii) limg_¢ gg)) =5, 4 pokud je viraz na pravé strané definovdn

Véta 3.1.6 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht ¢ € RU{—oc0, 0} a f, g jsou rediné funkce, pro které
existuje
/

m%c g ( )
a plati lim, . f(z) = limy_. g(xz) = 0 nebo lim,_,. |g(z)| = oco. Pak plati

/
lim M = lim / (w)
z—c g(xz)  z—e g'(x)
Véta 3.1.7 (Dusledek Heiného véty). Necht f je redind funkce, existuje limg oo f(z) = L € R

a (a;)32, je posloupnost redlnyjch cisel spliujict a; = f(i) pro kaZdy index i € Ng. Pak plati
limig)oo a; = L.

Také se budeme zabyvat nekoneénymi fadami, souciny, integraly a jejich konvergenci.

Definice 3.1.8. Necht (a;)$°, je posloupnost redlnych ¢isel, f je redlnd funkce a I € Ng,c € R.
Pak definujme nasledujici Fadu, nekonecny soucin a nekonecné integrdly jako

i=l i = iy
/Coof(:v)dm:alj_)rgo/c“f(:p)d:c,/::f(m)dm: /Ooof(ﬂf)d$+/_iof(x)dx

Jednotlié o nich #ikame, ze koverguji pokud

Zaz € R, HaleR\{O}

/f da:eR/ f(z)dx e R

a o zminéné fadé a nekonecnych integralech jednotlivé fikdme, ze absolutné konverguji, pokud
o0

wl e, [ |f@)deer, [ |f(z)dz € R.
Sleder. | /

—o0
Dusledek 3.1.9 (Soucet nekonecénych fad a integrdltl). Necht (a;)2,, (b;):2, jsou posloupnosti

redlnych éisel, pro které konverguji fady Y ., ai, Y ioobi a f, g jsou redlné funkce, pro které
konverguji viastni integrdly [ f(z)dx, % g(x) dx. Pak plati

@) =S a+S b [ fa)+g@de= [ fayde+ [ glx)da.
Sotw=durdb [ o= [ s | o
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Disledek 3.1.10 (Rada, nekonecny integral a uspoiadani). Necht (a;)3,, (b:i)32, jsou posloup-
nosti redlnych cisel splnujici a, < b, pro vSechna i € Ny a f, g jsou rediné funkce splniujici
f(z) < g(x) pro vsechna x € R. Pak plati

oo oo 00 00
Zai < Zbi’/ f(z)dx < / g(x)dx. (3.1)
i=0 i=0 —o0 —o0

Dusledek 3.1.11. Necht (a;)$2, (b)), jsou posloupnosti redingch cisel a existuje [[;2 ab;.

Pokud lim; o0 a; = 1, pak plati [[2, aibi = ao [[;2 ait+1bi.

Dusledek 3.1.12. Necht (a;)2;, (b;)32, (¢i)32, jsou posloupnosti redlngch éisel, by # 0 a exis-

. o aib; . i1 S TTo0  agb; oo aj41bi—1
tuge [ 1.2, @2, Pokud lim;o ijl =1, pak plati [[2, 2 = ‘g—; 1 “’T’

Véta 3.1.13 (d’Alambertovo kritérium). Necht (a;)$2, je posloupnost redlngjch éisel. Pak
nekonecny soucet y .o, a; konverguje absolutné, pokud lim; o |“1;:1| < 1, a diverguje, pokud
limy 00 | %L > 1.

a

Definice 3.1.14 (Cauchytv soucin). Necht (a;)$2, (b;)52), jsou posloupnosti redlnych éisel.
Pak Cauchovym soucinem tad 3 2, a;, Y ;20 b; rozumime fadu 3 720 > 7" a;bi—j.

Véta 3.1.15 (Mertensova véta). Necht (a;)52,, (bi)52y, jsou posloupnosti redingch cisel. Po-
kud rada Y ;2 a; konverguje absolutné a tada Y .o, b; konverguje, pak je jejich Cauchyiv soucin

roven (Y720 ai) (Y2 bi)-

Véta 3.1.16 (Dusledek Lebesgueovy véty). Necht (f,)02, je posloupnost redlngch funkei ta-

kovyjch, Ze existuje
> o0
> [ in@lde
n=0" ~°

pak plati

nz:%/oo fnl@)de = /m;fn(x) dz.

Rovnéz budeme hledat extrémy jistych funkci.

Véta 3.1.17. (Weierstrassova véta) Necht f je funkce spojitd na intervalu [a,b]. Pak f na [a,b]
nabyvd svého maxima i minima.

Véta 3.1.18 (Zobecnéni Weierstrassovy véty). Necht M je kartézskyj soucin konecného poctu
uzavrenych intervali a f je spojité zobrazeni z M do R. Pak f nabyvd na M svého maxima i
minima.

Dtlezité pro nas budou také mocninné fady spolu s jejich konvergenci.

Véta 3.1.19 (Chauchyuv tvar zbytku Taylorova polynomu). Necht zg,x € R,n € N splriugji
xo < xz a f je redlnd funkce, kterd md v kaZdém bodé na intervalu mezi xg a x vlastni derivaci
radu n + 1. Pak existuje c ostre mezi xg a x takové, Ze plati

k n!

" fR(x 4+ () (x — )" (x —
f($):Zf(‘0)(x_$0)k+f +1()( ) ( 0)'
k=0
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Véta 3.1.20 (Lagrangeuv tvar zbytku Taylorova polynomu). Necht zg,x € R,n € N splriuji
xo < x a f je redlnd funkce, kterd md v kaZdém bodé na intervalu mezi xo a x vlastni derivaci
radu n + 1. Pak existuje ¢ ostre mezi xg a x takové, Ze plati

_x~ fM(20) FOHD () (@ — o)™+
flw) =2 = w0) o Ty

Véta 3.1.21. Necht a,b,c € R spliuji a < ¢ < b, (di)72, je posloupnost redlngjch cisel a
mocninnd tada Y 5o, dpx® konverguje k rediné funkci f(x) pro viechna x € (a,b). Pak existuje
n-td derivace f pro vsechnan € N a pro kazdé k € Ny plati
¥ (e)

ko

Zminime i blizké propojeni zkoumanych funkci s padajicim faktoridlem a funkci Sinc.

dy =

Definice 3.1.22. Necht z € R, k € Ny. Pak definujme padajici faktoridl jako

Definice 3.1.23. Necht z € R. Pak definujme funkci Sinc jako

in(mz)
Smmz , pokud x # 0
1, pokud x = 0.

sinc(x) =

Véta 3.1.24. (Vlastnosti funkce Sinc).
(i) Pro kazdé x € R plati |sinc(x)| < 1.
(ii) Pro kazdé k € Z\ {0} plati sinc(k) = 0.
(i) [ sinc(z)dr =1
(iv) [* sinc®(z)dx =1

Nakonec se budeme vénovat asymptotickému chovani nékterych funkei.
(z

T

‘&
N N
I
—_

Definice 3.1.25. Necht f a g jsou redlné funkce jedné proménné spliujici limg s
Pak o nich tikdme, Ze rostou asymptoticky stejné rychle a znac¢ime tento fakt jako f ~

SP={

(z

x)

‘x
\
o

Definice 3.1.26. Necht f a g jsou redlné funkce jedné proménné spliujici limg, s
Pak fikame, ze f roste asymptoticky pomaleji nez g a znacime tento fakt jako f < g.

Q
—~

Véta 3.1.27. Necht f, g a h jsou rediné funkce jedné proménné spliiugici f ~ g a g ~ h. Pak plati
f~nh.

Véta 3.1.28. Necht f, g a h jsou redlné funkce jedné proménné spliujici f ~ g. Pak plati
h< fehgyg.

Véta 3.1.29. Necht f a g jsou redIné funkce jedné proménné. Pak plati f + g~ f & g < f &
g f+g.
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3.2 Funkce Gamma

Kombinaéni ¢isla a nésledné multinomické koeficienty jsme v definicich 1.3.1, 2.5.1 definovali bud
jako kombinaci podilu a sou¢inu faktoridli nebo v méné zajimavych piipadech jen jako 0. To nés
muze motivovat k nalezeni néjaké funkce f, kterd by zobecnila faktorial pro obor redlnych cisel.
Reélnych funkei f spliujici f(n) = n! pro véechna n € Ny je ale zfejmé nekoneéné mnoho,
je, ze pro véechna n € Ny plati (n + 1)! = (n + 1)n!, takze budeme pozadovat, aby jesté platilo
f(x+1) = (z+1)f(x) pro vSechna x defini¢niho oboru f. Diky tomuto pfedpokladu nemusime
pozadovat, aby f(n) = n! pro vSechna n € Ny, protoze bude ziejmé stacit jen predpoklad f(0) = 1.
I s témito dvéma pozadavky ale pro f mame stéle nekoneéné mnoho moznosti, takze nasi posledni
podminkou bude, aby byla funkce In[f(z)] konvexni pro x > —1, i kdyZ na prvni pohled nenf jasné,
pro¢ bychom néco takového méli chtit. Tyto t¥i podminky ndm uz ale budou jednoznaéné udavat
funkci f (za dodateéného predpokladu, ze mé jeji definiéni obor byt co nejvétsi podmnozina
R). Nyni bude nasim cile dokazat, ze vSechny tyto uvedené predpoklady spliuje pravé funkce f
definovan na R \ Z~ spliiujici f(x) = I'(z + 1)! pro viechna z z jejiho defini¢niho oboru.

Definice 3.2.1. Funkci I' (Gamma) definujme pro vsechna z € R\ Z~ jako nésledujici limitu,
ktera konverguje pravé pro zminénd x:

n -1
T r—1 x—1
I'(z) = nh_)rrgon k”l (1 + ? >

Poznamka 4. Znaméjsi definice funkce I' je nasledujici nevlastni integral, ktery ale konverguje
jen pro x € RT.

I‘(a:):/ t*lemdt.
0

; . . 67
: ] y = TI(z)
S Y
Y
R, ;
4 3 -2 -1 12 3 4
Y
| ol /_[3

Obrazek 3.1: Graf funkce I’

'K tomuto nepi#flis praktickému posunu o 1 vedly jisté historické okolnosti. Existuje sice i funkce II,
kterd se shoduje s f presné, ale I' je pouzivanéjsi, takze zustaneme u ni.
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Nyni dokazme jednoznacnosti funkce f. K tomu vyuzijeme nésledujici vétu dokédzanou v ¢lanku
[10].

Véta 3.2.2 (Bohrova-Mullerupova véta). Necht funkce g : RT™ — R spliiuje ndsledujici podminky:
(i) g(1) =1
(i1) g(x +1) = xzg(x) pro viechna x € R*
(111) Funkce In[g(z)] je konvexni na RT.
Pak se funkce g a T shoduji na celém intervalu RY.

7 této véty tedy dostdvame, Ze pro viechna x € RT nase hledand funkce f musi spliiovat
f(z) = T(x + 1). Cisté z definice 3.2.1 se d4 pomoci definice nekoneéného soucinu 3.1.8 a véty
3.1.2 o aritmetice limit ukézat, ze I'(x +1) = «I'(z) plati pro vSechna z € R\ Z; , coz se s ohledem
na posun o 1 mezi funkcemi f a I' na R™ shoduje s nasf rekurentni podminkou pro funkci f. Nyni
predpokladejme, ze existuje y € R\ Z~, pro které plati f(y) # '(y+ 1) a uvazme libovolné n € N
spliujici n > |y| = y +n > —1. Pak z opakovaného pouziti predchoziho pozorovéni dostdvame

fly) #T(y+1)
F)Iw+m #T@w+1)][(w+n)
=1

=1

fly+n)#T(y+n+1),

jelikoz [[i; (y+mn) # 0 z pfedpokladu y & Z~. To je ale spor s prvni vétou predchoziho odstavce,
takze pro maximalizaci velikosti defini¢niho oboru funkce f musi platit f(x) = I'(z+1) pro kazdé
z € R\ Z;. Nakonec dokazme, ze funkce f nemtuze mit defini¢cni obor vétsi. Opét pro spor
predpokladejme, ze existuje m € Z~, pro které je funkce f definovana. Pak ale opét z opakované

pouzitého jejiho rekurentniho vztahu dostavame

fm) [J(m+1) = f(1)
i=1
—-m—1
fm)-0- IJ (m+i) =1
i=1
0=1,
coz ukoncuje cely dukaz. a

V pristi vété uvadime vSechny vlastnosti funkce I', které budeme pouzivat.
Véta 3.2.3. Nechf x € R\ Zy,y € RT, 2 € R, m € Ny. Pak plati:

(i) Shoda s faktoridlem:
I'(m+1) =ml, (3.2)

(ii) Rozsiteny rekurentni vzath faktoridlu:

I'(z+1) =2l (x), (3.3)
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(iii) Funkce In[f(x)] je na intervalu (0,00) konvexnd.

(iv) Eulerova reflexni formule:

1 sin(7x)
— 4
Fr(i—2) x (34)
(v) T je spojitd v bodé x a neni spojita v bodé —m:
liLn I'w) =T'(x), (3.5)
i [D(w)] = oo, (3.5
(vi) Funkce v (Digamma):
d I(x)
$(o) = 47 M) = - (3.7
W'(y) >0, (3.8)
(vii) Zddné koteny a kladnost na R :
I'(x) # 0, (3.9)
T'(y) > 0, (3.10)
vidi) Erxistuji konstanty a,b € RT spliugjici
(viii) j y j
1 z—i—% 1 z-‘r%
a<z+2> SF(z+1)<b<z+2> . (3.11)
e e
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Kapitola 4

Pascalova rovina

Jak uz jsme nastinili v sekci 3.2, funkce I' ndm dovoli pfirozené rozsitit defini¢ni obor kombinac¢nich
¢isel. V této kapitole predstavime nékolik vlastnosti tohoto rozsiteni, kde se pti diukazu ¢asti z nich
budeme inspirovat ¢lankem [13].

Definice 4.0.1 (Zobecnéni definice 1.3.1). Necht «, x € R. Pak kombinacni éislo definujme jako

. ek, pokud a €R\Z™ a(z+1)¢Z; a(a—z+1)¢Z;
<$>= 0, pokud @« € R\Z™ a (x +1) € Z;, nebo (a« —x+1) € Zg
‘;—f, pokud a € Z~ a x € Ng.

Poznamka 5. Definice 4.0.1 je konzistentni s definici 1.3.1.

Prvni c¢ast definice 4.0.1 vychazi z pouhého nahrazeni faktoridlu funkci I' v definici 1.3.1.
V pifpadé, ze plati « € R\ Z™ a (z + 1) € Z; nebo (o« —x + 1) € Zy, ma alespon jedna z
funkei T' ve jmenovateli prvni ¢asti definice 4.0.1 nevlastni limitu. Proto jsme v ném definovali
(%) jako 0, aby platila ndsledujici véta.

Véta 4.0.2. Necht a« € R\ Z™,x € R. Pak je funkce (3) spojitd v obou proménnych o, x.

Dikaz. Kdyz x +1 ¢ Zy a (o —x + 1) € Z; , potom je kombinaéni ¢islo (‘;) definované podle
prvni ¢asti definice 4.0.1, tudiz je spojité vzhledem ke spojitosti funkce I' (rovnice (3.5)) a jeji
nenulovosti (vlastnost (3.9)). Déle pokud z4+1 =n € Z; a (a—z+1) € Z; , mame diky vlastnosti
(3.6)

lim <y>_ lim ly+1) _ T(a+1)

= im ——
(y,2)—(a,z) \ 2 (y,2)—(a,x) F(Z + 1>F(y — 2+ 1) F(a —x+ 1) z—gzril I‘(z + 1)

coz dokazuje spojitost kombina¢niho ¢isla (;‘) v bodé (a,z). Zbylé dvé moznosti z +1 ¢ Z; a
(o—x+1)¢Zy nebox+1¢7Z; a(a—x+1)eZ; maji analogicky dikaz. O
Motivace k definici tfetitho pfipadu v definici 4.0.1 vyplyne z véty 4.1.1 v nésledujici sekci.
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4.1 Kombinacni ¢isla jedné nezaporné celé a jedné
realné proménné

Prace s kombinaénimi &isly dvou redlnych argumentt definovanymi neni jednoduchd kvuli kom-
plikovanosti funkce I'. Pokud ale pfipustime, aby byl jejich spodni argument nezaporny cely,
muzeme se funkci I' v jejich definici ,zbavit* diky nasledujici vété.

Véta 4.1.1. Pro libovolné x € R a k € Ny plati

k) kU

Diikaz. Pokud x ¢ Z~, muzeme rovnou pouzit definici 4.0.1, takze méjme = € R\ Z~. Kdyby
bylo (x — k + 1) € Z , méli bychom z definice 4.0.1 a vztahu (3.3)

(:c) F(z+1) Czz—1)...(z-k+1)(z—k+1) z...(x—k+1) QLE
S Tk+1D)D(z—k+1) KT (x — k+ 1) k! kD

. _
Nakonec kdyz (z —k + 1) € Z; , musi z pfedpokladit # > —1 a k € Ny existovat m € Ng s m < k,

pro néz je x —m = 0, takze % = 0, coz se shoduje s druhou ¢éasti definice 4.0.1, podle které je
x
(y) =0. O

~ess

¢isla takto byvaji definovana, aby platila véta 4.1.2.
Véta 4.1.2 (Zobecnén{ binomické véty 1.3.5). Necht x,y,a € R spliugi 0 < |x| < |y|. Pak plati
= (a
«a k,a—k
= 4.1
=3 () (4.)
k=0
a dand Tada konverguje absolutneé.

Diikaz. Ozna¢me funkci f spliujici f(z) = (z+y)® pro vSechna x € R. Snadnou indukei muzeme
ovéfit, ze pro vsechna k € Ny plati

fP (@) = ab(a +y)* "

Zvolenim xg = 0 ve vété 3.1.19 o Cauchyové tvaru zbytku Taylorova polynomu dostavame, ze
pro kazdé n € N exituje ¢, ostie mezi 0 a z spliiujici
n aﬁya—k . a@(cn +y)a—n—1(x _ Cn)nCC

[& J—
k=0

z ¢ehoz mame pomoci véty 4.1.1

(z+y)* - Zn: <2> ahyk

k=0
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Protoze plati d%(z + )t = (@ —1)(z + y)* 2, musf byt funkce (2 + y)* ! proménné z ziejmé

monoténni na intervalu mezi 0 a z, takze pokud oznacime m = max{1, (z + y)* '}, dostavdme
(cn +1)* 1 <m. (4.3)

Z definice ¢isla ¢, méame sgn(x) = sgn(c,), tudiz plati

T —Cp 2| = lenl| _ |z] —len| _ |z| [l len] = lenl x (4.4)
ety T [yl =leal | lyl=leal |y lyl = lenl y| '
coz nam spolu s nerovnici (4.3) dava
a@ a1/ T = Cn\" ntl AL
- < = 4.5
‘ n! (en +y) (cn—l—y> “ n! (y) v (45)
Nyni polozime a,, = ’O‘%lm(%)n:c‘ Pokud o € Ny, pak pro vSechna | € N>, je jeden ze ¢initelu

v soucinu padajiciho faktoridlu v definici a; roven nule, takze plati lim;,,_, o a, = 0. Jinak v ptipadé
a ¢ N nemuze byt zminény padajici faktoridl 0 a dostavame

o= z\n+1
. lant1 . ‘(m?)!m(y) z . |z|la—n—-1
li = lim P = lim ||| ——| < 1.
n—oo | ap n—o00 afm(g)"x n—oo |y n+1
nl Yy

Z d’Alambertova kritéria (véta 3.1.13) proto fada Y .-, a, konverguje, tudiz mdme z nutné
podminky pro jeji konvergenci lim,,_,~ a, = 0. Diky rovnici (4.2), nerovnici (4.5) a vété 3.1.3

o usporadani limit pak plati

(z+y)* — i <2) ahyeh

k=0

an+1
< lim

n—oo

=0.

= lim
n— o0

lim
n— oo

_ n M n
(ent 9™ (222) e < i | %2 m(2)s
n: Yy

n! Cnt+Y

Pii dukazu absolutni konvergence fady na pravé strané rovnice (4.1) si nejdiive vSimnéme, Ze
kdyby platilo o € Ny méli bychom (g) = 0 pro v8echna k € Ns,, z ¢ehoz rovnou dostavame
zminénou konvergenci. Jinak muzeme opét vyuzit vétu 4.1.1 a d’Alambertovo kritérium z véty
3.1.13:

k1
k+1, a—k—1 a " k41, a—k—1

i (kil)x Hye _ Grit Y B a—kilz| |z )

e L e R et | P R

Také dostavame zobecnéni dalSich tii vét sekce 1.4.

Véta 4.1.3 (Zobecnéni véty 1.4.3). Necht o € Rs_1. Pak plati

> (1) -

k=0
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Duikaz. Pti dukazu této véty budeme postupovat podobné jako u véty 4.1.2 pro piipad x =y = 1.
Definujme g(z) = (1 + x)® pro vSechna = € R a ve vété 3.1.20 o Lagrangeové zbytku Taylorova
polynomu zvolme zp = 0 a = 1. Pro kazdé n € N tedy existuje ¢, € [xo,z] = [0, 1] spliujici

g(n+1) (Cn) (1 o O)n+1

(n+1)! (4.6)

nook
o) =S L0 oy
k=0

Opét muzeme lehkou indukci dokazat, ze pro vSechna k € N plati
9" (@) = a*(1 4+ 2)*7F,

takze z rovnice (4.6) mame

n

ok(1 4 0)2* N a1 4 ¢, )0t

2% =
k! (n+1)!

k=0

Oznaéime-li m = max{1, (x + y)* 1} dostaneme pomoci véty 4.1.1 a stejnym argumentem jako

v dukazu véty 4.1.2
o
< |m
- ‘ <n + 1>

Ve véte 4.2.9 dokazeme, ze pro dané o > —1 plati lim, (;‘) = 0, takze pomoci Heiného véty
3.1.7 a véty 3.1.3 o usporadani limit z nerovnice (4.7) vyplyva véta 4.1.3. d

n

e 500

k=0

. (4.7)

Véta 4.1.4 (Zobecnéni véty 1.4.4). Necht o € Rsq. Pak plati

g:(—n’f(:‘) = 0. (4.8)

0

Dukaz. V rovnici (4.12) dokazeme, ze pro dané a > 0 a libovolné k € Ny plati

a\ [(a-1 n a—1

k) \k-1 k)’
z ¢ehoz po dosazeni do rovnice (4.8), nasledné upravé na teleskopicky soucet a aplikaci definice
4.0.1 dostavame

ki)(—n’f(g) = ki(—l)’f((g:i) n (a ) 1)) _ ]&@wé(—l)%(z:i) + <a ) 1))
- [<a__11> +k§% <<—1>k(0‘ R EAC (“;1)) (" 1)]

_ a—1
_Ngnoo N )

Zase ve vété 4.2.9 ukazeme, ze se tato limita diky o —1 > —1 a Heineho vété 3.1.7 rovna nule. [J
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Véta 4.1.5 (Zobecnéni Chu-Vandermondeho konvoluce ve vété 1.4.9). Necht a, 3 € R a v € Z.

Pak plati 7
; @) <7€ z> N (a Jyr ﬂ)' (4.9)

Diikaz. Pokud plati v € Z~, je dany soucet na levé strané rovnice (4.9) prazdny, a tedy nula
stejné jako kombinaéni ¢islo na jeji pravé strané z definice 4.0.1.
Jinak uvazme libovolné x € (0, 1). Pak z véty 4.1.2 mame

ki;o <Oz—l|€-ﬁ)xk — (142" = (14 2)°(1 +2) = (g (Z)xk) (gﬂ <i>$k>

Jelikoz ndam véta dava absolutni konvergenci obou fad na pravé strané predchozi rovnice, muzeme
z Mertensovy véty 3.1.15 nahradit jejich sou¢in Cauchyovym souc¢inem, takze dostdvame

(=S (0 =3 (206 )

k=0 k=0 \ I=0

To jsou ale mocninné fady, které konverguji na intervalu (0, 1), takze se z véty 3.1.21 musf jejich
koeficienty rovnat, coz ukonc¢uje dukaz véty 4.1.5. O
7 véty 4.1.4 dostavame i absolutni konvergenci fady kombinacnich &isel.

Véta 4.1.6. Necht o € R{. Pak fada > 50, (}) konverguje absolutné.

Diikaz. Pokud o € Ny, pak pro kazdé k € N5, plati (2‘) = 0, takze je jen kone¢né mnoho ¢isel
v dané fadé nenulovych, a proto konverguje absolutné.

Jinak pfedpokldadejme o ¢ Ny, z ¢ehoz pro kazdé k € N, vyplyva (2‘) # 0 (toto plati i
bez podminky k& > «). Pak pro né mame z véty 4.1.1

o aktL
(r11) _ G ok
(‘l:) %’f E+1 ’

takze od urcitého indexu stfidaji s¢itand kombinacni ¢isla své znaménka. Mame proto

> |- % @)+ Z ()

k=[a]
coz diky predpokladu « # 0 a vété 4.1.4 ziejmé konverguje. 0
Pomoci vlastnosti (3.4) muzeme vyjadiit bez pouziti funkce I' i vétsinu kombinaénich &isel,
které maji pfirozeny jen horni argument.

[a]

->

k=0

+

9

Véta 4.1.7. Necht x € R, k € Ng. Pak plati

<k>_ %7 pokud x € R\ {0, ..., k}
x) 1, pokud x = 0.
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Dukaz. Pokud x = 0, mame rovnou z definice 4.0.1

K\ I'(k+1) .
0/ TO+1T(k+1)
sin [7(z—k)]k!

Kdyby platilo (z — k) € Z , byl dany koeficient roven nule z definice 4.0.1 stejné jako —
jelikoz pro kazdé m € Z plati sin(mm) = 0.

Nyni piedpokladejme (z — k) &€ Z, . Pak postupné diky definici 4.0.1 a rovnicim (3.4), (3.3)
dostavame

E\ I'(k+1) B I(x — k)k! _ T(z —k)sin(r(z — k))k!
(w) T+ )(k—2+1) T(@-kl(@+DTk-z+1) l(z +1)
_ I(xz—k)sin(n(x — k))k!  sin(n(z — k))k!
Cormx(r—1)...(x — k) (x—k) mrktl '
U
Poznamka 6. Pro x € {1,...,k} ve vété 4.1.7 sice neméme pro dané kombinaéni ¢islo explicitni

vzorec, ale muzeme ho diky spojitosti kombinaé¢nich ¢isel ve vété 4.0.2 vyjadiit jako

(k) o sin [y — Rk

X Yy—x Wyki
7 piipadu, kdy k& = 0 ve vété 4.1.7 dostdavame tento hezky dusledek:
Dusledek 4.1.8. Necht x € R. Pak plati (2) = sinc(x).

4.2 Kombinac¢ni ¢isla dvou realnych proménnych

V této sekci se vratime ke kombinaénim éislim (Z‘) z prvni a druhé ¢asti definice 4.0.1 a vySetfime
jejich vlastnosti, ve kterych je budeme brat predevsim jako funkci proménné z. Nejprve strucné
analyzujme graf kombinaéniho ¢isla (‘;‘) se dvéma proménnymi «, x.

Obrézek 4.1: Graf kombinac¢nich ¢isel (g)
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Na prvni pohled chaotické chovéni pro a < —1 si muzeme spojit s prubéhem I'(z) pro = < 0,
viz obréazek 4.2. Naopak pro a > —1 a x € [0, a] dostdme spojitou verzi ndm znamého Pascalova
trojihelniku a pro zbyld z € R\ [0, ] vidime, Ze se () piiblizuje k 0. Pro fixn{ a pfipominaji
grafy funkci (;‘) funkce sin(x)z™, kde m > 0 pokud o < —1 a m < 0 pokud a > —1:

2

1.5

ot

"
—7—-6-5-4-3-2-1

Cerverie vyznacené kofeny kombinaénich ¢isel muzeme jednoduse vysvétlit vétou 4.2.1.

Véta 4.2.1. Necht « € R\ Z~,x € R. Pak plati

(j) —0e@+1)eZyVia—z+1) ez,
Diikaz. Levy smér implikace plati z definice 4.0.1. Pfedpoklidejme nyni (;‘) = 0 a dokazme
(x+1) € Zy nebo (o —x + 1) € Z; . Vsimnéme si, ze pokud «, z spliiuji podminku prvni ¢asti
definice 4.0.1, pak je ¢islo (Z‘) definované jako kombinace sou¢inu a podilu nenulovych redlnych
¢isel diky vlastnosti (3.9). Proto a,x musi spliiovat druhou podminku definice 4.0.1, jak jsme
chtéli dokazat. g

Abychom mohli s danymi kombina¢nimi ¢isly lépe pracovat, vyjadiime v piisti vété kombinaéni
¢isla dvou redlnych proménnych jako nekoneény soucin, diky kterému, mimo jiné, nebudeme muset
rozliSovat prvni a druhou ¢ast definice 4.0.1.

Véta 4.2.2. Necht « € R\ Z~,z € R. Pak plati

[e.e]

()i,

kde dany nekonecny soucin pro dand o, x vidy konverguje.

Duikaz. Pokud je kombinaéni ¢islo (3‘) definované podle prvni ¢asti definice 4.0.1, dostavame diky
definici (3.2.1), vété 3.1.2 (jelikoz nadchézejici limity konverguji) a vlastnosti (3.9)

a\ IMNa+1) _
v)  T@+Dla—z+1)
limy, o0 [Tl (1 + £5) 7!

+ limngsoo 13 T2y (1 5) 7 iMoo 5™ [Tpo_y (1 4+ 25%) !
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n  ktx 7;3 00

, _ = (k+z)(k+a—x)

-1 a—x— k. kE )
o 13 1;[ k(k+ )

Jinak musi «,  spliiovat podminku druhé é4sti definice 4.0.1, takze plati (;‘) =0a(x+1)eZ,
nebo (o —x+1) € Z; . Pak ale musi existovat [ € N takové, ze [+ 2 = 0 nebo [+ —x = 0, tudiz
o

1;[ (k+2)( kk—:—ac;—x) - <z>’

jak jsme chtéli dokazat. O
Dale uvadime zobecnéni zakladnich vlastnosti kombina¢nich ¢isel prirozenych proménnych a

uzitec¢né lemma.

Véta 4.2.3 (Zobecnéni véty 1.3.4). Pro libovolné a € R\ Z~,x € R plati:

(i)
0)-()-

(ii)
£

(iii)

013=C3+Qf07 (4.12)
y@ :O‘<Z:i)' (4.13)

Diikaz. Pro dukaz rovnice (4.10) vyuzijeme to, ze z vlasntosti (3.2) plati I'(1) = 0! = 1:
a) Fa+1) 11— F(a+1) [«
0/ TO+DI'(a—0+1) = T(a+)l(a—a+1) \a

Déle rovnice (4.11) plyne z ¢istého dosazeni do véty 4.2.2:

<Z> :ﬁ (k+2§f++a(;_$) :ﬁ era_(Z(;j_)]of)kJra_l:) _ <aix)

k=1 k=1

(iv) Pokud o # 0, plati i

Pokud oo+ 1 — x # 0, dostavame rovnici (4.12) z véty 4.2.2 a dusledku 3.1.11:

a+1\ r(k+a+l-z)(k+z)\ a+l y7((k+a—2)(k+a)
< x >_H< (k+a+1) k )_a—l—l—xH( (k+«) k )

k=1 k=1

B (k+a—2)(k+az) 1 kt+a)(k+o—2)
_1;[< (k+ o) k >+04+1—SUH< k(k + a) >

k=1
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o7 (((k+a—2)(k+
ECA x H (k+a—=zx)(k+ ) ([ @
x a+tl—z = (k+ ) k x x—1
Kdyz plati « — 2+ 1 =0, mdme z = v+ 1 a z rovnice (4.10) a definice 4.0.1 plati
« n « _ « n ) _ 1 a+1 _ (@ +1 .
T r—1 a+1 « a+1 T
Nakonec rovnici (4.13) dostavame rovnou z véty 4.2.2, dusledku 3.1.11 a pfedpokladu « # 0:

o atr ((k+y) (k+a—y) = (k+y—1)(k+a—1y) a—1
y(y>:yH<<k+a> k )ZH k(k+a—1) :<y—1>‘

k=1 k=1

Lemma 4.2.4. Nechf a e R\ Z ,z € R s x # 0. Pak plati

<a> B ( a+t 1) < a >
= -1+ .
T z rz—1
Dikaz. Dand rovnice je diky vztahu (4.12) a vété 4.2.2 ekvivalentni s
o o a+l/ «
()=l
a+1 o
() (2) =)
a+1 a+l/ «
()=
oo

(k+2)k+a—2+1) a+lyp((k+z-1)(k+a—z+1)
H k(k+a+1) B H( (k + ) k >

8

k=1 k=1

Tato posledni rovnost plyne z dusledku 3.1.12. O
Nyni muzeme v piistich vétach 4.2.5, 4.2.6 ¢astecné objasnit podobnost grafi kombina¢nich
¢isel v obrazku 4.2 s funkcemi sin(z)z™ zminénymi na zacatku této sekce.

Véta 4.2.5. Nechf o« € R~_1,8 € Re_1,x,y € R splriugi © > o + 1, (g) # 0,y >0, (5) % 0. Pak

B I IS S
[P0 R T A (R e
O Q) e

ol

‘<ﬂ€y>‘<|<6—§+1 g_y>=—5gn<5_§+1>. (4.17)
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Dikaz. Diky podminkdm o > —1,2z > a4+ 1a g < =1,y > 0 mame —1 + O‘TH € (-1,0) a
14+ % € (=00, —1) z éehoz pomoci lemmatu 4.2.4 plynou vSechny vztahy na fadcich (4.14) a
(4.16). Z nich pak pouzitim rovnice (4.11) dostavame i zbylé vztahy na tédcich (4.15) a (4.17). O

Véta 4.2.6. Necht o € R-_1. Pak je funkce (;‘) proménné x kladnd na intervalu (=1, + 1),
nulovd na intervalu [—1,a+1] jen v jeho krajnich bodech, rostouci na intervalu [—1, §| a klesajici
na intervalu 5, a + 1].

Duikaz. Nejprve dokazme, ze je funkce (g) proménné z nezapornd na intervalu [—1, « + 1]. Diky
a€Rs_1 = a¢gZ vime z véty 4.2.2, ze pro libovolné w € [—1, « + 1] mame

(o) =TT 5

k=1

Pro libovolné I € N snadno pomoci I > 1, > —1,a+ 1 > w > —1 ovéiime, Ze je kazdy ¢len
daného sou¢inu nezaporny, takze (Z‘)) > 0. Rovnost zde na daném intervalu [—1, « 4+ 1] pomoci
véty 4.2.1 nastdva pouze v krajnich bodech —1 a « + 1, jak jsme chtéli dokazat.

Nyni dokazme, ze je funkce (;‘) proménné x rostuci na intervalu [—1, §], takze méjme libovolné
Y,z € [-1,5] s y < z a ukazme, Ze plati (Z‘) < (2‘) Z podminky y < z dostavame, ze z € (-1, 5],
tudiz mame z predchoziho odstavce (j) # 0. Vétu 4.2.2 tedy muzeme pouzit ndslednovné:

(a) e (k1t+y)(k1+a—y)

y/ ki=1 ki(k1+o) (4 18)
(a) - H (k2+2)(ka+a—=z) ° ’

Z ko=1 kg k2+a)

Jelikoz dané nekoneéné souciny konverguji z véty 4.2.2 a ten ve jmenovatli neni 0, dostdvame
z véty 3.1.2

(k1+y) (k1 +
I1% - 1% 7 (k+y)(k+a—y)
(ko+2)(ka+a—z) _
| o 1‘2k2k22+a) o (Bt 2)(k+a 2)

Pro jakékoliv [ € N,u € R ozna¢me funkei f;(u) = (I +u)(l + o — u) proménné u. Lehce ovéiime,
ze je kvadratickd se zdpornym vedoucim koeficientem a vrcholem v u = §, takze je rostouct
na intervalu [—1, §] a fi(y) < fi(z). Proto je poslpoupnost (a,)5>;, jejiz kazdy ¢len je definovany
jako a, = [[;_ 17 f’“(y
dostavéame z rovmce (4 18)

a
L_ 1 (y « «
gl <= () < ()

coz jsme presné chtéli. To ze funkce ( ) proménné x klesa na intervalu [§, a+1] snadno dostaneme
aplikovanim vztahu (4.11). O

7 piedchozi véty ziskavame néasledujici nerovnost tykajici se funkce I', kterou vyuzijeme v pristi
kapitole.

klesajici a plati a; < 1. Diky tomuto pozorovani a nerovnici (j) >0

Véta 4.2.7. Necht x,y,c € RT spliiuji x <y a x — ¢ > 0. Pak plati

1 1
I@)l(y) Ta-ol(y+c)

(4.19)
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Dukaz. Véta 4.18 nam tika, ze plati

r+y—1 r+y—1
> .
r—1 r—c—1
7 danych predpokladu vime, ze obé kombinaé¢ni ¢isla v této nerovnici jsou definovand podle prvni
¢éasti definice 4.0.1 a zéroven pomoci vztahu (3.10) dostdvame I'[(z +y — 1) + 1] > 0. Vydéleni
predchozi nerovnice timto vyrazem ndm potom dé rovnou nerovnici (4.19). O

Kombinace vét 4.2.5, 4.2.6 nam také dovoluje najit globalni maximum kombinac¢nich ¢isel (g)
pro urcita a.

Véta 4.2.8 (Zobecnén{ véty 1.4.1). Necht o € Rs_1,z € R. Pak plati

(o) =z e ===
= sup =T = .
Z weR \W 2

Diikaz. Uvazme libovolné w € R\ {$} a dokazme pro ngj (¢) < (). Tato nerovnost v pifpadé
2
w € [—1,a + 1] plati rovnou z véty 4.2.6. Sta¢i ndm uvazovat uz jen w > « + 1, protoze potom
(&) < (&) pro zbyld w < —1 opét dostaneme Cisté z rovnice (4.11). Diky vété 4.2.6 také vime, ze
2

w

(&) > 0, tudiz mizeme piedpoklédat jeste (&) # 0.
2
Méjme nejmensi n € N, pro které o + 1 > w — n. Jelikoz je z o > —1 interval [—1, o + 1] dels{

nez 1, musime z minimality n mit w —n € [—1,a + 1]. Z toho plyne (wfn) < (g) a kvuli véte
2

4.2.6 méme i (,*,) = \(win) ‘ Opétovnym vyuzitim nerovnice na faddku (4.14) nyni dostdvame
« a « « a « «
0< < < << < = <)
w w w—1 w—n+1 w—"n w—"n 3
jak jsme chtéli ukézat. O

V nésledujici vété vySetiime asymptotiku kombinacnich ¢éisel.

Véta 4.2.9. Nechf « € R._1,3 € Ro_1 \ Z~. Pak plati

lim (O‘) = lim <O‘> —0,
lim <6>, lim <5>
Tx—00 \ X T—>—00 \ T

) proménné y neni ohranicend.

limity

B

neexistuji a funkce (y

Dukaz. Diky vzathu (4.11) ndm staci dokdzat pouze tvrzeni o danych limitéch, ve kterych se z
ptiblizuje nekone¢nu.

Nyni vyberme libovolné ¢ € N splaujici ¢ > max{a + 1,3+ 1} a pro vSechna i € N definujme
intervaly

Ii:=[c+i,c+i+1].
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Jelikoz je podle véty 4.0.2 kombinaéniho ¢islo (‘;‘) Spojité na intervalu I;, muzeme z Weierstrassovy
véty 3.1.17 definovat pro kazdé i € N ¢tverici redlnych &isel A;, B; a a4, b; € I; splnujici

4= (o) =)
a; zel; xT

_ (@) = B
.= (5) e ()‘ 20

(4.20)

Nagim cilem bude dokazat, ze

lim A; =0 (4.22)
1—00
lim B; = oo. (4.23)
1— 00

Rovnice (4.22) by totiz dokdzala lim, (g) = 0. Z rovnice (4.23) bychom pak dostali neo-

g
Y

a zaroven by potom muselo platit, ze lim, oo (
Kvli vété 4.2.1 ale pro kazdé n € N plati (
a proto by tato limita nemohla existovat.

) proménné y diky stfidén{ jejitho znaménka z druhé rovnice na radku (4.14)
B

X
) =0, takze lim,;_, (i ) se nekoneénu nerovnd,

hranicéenost funkce (

) bud neexistuje, anebo se rovna nekoneénu.

B
B+n+1

Definujme funkci f na intervalu [c + 1,00) spliujici f(w) = —1 + O‘T'H pro kazdé w v ném.
Jejf derivace f'(w) = —O‘w—tl je zapornd na intervalu [c 4+ 1,00) a zdroven z definice ¢isla ¢ mame
fle+1)=—-1+ Oc‘jtll < 0, takze je i samotna funkce f(w) zdporna na intervalu [c + 1, 00). Proto

je funkce|f(w)| rostouci na intervalu [c + 1, 00), a tudiz pro kazdé i € N a x € I; plati

a+1
c+1+1

a+1

‘—1+

—1f@)l < |f(0+z'+1)\:‘_1+

Z lemmatu 4.2.4, rovnice (4.20) a zdpornosti funkce f pro vSechna i € N dostavame

AHF{<—1+(I%1>< “ > f%=<1 ‘1“1>&.(4M)
ai+1 — 1 J \aip1 —1

Cctitl
Analogicky muzeme uvazit funkei g spliujici g(w) = —14 % pro kazdé w € [c+1, 00) a dokézat,
ze pro kazdé i € N a x € I; plati

a+1

Sl —T
c+i+1

<

_B+1
c+i1+1

)

‘ B+1

—1+T :|g(x)\>]g(c+i+1)|:‘—1+

z ¢ehoz pro kazdé i € N mame zase diky lemmatu 4.2.4, rovnici (4.21) a lehce ovéritelné zapornosti
funkce g na daném intervalu

(20| (50

B+l
c+i1+1

Bit1 > > =14+

c+i1+1

B, = <1B‘F1)1z.(425)
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Opakovanim nerovnosti (4.24) a (4.25) ziskdme pro kazdé i € N

A <A ] (1—a;:1>,

k=c+2
i B41
B;>B [] (1 =
k=c+2
z ¢ehoz plynou nerovnosti
1
lim A; < Ay lim H <1 _ot ), (4.26)
j—00 j—o0 k
k=c+2
1
lim B; > B lim H <1 - “) (4.27)
j—oo Jj—00 k
k=c+2

Kvili vété 4.2.1 ziejmé existuji dvé &isla x1, 29 € IT = [c+ 1, ¢ + 2], pro kterd (;1) #0, (fz) #0,

takze jsou z rovnic (4.20) a (4.21) obé ¢isla A; a B; kladné. Pro dikaz rovnic (4.22) a (4.23) ndm
proto z nerovnic (4.26) a (4.27) sta¢i dokazat, ze

| a+1
li 1-— =0, 4.28

k=c+2
1
lim H (1 — ﬁ—i_) = o0. (4.29)
j—)OO
k=c+2

Vsimnéme si, ze pro kazdé z € R(J{ plati

1+2z<¢€,

jelikoz 1 +0 < €% a T (1 +z)=1<¢e* = %ez. Ze spojitosti exponencidlni funkce a véty 3.1.4

o limité spojitych funkci tedy dostavame

a+1 i atl *1im'aoozj, _otl
Jlim H (1 i ) <Jll>rgo H ek =e T k=et2 TR (4.30)
k=c+2 k=c+2
Mame ale
a+1 © 1 “ly
i 3T ey 3 ey (313 -
k=c+2 k=c+2 k=1 k=1

protoze a+1>0a 2, % je harmonicky soucet divergujici k nekone¢nu. Po dosazeni do nerov-

nice (4.30) ziskdvame
a+1
li <0.
i 1] ( ) <0

k=c+2
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Vsechny ¢initelé daného soucinu jsou ale nezaporné, takze i on je nezdporny, coz spolu s touto
nerovnosti dokazuje pomoci véty o tfech limitach rovnici (4.28). Nakonec s ohledem na f+1 < 0
mame

11 (“)11:20 11 (1+ (ﬁkﬂ)) > <1+ 2 _w;fl))

k=c+2 k=c+2 k=c+2

cim 3 2D i 3 Lo -5
jggo k a ji{{olo k-
k=c+2 k=c+2
z ¢ehoz vyplyvé rovnice (4.29). O
Zavérem této sekce uvadime estetickou vétu 4.2.10.

Véta 4.2.10. Necht o, € R\ Z~. Pak plati

(5)() -t

Duikaz. Nasim cilem tedy je ukdzat, ze plati

<a> <B> _ %, pokud «a # 8
B) \« 1, pokud a = .
Kdyby platilo a = 8, méli bychom rovnou z rovnice (4.10) (g) (g ) =1.
V pifpadé ze by platilo (o« — 8+ 1) € Z; a a # 3, bychom z definice 4.0.1 ziskali

<g>(§>:0'<§>=ozw

a uplné stejné bychom mohli vyfadit moznost, kdy (8 —a +1) € Z; a o # . Zbyva nam tedy
pripad, ve kterém plati (o — 8) ¢ Z. Nyni muzeme pouzit u obou danych kombinaéni ¢isla prvni
¢ast definice 4.0.1:

(a) <ﬂ> _ I'(a+1) (B+1) _ 1
B8]\« rg+nla—pg+Ha+1)I'B—a+1) T(a—p+1I(B—-a+1)

Pomoci vlastnotsi (3.3) a (3.4) nakonec mame

1 B 1 _sin[r(a — B)]
Pla-B+1I(B-a+1) (a=Blla-BrB-a+1)  wla-pH)
jak jsme chtéli dokazat. O

4.3 Dalsi vyjadreni kombinacnich ¢isel a jejich inte-
grace

Dosud jsme v této préaci uvazovali jisté soucty diskrétnich kombinaénich ¢éisel. To, ze jsme v této
kapitole predstavili jejich spojitou verzi, nas proto muze motivovat k jejich spojitému séitani,
tedy integraci.

Nové reprezentace kombinaénich ¢isel a rozsifeni nékolika souctit kombinaénich ¢isel ze sekce
1.4 jsou pomoci ni dokdzdny ve ¢lanku [14] a shrnuty v pristi véte.
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Véta 4.3.1 (Navazujici na véty 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5, 1.4.7, 1.4.9). Nechf a,v,y € R, € Rs_1.
Pokud oo > —1, plati:

<Z> - 2:/_3 cos®(t) cos[t(2y — a)]dt
/_ i (3) dx = 2

/ O; cos(mx) (i) dz = 0.

[

/_Z (Z)gdx _ (?)

Pokud o« > —1 a a+ 8 > —1, plati

L0« (77)

Ve ¢lanku [15] je pomoci Fourierovy transformace kombinaéniho éisla z definice 4.0.1 dokézano
dalsi vyjadieni kombinacnich Cisel.

vl

Pokud a > 0, plati

Pokud o > —%, platd

Véta 4.3.2. Necht a € R._1,x € R. Pak plati

(Z‘) - f; (j‘) sinc(x — 9),

kde dany soucet konverguje i absolutné.

Ditikazy predchozich dvou vét jsou dosti komplikované a nehodi se do rozsahu této préce, takze
musime uznat, Ze si zde vypujc¢ujeme cizi vysledky. Kazdopadné stoji alespon za zminku a hlavné
nam umoznuji dokazat nasledujici vétu.

Véta 4.3.3 (Zobecnén{ véty 1.4.9). Necht o € R-_1,8 € R{,v € R spliiuji (3 —v) € Z. Pak

plati
S(CL)= (1)

Drukaz. Kombinaci véty 4.3.2, rovnice 4.11 a ¢asti 5 véty 4.3.1 dostavame
(0.9] o0
(07 LG = GG
g o \ZT/)\Y — @ o \Z) \B=7+2
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/OO [i (i‘) sinc(z — i)] [2 <f> sinc(f — +x — i)] dz. (4.31)

— | i=0

Vzhledem k tomu, Ze oba nekone¢né soucty konverguji absolutné (véta 4.3.2), muzeme je diky
Mertensové vété 3.1.15 rozepsat jako jejich Cauchyuv soucin (definice 3.1.14). Plati tedy

[i (?) sinc(m—i)] li (f) sinc(B—vy+x—i)| = 2; (?) (Z f]) sinc(z—7) sinc(B—y+x—i+7).
(4.32)

Jednoduchym doplnénim na ¢tverec muzeme pro libovolnd a,b € R dokazat nerovnost ab <
3(a? +b?), takze plati

|sinc(z — §)|? + |sinc(B — v+ — i + j)|?

| sinc(z — j) sinc(B —v+x —i+j)| < 9

Diky dtsledkim 3.1.10, 3.1.9 a vété 3.1.24 mame

% |sinc(z — )| + | sinc(8 — v 4+ x — i + 5)|

5 dx

/oo ]sinc(:c—j)sinc(ﬁ—’y+:c—z'—i—j)\dx§/

—0o0 —0o0

1 [ 1 [
:/ |sinc(:1:—j)|2dx—|—/ |sinc(y —xz —i+j)[*dz = 1.

2 2
dr < 2]:0 <j‘> (Z 57) (4.33)

— 00 —0o0
Opét z dusledku 3.1.10 proto dostavame
) ve vété 4.1.6, Mertensové vété 3.1.15 a souctu

2/—2 ;(?) Sinc(x_j)(z‘i’) sine(f — v+ 2 —i+7])

coz se z absoulutni konvergence fady Y .o (
kombinacnich ¢isel ve vété 4.1.3 rovna

(SO)E0) -+

Také z dusledku 3.1.10 je fada integralu na levé strané nerovnice (4.33) zfejmé nezapornd, takze
tedy musi konvergovat. Nyni proto muzeme aplikovat disledek Lebesguovy véty ve vété 3.1.16
na spojeni rovnic (4.31) a (4.32), z ¢ehoz mame

(1) LB O e

B

%

:iz(‘;)( b >/Oo sinc(z — j) sinc(f — y + = — i + j) da. (4.34)

i=0 j=0 A
Pro kazdou dvojici 4, j € Ng spliujici ¢ > j a definujme funkci f; ; splitujici pro vSechna x € R

fij(@) = sinc(z — j) sinc(8 — v + 2 — i + j). (4.35)

52



Kapitola 4. Pascalova rovina

Predpoklddejme, ze © # j # — + v+ i — j # x. Pak mdme z definice 3.1.23 a lehce ovéfitelného
rozkladu na parcidlni zlomky

ﬂA@=Smh@_ﬁthW—v+x—i+ﬁ

w2z = j)(y -2 —i+])
_ 1 (sin[w(az —j)Isinr(B —y+z—i+j)] sin[r(z—j)]sin[r(f -y +z i +j)]>
2

(B—~—i+42j)(x—j) B—=v—i+2j)(B—v+z—i+}])
_ 1 sinfr(w — J)]sinlw(3 =7+ x — i+ )] | sinfr(@~ j)]sinlr(8 =y +z — i+ j)]
m2(B —v —i+2j) (x —7) B=—v+z—i+}]) '

(4.36)
Déle pro kazdou dvojici ¢isel 4, j € Ng spliujici ¢ > j a b — v — i + 2j # 0 definujme funkci g; ;
splnujici pro vsechna z € R\ {j}
sinfr(z — j)]sin[w (8 — v +x — i+ j)]
(z —J)

a funkei h; ; spliujici pro vSechna z € R\ {—p +~v+1¢ —j}
sin[m(z — j)]sin[m (8 — v +x —i+j)|

(B—=y+z—i+]) '
Snadnym dosazenim a vyuzitim vztahu ¢,j,y € Z dostaneme, ze plati g; j(x) = —g;j(—z + 2j),
takze g; j[x+j] = —gi j[—z+7j]. Funkce g; ; je tedy v jistém smyslu lichd kolem bodu j. Analogicky
miuzeme ukdzat, ze je funkce h; ; ve stejném smyslu licha kolem bodu —f3 + v+ — j. Proto plati

J 00 —B+y+i—j 00
/ gij(x)dx + / gij(x)dx = / hi j(z) de + / hi j(z) dx =0,
—oo j —

00 —B+y+i—j

9ij(x) =

hij(x) =

coz ndm v kombinaci s rovnici (4.36), kterd ndm iika, ze muzeme funkci f; ; rozlozit na skalarni
nasobek souctu funkei g;; a h;; na celém R kromé dvou diskrétnich bodi, kde je f;; fadné
definovand z rovnice (4.35), davé (stdle za predpokladu j # —f + v+ i — j)

Jinak pokud plati j = =8+ v+ ¢ — j, tedy i = 2j + B — v, dostavame diky vété 3.1.24
/ fij(x)dr = / sinc?(z — j) dr = / sinc?(x) dr = 1. (4.38)

Po dosazeni rovnic (4.37) a (4.38) do rovnice (4.34) a pouzitim rovnice (4.11) ziskdvdame

(1) EE ()2 [yt

=0 j=
- = O)-2065-)-20)02)
ijeNgi>j M/ N\t im0 \J J+B—" =\ \v =
i=2j+B
jak jsme chtéli dokazat. O

Zvolenim « = 3 a opét pomoci vztahu (4.11) dostaneme tento dusledek:
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Dusledek 4.3.4 (Zobecnéni véty 1.4.7). Necht a € R, _1. Pak plati

()= ()

o4
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Kapitola 5

Pascalovy vicerozmérné prostory

V této kapitole spojime oba zptusoby, kterymi jsme v kapitoldach 2 a 4 zobecnovali kombinaéni ¢isla,
¢imz v nasledujici definici 2.5.1 ziskdme multinomické koeficienty definované na oboru realnych
¢isel. Ty se sice v nékterych oblastech matematiky jiz vyskytuji, ale v této praci poprvé detailné
prozkoumame jejich vlastnosti. Definujme nyni libovolné d € N, které bude po zbytek kapitoly
udévat rozmér, tedy pocet argumentt ve spodni ¢asti, téchto multinomickych koeficientu.

Definice 5.0.1 (Zobecnéni definic 2.5.1, 4.0.1). Necht «, z1,...,24 € R spliiuji « = 21+ -+ x4
a i€ {l,...,d}. Pak definujme multinomicky koeficient jako

Hdr(?(ﬂ)ﬂ)’ pokud a € R\Z™ a (z +1) € Zg pro kazdé k € {1,...,d}
k=1+ Tk
(x a ) ) _ o, pokud o € R\ Z~ a (z, + 1) € Zy pro jisté k € {1,...,d}
1, d a—z;
a— pokud o € Z~ a x € Ny pro kazdé k € {1,...,d} \ {i}.

Wieq, . apqay ="

Motivace k této definici jednotlivych piipadu zustava stejné jako u definice 4.0.1, tj. jeji prvni
¢ast vznikla ¢isté nahrazenim faktorialit v definici multinomickych koeficientit 2.5.1 funkef T,
jeji druhou ¢ést jsme definovali pro spojitost téchto redlnych multinomickych koeficientu, kterou
dokazeme v pristi vété 5.0.2, a tu tfeti obhaji véta 5.1.1 néasledujici sekce 5.1

Véta 5.0.2 (Zobecnéni véty 4.0.2). Necht « € R\ Z™,x1,...,x4_1 € R spliiuji. Pak je multino-
micky koeficient (I1 xd_loo‘é_zl_zfl x) spojity ve vSech proménnych o, x1,...,Tq_1.

Diikaz. Kdyby platilo (04—21 1 L) & Zy aprokazdy index i € {1,...,d—1} by bylo (z;+1) € Z; ,
byl by dany multinomicky koeficient deﬁnovany podle prvni castl definice 5.0.1, takze by byl
spojity diky spojitosti a nenulovosti fukce I' z vlastnosti (3.5) a (3.9).

Nyni predpoklddejme, Ze plati (a—z;flzll x;) € Zy . Z definice 5.0.1 tedy plati (m,..-,xdfl,afzztf xz) =
0. Déle rozdélme (d — 1)-tici x1,...,24-1 na Zq,...,%q, & Tpy,...,Tp, ,_, Pro né&jaké
n € {0,...,d — 1} tak, aby platilo (z,, + 1) € Z; a (x5, + 1) ¢ Z; pro vsechna
ke{l,...,n},le{l,...,d —1—n}. Diky definici 5.0.1 a vlastnosti (3.6) dostdvame

o

lim < p )
(B»yl7-"7yd71)*>(a7x1"'»mdfl) yl; e 7yd 1 18 ZZ 1 yl

_ i M+ 1)
= — d—1
(By1,-ya—1)—(aa1.,2a-1) T'(B — Zz Ly D)L Ty + 1)
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] MNa+1)
= lim a—1 a—1
Warsag 1) (@aytag_y) T = Y570 v + ) [[i2 Ty + 1)
I'a+1) I 1
1m
TS " Dy, + 1) Warsobog_y) = @ay zag_) T — S5 i + 1) [T, T (Y, + 1)

MNa+1) o
T pdlon 0=0= d-1_ |

coz opét dokazuje kyzenou spojitost. Piipad kdy (o — Z?:_ll x;) € Zy a existuje index i €

{1,...,d -1}, pro ktery (z; + 1) € Z, muzeme vySetfit stejnym zptsobem. O

5.1 Multinomické koeficienty nékolika nezapornych
celych a dvou realnych proménnych

Jako ve vété 4.1.1 muzeme v piipadé, kdy jsou vSechny argumenty multinomického koeficientu
v jeho spodni ¢asti az na jeden nezaporné celé, zapsat tento multinomicky koeficient bez uziti
funkce I'.

Véta 5.1.1 (Zobecnéni véty 4.1.1). Necht x,kq € R, k1,...,kq_1 € No spliiugi ky + -+ + kg = x.

Pak plati
z—kg
x r—d
R 5.1
<kla-"akd—1akd> H?;ll kz' ( )

Drikaz. Piipad kdy « € Z~ plyne z rovnou z definice 5.0.1.

Kdyby byl dany multinomicky koeficient definovany podle druhé ¢asti definice 5.0.1, tedy roven
0, bylo by x € R\ Z™ a diky pfedpokladu ki, ..., kq—1 € Ng by muselo platit (kg +1) € Z; . Také
z néj a podminky ki + - - -+ kg = x dostavame x — kg = k1 + - - - + kg_1 € Ny, takze a dohromady
mame z € Z = x € Ng. Nyni tedy

rz—kq—1
pt k= I @-j)=az—1)... (kg +2)(ka+ 1) =0,
j=0

protoze je to soucin nékolika po sobé jdoucich celych ¢isel, z nichz prvni je nezdporné a posledni
nekladné, tudiz se néktery z ¢initelt rovnd nule. V tomto piipadé jsou proto obé strany rovnice
(5.1) nulové.

Nakonec ndm zbyvéa moznost, kdy je multinomicky koeficient na levé strané rovnice (5.1) defi-
novany podle prvni ¢asti definice 5.0.1. Pak z ni a vztahu (3.3) dostdvame

( x ): F(x+1) :I‘[m—i—l—(x—kd)]a:(x—1)...[x—(:c—kd)—|—1]
ks kao,ka) T Tk + 1) U(kg + 1) [12] k!
D(kg + 1)z2=ka x2=ka

Pk + OIS R TTS) ket
Diky predeslé vété pak muzeme rozsitit dvé véty sekce 4.1.
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Véta 5.1.2 (Zobecnéni multinomické véty 2.15 a véty 4.1.2). Necht o, x1,...,2q4 € R spliugi
|xg+ -+ Ta—it1]| > |za—i| > 0 pro kazdy indexi € {1,...,d — 1}. Pak plati

« k1 kq— 1,07 S ks
(x1+ -+ x9)” kZ:O kz()(klw--,kd—l,aZ?f ki>x1 ez T (5.2)
1 d—1

Diikaz. Indukei dokazme, ze pro vsechna n € {1,...d — 1} plati

“ ki gk TIPS 3
e kZO Z (kb...,kn,a—zzl:m.)xll---l’n (Tpt1 + -+ + 34) t
1 n
(5.3)
Béazovy krok n = 1 dostdvdme pouzitim véty 4.1.2 a diky predpokladu |zo + - - + 24| > |z1| > O:

(k14 +x9)*=[z1 4+ (x2+ -+ 24)|*
_ a—ki _ G « k1 a—ky
Z ( ) (w2 + - +2q) > <k17a_k1> (z2 + - +2q)

k1=0

Nyni pi"edpokladejme platnost rovnice (5.3) pro vSechna n € {1,...m} (kde m € N4_1) a
dokazme ji pro n = m + 1. Opét z véty 4.1.2 a predpokladu |z,+1 + -+ + 24| > |Tm| > 0 méme

a k k a="" 0k
(14 +za)" ( >x1...a:m(x f1t+ ) =1

o0 oo
_ «Q k Em =k
_Zk _0<]{;1’ _’km’a—zglk‘>$ll.“mm [$m+1+(l’m+1—|—-..+l‘d)]a 1

= > « > 1 ki +1
km+1 a—=>"" Ky
— P ._xm :L,n+ (.’L‘ "'+:L') i=1 K
E m § 1 m—+1 d
O(kl,...,km,azi_lk) ( m+1 ) m+
=

Km+1

[eS) 9] a a Zm k- k +1

- - i=1 "M k km o kEm+1 a—> "k

75 E <I<: L m k;)( > oyt g, (T Ta) it ki
1y« m’a_EiZI i

k1=0 km41=0 km+1
(5.4)

V rovnici (5.10) vété 5.2.2 dokazeme, ze

« a—y " ki a
kiy oo kmya— Sk [ T \kLy sk, = S )

coz po dosazeni zpét do rovnice (5.4) ukonéi dukaz indukci. Zejména piipad, kdy n = d — 1
v rovnici (5.3), dokazuje vétu 5.2. O

Véta 5.1.3 (Zobecnéni vét 2.7.2, 4.1.3). Necht o € R~_1. Pak plati

1= kq_1=0 Ly dil’a_Z’i=1 1

k1=0
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Dukaz. Uvazme d-tici ¢isel 1 = --- = x4 = 1. Jelikoz pro kazdy index ¢ € 1,...,d — 2 plati
|xg + -+« + zg_ir1] > |r4—i] > 0, muzeme podobné jako v dukazu piedeslé véty 5.2 indukef
dokdzat, ze pro kazdé n € {1,...,d — 2} plati

d* = (z1+ - +39)°

o0 o0 o
_ k kn Sk

i=1

= Z Z <k1’,_.7k‘n72—zn ki)(dn)a—zy_1ki.

k1=0  kn=0 i=1

7 piipadu n = d — 2 a nasledné aplikovanim véty 4.1.3 diky predpokladu o > —1 méme

0 o0 % d—2
PR 2y, )2
ISR D (RN

k1=0

B 00 00 o 00 Q—Z;i;fk‘l
_Z--.kdz()(kl’,,.,k‘d—g,a—zg12]4;1.)Z< kg1 >
o=

k1=0 kq=0

kq—1=0

0
Opét diky rovnici (5.10) ve vété 5.2.2 bude platit

o) ) = (e st)
kl)"'akd—Q)a_Z?;fki kd—l klw"akd—laa_Z?;llki ’

a to spolu s rovnici (5.5) dokdze vétu 5.1.3. O

5.2 Multinomické koeficienty realnych proménnych

V této sekci probereme multinomické koeficienty (:rlﬁ,rd) (proa € R\Z ™, z1,...,z4 € R splaujic
a =1z +...,24) definované podle prvni a druhé ¢asti definice 5.0.1. Pouzijeme-li terminologii
z kapitoly 2, budeme se zabyvat zejména jednotlivymi vrstvami téchto multinomickych koefici-
entu, tedy zafixujeme proménnou « a budeme zkoumat jak se chovaji v proménnych x1,...,xq.
Bohuzel neexistje néjaky prehledny zptisob, kterym bychom zde mohli zobrazit jednotlivé vrstvy
multinomickych koeficientt, pokud d > 3. Proto uvadime graf jedné z jejich vrstev pro piipad
d = 3, ktery dale nebudeme podrobnéji zkoumat.
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=

Obrazek 5.1: Graf multinomickych koeficientu ( 2 x_y)

%y»g—

Diky definici 3.2.1 funkce I" opét muzeme vyjadiit multinomické koeficienty z prvni a drhué
casti definice 5.0.1 jako nekone¢ny soucin.

Véta 5.2.1 (Zobecnéni véty 4.2.2). Necht « € R\ Z™,x1,...,xq € R spliuji « = x1 + -+ + x4.

Pak plati
HHz 1 (k + i)
L1y kd— 1]{7+Oé ’

Dukaz. Podobné jako u dukazu véty 4.2.2 vyuzijeme definici 3.2.1. Kdyby platilo (z1+1), ..., (zq+
1) € Z , méli bychom diky ni, definicim 5.0.1, 3.1.8 a vété 3.1.2

. —1
( « ) e+l limgg g T (14 )
Ti,...,24 H‘f:l I(z; +1) Hle limy,, 00 n;vz n_l (1 oy %)—1
k -1 d ktx;
— lim n® [Ty (Ta) - = lim n* [[i—y [y ( 41? )
d , fetay\ — a_
nroe [Timy n® [Taey (55F) oo i [Tr_, ()

Jinak v piipadé, ze existuje index i € {1,...,d}, pro ktery (z; + 1) € Z;, musi existovat [ € N
spliujici (I + x; + 1) = 0, takze pak prava strana rovnice (5.2.1) musi byt 0. Z definice 5.0.1 je
ale multinomicky koeficient na jeji levé strané také roven nule. (]

Toto vyjadieni nam umozni lehce dokéazat nasledujici zakladni vlastnosti multinomickych koe-
ficient1.
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Véta 5.2.2 (Zobecnéni véty 2.5.4, 4.2.3). Necht o € R, x1,...,24 € R spliiuji « = x1 + -+ + 14
a at je o libovolnd permutace na mnoziné {1,...,d}. Pokud o € R\ Z~, plati:

(i)
(a,o,o.é..,0> - <o,af..,o> T <070’_a“,a> = (5.6)
N————

d cisel
(iz)

a a
= 5.7
(ever . 20) = (otennotenyooten) 57)
Pokud oo € R\ Zg , plati

(iii)

(iv)
-1
x1< @ )—a( . ) (5.9)
T1,T9...,2T4 x1—1,29,...,24

(v) Pokud o, — x1 € Zy mebo x1,...,x4-1 € No, plati

(e = () 700) a0
T1,X2,...,2qd T Io,...,qq

Diikaz. Jelikoz o > —1, rovnici (5.6) dostdvame z definice 5.0.1 a vlastnosti (3.2)

(oz,.o.[.,0> - <0,a,o.[..,0) - <0,..a.,a> - r(a+g)(;;51+)1)]d_1 =1

Vztah (5.7) plyne ¢isté z toho, Ze jsou vSechny tii ¢asti definice multinomického koeficientu 5.0.1
nezavislé na potfadi proménnych x1,...,zq4.

Nyni dokazme rovnici (5.8) za predpokladu o > 0. Vsimnéme si, ze kdyby pro néjaky index
ie{l,...,d} platilo (z;+1) € Z; , byla by jeji leva strana rovna nule stejné jako vSechny s¢itance
na jeji pravé strané z definice 5.0.1. Predpoklddejme tedy, ze zadny takovy index neexistuje.
Ze zminéné definice, predpokladu 0 < oo = 1+ - -+ x4 a diky vlastnosti I" funkce (3.3) dostdvame

< a > _ IMNa+1) _ al'(«) _ (x14 -+ 29)T(a)
T1,T2...,T4 szlr(:ﬂk —+ 1) Hi:l F(l‘k + 1) Hi:l F(ﬂ?k + 1)

d
;'
-y et

; .
=1 =1 Tk +1)

Staci nam tedy dokézat, ze pro libovolny index j € {1,...,d} plati

z; () B ( a—1 )
Hﬁzlf(:nkJrl) 1 — 01, Td —0dj)
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Kdyby bylo x; = 0, rovnali by se obé strany pomoci definice 5.0.1 nule a pokud by bylo z; # 0,
méli bychom diky tomu, Ze pro zadny index i € {1,...,d} neplati (z; + 1) & Z, , vztahu (3.3) a
definici 5.0.1

z;(a) B () B < a—1 >
[ D +1) T[4, T(xk — 0 +1)  \@1—015,...,%a—0a;/
Rovnice (5.9) plyne z vét 5.2.1, dusledku 3.1.11 a predpokladu « # 0:

L1 « 1 o (k‘+$1) Hf: (k}—i—l’l)
a(z:l,:vg...,zd>_an((k;+a) idﬂ )

k=1

H ( k+w1—1>nf:2<k+xi>> _ ( a—1 )

]ﬁ—i-a—l) kd-1 ml—l,xg,...,xd '
Nakonec zbyva dokazat rovnici (5.10). Pfedpokladejme, ze a@ — x1 ¢ Z . Pak jsou vSechny tfi
multinomické koeficienty v rovnici (5.10) definované podle prvni nebo druhé ¢ésti definice 4.0.1.
Kdyby existoval index ¢ € {1,...,d}, pro ktery by platilo z; € Z, byly by obé strany rovnice
(5.10) rovny nule diky druhé ¢asti definice 5.0.1. V opa¢ném piipadé takovy index neexistuje, a
proto z prvni ¢asti definice 5.0.1 mame

< « ) _ I'a+1) _ MNa+ 1) (a—xz+1)

za)  Tll_ T(zx+1) D(e—2+ )] (e +1)
B INa+1) MNa—z+1) [« a—1x
T+ Dl (e—2z+ D), Tap+1) <x1> <x2, e acd)'

Kdyby platilo x1,...,24-1 € Np, budou v8echny tii zminéné multinomické koeficienty definované
podle tfet{ ¢asti definice 5.0.1. Pak dostavame diky vété 4.1.1

(ero ) =T = o) [T e )Tl o )
y Xd

=——= -
1,22, .. [T ;! :L'l'H] 23:] 1‘1']_[] Qx]
oL (o — xp)2=%d <a>< a— 11 >
- ] d—1 - '
Zy: H]:Qx]' z1 Z2,...,Tq

Poznamka 7. Diky rovnici (5.7) bychom mohli jako v pozndmce 2 lehce zobecnit napiiklad
rovnici (5.9), jelikoz z ni plyne, Ze u multinomickych koeficientu definovanych podle prvni nebo
druhé ¢asti definice 5.0.1 nezédlezi na poradi argumentu v jejich spodni ¢asti (stejné tvrzeni plati
i pro multinomické koeficienty definované podle jeji tfeti ¢ésti, ale témi se uz nezabyvéame).
Takovato ziejma rozsifeni opét nebudeme uvazovat.

L1y L2y ..y

g

Také muzeme snadno najit viechny kofeny multinomickych koeficient.

Véta 5.2.3 (Zobecnéni véty 4.2.1). Necht a« € R\ Z™,x1,...,xq € R spliuji « = x1 + -+ + x4.

Pak plati
( ) =0
T1y...,2q

pravé kdyz existuje index i € {1,...,d}, pro ktery (z; +1) € Z .
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Dukaz. Pokud takovy index existuje, pak z definice 5.0.1 plati (wl,.i“.,xd) = (0. Kdyby neexistoval,
byl by dany multinomicky koeficient definovany kvili o € R\ Z~ podle prvni ¢asti definice 5.0.1,
tedy vzhledem k vlastnosti (3.9) jako kombinace sou¢inu a podilu nenulovych redlnych &isel.
Nemohl by se proto rovnat nule, coz dokazuje i druhy smér implikace. O

Dale budeme multinomické koeficienty zkoumat jako funkce jednoho argumentu v jejich spodni
¢asti. To ndm usnadni redukovana kombinacni ¢isla.

Definice 5.2.4. Necht o,z € R. Pak definujme redukované kombinacni ¢islo jako
<O‘> _ F(x+1)rl(a—x+1)v pokud (z+1) € Zy a(a—z+1) ¢Z,
x 0, pokud (z 4+ 1) € Zy nebo (a —x +1) € Z; .

Poznamka 8. Z definic 4.0.1 a 5.2.4 dostdvame pro a« €e R\ Z ",z € R

(;‘) —T(a+ 1)<Z‘>.

Smysl toho, pro¢ jsme tato redukovand kombinaéni ¢isla definovali spoc¢iva v pTisti véte.

Véta 5.2.5. Necht o € R\ Z ™ ,xa,...,x4-1 € R. Pak existuje ¢ € R takové, Ze pro vsechna

z1 € R platd
d—1
« a— ) 5w
< i1 ) = c< 2i=2 > (5.11)
I’l,.ﬁlﬁ'Q,...,.’L’d,l,(X—Zi:l T X1

Zejména pokud o, ..., xq 1 & 7", plati

< . ) _ F<a+1><a—2?§ >
:cl,xg,...,xd_l,a—Z?;f x; ng_21 P(l’i-l-l) L1 .

Dukaz. Kdyby libovolné ¢islo z xo, ..., x4_1 nalezelo Z~, mohli bychom zvollit ¢ = 0, jelikoz by
podle definice 5.0.1 platilo (xl,wz,...,xd_?,a—zf;f xz) =0.
Nyni dokazme, ze v opactném piipadé vyhovuje
MNa+1)

15, (i + 1)

Pro z; € Z™ nebo av— 2?2—11 x; € Z~ by se z definic 5.0.1 a 5.2.4 rovnaly obé strany rovnice (5.11)
nule. Jinak dostavame ze stejnych definic

( « ) B INa+1)
P13, Ta 00— e wi)  Dla— S5 + D) 15 D+ 1)

Fa+1) 1 <a s :cz>
=cC .
150 T (i + 1) T — S50 @ — a1 + D)2 + 1) 1

O

Véta 5.2.5 nam tedy fikd, ze pokud se na multinomické koeficienty budeme divat jako na funkci

jedné proménné v jejich spodni ¢asti, dostaneme pouze néjaky nasobek redukovaného kom-

binacniho ¢isla. Diky jeho podobnosti s béznymi kombinaénimi éisly (viz pozndmka 8) dostavame

nasleduji vlastnosti redukovanych kombinacnich ¢isel a tedy pomoci véty 5.2.5 i multinomickych
koeficientu.
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Véta 5.2.6 (Navazujici na véty 4.11, 4.2.1, 4.2.4, 4.2.9). Nechf o,z € R,3 € R<_1,6 € R-_3.

Pak plati:
-

(i)
<a>:0<:>(a;+1)eng(a—xH)eZg (5.13)

(- (r=2) )

lim <5> = lim <5> =0, (5.15)
y—00 \Y y——00 \Y

lim <ﬁ>, lim <B> (5.16)
y—oo \y/ y——oo \y

> promeénné y neni ohranicend pokud [ < —1.

(ii)

(iii) Pokud x # 0, plati

()

limity

B

neexistuji a funkce <y

Dukaz. Jelikoz plati o — (a — x) + 1 = x + 1, musi byt obé redukovand kombina¢ni ¢isla v rovnici
(5.12) definovand podle stejné ¢asti definice 5.2.4. Kdyby byla definovana podle jeji prvni ¢asti,
mame

<j>:r(:c+1)r(1a—m+1) :F[a—(a—x)il]f‘(a—x—l—l) :<aix>

a v opacném piipadé se obé strany rovnice (5.12) rovnaji nule, coz ukonéuje jeji dukaz.

Ekvivalence (5.13) muzeme dokdzat anlogicky jako vétu 4.2.1 s jedinou zménou, Ze pouzijeme
definici 5.2.4 misto 4.0.1.

Dale dokazme rovnici (5.14). Kdyby platilo x = a+ 1, byla by jeji levé strana rovna nule stejné
jako redukované kombinaé¢ni ¢islo na jeji pravé strané z definice 5.2.4. Nyni tedy pfedpokladejme,
ze x # a+1, z tehoz vyplyva (a —z+1) € Z; © [a — (x — 1)+ 1] € Z; . Z predpokladu x # 0
mame také (x +1) € Z, < [(x — 1) + 1] € Z; . Tyto dvé ekvivalence ndim dohromady davaji, ze
jsou redukovand kombinaéni ¢isla na obou strandch rovnice (5.14) definovana podle stejné ¢asti
definice 5.2.4. Rovnice (5.14) zfejmé plati, kdyby obé byla podle jeji druhé ¢asti 0. Jinak mame
z definice 5.2.4 a vlastnosti 3.3

<j>:F(x+1)F(1a—:U+1) - (x+1)§(;)1{(21—x+2) - <—1+a11><£1>~

Rovnici (5.15) a neexistenci limit (5.16) pro 8 ¢ Z~ dostédvame ¢isté z poznamky 8, vlasnosti
(3.10) a vet 4.2.8, 4.2.9. Analogicky k dukazu véty 4.2.9 (prostym nahrazeni kombinac¢nich ¢isel
témi redukovanymi) muzeme diky rovnicim (5.12), (5.13) a (5.14) dokazat, ze pro 8 € Z._;
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limity na fadku (5.16) neexistuji a funkce <§ > proménné y neohranicend, a ze pro § = —1 nam
pro neexistenci limit na fadku (5.16) sta¢i dokdzat

B+1
]1520 H (1—) > 0.

k=c+2

To ale jasné plati, protoze po dosazeni § = —1 dostdvame nerovnici 1 > 0. O
Nebylo by tézké dokézat pro redukovana kombinaéni ¢isla, takze z véty 5.2.5 i pro multinomické
koeficienty, dalsi analogie vlastnosti kombinac¢nich ¢isel ze sekce 4.2, ale uvadime zde jen ty, které
vyuzijeme v piistich vétach.
Nyni jednoduse ziskdvame nasledujici vétu a jeji dusledek.

Véta 5.2.7 (Zobecnéni véty 4.2.9). Necht o € R\Z ™, xa,...,24_1 € R. Pokud ddle a— i by >
—1, pak plati

o .
= lim

[0
d-1 ) < d-1 > = 0.
—Zizg Z; —T1 T1——00 56175627'--,93d—1,01—2i:2 T — 1

Jinak obé dané limity diverguji o funkce (

lim
L1700 \T1, L2y .-+, LTd—1,

« ~ z s’ . v ’
d—1 ) proménné x1 neni ohranicend.
T1,T2,50,Td—1,0— D o —T1

Duikaz. Tato véta plyne Cisté z véty 5.2.5 a Casti 4 véty 5.2.6. O

Disledek 5.2.8. Necht a € R\ Z~. Pokud d > 3, pak nadchdzejici integrdl nekonverguje.

o0 oo 5%
/ < / d— 1 dl’l dl’Q N dl’d,l
—00 —00 xl?"‘7xd717a_zz 0

Kvuli dasledku 5.2.8 tedy nemuzeme zobecnit integral kombina¢niho ¢isla v ¢asti 2 véty 4.3.1.
Podobné bychom nemohli zobecnit zbytek nekonecnych integrdlu v této vété. Neohranienost
multinomického koeficientu ve vété 5.2.7 nam také nedovoluje plné rozsitit vétu 4.2.8 o supremu
kombinaé¢niho ¢isla proménné v jeho spodni ¢dsti na R. Plat{ alespon véta 5.2.10, s jejimz dikazem
nam pomuze nasledujici lemma.

Lemma 5.2.9. Nechf « € Ro_1,21,...,24 € (-1, + 1],c € RT spliugi « = z1 + -+ + 24,
r1 < x9 ax1 —c>—1. Pak plati

( “ )>< “ ) (5.17)
1,22, ...,2q Ty —C,To+C,...,2q

Diikaz. 7 véty 4.2.7 plati

1 1
< .
Mz + D) (z2+1) D(xg—c+ 1) (z2+c+1)

Pokud tuto nerovnici vynasobime vyrazem %, ktery je kvuli danym predpokladim a
1=3 Q

vztahu (3.10) kladny, dostaneme pomoci definice multinomickych koeficientu 5.0.1 pravé nerovnici

(5.17). O

64



Kapitola 5. Pascalovy vicerozmérné prostory

Véta 5.2.10 (Zobecnéni véty 4.2.8). Necht a € Rs_1,21,...,2q4 € [—1,a + 1] spliuji a =
x1+ -+ xgq. Pak plati

o « «
< > = sup < > E X, Tg = —, (5.18)

L1,.--,2d Y1y, Ya€[—1,a+1] Yis---,Yd d

Y1+ t+yq=a
«
inf < > =0. (5.19)
Y1,--Ya€[—La+1] \Y1,--.,Yd
Y1+ tya=a

Dukaz. 7 definice 5.0.1 je multinomicky koeficient (xlﬁ,:rd) definovany bud jako 0 nebo jako
kombinace soucinu a podilu kladnych ¢isel kvuli predpokladu z1,...,z4 € [-1, a4 1] a vlastnosti
(3.10), tudiz (m,i,xd) > 0. Rovnost zde muze nastat napiiklad pokud 1 = a+ 1,79 = —1, 23 =
- =1x4 =0, coz tedy dokazuje rovnici (5.19).

Nyni dokazme ekvivalenci 5.18. Pomoci pfedpokladu o = 21 + --- + 24 nahradme 24 = o —

d—1 g .. . c 1. . L, o
> iy ;. Jelikoz je multinomicky koeficient (yl,...,yd_haa— a-1 yi) proménnych y1,...,Yy4—1 z Véty

5.0.2 spojity na uzaviené mnoziné [—1, o + 1]¢, musf na nf kvili zobecnéné Weierstrassové vété
3.1.18 nabyvat néjakého svého maxima M. To je zjevné kladné, jelikoz z rovnice (5.6) plati
M > (a,O?f..,O) =1

Dokazme nyni, Ze zminéné maximum M nastdvd pouze v ptipadé, kdyz z1,...,2q4 = §. Pro spor
piredpoklddejme, ze M = (ylﬁ,yd) pronéjakd yi,...,yq € [—1, a+1] se souctem «, kterd se vSechna
navzajem nerovnaji. Aby toto mohlo platit, musime mit yi,...,yq4 € (=1, a+ 1], protoze by jinak
existoval index [ € {1,...,d} spliujici y; = —1 a z definice multinomickych koeficientu 5.0.1
by platilo M = (yl,?,yd) = 0. Kvuli podmince Zi:l Yy, = « musi zfejmé existovat dva indexy
i,j € {1,...}, pro néz mame y; < § a y; > §. Vzhledem k rovnici (5.7) mizeme piedpokladat,
7e plati i = 1 a j = 2. Pak uréité existuje ¢ € R* splitujici 1 + ¢ < y2 — ¢, a proto z lemmatu

0.2.9 platl’
y17y27"'7yd yl C7y2 CJ“’7yd

¢imz dostavame chtény spor. O
Ve vété 5.2.11 nabizime horni odhad na suprema multinomickych koeficienti ve vété 5.2.10,
tedy na multinomicky koeficient ,uprostied jejich vrstev.

Véta 5.2.11. Necht o € R~_. Pak plati

(0%
p (, @) =Tlas Do (5.20)
DeN \Ds--»D
———
D-krdt

kde v = —(1) = =T"(1) = 0,5772 je Eulerova—Mascheroniho konstanta.

Dukaz. Z predpokladu o € R~ _; je dany multinomicky koeficient pro libovolné d € N definovany

podle prvni éasti definice 5.0.1 jako [F(F(%a%ll))}[). Definujme tedy funkci f splaujici f(x) = [FF((%O‘%%))]Z

pro vSechna z € [1,00) a nejprve dokazme, Ze je na ném neklesajici. Upravami a nakonec vyuzitim
vztahu (3.7) dostdvame

oy 0 Tla+1) 0 e - O (e
f(x)—%m—l“(a—i—l)%[l“(;—i-l)] = [(a+1)ze &)
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-wltz o
=f(w){%¢(%+l) —In [F(%Jrl)” (5.21)

Funkce I' je na intervalu [1, 00) kladnd, takze je na ném zjevné i f kladna. Aby na [1, 00) platilo
i f'(x) > 0, musi byt slozend zdvorka v rovnici (5.21) nezdpornd. Uvazme tedy substituci y := <,
pro kterou z a > —1,z > 1 médme y € (—1,00), a definujme funkeci g(y) = In[I'(y + 1)]. Diky
vztahu (3.7) chceme nyni pro vSechna y dokézat, ze

HM‘Q
I
=)
L
=
/N
SRS
+
—
N——
—_
——

gd}(g + 1) —1In [F(g + 1)] =yg'(y) —g(y) > 0. (5.22)
x \z x
Mame ale
d
p
a z vlastnosti 3 funkce I" vime, ze je funkce g pro vSechna y konvexni, takze ¢”(y) > 0. Potom tedy
yg'(y) — g(y) klesa na (—1,0] a roste na [0, oc]. Nakonec si vSimnéme, ze plati 0 - ¢’(0) — g(0) =
0—1In(1) = 0, z ¢ehoz dostdvame nerovnici (5.22), a proto plati f/(z) > 0 pro vSechna z € [1, 00).
Dokézali jsme tedy, ze pro véechna D € N mame f(D) < f(D + 1). Z Heineho véty 3.1.7 ndm
pro dukaz rovnice (5.20) staci uz jen ukazat, ze

lwg'(y) — 9W)] = vg" () + 9'(y) — 9'(y) = yg" (v)

lim f(z) =T(a+1)e’®. (5.23)

T—00

ijravou a nasledné vyuzitim véty 3.1.4 diky spojitosti exponencialni funkce dostdvame

lim f(o) = lim 20D 1o 1) dim e MERD] 2 (g 4 1)elimee I )

T—00 T—00 [F(% + 1)]75 T—00

Na danou limitu muzeme lehce aplikovat L’Hospitalovo pravidlo z véty 3.1.6:
o +1 o
lim —zln [F(g + 1)} = lim (g )%
T—00 T T—00

—Inl'(¢ +1
—Infl(Z +1)] = lim —2 22 — (1o = va.
Zpétné dosazeni dokazuje rovnici (5.23).

T—00 —%
T

8=

5.3 Integrace multinomickcyh koeficienti

Jak uz jsme tekli v pfedchozi sekci, kvili disledku 5.2.8 nemuzeme uvazovat nekonecné integraly
multinomickych koeficientu, které by zobecnily integraly kombinaénich éisel ze ¢lanku [14] ve véte
4.3.1. V této sekci na né alespon navazeme v asymptotickém smyslu.

Nejprve v lemmatu 5.3.8 ukdzeme, Ze pro d € R>1, o — oo plati

[C)ren(5)
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pomoci série vztahu

() S Qe B 0= [ (o [ Qs

=0 =0

Lemma 5.3.1. Necht d € R>1, 0 — co. Pak plati

@ |af
d+1 o\
() -2 ()

Dukaz. 7 véty 4.1.2 a v pripadé d = 1 z véty 4.1.3 mame pomoci predpokladu a € Rsq

(e 9]

(4] ey (§)

1=0

Aplikaci véty 3.1.19 o Cauchyové tvaru zbytku Taylorova polynomu stejnym zptusobem, jako
v dukazu véty 4.1.2, se tato fada rovna

la] ‘ la41] pye-led=11 la] 1 o
EZCﬁdﬂ+a (¢lay +1) (a—co)) g _ (d+1) (5.25)
im0 \! La]! d

kde c|o) € (0, é) Snadno muzeme pro @ > 0 diky omezeni na c|,|, @ — [a] —1 < 1 a definici
padajictho faktorialu 3.1.22 dokéazat

o a—|a|—1 «
ol ey + )™ — o)
LaJ!

ama— o
[a] L(@J! u>|<

|—a-||_aJ7+1(1)a— la]—1 (
La]!

al+1
. Do

[a] [t
la]!

<

7 véty 3.1.3 proto plati

aletl (e, +1)Q7M71 (L-cla)) i

. La]!
0 < lim o
% (9

takze zjevné mame
a—la]-1 Le]
ol (e, +1) (4=cia) 3

. [o]! _
A () =0

Diky vété 3.1.29 pouzité na rovnici 5.25 pak dostavame

a o
d"‘l (6 —i
() -5 ()

jak jsme chtéli dokazat. O
Déle bude uzite¢né definovat nésledujici funkci.
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Definice 5.3.2. Nechf d € R>q,a € RT. Pak definujme funkci fy, spliujici foo(z) = (3)d™*
pro véechna z € [0, |a] + 1].

Lemma 5.3.3. Necht d € R>1,a € RT. Pak je funkce fqo kladnd na svém definiénim oboru a
klesajici na intervalu [ov, |o] + 1].

Diikaz. Funkce fg je sou¢inem kombinaéniho ¢isla (Z‘), které je na jejim defini¢nim oboru kladné
z véty 4.2.6, a funkce d™7, kterd je na ném také kladnd, takze musi byt i ona samotna kladna
na celém intervalu [0, [a] + 1]. Zdroven je kombinaéni éfslo (¢) v proménné z opét kvili véte
4.2.6 klesajici na intervalu [o, [o] + 1] a d™* je na ném nerostouci, tudiz na ném f;, klesa. O

Pii dikazu dalsi asymptotické rovnosti na tadku (5.24) budeme potiebovat piisti dvé lemmata.

Lemma 5.3.4. Necht d € R>1, 0 — co. Pak plati

max foo(z) < (d+1> . (5.26)

z€[0,|a]+1] d

Diikaz. Jelikoz jsou kombinaéni ¢isla v predpisu funkce f;, definovana pro x € [0, o] podle prvni
¢ésti definice 4.0.1, muzeme pouzit vlastnost funkce I' (3.11), ze které pro néjaka konstantni
a,b € RT dostédvdme

N, e Tty b(4)™ .
Jaol®) = <x>d - M+ 1IN (a—xz+ 1)d < a(ﬁé)fﬂr%a(aﬁé)aﬂwé d

e

G (0t 1)
@) e )

Kvuli tomu, ze fi, klesa na intervalu [a, || + 1] z lemmatu 5.3.3, méme

1
b A
max  fga(7) < \f max Ea ) —. (5.27)
z€[0,[a]+1] a“ z€l0,0] (m+ %)x+2(a_x+%)a x+2dz

Definujme nyni funkci A spliiujici pro vSechna z € [0, o]

1 x—i—% 1 a—:r:—&-%
h(z) = - — x4 = e
() <:U—|— 2) (a x+ 2) d

Funkce h je zfejmé spojita na svém definicnim oboru a jeji prvni derivace podle z je

z+i a—z+i
0 _ 0 1 ’ 1 ’ T _ 0 (x—l—l) In (m—o—l)—i-(oz—x—l-l) In (a—m—o—l)—l-x In(d)
h(m)—&z<$+2> (a$+2> d = 52¢ 2 2 2 2

9 (:c + l) In (I + l) + 83 (a —z+ 1) In (a —z+ 1) + 8xln(d)] e(x+%) i (2+3)+ (e +3) n (a—otd) +ain()
z

ox 2 2 2 2 ox

68



Kapitola 5. Pascalovy vicerozmérné prostory

[ 2) vom(amer 3) 1ottt

+1 a—z+1

dz + ¢ 1\ 1 2
a—T >
2

Aby byla tato derivace nulovd, musi kvuli x € [0 al platit ln< d ;fl) =0, tedy dx + 4 =
2

a—x+ §, coz nastane pouze pokud x = % — 5. Pro dostatec¢né velkd o mame ?1%11 — 5 €10,q].

Zdlouhavou derivaci vyrazu (5.28) podle bychom po dosazeni zjistili, ze druha derlvace funkce

hvae= 3T+11 -3 Je kladna, takze v ném mé lokalni minimum. Jelikoz je h na svém definiénim

oboru kladné, musi proto pro dostatecné velkd « z téchto poznatku platit

a+l
beve | ax (at35)""
2
a [Oa}( +1) +2(a_m+%)a m+2d$
1
by/e a+ )tz
as (atl Tats atl | 1, 1\o—SH—3+5 0011
(ﬁ_’ ) (a—ﬁ-i-j-i-g) dd+i™2
1
bye (a+3)""
a+1 d(a+1) d(éfll) atl 1
(d+1)d+1 d+1 dd+1 2

Pro dukaz vztahu (5.26) pak diky nerovnici (5.27) a nezdpornosti funkce f;, na svém defini¢nim
oboru z lemmatu 5.3.3 staci dokazat limitu

a+l
by/e (oc—&—%) 2
a? otl d(a+1)
(52) F7 [aean] T g
. d+1 d+1
Riiss (T} =0. (5.20)
d

oz—‘—l
bye (a+2)""
a? o+l d(erll) 1_1
at1) d¥l |d(etn) | 4“1 GE -3 ati
(d+1) [ aT1 } datt 2 _bye (Oc—i-%) 2d”
lim a1\ =7 Jm d(at1)
o (—5) @707 a1y 5 [dlat) K dd+1 d+1
d+1) a1 ( + 1)

a2 a—>oo

a+5
b 1 d(at1)  a+1 at1 , d(at1) atl  d(a+l)
\[ o+ = da*W*T**(aH_ 1)«1+1Jr a+1 (a+1)*ﬁ* d+1

a+3z
D iy (ag k) amemt = AYELE D pime @t et -y, (5.30)
a2d3 a—00 a?dz
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Diky L’Hospitalové vété 3.1.6 mame

a+i d a+i
, 1 1 1 , 1“( a2> _ %hl( a2)
lim 04—1—5 hfats ) —|at;]|h(e)=lim —F—*= lim ——5—+

a—00 2

« 1
, a+%(_2a2) _a+s 1
:hmi1 = lim = —
a—0o0 —_

(a+4)”

takze z véty 3.1.5 o aritmetice limit funkci plati

ah_}n;o (a + ;) In (a + ;) —(a+1)In(a)
<a + ;) In (a + ;) — (a + ;) In(a)

Po dosazeni tohoto vysledku do rovnice (5.30) dostdvame rovnici (5.29), coz ukon¢uje dukaz

= lim
a—r0o0

— o0 = —0OQ.

N | —

+ lim [— ;ln(a)] =

a—0o0

lemmatu 5.3.4. O
Lemma 5.3.5. Necht d € R>1,a € RT. Pak existuje konstanta ¢ nezdvisld na «, d spliiugict

laJ+1 o]
/0 fua@)dz =3 faali)
1=0

Dukaz. Uvazme diky vztahu (3.7) a definici kombinaénich ¢éisel 4.0.1, podle jejiz prvni ¢dsti musi
byt definovand kombinac¢ni ¢isla v pfepisu funkce fq,, derivaci funkce fq, podle x:

;; Faa(z) = 8893 (Z‘) 4 = —In(d) (‘;‘) =" + <88$ (‘;‘) ) -

B a\ o, o MNa+1) -
= —In(d) (gj)d + (mr(ﬁ DI (a — 2 + 1)>d

(@), e Tt Dgla+ )~ dla—a+ DM@+ Va2 +1)
=1 (d)<x>d + T+ Do —z + 1)P d

=@ +1) —Pla—z+1) —In(d)]fea(z).

Ze vztahu (3.8) musi byt funkce ¢)(x + 1) — ¢ (o — x + 1) — In(d) v proménné x rostouci, tudiz
z kladnosti funkce fq, v lemmatu 5.3.3 muze byt tato derivace nulovd maximalné jednou na in-
tervalu [0, |a| + 1]. Funkce fg, méa na tomto intervalu tedy maximalné jeden lokalni extrém,
o kterém vime, Ze musi byt lokdlni maximum, jelikoz fg, diky lemmatu 5.3.3 kles4 na intervalu
[a, |a| + 1]. Existuje tedy xo € [0, |a] + 1] takové, ze v ném fy, nabyvd na daném intervalu
maximum, je rostouci na intervalu [0, zo] a klesajici na intervalu [xo, o] + 1].

Pro kazdé i € {0,..., |a]} definujme interval

< o(2). 5.31
€ epax, faa(z) (5.31)

=i, i+ 1).
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Funkce fg, je na svém definicnim oboru spojita kvili spojitosti kombinacnich ¢isel ve vété 4.0.2
a spojitosti exponencidlni funkce, takze muzeme z Weierstrassovy véty 3.1.17 definovat pro kazdé
i€{0,...,|al} také

mi =i foo(x), M = max fg.a(z).

Nakonec zvolme j € {0, ..., |a]} spliujici zg € I;. Vsimnéme si, ze kvuli pfedpokladum tykajicich
se monotonie funkce fy, plati pro kazdé i € {0, ..., |a]}
faa(i), pokud i < j M faa(i+1), pokudi<j
m; = ) i = . . .
! faa(i+1), pokudi>j faa(i—1), pokud i > j.

Méame proto

j—2 la|—1
ZMZ—ZTHZSZ M; — mz-i—l Z (Mi+1_mi)+Mj_1+Mj+Mj+l
= i=0 i=0 i=j+1

j—1+ Mj + Mj+1 < 3Mj = 3fd,a(5170)7 (5.32)
kde M; definujeme jako 0, pokud [ & {0, ..., |«|}. Zdroven také ziejmé plati
Lo la] la] Lo

laJ+1 o]
zmig/o fuala) e < 303 e <3 faal®) < 3
i=0 =0 =0

i=0
takze z nerovnice (5.32) plyne

Lo

la|+1
/ fda dx_Zfda
0

< 3fd a(:zio)

Dohromady ndm piedchozi dvé lemmata jednoduse déavaji to nadchazejici.
Lemma 5.3.6. Necht d € R>1,a — oo. Pak plati

la] laj+1
S faali) ~ / Fro() dz. (5.33)
i=0 0

Diikaz. Méjme funkci g takovou, Ze pro viechna 3 € RT plati

7] 181+1
> fap(i) :/ fap(x) +9(B). (5.34)
i=0 0

Nyni z lemmat 5.3.4, 5.3.5 a véty 3.1.28 dostavame
lo]

la+1
gla) < (d“> ~ Zfda = 9(0) < Y faali) = /0 faa(@) + g(a).
=0

Potom spolu véta 3.1.29 a rovnice (5.34) dokazi vztah (5.33). O
Posledni asymptotickou rovnost na fadku (5.24) dokdzeme v lemmatu 5.3.7.
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Lemma 5.3.7. Necht d € R>1, a0 — co. Pak plati

la]+1 a
/ faa(z)dz ~ / faa(z) da. (5.35)
0 0

Diikaz. Cisté z pozorovani o funkci fy, v lemmatu 5.3.3 dostdvame

la]+1 @
/ fao(z)dx — / fdalx)dx
0 0

coz zjevné klesd asymptoticky pomaleji nez integral na levé strané fadku (5.35) (v predchozich
lemmatech 5.3.1, 5.3.6 vime, Ze roste jako (d%‘ll)a, tedy exponencidlné). Pak dostdvame vztah
(5.35) stejné snadnou tdvahou, jako tou v dukazu lemmatu 5.3.6. O

Nakonec dostavame kyzené lemma 5.3.8.

le]+1
Z/ fio(z)dr < o] +1—a <1,

Lemma 5.3.8. Necht d € R>1, 0 — co. Pak plati

a d+1\"
/ (O‘)dm da ~ <+> .
0 Xz d
Diikaz. Plyne z lemmat 5.3.1, 5.3.6, 5.3.7 a definice 5.3.2 funkce fg,. O

Hlavni podstata lemmatu 5.3.8 spociva v néasledujici definici a lemmatu.

Definice 5.3.9. Definujme funkci o spliujici pro vSechna «a € Rar

o(a) = /Oa <Z‘> k=% dx — (T)a

Lemma 5.3.10. Nechf ¢; € RT. Pak existuje a € RT, takové, Ze pro vechna y € R>, mdme

lo(y)]

()

<

Diikaz. Plyne z definice 5.3.9 funkce o a lemmatu 5.3.8 diky vété 3.1.29. O
K dukazu hlavni véty této sekce uz potiebujeme jen lemma 5.3.11.

Lemma 5.3.11. Necht d € N,k € {1...,d — 1}. Pak plati

foa. .. foa_zzi;#z Ti pa=30 T ey (Hf_fl (Q_Zx%; x7)> J(a - Z?;lkil xz) drg_p—1... dry
lim =0.
a—00 —k— i
Joe foa—zi‘:f” (g 1)e-TEE T (Hf_fl (Q—Zgg;i mf)) dtg 1 ... dr
(5.36)

Diikaz. Oba zde vystupujici integraly si muzeme vylozit jako integraly pres vsechny d — k — 1-tice
redlnych ¢isel z1 ..., 24-k—1 € [0, a] se sou¢tem mensim nebo rovnym «. Pro zjednoduseni zapisu
oznac¢me mnozinu v8ech téchto d — k — 1-tic jako M.
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Zvolme nynfi libovolné ¢; € R*. Pro néj z lemmatu 5.3.10 existuje a € R, takové, ze pro viechna
RS Rza plati
lo(y)l

()

<c

Déle zjevné existuje néjaké co € R splitujici pro viechna y € R,

lo(y)l

(B

< C39.

Mnozinu vSech d — k — 1-tic z M takovych, ze o — Zf;lkfl x; > a oznacme jako M>, a mnozinu

ostatnich d — k — 1-tic z M zase oznatme jako M.,. Z téchto pozorovani, diky nezapornosti

kombinaénich ¢isel v nésledujicich vyrazech z véty 4.2.6 a opakovanym pouzitim rovnice (5.10)
vt v~ , d—1 + ¢ 1

(zfejmeé vzdy plati o, @1 ..., 24-1, — Y ;| x; € Rj) mame

a Q*Z?:_lk_Q o - d—k—1 a— Zi‘il . d—k—1
/ .. / Eo2is1 i H < j=1 J) ol a— z; | deg_p_1 ... dxy
T
0 0 i=1 4 i=1

d—k—1 i—1
:/ po—it e (a—ijli)
M o i

1=

dxd,k,1 . dIL’l

dZCd_k_l ce da:l

d—k—1 i1 i
ko1 — T k+1
_ / - d—k=1,, < (O& %J_l $]> c1 (Z) dxg_p_1...dx,
MZ“ 3 L

d—k—-1 i—1 A= 24=1 T
ke — 3y ; 1
_|_/ ka_zgzlk L @ 23:1 i co k; drg_p_1...dx,
Mcq i=1 Li k

_~d—k—1 o
=1 / (k+ 1) Yis ( dek—1 > dxg_p_1...dx,
M>a L1y Xd—f—1,0 — Zi:l X
[0

d—k—1
+62/ (k + 1)‘1—21':1 i < d—k—1 ) dl‘d—k—l . dﬂj‘l.
M<a Tl Bg—p—1, = D i) T

Zde budeme chtit ukazat, ze prvni z téchto s¢itancu roste asymptoticky rychleji nez ten druhy.
Pro dostateéné velké o musi platit pro vSechny d — k — 1-tice z M., opakovanym pouzitim
lemmatu 5.2.9 zkombinovanym se vztahem (5.7)

d—k—1 a—a a—a ’
Ty Tg—p—1, 00— Y 51 T k10" dk-19

'P#i integraci pfes mnozinu zde vyuzivame notaci z Lebesgueova integralu.
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z ¢ehoz vyplyvé

(k+1)a—25_1“wi< « P ><(k+1)“< e > (5.38)
L1y - xT;

-,xd—k—17a_zi:1 d—k—1°"""2d—k—1°

Stejnym zpusobem pak muzeme ukazat, ze plati také

_ — > d—k—1
dgkgla"'7dgkgl7a y17"'7yd7k717a_27j:1 Yi

a potom 1
o d—k—1 o
(1o L) s e i, ) 639)
dgkflaﬂ-ydgkipa yla---ayd—k—laa_zizl Yi
kde y1,...,ya-k—1 € [3%, 7557 (uvazujeme dost velkd a na to, aby byly koncové body tohoto
intervalu ve spravném potadi). Mnoziny vSech téchto d — k — 1-tic y1,...,y4—r—1 oznaéme N.

Snadno muzeme ovéfit, ze je kazdd d — k — 1-tice z N také v M>,, takze je N podmnozina M>,.
Proto dostdvame z nerovnice (5.38), véty o usporddéani limit 3.1.3 a z nezdpornosti multinomickych
koeficienti v piistich vyrazech diky vété 5.2.10

d—k—1_
0< lim C2 fM<a(k + 1)04—21.:1 T (wl g 173 zd k—1 l) dl‘d—k—l . d:L“l
- ame c1 fM>a(k + I)O‘_Eg:_lk_l :vl( afzdflk 1 ) drg_g_1...dxy

L1y d—k—1,%

(5.40)

fM<a k—i-l) ( - of —a )da:d_k_l... dxl
§ — lim . Sl ka .
€1 aee f (k+ 1)~ R (931 DT 1,a— 30Tk ) dzg—g—1-.. dxy

Piedchozi limita kvuli nerovnici (5.39) nemuze byt (opét z véty 3.1.3) zjevné vétsi nez limita

g iy
€1 a0 Iy dxa_p—1. dl’l

(5.41)

Z definice d — k — 1-tic z mnoziny N vime, ze [y dzg_p—1...dv1 = (F£5%5 — ﬁ)dik*l, a

to je polynom v proménné « stupné d — k — 1. Integrél fM<a dxg_g_1 ... dr; muzeme zapsat

néasledovné:
3 T; a—z‘ii;lk72 T;
/ dxd—k—l ce d:L'l

M<a a—=y T xi—a
Sd—k=3
=1 i
/ / / ada:d k—2 . d

e} o
/ : / adrg_p_g...dr; =aa® "2
0 0

coz je polynom proménné « stupné d — k — 2. Limita (5.41) se proto nutné musi rovnat nule,
jelikoz je zjevné nezaporna a (zase z véty 3.1.3) mensi limita podilu dvou polynomi, z nichz ma
ten ve jmenovateli mensi stupen nez ten v citateli.

dk
Ll

To je ale urcité mensi nez
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Ohlédnéme se na to, co jsme nyni dostali. Limita na faddku (5.40) se tedy nutné musi rovnat
nule, a proto diky vété 3.1.29 plati

_N~d—k—1 o
Cc1 / (ki + 1)a Yot @ ( dek—1 > drg_j—1...dry
M>a T1...,Ld—k—1,0 — Z¢:1 Ty

d—k—1 o
+62/ (k? + 1)04721:1 i < d—k—1 ) drg_j—1...dxr
M<a Tl T fpe1, X — D iy @

d—k—1__ «
~ C1 / (k+ 1) X < d—k—1 ) drg—g—1 ... dx,
M>a 1.y Td—k—1,Q — Zizl T

coz potom nemuze v proménné « rust asymptoticky pomaleji nez vyraz na fadku (5.37). Z véty
(3.1.3), definice mnoziny M>,, diky nékolikrat pouzité rovnici (5.10) a nezdpornosti multino-
mickych koeficient v ptistich vyrazech z véty 5.2.10 proto mame

fire J T ‘“”1<H?:f‘1(“%%‘“f))a(a—zf:{“‘lxi)dxd-k-l---dm

lim
a—00 s~a- o .
A R Vs 1’“<H?_‘1’“‘1 (a%ﬂj)> dg g1 ... dry
< lim Cc1 fM>a k‘ =+ 1) ZL 1]971 x; (xl...,xd,kaz*Zf;f_l JCL) drg—jp—1...dry
— a—o00 f fo Sz 1_ $1(k}+1) 27 179711;.;(1 P 13 E?—k 1, )dl’d k—1 - dxl

; d-k-1
C1 fO fO POHE (k+ 1)04—Zi=1 La; (xl‘..,zd—k—l’z*Zf:_f_l zz) drg_g—1...dz;

an'“fo B i 1 (k+1) Zw filzi(x a ke 172 Z? lk 1 )dxd_k_l... dry

< lim =lal=a

a—00

Cislo ¢; je ale kladné realné a libovolné malé, takze limita na fadku (5.36) je mensi nez viechna
kladna redlna ¢isla. Zaroven je ale zjevné nezapornd, takze musi byt rovna nule, jak jsme chtéli

ukézat.
O
Nyni mfiieme v pristi vété popsat asymptotické chovani integralu multinomického koeficientu
(a:h P ) pres vSechny d — 1-tice ¢isel z1,...,24-1 z intervalu [0, o] se souctem a.

Véta 5.3.12 (Navazujici na vétu 4.3.1). Necht d € N, — oo. Pak plati

zlxZ
drg_q...dzxy ~d°. 5.42
L e A P P LR 642

Dukaz. Levou stranu vztahu 5.42 ozna¢me jako I(«) a nyni indukei dokazme, ze pro kazdé n €
{1,...,d} plati

d in 1‘% d—n Z,Lil
2is ‘ n® ZZ x; a— 2 j=17Tj d d 4
/ / ; (1:[1( - )) Tden - .. dT1. (5.43)

Bézovy krok n = 1 plyne rovnou z opakované pouzitého vztahu (5.10). Jinak pfedpokladejme,
ze vztah 5.43 plati pro 1,..., k pro néjaké k € {1,...,d — 1} a dokazme jeho platnost pro k + 1.

5
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7 indukéniho predpokladu a zvolenim o — Zf:_lk ~12; misto a v definici 5.3.9 tedy dostavame

dlkl d—k zl
i Ti d—
/ / az 1x’<H< Jl J))dxd_k...dxl

=1

d—k—1
a a—E?:_lk_Q z; d—k—1 d—k—-1 a— STl d—k—1 k+1 a=3ioy  ®
= k2= @i =1 drg_g—1...d
/O /O J ( i ) ol a— Z T; Td—k—1 I

=1 i=1 F
d k—2 d—k—1 i—1 d—k—1
DSt i d—k—1 . o — ZZ-_ x
/ / O‘_Zi:1 Ti < H < J=1 ]>>0<Oz — Z «Tz) drg_p_1...dxy
i=1 i =1
k2 d—k—1 1
« (e i=1 Tq k— — v ;
_|_/ / (k_|_1)a_zgl=1k ' ( H <a %j:l xj)) drg_j—1...dzry.
0 0 i=1 ¢

Vsimnéme si, Ze z lemmatu 5.3.11 spojeného s vétou 3.1.29 roste tento soucet integralu asympto-
ticky stejné jako druhy z nich, coz ukoncuje dikaz indukei.

V piipadé n = d v asymptotické rovnosti (5.43) potom dostavame (opét z nékolikrat aplikované
rovnice (5.10)) pravé chtény vztah (5.42). O
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Z.aver

V této praci jsme definovali Pascaluv trojihelnik a poté piehledné rozebrali dva rtzné sméry,
kterymi lze rozsitit kombinaé¢ni ¢isla v ném, tj. zvysSeni poctu jejich proménnych multinomickymi
koeficienty a zvétSeni jejich definiéniho oboru pomoci funkce Gamma. Nakonec jsme oba tyto
sméry zkombinovali spojitymi multinomickymi koeficienty. Skrze celou praci se ndm podafilo
celkem dukladné popsat chovéani kombina¢nich ¢isel a vsech téchto jejich rozsifeni. Hlavni
myslenka prace pak byla ta, ze jsme ukéazali, jak nékteré vlastnosti kombinaénich ¢isel Pascalova
trojihelniku pfetrvavaji i po zminénych zobecnénich. Jako prvni jsme podrobné vysetiili spojité
multinomické koeficienty a za nejvétsi novy piinos prace povazujeme véty 4.3.3, 5.2.11 a 5.3.12.

Musime podotknout fakt, ze kombinaé¢ni ¢isla pfirozenych argumentu jsou soucésti obrovského
mnozstvi identit, takze jsme zminili a zobecnili jen nékolik zakladnich.

Je také mozné rozsitit defini¢ni obor funkce Gamma z redlnych i na komplexni ¢isla a napiiklad
vyjadieni spojitych kombinaénich ¢isel ve véteé 4.3.2 ze ¢lanku [15] plati nejen pro redlné proménné.
Muzeme proto spekulovat, ze by alespon ¢ast vét poslednich dvou kapitol 4 a 5 mohla byt timto
zpusobem zobecnéna.

Nakonec pro ty, kterym by se mohla zdat piredlozend rozsiten{ kombinacnich ¢isel piilis nahodila,
bychom meéli zminit Dirichletovo pravdépodobnostni rozdéleni, v némz vystupuje multinomicky
koeficient redlnych proménnych jako normaliza¢ni konstanta, viz ¢lanek [16].
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Pouzita znaceni

], [«]

sinc

sgn

-2 e H

~g
<y

mnozina prirozenych, celych, redlnych ¢isel
mnozina pfirozenych ¢isel s nulou

mnozina zapornych celych ¢isel

mnozina vSech realnych ¢isel vétsich nez — 1
d-krat opakovany kartézsky soucin mnoziny redlnych cisel se sebou
maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny
horni a dolni cela ¢ast ¢isla x

kombinaé¢ni ¢islo n nad &

trinomicky koeficient n nad ki, ks, k3
multinomicky koeficient n nad k1, ..., kg
redukované kombinaé¢ni ¢islo a nad z

vektor e

vektor v bazi B

Kroneckerovo delta

padajici faktorial

funkce Sinc

funkce Signum

funkce Gamma

funkce Digamma

Eulerova—Mascheroniho konstanta

derivace funkce f

funkce f a g rostou asymptoticky stejné rychle

funkce f roste asymptoticky pomaleji nez funkce g
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