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Abstrakt

Pro správnou interpretaci infračervených spekter plyn̊u v mezihvězdném prostoru je

kĺıčové porozumět elektronové struktuře molekul a jejich interakćım se zářeńım. Ideálńım

nástrojem pro tento účel jsou ab initio výpočty. Tato práce se zaměřuje na ab initio výpočty

potenciálových křivek a vibračńıch stav̊u dvouatomových molekul. Výpočty elektronové

struktury pro nalezeńı potenciálové křivky jsou prováděny kvantově chemickými metodami,

zat́ımco pohyb jader je řešen numericky. Navržená metodika je diskutována na př́ıkladu

hydridu boru (BH). Hlavńım ćılem bylo posoudit přesnost r̊uzných výpočetńıch metod

a báźı ve srovnáńı s experimentálńımi daty. Dále byl analyzován vliv výběru metody

interpolace, výchoźıch geometríı molekuly a numerické metody na přesnost a výpočetńı

náročnost modelu.

Kĺıčová slova

dvouatomové molekuly, křivka potenciálńı energie, vibračńı stavy, ab initio výpočty,

kvantová chemie, numerické řešeńı Schrödingerovy rovnice, hydrid boru (BH), HF, CASSCF,

CCSD, Numerovova metoda, linearńı interpolace, kubická spline interpolace

Abstract

To accurately interpret the infrared spectra of gases in interstellar space, a thorough

understanding of molecular electronic structure and its interaction with radiation is

essential. Ab initio computations provide an ideal framework for this purpose. This

work focuses on ab initio computations of potential energy curves and vibrational states

of diatomic molecules. The electronic structure is determined using quantum chemical

methods, while the nuclear motion is treated numerically. Boron monohydride (BH) is

used as a representative example to illustrate the methodology. The primary objective is

to evaluate the accuracy of various computational methods and basis sets by comparing

them with experimental data. In addition, the impact of interpolation techniques, initial

molecular geometries, and numerical methods on both the accuracy and computational

complexity of the model is analyzed.

Key Words

diatomic molecules, potential curve, vibrational states, ab initio computations, quantum

chemistry, numerical solution of Schrödinger equation, boron monohydride (BH), HF,

CASSCF, CCSD, Numerov method, linear interpolation, cubic spline interpolation
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Úvod 7

1 Teoretický přehled 8
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4.2.1 Srovnáńı metod interpolace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Úvod

Mezihvězdný prostor je z velké části tvořen malými molekulami v plynném popř́ıpadě

plazmovém stavu, které tvoř́ı základ pro vznik nových hvězd a planet. Vzhledem ke

vzdálenosti těchto systémů mohou vědci sledovat jejich formováńı převážně prostřednictv́ım

infračervených spekter elektromagnetického zářeńı, která nesou informaci o interakci světla

s danými molekulami.

Pro správnou interpretaci naměřených dat je kĺıčové porozumět elektronové struktuře

molekul a jejich interakćım se zářeńım. Vytvořit na Zemi podmı́nky odpov́ıdaj́ıćı me-

zihvězdnému prostřed́ı je však velmi obt́ıžné, což značně limituje experimentálńı možnosti.

Př́ıtomnost konkrétńıch molekul lze nav́ıc často odhadovat pouze nepř́ımo na základě jejich

spekter, což návrh experimentu ještě v́ıce komplikuje.

Moderńım př́ıstupem k řešeńı tohoto problému jsou kvantově chemické výpočty a

simulace. Ty využ́ıvaj́ı rovnic kvantové mechaniky a výpočetńıch technologíı k určováńı

vlastnost́ı látek výhradně ze znalosti jejich atomárńı struktury. Dı́ky nim lze studovat

širokou škálu sloučenin, výpočty systematizovat a hledat vhodnou látku odpov́ıdaj́ıćı

experimentálně naměřeným dat̊um. Nab́ızej́ı tak zcela nový pohled na strukturu a vlastnosti

molekul i interpretaci experiment̊u.

Aby však využit́ı těchto výpočt̊u bylo př́ınosné a zároveň dostupné odborné veřejnosti,

muśı být návrh konkrétńıho řešeńı i jeho ovládáńı co nejjednodušš́ı. V opačném př́ıpadě

se zkoumáńı chemických látek může snadno stát technickým problémem, který odvád́ı

pozornost od samotné podstaty výpočtu. Ćılem této práce je proto vytvořit program

v jazyce Python pro predikci potenciálových křivek a vibračńıch stav̊u dvouatomových

molekul. Mezi d́ılč́ı ćıle patř́ı dosažeńı co nejvyšš́ı shody s experimentálńımi daty, srovnáńı

r̊uzných př́ıstup̊u ke kvantově chemickým výpočt̊um a nalezeńı optimálńıho poměru mezi

přesnost́ı výsledk̊u a výpočetńı náročnost́ı.
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1 Teoretický přehled

1.1 Dvouatomové molekuly

1.1.1 Kvantová mechanika molekul

Podle kvantové mechaniky všechny částicové systémy přirozeně t́ıhnou k nejnižš́ı možné

energii, nejsou-li ovlivňovány vněǰśım buzeńım. Pro popis vlastnost́ı látky je proto kĺıčové

nalézt tuto nejnižš́ı energii, která charakterizuje přirozený (základńı) stav molekuly.

Celkovou energii systému popisuje hermitovský operátor Hamiltonián Ĥ. Pro jedinou

částici ho lze obecně vyjádřit jako (1.1). Jeho konkrétńı formulace záviśı na zkoumaném

problému. Pro v́ıcečásticové systémy dále obsahuje v́ıce člen̊u pro popis jejich vzájemné

interakce.

Ĥ |Ψ⟩ ≡
(
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
|Ψ⟩ (1.1)

Elektrony uvnitř molekuly popisuje vlnová funkce |Ψ⟩, což je funkce prostoru popisuj́ıćı

amplitudu pravděpodobnosti výskytu částice v daném bodě. Druhá mocnina této amplitudy

poté popisuje hustotu pravděpodobnosti jej́ıho výskytu. Aby pak správně popisovala

elektronovou strukturu, muśı splnovat Schrödingerovu rovnici (1.2). Na Schrödingerovu

rovnice lze tak nahĺıžet jako na vlastńı problém hamiltoniánu, jehož vlastńı č́ıslem je

energie systému E a vlnová funkce popisuj́ıćı elektronovou strukturu je jeho vlastńı funkćı.

Ĥ |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ (1.2)

Kromě splněńı Schrödingerovy rovnice muśı vlnová funkce dále být jednoznačně

definovaná, kvadraticky integrovatelná, spojitá a muśı mı́t spojitou prvńı derivaci. Jej́ı

kvadratický integrál poté muśı být roven 1, jelikož částice se zaručeně nacháźı někde

v prostoru. Také muśı být antisymetrická v̊uči záměně dvou elektron̊u, což vyplývá z

Pauliho vylučovaćıho principu. Tento princip zjednodušeně ř́ıká, že dva elektrony nemohou

existovat ve stejném kvantovém stavu. To má významný vliv na vlnovou funkci elektron̊u,

a tedy i na chemickou vazbu. [6]

1.1.2 Chemická vazba

Chemická vazba je kvantově-mechanický jev, při němž se dva atomy nebo ionty sdružuj́ı do

dvojic, popř́ıpadě vytvářej́ı řetězce. Ke vzniku vazby docháźı tehdy, pokud se dostatečně

sbĺıž́ı atomy, jejichž vázaný systém má nižš́ı energii, než když jsou oba atomy izolovány.

Vlastnosti samotné vazby poté př́ımo vyplývaj́ı z elektronové struktury vázaných atomů.

V chemii se rozlǐsuj́ı dva typy ideálńıch vazeb, a to kovalentńı a iontová. Kovalentńı

8



vazba vyplývá ze sd́ıleńı elektron̊u mezi atomy. Ta může dále vykazovat polárńı nebo

nepolárńı charakter, podle př́ıtomnosti nebo absence parciálńıch náboj̊u. Iontová vazba pak

rozlǐsuje náboje obou vázaných částic, kdy jedna má kladný náboj a druhá má záporný.

Jejich vazba pak vycháźı primárně z Coulombovské interakce. V praxi se však tyto dva

charaktery v r̊uzném pod́ılu mı́śı a nelze je striktně oddělovat.

1.1.3 Křivka potenciálńı energie a vibračńı stavy

Z hlediska klasické mechaniky lze dvouatomovou molekulu chápat jako problém dvou

částic s hmotnostmi m1 a m2 a polohami r1 a r2 v trojrozměrném prostoru. Lagrangian

dané soustavy je poté formulován jako (1.3).

L =
1

2
mṙ21 +

1

2
mṙ22 − V (|r1 − r2|) (1.3)

Jelikož však systém zahrnuje jen dvě částice, lze rozpoznat výhradně jejich relativńı pohyb

v̊uči sobě. Jiné pohyby vedou ke translaci nebo rotaci soustavy. Polohu částic lze tedy

charakterizovat pomoćı vektoru r.

r = r1 − r2 (1.4)

m1r1 +m2r2 = 0 (1.5)

Je-li poté počátek nově zavedeného souřadnicového systému v těžǐsti soustavy (1.5), lze

vyjádřeńım polohy a dosazeńım do definice vektoru r vyjádřit polohy obou částic pomoćı

vztah̊u (1.6).

r1 =
m2r

m1 +m2

, r2 = − m1r

m1 +m2

. (1.6)

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice (1.3) a úpravě je źıskán nový Lagrangian ve zjednodušených

souřadnićıch.

L =
1

2
µṙ2 − V (r) (1.7)

Ṕısmeno µ zde znač́ı tzv. redukovanou hmotnost, určenou jako (1.8).

µ =
m1m2

m1 +m2

(1.8)

Tuto změnu souřadnic lze poté využ́ıt i v kvantové mechanice, d́ıky ńıž lze molekulu

popsat jako závislost potenciálńı energie obou atomů vzhledem k relativńı poloze jader,

zvané též jako potenciálová křivka (obrázek ??).

Horizontálńı asymptota křivky popisuje energii systému, kdy jsou oba atomy izolovány

(viz kapitola 1.1.2). Rozd́ıl minima této křivky a jej́ı horizontálńı asymptoty přibližně

odpov́ıdá disociačńı energii. Jedná se o množstv́ı energie, kterou je potřeba vynaložit k
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síla vazby

délka vazby
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vzdálenost mezi jádry

Obrázek 1.1: Tvar potenciálové křivky vycháźı z interakćı mezi jádry a elektrony. Při
stlačeńı vazby docháźı k odpudivé interakci jader, č́ımž se velmi rychle zvyšuje potenciálńı
energie systému. Naopak při natahováńı vazby docháźı k postupné disociaci atomů, což
vyžaduje dodáńı energie.

rozbit́ı vazby, respektive kolik energie je uvolněno při jej́ım vzniku. Minimum křivky poté

označuje délku vazby.

Představa stabilńı délky vazby je ovšem v praxi mylná, jelikož atomy maj́ı tendenci

neustále kmitat. I v př́ıpadě základńıho stavu molekula osciluje tzv. nulovými kmity. Délka

vazby tedy neńı konstantńı, nýbrž neustále osciluje o dané frekvenci, v tzv. vibračńıch

stavech molekuly.

n = 0

vibrační hladiny

n = 2
n = 3

n = 4

n = 1

en
er

gi
e

vzdálenost mezi jádry

Obrázek 1.2: Kmitáńı dává molekule vyšš́ı energii, kv̊uli čemuž je skutečná disociačńı
energie menš́ı než rozd́ıl minima a asyptoty potenciálové křivky. Se zvyšuj́ıćı se frekvenćı
kmit̊u lze tedy dosáhnout úplné disociace atomů. Přechody mezi jednotlivými vibračńımi
hladinami ve vztahu k elektromagnetickému zářeńı popisuje tzv. Raman̊uv rozptyl.

Obdobně i samotná představa jediné potenciálové křivky vazby je pouze idealizovaná.

Jej́ı tvar ve skutečnosti př́ımo záviśı na elektronovém stavu molekuly, a měńı se tedy v

závislosti na excitovaném stavu molekuly. V závislosti na energii molekuly se tak měńı jej́ı

dynamika při optických přechodem či chemických reakćıch.
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1.2 Zavedené aproximace modelu

1.2.1 Teorie molekulových orbital̊u

Teorie molekulových orbital̊u (MO) představuje kvantově-mechanický rámec pro popis

elektronové struktury mnohočásticového systému. Podle tohoto rámce jsou elektrony plně

delokalizovány v rámci celé molekuly, nikoliv ke konkrétńımu atomu, které je do vazby vnesl.

Hustota pravděpodobnosti výskytu těchto elektron̊u je pak popsána tzv. molekulovými

orbitaly.

Základńım principem je konstrukce molekulových orbital̊u jako kombinace orbital̊u

jednotlivých izolovaných atomů. Nejběžněǰśı je využit́ı tzv. lineárńı kombinace atomových

orbital̊u (LCAO), podle ńıž tato aproximace předpokládá, že každý molekulový orbital ψi lze

vyjádřit jako kombinaci atomových orbital̊u ϕµ podle vztahu (1.9), kde cµi jsou koeficienty

určuj́ıćı váhový př́ınos př́ıslušného atomového orbitalu ϕµ k danému molekulovému orbitalu

ψi. Tyto koeficienty se stanovuj́ı na základě variačńıho principu tak, aby celková energie

systému byla minimálńı. Tento postup vede na algebraický problém v podobě vlastńıho

problému (např́ıklad Roothaanovy rovnice v Hartree–Fockově metodě), jehož řešeńım jsou

vlastńı orbitaly a jejich odpov́ıdaj́ıćı energie.

ψi =
∑
µ

cµiϕµ, (1.9)

Atomové orbitaly, které tvoř́ı základ této lineárńı kombinace, představuj́ı jedno-

elektronová řešeńı Schrödingerovy rovnice pro elektron v potenciálu jádra. V př́ıpadě

v́ıceelektronových atomů je však nutné zavést efektivńı potenciál zahrnuj́ıćı elektronovou

repulzi, což vede k přibĺıženým řešeńım pomoćı metod jako je Hartree–Fock. V kvantově

chemických výpočtech se atomové orbitaly nejčastěji aproximuj́ı pomoćı bázových funkćı,

které umožňuj́ı numericky efektivńı reprezentaci orbitalového prostoru. Typickými volbami

jsou např́ıklad Slaterovy (STO) nebo Gaussovy (GTO) bázové funkce. Tyto orbitaly jsou

ortogonálńı a normalizované, vykazuj́ı charakteristickou symetrii, jako je kulová symetrie

u s orbital̊u nebo směrová závislost u p orbital̊u, a jejich amplituda klesá s rostoućı

vzdálenost́ı od jádra.

Výsledkem kvantově chemického výpočtu založeného na MO teorii je sada molekulových

orbital̊u spolu s jejich energíı a prostorovým rozložeńım. Tyto orbitaly lze následně

klasifikovat jako vazebné, antivazebné nebo nevazebné podle jejich vlivu na stabilitu

molekuly. Vazebné orbitaly zvyšuj́ı elektronovou hustotu mezi atomovými jádry a stabilizuj́ı

tak chemickou vazbu, zat́ımco antivazebné orbitaly naopak tuto hustotu snižuj́ı a vazbu

destabilizuj́ı. Nevazebné orbitaly z̊ustávaj́ı lokalizovány převážně na jednotlivých atomech

a na celkové stabilitě molekuly se významněji nepod́ılej́ı.
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1.2.2 Aproximace výpočt̊u elektronové struktury

Analytické řešeńı Schrödingerovy rovnice v současnosti existuje pouze pro velmi jednoduché

systémy, jako je atom vod́ıku. Ve v́ıcečásticových systémech je však mnoho interakćı, které

na sobě navzájem záviśı a nelze je řešit odděleně. Jejich př́ımé řešeńı je proto velmi výpočetně

náročné a prakticky neproveditelné. Z toho d̊uvodu je nutné zavést řadu aproximaćı, které

snižuj́ı časové a výpočetńı nároky řešeńı problému za cenu sńıžené přesnosti výsledku.

Vedle aproximaćı teorie MO je třeba zavést několik aproximaćı v samotném pohledu na

mnohočásticový systém.

V této práci je předevš́ım využ́ıvána Bohrova-Oppenheimerova aproximace, podle ńıž

lze d́ıky řádovému rozd́ılu hmotnost́ı jader a elektron̊u rozdělit jejich pohyby a řešit je

separátně. V Hamiltoniánu celého systému (1.10) se proto při řešeńı elektronové struktury

zcela zanedbává člen kinetické energie jader T̂n a člen potenciálńı energie mezi jádry V̂nn

je konstantńı. Dı́ky tomu se celý problém zjedndušuje na člen kinetické energie elektron̊u

T̂e a členy potenciálńı energie vzájemné interakce elektron̊u V̂ee a jejich interakce s jádry

V̂ne.

Ĥ ≡ T̂n + T̂e + V̂nn + V̂ne + V̂ee (1.10)

Vlnová funkce celého systému je poté źıskána jako součin vlnových funkćı d́ılč́ıch podsystémů

(1.11), kde r je poloha elektron̊u a R je poloha jader.

|Ψ(r, R⟩) = |Φe(r, R)⟩ |Φn(R)⟩ (1.11)

V této práci je kvantově chemickými metodami řešena pouze elektronová struktura.

Výsledkem těchto výpočt̊u jsou pak źıskány diskrétńı hodnoty potenciálńı energie pro dané

vzdálenosti jader, které dále slouž́ı k aproximováńı potenciálové křivky dané molekuly.

Problém pohybu jader je řešen zvlášt’ numerickými metodami na základě takto źıskaného

potenciálu.

Daľśı aproximace výpočt̊u elektronové struktury jsou zaváděny při formulaci konkrétńıch

výpočetńıch metod vycházej́ıćı z teorie MO a Bohrovy-Oppenheimerovy aproximace. Jejich

principy a vlivy na výsledek výpočtu jsou popsány v kapitole 2.

1.2.3 Aproximace výpočt̊u pohybu jader

V této práci neńı př́ımo prováděna optimalizace geometrie jader molekuly, tedy hledáńı

rovnovážné struktury minimalizaćı celkové energie systému vzhledem k prostorovému

uspořádáńı jader. Namı́sto toho je energetická závislost molekuly zkoumána podél jedné

vnitřńı souřadnice, konkrétně vzdálenosti mezi dvěma atomy. Výpočty energie jsou prove-

deny pro diskrétńı sadu těchto vzdálenost́ı, č́ımž je źıskána množina bod̊u na potenciálové

energii molekuly. Tyto body jsou následně interpolovány do spojité funkce, která slouž́ı

jako aproximace potenciálové křivky interakce mezi jádry. Tento př́ıstup zjednodušuje
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výpočetńı náročnost, avšak opomı́j́ı př́ıpadné vazby mezi r̊uznými stupni volnosti geometrie,

které by se mohly projevit v přesněǰśım popisu vibračńı dynamiky.

Daľśı zjednodušeńı spoč́ıvá v zanedbáńı zpětného vlivu excitace molekuly do vyšš́ıch

vibračńıch stav̊u na samotný tvar potenciálńı energie. Jinými slovy, je předpokládáno,

že vibračńı struktura systému je určena fixńı potenciálovou křivkou odpov́ıdaj́ıćı elek-

tronickému základńımu stavu molekuly. Ve skutečnosti se však tvar potenciálu může s

rostoućı vibračńı energíı mı́rně měnit, což se může projevit zejména při vyšš́ıch excitaćıch

nebo v př́ıpadech, kdy se potenciál výrazně odchyluje od ideálńıho harmonického pr̊uběhu.

Tato skutečnost je v rámci této práce zanedbána s ćılem sńıžit složitost modelu a umožnit

jeho aplikaci na širš́ı množinu molekul bez nutnosti opakovaných kvantově-chemických

výpočt̊u pro každý stav zvlášt’.

Model rovněž nezahrnuje moment hybnosti molekuly, což v praxi znamená zanedbáńı

rotačńıch stupň̊u volnosti. Výpočty předpokládaj́ı, že molekula se nacháźı v klidovém

stavu bez rotačńıho nebo translačńıho pohybu. Tento předpoklad je běžný při popisu

vibračńıch stav̊u v rámci jednorozměrných model̊u a je opodstatněný předevš́ım u lehkých

dvouatomových molekul při ńızkých teplotách, kde jsou rotačńı přechody energeticky dobře

oddělené od vibračńıch.
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2 Metody

2.1 Metody pro výpočty elektronové struktury

Nejobt́ıžněǰśı část́ı řešeńı Schrödingerovy rovnice pro elektronovou strukturu je vzájemná

interakce elektron̊u, tzv. elektronová korelace. Ta jmenovitě zahrnuje např́ıklad Coulom-

bovskou interakci, výměnnou interakci nebo Pauliho repulzi. Současně však právě tyto

interakce významně ovlivňuj́ı chováńı elektron̊u uvnitř dané molekuly a maj́ı zásadńı

dopad na jej́ı fyzikálně chemické vlastnosti.

Z toho d̊uvodu existuje řada kvantově chemických výpočetńıch metod, které r̊uznými

př́ıstupy aproximuj́ı Schrödingerovu rovnici se snahou zahrnout do výsledku část př́ıspěvku

elektronové korelace. Při návrhu takové metody je vždy optimalizováno mezi přesnost́ı

výpočtu a jeho časovou náročnost́ı.

Nı́že jsou popsány principy a rozd́ıly několika standardńıch výpočetńıch metod, jejichž

vhodnost použit́ı pro výpočty potenciálových křivek je zkoumána dále v práci. Pro

přehlednost vzorc̊u jsou využ́ıvány tzv. přirozené jednotky, pro něž plat́ı vztah (2.1).

ℏ = me =
1

4πϵ0
= 1 (2.1)

2.1.1 Hartree-Fockova metoda

Hartree-Fockova metoda (HF), též zvaná self consistent field (SCF), je jedna ze základńıch

metod kvantově chemických výpočt̊u. Vlnovou funkci elektronové struktury aproximuje

pomoćı tzv. Slaterova determinantu (2.2), kde ϕN jsou jednotlivé molekulové orbitaly.

Jeho formulace pak př́ımo zajǐst’uje splněńı všech nárok̊u kvantové mechaniky na vlnovou

funkci, zejména jej́ı antisymetrii v̊uči záměně elektron̊u.

⟨r|Φ⟩SD =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r1) ϕ2(r1) · · · ϕN(r1)

...
...

. . .
...

ϕ1(rN) ϕ2(rN) · · · ϕN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.2)

Jednotlivé molekulové orbitaly jsou optimalizovány řešeńım vlastńıho problému Fockova

operátoru F̂ (tzv. Hartree-Fockova rovnice). Ten popisuje energii ϵi daného molekulového

orbitalu ϕi s jediným elektronem v pr̊uměrném poli ostatńıch elektron̊u.

F̂ |ϕi⟩ = ϵi |ϕi⟩ (2.3)

Fock̊uv operátor je definován pomoćı jednoelektronového Hamiltoniánu ĥ, Coulombova
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operátoru Ĵ a výměnného operátoru K̂.

F̂ |ϕi⟩ ≡ ĥ |ϕi⟩+ Ĵ |ϕi⟩ − K̂ |ϕi⟩ (2.4)

Jednoelektronový Hamiltonián reprezentuje kinetickou energii elektronu a jeho interakci

s jádry. ∇2 zde znač́ı tzv. Laplace̊uv operátor, ZA a RA jsou náboj, respektive poloha

daného jádra a ri je poloha elektronu.

ĥ |ϕi⟩ ≡ −1

2
∇2 |ϕi⟩+

∑
A

ZA

|ri −RA|
|ϕi⟩ (2.5)

Coulomb̊uv operátor aproximuje elektrostatickou interakci mezi všemi elektrony, a to

jako interakci elektronu ϕi s pr̊uměrnou hustotou náboje všech ostatńıch elektron̊u.

Ĵ |ϕi⟩ ≡
∑
j ̸=i

∫
drj

|ϕj|2

|ri − rj|
|ϕi⟩ (2.6)

Výměnný operátor zohledňuje v Hartree-Fockově rovnici výměnnou interakci elektron̊u

se stejným spinem.

K̂ |ϕi⟩ ≡
∑
j ̸=i

∫
drj

⟨ϕj|rj⟩ ⟨rj|ϕi⟩
|r − rj|

|ϕj⟩ (2.7)

Jelikož Coulomb̊uv i výměnný operátor záviśı i na ostatńıch molekulových orbitalech,

je třeba řešit Hartree-Fockovu rovnici iterativńım zp̊usobem. V praxi je tedy z lineárńı

kombinace bázových funkćı vytvořen odhad molekulových orbital̊u pro prvńı Fock̊uv

operátor, jehož vlastńı funkce jsou poté použity pro tvorbu nového operátoru v daľśı iteraci.

Řešeńı je následně źıskáno, pokud jsou vlastńı funkce Fockova operátoru dostatečně bĺızké

těm použitým k jeho formulaci a řešeńı se tzv. stabilizuje. [7]

Hlavńı nevýhodou metody HF je ovšem jej́ı zanedbáńı elektronové korelace. V d̊usledku

toho je źıskaná energie EHF jistě vyšš́ı, než je skutečná nejnižš́ı energie daného systému.

Tento fakt lze odvodit z variačńıho principu kvantové mechaniky, který ř́ıká, že očekávaná

hodnota energie jakékoliv aproximované vlnové funkce Ψtrial je vždy vyšš́ı nebo rovna

skutečné základńı energii systému Eexact.

Etrial =
⟨Ψtrial|Ĥ|Ψtrial⟩
⟨Ψtrial|Ψtrial⟩

≥ Eexact. (2.8)

Protože metoda HF využ́ıvá jako aproximovanou vlnovou funkci jediný Slater̊uv

determinant, je jej́ı výsledná energie výrazně vyšš́ı než skutečná energie systému. Tento

rozd́ıl mezi EHF a Eexact se nazývá korelačńı energie Ecorr.
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2.1.2 Multikonfiguračńı SCF

Pro přesněǰśı popis v́ıceelektronových systémů je nezbytné využ́ıt některou z post-Hartree-

Fockových metod, které umožňuj́ı zohlednit alespoň část př́ıspěvku korelačńı energie. Jednou

z těchto metod je multikonfiguračńı SCF (MC-SCF), která nad rámec metody HF vyjadřuje

vlnovou funkci systému jako lineárńı kombinaci několika Slaterových determinant̊u r̊uzných

elektronových konfiguraćı. Optimalizuje tak nejen jednotlivé Slaterovy determinanty, ale i

jejich koeficienty Ci. T́ımto zp̊usobem je možné lépe postihnout elektronovou korelaci v

systému.

|Ψ⟩ =
∑
i

Ci |Φi⟩SD . (2.9)

Kĺıčovým aspektem výpočtu MC-SCF je volba tzv. aktivńıho prostoru, tedy podmnožiny

molekulových orbital̊u, mezi kterými mohou elektrony volně přecházet. Tento prostor se

obvykle voĺı tak, aby zahrnoval orbitaly s nejvýznamněǰśım korelačńım př́ıspěvkem. Kromě

aktivńıho prostoru se dále definuj́ı jádrové orbitaly, které jsou plně obsazeny a jejichž

obsazeńı z̊ustává během výpočtu neměnné, a virtuálńı orbitaly, které z̊ustávaj́ı prázdné.

V rámci aktivńıho prostoru lze omezit množinu povolených elektronových konfiguraćı.

V př́ıpadě, že jsou zahrnuty všechny možné konfigurace v rámci daného aktivńıho prostoru,

označuje se metoda jako complete active space SCF (CASSCF). Tato varianta patř́ı

mezi nejpřesněǰśı metody typu MC-SCF, avšak jej́ı výpočetńı náročnost je vysoká kv̊uli

exponenciálńımu škálováńı v̊uči CAS.

2.1.3 Metoda Coupled Cluster

Metoda Coupled Cluster (CC), česky metoda vázaných nebo spřažených klastr̊u, je daľśı z

pokročilých post-Hartree-Fockových metod. Kĺıčovým pojmem v této metodě jsou tzv.

excitačńı operátory, které popisuj́ı excitaci elektron̊u z obsazených do neobsazených orbital̊u.

Ty jsou definovány pomoćı operátor̊u anihilace ai, které odstraňuj́ı elektron z obsazeného

orbitalu i, a operátor̊u tvorby a†a, které vkládaj́ı elektron do neobsazeného orbitalu a.

Excitačńı amplitudy tai pak určuj́ı př́ıspěvek dané excitace.

T̂1 |ψ0⟩ ≡
∑
ia

tai aia
†
a |ψ0⟩ (2.10)

Excitačńı operátory se pak lǐśı podle svého řádu. Např́ıklad jednoelektronový excitačńı

operátor T̂1 popisuje excitaci jediného elektronu v daný moment (2.10). Dvouelektronový

operátor pak popisuje excitaci dvou elektron̊u současně (2.11).

T̂2 |ψ0⟩ ≡
1

4

∑
ijab

tabij a
†
aa

†
bajai |ψ0⟩ (2.11)
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Obecný excitačńı operátor je pak definován nekonečnou sumou všech d́ılč́ıch operátor̊u.

T̂ = T̂1 + T̂2 + T̂3 + ... (2.12)

Vzhledem k výpočetńı náročnosti však neńı možné pracovat s plnou formou operátoru T̂.

Proto se v praxi obvykle omezujeme na nižš́ı excitace. Nejčastěji použ́ıvanými variantami

jsou metody CC singles doubles (CCSD), která zahrnuje pouze prvńı dva členy sumy, a

tzv. CCSD(T), která je nav́ıc rozš́ı̌rena o perturbativńı korekci zahrnuj́ıćı trojité excitace.

Metoda CC poté pracuje s exponenciálńı rovnićı, která je dána vztahem (2.13). Daná

exponenciála operátoru se poté řeš́ı skrze Taylor̊uv rozvoj. Ačkoliv je rozvoj exponenciály

nekonečný, v př́ıpadě eT̂ |ψ0⟩ je konečný, nebot’ molekula má pouze konečný počet elektron̊u,

které lze excitovat.

|Ψ⟩ = eT̂ |ψ0⟩ (2.13)

Zde |ψ0⟩ představuje referenčńı vlnovou funkci, která je v praxi volena jako řešeńı

Hartree-Fockovy metody. Rovnice (2.13) však sama o sobě neurčuje vlnovou funkci systému.

Namı́sto toho pouze zavád́ı jej́ı aproximaci pomoćı excitačńıch operátor̊u. Skutečné výpočty

tedy vyžaduj́ı stanoveńı excitačńıch amplitud t, což se děje řešeńım př́ıslušných Coupled

Cluster rovnic, které se źıskaj́ı projekćı Schrödingerovy rovnice na excitované determinanty.

2.2 Metody pro výpočty pohybu jader

Analytické řešeńı jedno-dimenzionálńı bezčasové Schrödingerovy rovnice pro křivku po-

tenciálńı energie existuje pouze pro několik vybraných systémů, např́ıklad atom vod́ıku,

harmonický oscilátor nebo Morseho potenciál. Současně nelze hledat analytické řešeńı

křivky, která byla źıskána pomoćı kvantově chemických metod. Dı́ky malé velikosti systému

a minimálńımu množstv́ı stupň̊u volnosti je však možné využ́ıt přesné numerické metody

pro řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Ńıže jsou popsány dva r̊uzné př́ıstupy pro řešeńı bezčasové Schrödingerovy rovnice, a to

pomoćı tř́ıbodové aproximace druhé derivace a Numerovovy metody. Dále jsou představeny

jejich maticové formulace, které jsou později využ́ıvány pro samotné výpočty.

2.2.1 Tř́ıbodová aproximace druhé derivace

Př́ımo z definice druhé derivace funkce f v bodě x (2.14) plyne, že jej́ı hodnota lze

aproximovat pomoćı dvou r̊uzných stejně vzdálených funkčńıch hodnot dané funkce (2.15).

Přesnost aproximace poté záviśı na vzdálenosti h vybraných okolńıch hodnot.

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(2.14)
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f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(2.15)

Dı́ky tomu lze rozděleńım spojité funkce f na diskrétńı mř́ıžku jej́ıch funkčńıch hodnot

f(xi) aproximovat pr̊uběh jej́ı druhé derivace. Užit́ım notace fi ≡ f(xi) lze rovnice aproxi-

mace přepsat jako (2.16). Chyba této aproximace odpov́ıdá druhé mocnině vzdálenosti h

mezi vrcholy mř́ıžky.

f ′′ ≈ fi+1 − 2fi + fi−1

h2
(2.16)

V př́ıpadě aplikace na jednodimenzionálńı Schrödingerovu rovnici lze aproximaci přepsat

do maticového tvaru (2.17), se kterým se pracuje i dále v práci.

− 1

2µ
(A+ V)Ψ = EΨ (2.17)

Tridiagonálńı matice A vyjadřuje p̊usobeńı koeficient̊u samotné tř́ıbodové aproximace

druhé derivace na všechny vrcholy mř́ıžky.

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 1 0 · · · 0

1 −2 1
. . .

...

0 1
. . . . . . 0

...
. . . . . . −2 1

0 · · · 0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.18)

Matice V pak do rovnice přidává př́ıspěvek potenciálńı energie Vi v daném vrcholu mř́ıžky.

V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V1 0 0 · · · 0

0 V2 0
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
. . . . . . Vn−1 0

0 · · · 0 0 Vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.19)

Ṕısmeno Ψ pak zde již nevyjadřuje vlnovou funkci jako takovou, nýbrž sloupcový vektor

jej́ıch funkčńıch hodnot v jednotlivých vrcholech mř́ıžky.

Ψ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψ1

Ψ2

...

Ψn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.20)
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2.2.2 Numerovova metoda

Numerovova metoda je numerický zp̊usob řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice bez členu

prvńıho řádu.

y′′ = f(x, y) (2.21)

Princip metody spoč́ıvá v rozděleńı funkce na mř́ıžku diskrétńıch hodnot yn, respektive

fn, kde plat́ı fn ≡ f(xn), se vzdálenost́ı h mezi jednotlivými vrcholy. Takto aproximovaná

rovnice lze poté přepsat ve formě těchto diskrétńıch hodnot.

yn+1 − 2yn + yn−1 =
h2

12
(fn+1 + 10fn + fn−1) +O(h6) (2.22)

Tento tvar i přesnost aproximace lze odvodit z rozvoj̊u p̊uvodńı funkce v bodech yn−1

a yn+1 do Taylorovy řady kolem bodu yn.

yn+1 = yn + hy′n +
h2

2
y′′n +

h3

6
y′′′n +

h4

24
y′′′′n +O(h5) (2.23)

yn−1 = yn − hy′n +
h2

2
y′′n −

h3

6
y′′′n +

h4

24
y′′′′n −O(h5) (2.24)

Sečteńım těchto rozvoj̊u a následnou úpravou je źıskán obdobný výraz jako u tř́ıbodové

aproximace druhé derivace.

yn+1 + yn−1 = 2yn + h2y′′n +
h4

12
y′′′′n +O(h6) (2.25)

y′′n =
yn+1 − 2yn + yn−1

h2
− h2

12
y′′′′n +O(h4) (2.26)

Člen čtvrté derivace lze vyjádřit dvoj́ım zderivováńım p̊uvodńı rovnice (2.21) s použit́ım

Leibnizova pravidla.

y′′′ =
d

dx
f(x, y) (2.27)

y′′′ =
∂f

∂x
+
∂f

∂y
y′ (2.28)

y′′′′ =
d

dx

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y
y′
)

(2.29)

y′′′′ =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂x∂y
y′ +

∂2f

∂y2
(y′)2 +

∂f

∂y
y′′ (2.30)

Prvńı člen této rovnosti lze aproximovat obdobným zp̊usobem jako druhou derivaci y,

která byla vyjádřena výše. Ostatńı členy jsou zanedbány.

y′′′′ =
fn+1 + 2fn + fn−1

h2
+O(h2) (2.31)
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Následně dosazeńım do rovnice (2.26), substitućı druhé derivace za funkci v p̊uvodńı

rovnici a následnou úpravou źıskáme výsledný tvar aproximace.

y′′n =
yn+1 − 2yn + yn−1

h2
− h2

12

fn+1 + 2fn + fn−1

h2
−O(h4) (2.32)

yn+1 − 2yn + yn−1 = h2fn +
h4

12
(fn+1 + 2fn + fn−1) +O(h6) (2.33)

yn+1 − 2yn + yn−1 =
h2

12
(fn+1 + 10fn + fn−1) +O(h6) (2.34)

Chyba Numerovovy metody pak odpov́ıdá čtvrté mocnině rozestupu h vrchol̊u mř́ıžky,

č́ımž se stává výrazně přesněǰśı metodou než samotná tř́ıbodová aproximace druhé derivace.

2.2.3 Diskretizace Schrödingerovy rovnice

Numerovovu metodu lze mimo jiné využ́ıt k řešeńı jedno-dimenzionálńı bezčasové rovnice.

Dı́ky tomu je možné ji řešit numericky s minimálńımi nároky na výpočetńı výkon.

− 1

2µ
Ψ′′ + VΨ = EΨ (2.35)

Po osamostatněńı druhé derivace strany rovnice za funkci f je źıskán obecný tvar rovnice,

z ńıž vycháźı Numerovova metoda.

Ψ′′ = −2µ(EΨ− V ) (2.36)

f = −2µ(EΨ− V ) (2.37)

Ψ′′ = f (2.38)

Rovnici je tedy možné ji opět přepsat pomoćı diskrétńıch hodnot mř́ıžky.

Ψn+1 − 2Ψn +Ψn−1 =
h2

12
(fn+1 + 10fn + fn−1) (2.39)

Po dosazeńı a upraveńı lze rovnici zjednodušit přepsáńım do maticového tvaru.

− 1

2µ

Ψn+1 − 2Ψn +Ψn−1

h2
+
Vn+1Ψn+1 + 10VnΨn + Vn−1Ψn−1

12
= E

Ψn+1 + 10Ψn +Ψn−1

12
(2.40)

− 1

2µ
AΨ+ BVΨ = EBΨ (2.41)
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Matice A a V jsou zde definovány obdobně jako u tř́ıbodové aproximace druhé derivace,

Matice B zde pak odpov́ıdá konvoluci celé rovnice.

B =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

10
12

1
12

0 · · · 0

1
12

10
12

1
12

. . .
...

0 1
12

. . . . . . 0
...

. . . . . . 10
12

1
12

0 · · · 0 1
12

10
12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.42)

Rovnici lze finálně zjednodušit vyděleńım matićı B na tvar, se kterým je dále pracováno v

této práci.

− 1

2µ
(B−1A+ V)Ψ = EΨ (2.43)

2.3 Interpolace potenciálové křivky

2.3.1 Lineárńı interpolace

Lineárńı interpolace je základńı metoda proložeńı výchoźıch bod̊u spojitou funkćı, přičemž

se předpokládá, že mezi každými dvěma sousedńımi body se funkčńı hodnota měńı lineárně.

Tato metoda je výpočetně nenáročná a dobře použitelná v př́ıpadech, kdy postačuje

jednoduchý přibližný popis pr̊uběhu funkce.

Necht’ jsou dány uzlové body (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), kde plat́ı x0 < x1 < · · · < xn.

Hledaná funkce L(x) je tvořena jednotlivými lineárńımi funkcemi Li(x) definovanými na

intervalech ⟨xi, xi+1⟩, které maj́ı obecný tvar (2.44).

Li(x) = yi +
yi+1 − yi
xi+1 − xi

(x− xi) (2.44)

Funkce L(x) tak procháźı všemi danými body a pro každý interval vytvář́ı úsečku spojuj́ıćı

body (xi, yi) a (xi+1, yi+1). T́ım je zajǐstěno splněńı interpolačńı podmı́nky (2.45).

Li(xi) = yi, Li(xi+1) = yi+1 (2.45)

Na rozd́ıl od kubické spline interpolace neńı u lineárńı interpolace zaručena spojitost

derivaćı na uzlových bodech. V každém uzlu může tedy doj́ıt ke skoku ve směrnici funkce,

a tedy i ke změně zakřiveńı. Výhodou této metody je však jej́ı jednoduchost, rychlá

implementace a numerická stabilita.

Lineárńı interpolace je vhodná zejména pro hrubé odhady nebo př́ıpady, kdy nejsou

kladeny vysoké požadavky na hladkost interpolované funkce. Pro úlohy, kde je požadována

plynulost prvńıch nebo i vyšš́ıch derivaćı, je vhodné použ́ıt pokročileǰśı metody.
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2.3.2 Kubická spline interpolace

Kubická spline interpolace je metoda hladkého proložeńı výchoźıch bod̊u spojitou funkćı.

Jej́ı př́ıstup spoč́ıvá v konstrukci funkce složené z kubických polynomů, které jsou definovány

na jednotlivých intervalech mezi uzlovými body podle daných podmı́nek.

Necht’ jsou dány uzlové body (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), kde plat́ı x0 < x1 < · · · < xn.

Hledaná funkce S(x) je tvořena jednotlivými kubickými polynomy Si(x) na intervalech

⟨xi, xi+1⟩, přičemž tyto polynomy maj́ı obecný tvar.

Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

3 (2.46)

Pro splněńı podmı́nky interpolace muśı funkce S(x) přesně procházet danými body.

Si(xi) = yi (2.47)

Dále je nutné zajistit spojitost prvńı derivace, aby funkce neměla skoky ve směrnici.

S ′
i(xi+1) = S ′

i+1(xi+1). (2.48)

Analogicky muśı být spojitá i druhá derivace, aby se zabránilo ostrým zlomům v zakřiveńı

funkce.

S ′′
i (xi+1) = S ′′

i+1(xi+1). (2.49)

Jelikož se hledá soustava n kubických polynomů pro n+ 1 uzlových bod̊u, je nutné

přidat dvě okrajové podmı́nky. V práci je využ́ıván tzv. přirozený spline, pro který plat́ı,

že druhé derivace krajńıch bod̊u jsou nulové.

S ′′(x0) = S ′′(xn) = 0 (2.50)

Výpočet koeficient̊u spline interpolace prob́ıhá nejprve určeńım hodnot druhých derivaćı

S ′′(xi), které splňuj́ı soustavu rovnic źıskanou z podmı́nky spojitosti druhé derivace. Po

určeńı druhých derivaćı se následně zpětně dopoč́ıtaj́ı zbývaj́ıćı koeficienty ai, bi, ci, di

jednotlivých polynomů.

Alternativńı metodou interpolace je tzv. Lagrangerova interpolace. V práci byla ovšem

zvolena právě metoda kubického splinu, která je stabilněǰśı a tedy méně k oscilaćım mezi

uzlovými body (též Rungeho fenomén).
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3 Popis zdrojového kódu

3.1 Metodika základńıho výpočtu

3.1.1 Referenčńı hodnoty potenciálńı energie

Pro nalezeńı potenciálńı křivky molekuly je nejprve nutné provést sérii výpočt̊u elektronové

struktury při r̊uzných vzdálenostech mezi vázanými atomy. V každém jednotlivém výpočtu

je vzdálenost jader systematicky měněna, což umožňuje sledovat závislost vypočtené

(potenciálńı) energie molekuly na této vzdálenosti. Výsledná data pak slouž́ı jako uzlové

body pro interpolaci, která vede ke konstrukci spojité potenciálové křivky.

K určeńı elektronické energie molekuly jsou využity kvantově chemické metody HF,

CASSCF, CCSD a CCSD(T). Tyto metody jsou kombinovány s bázovými sadami vyvi-

nutými skupinou T. H. Dunninga [2]. Jedná se o tzv. korelačně konzistentńı báze (cc-pVnZ,

kde n označuje stupeň rozš́ı̌reńı), které d́ıky zahrnut́ı polarizačńıch funkćı s vyšš́ımi

úhlovými momenty umožňuj́ı systematické zlepšeńı popisu elektronové korelace. V této

práci jsou konkrétně použity báze cc-pVDZ, cc-pVTZ a cc-pVQZ, jež reprezentuj́ı postupně

rostoućı úroveň přesnosti.

Samotné výpočty jsou realizovány pomoćı kvantově chemického softwaru Orca, který

je ř́ızen prostřednictv́ım inicializačńıch vstupńıch soubor̊u obsahuj́ıćıch všechny potřebné

parametry výpočtu [3]. Tyto vstupńı soubory jsou automaticky generovány pomoćı skrip-

tovaćıho jazyka Bash, č́ımž je zajǐstěna vysoká mı́ra automatizace a reprodukovatelnosti.

Stejným zp̊usobem jsou po skončeńı výpočt̊u automaticky zpracovány i výstupńı data,

která jsou následně konsolidovány do jednoho přehledného výstupńıho souboru vhodného

pro daľśı analýzu.

3.1.2 Křivka potenciálńı energie

Výstupńı hodnoty potenciálńı energie źıskané z kvantově chemických výpočt̊u byly dále

numericky zpracovány pomoćı programovaćıho jazyka Python. Hlavńım ćılem tohoto

zpracováńı bylo źıskat spojitý pr̊uběh potenciálńı křivky molekuly a z něj následně odvodit

fyzikálně významné parametry popisuj́ıćı charakter molekulárńı vazby, zejména jej́ı délku,

disociačńı energii a horizontálńı asymptotu.

Pro interpolaci diskrétńıch bod̊u energie v závislosti na vzdálenosti jader byla použita

kubická spline interpolace, která poskytuje hladký a fyzikálně realistický pr̊uběh funkce

d́ıky spojitosti až do druhé derivace. Tato interpolace byla realizována pomoćı funkce

CubicSpline() z knihovny scipy.interpolate, přičemž byly zvoleny přirozené okrajové

podmı́nky, tedy nulová hodnota druhé derivace na obou kraj́ıch intervalu. Veškeré ostatńı

parametry byly ponechány ve výchoźım nastaveńı knihovny. Pro účely porovnáńı byla dále
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provedena také lineárńı interpolace, jež zachovává jednoduchý, segmentově lineárńı tvar

funkce. Ta byla implementována prostřednictv́ım funkce interp1d() ze stejné knihovny, s

parametrem kind=’linear’. Obě metody tak umožňuj́ı pracovat s potenciálńı křivkou

jako s hladkou nebo spojitou funkćı definovanou na celém intervalu vzdálenost́ı, č́ımž

usnadňuj́ı následnou numerickou analýzu.
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Obrázek 3.1: Kvadratická a lineárńı interpolace, 18 výchoźıch hodnot

Na základě takto źıskané křivky bylo možné určit řadu kĺıčových vlastnost́ı molekuly.

Poloha globálńıho minima potenciálńı energie, která odpov́ıdá rovnovážné vzdálenosti

jader, byla nalezena pomoćı optimalizačńı funkce differential_evolution() z knihovny

scipy.optimize. Tato funkce byla aplikována na celý definičńı obor potenciálńı křivky a

umožnila robustńı určeńı globálńıho extrému bez potřeby ručńıho odhadu počátečńı hodnoty.

Souřadnice x tohoto minima byla interpretována jako rovnovážná délka chemické vazby.

Horizontálńı asymptota potenciálńı křivky byla určena na základě kvantově chemického

výpočtu při největš́ı zvolené vzdálenosti mezi jádry, která již dostatečně reprezentuje

stav zcela disociované molekuly. Možné nevýhody a omezeńı tohoto př́ıstupu, zejména s

ohledem na konečný počet výpočetńıch bod̊u a vliv zvoleného modelu výpočtu, jsou dále

diskutovány v kapitole 4.1.1.

Pro přesné určeńı disociačńı energie bylo kromě hloubky potenciálńıho minima zo-

hledněno i kvantové chováńı molekuly ve formě nulové vibračńı energie. Ta byla do výsledku

započ́ıtána s ćılem źıskat realističtěǰśı hodnotu disociačńı energie, nebot’ prostý rozd́ıl

mezi minimem křivky a horizontálńı asymptotou by vedl ke systematickému přeceněńı

této veličiny. Důvody a teoretické zd̊uvodněńı tohoto př́ıstupu jsou bĺıže vysvětleny v

kapitole 1.1.3.

3.1.3 Vibračńı stavy

Na základě dř́ıve źıskané potenciálńı křivky byly následně určeny vibračńı stavy molekuly,

které odpov́ıdaj́ı řešeńım jednorozměrné Schrödingerovy rovnice v aproximaci fixńıch
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jader. Pro numerické řešeńı této rovnice byla využita metoda tř́ıbodové aproximace

druhé derivace a Numerovova metoda. Obě tyto metody byly implementovány v prostřed́ı

programovaćıho jazyka Python v maticovém tvaru, což umožnilo transformovat diferenciálńı

rovnici na problém nalezeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u vhodně sestavené matice.

Implementace byla realizována s využit́ım knihovny Numpy. Pro samotné řešeńı úlohy

vlastńıch č́ısel symetrické Hamiltonovy matice byla použita funkce numpy.linalg.eigh(),

jež je optimalizovaná právě pro hermitovské matice. [1]

Výpočty byly prováděny ve standardńıch atomárńıch jednotkách, konkrétně byla

energie vyjádřena v jednotkách hartree a vzdálenost v jednotkách Bohr radius, což

odpov́ıdá přirozenému škálováńı kvantově mechanických rovnic a umožňuje snadněǰśı

interpretaci źıskaných výsledk̊u. Výstupem tohoto numerického řešeńı byla diskrétńı spektra

vlastńıch č́ısel a k nim př́ıslušej́ıćıch vlastńıch vektor̊u. Vlastńı č́ısla reprezentuj́ı vibračńı

energie jednotlivých kvantovaných stav̊u molekulárńı vazby a vlastńı vektory odpov́ıdaj́ı

prostorovému rozložeńı př́ıslušných vlnových funkćı.
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Obrázek 3.2: Základńım výsledkem celého výpočtu je graf zobrazuj́ıćı potenciálovou křivku
dané molekuly společně s několika prvńımi vibračńımi stavy.

3.2 Repozitář Git

Veškerý kód, který byl využit k výpočt̊um v této práci, je veřejně dostupný v repozitáři

Git na platformě GitLab (odkaz zde). Jmenovitě se zde nacháźı skripty pro výpočty a sběr

dat v jazyce Bash. Dále je zde knihovna funkćı v jazyce Python, které byly definovány

pro výpočty a analýzu dat. Taktéž zde jsou výsledky všech výpočt̊u, které byly v práci

zkoumány. Podrobná dokumentace tohoto kódu je dostupná v samotném repozitáři.
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4 Výsledky

4.1 Optimalizace kvantově chemických výpočt̊u

4.1.1 Srovnáńı metod pro výpočty elektronové struktury

Vhodnost použit́ı k výpočt̊um potenciálové křivky byla zkoumána u metod HF, CASSCF,

CCSD a CCSD(T). Každou z těchto metod bylo źıskáno celkem 25 výchoźıch hodnot

potenciálńı energie s lineárńı změnou vzdálenosti jader. Následně byly tyto hodnoty

interpolovány do potenciálové křivky a byly nalezeny jejich př́ıslušné vibračńı stavy.

U potenciálových křivek byla zkoumána předevš́ım disociačńı energie a délka vazby.

Z vibračńıch stav̊u byla odvozena hodnota energie nulových kmit̊u (ZPE) a energetické

přechody mezi vybranými vibračńımi stavy. Tyto parametry byly poté porovnávány s

experimentálńımi daty. [4] [5] U metod byla vedle jejich přesnosti dále posuzována jejich

univerzálnost a výpočetńı náročnost.

Tabulka 4.1: Výpočty disociačńı energie (kJ/mol) a délky vazby (Å)

Metoda D0 δD0 re δre
CASSCF 187.31 44.93 % 1.2584 2.11 %
CCSD 385.95 12.80 % 1.2407 0.67 %
CCSD(T) 275.20 19.08 % 1.2387 0.51 %
HF 682.87 100.79 % 1.2278 0.37 %
Experiment 340.10 - 1.23 -

V přesnosti výpočtu disociačńı energie je jednoznačně nejlepš́ı metoda CCSD, jej́ıž

relativńı odchylka vyšla 12.8 %. Naopak nejh̊uře vyšla metoda HF, jej́ıž výsledek má

relativńı odchylku v́ıce než 100 %. V př́ıpadě metody HF je tento výsledek pochopitelný,

jelikož tato metoda obecně trṕı t́ım, že při disociaci atomů striktně předpokládá přiděleńı

elektron̊u k jednomu z atomů a to i v př́ıpadě kovalentńıch nepolárńıch vazeb jako je BH.

Mezi takovými ionty pak pochopitelně p̊usob́ı Coulombovská interakce, která má dlouhý

dosah, a proto i konvergence k asymptotě je u HF velice pomalá. Pokud by tedy v modelu

byla poč́ıtána skutečná asymptota křivky namı́sto posledńıho kvantového výpočtu, byla by

odchylka HF ještě vyšš́ı.

Tento negativńı jev lze dobře pozorovat i na samotné potenciálové křivce BH źıskané

metodou HF v grafu 4.1. Nepřesnost metody CASSCF pak vyplývá z opačného problému,

kdy metoda konverguje př́ılǐs rychle. Je tedy zjevné, že i př́ıspěvek mimo zvolený aktivńı

prostor je v tomto př́ıpadě významný. Pokud by byl zahrnut do aktivńıho prostoru, časová

složitost metody by významně vzrostla. V př́ıpadě CCSD(T) se zdá být korekce př́ıspěvku

trojitých excitaćı taktéž kontraproduktivńı.

Data o délce vazby pak nepřinesla nijak zásadńı informace. Všechny metody daly velmi
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Obrázek 4.1: Srovnáńı potenciálových křivek źıskaných r̊uznými kvantově chemickými
metodami a báźı cc-pVQZ. Křivky jsou zarovnány vertikálně podle svého minima.

podobné výsledky a odchylka od experimentálńı hodnoty je sṕı̌se náhodná, než že by

odpov́ıdala o kvalitě některé z metod. Současně stále plat́ı, že ve skutečnosti molekula

neustále kmitá a neexistuje tedy žádná stabilńı délka vazby.

Chyby výsledk̊u všech výpočt̊u vibračńıch stav̊u pak dobře koresponduj́ı s tvarem

př́ıslušné potenciálové křivky. Pro ńızké vibračńı stavy dávaly všechny metody velmi

konzistentńı výsledky, které se začaly rozcházet až s nar̊ustaj́ıćım stupněm vibračńıho

stavu. To odpov́ıdá faktu, že kolem minima vyšly všechny metody velmi podobně a až

s nar̊ustaj́ıćı energíı se od sebe začaly odchylovat ve svých asymptotách. Opět obecně

nejvhodněǰśı metodou se tedy osvědčila CCSD, ovšem zde to již neńı tolik jednoznačné.

Tabulka 4.2: Výpočty energie nulových kmit̊u a přechod̊u mezi vibračńımi stavy (cm−1)

Metoda ZPE δZPE E0→1 δE0→1 E1→2 δE1→2 E0→5 δE0→5

CASSCF 1218.68 3.93 % 2317.36 2.12 % 2165.13 0.40 % 10386.00 0.27 %

CCSD 1217.71 3.84 % 2322.53 2.35 % 2168.23 0.26 % 10420.92 0.07 %

CCSD(T) 1220.60 4.09 % 2329.64 2.66 % 2175.35 0.07 % 10451.22 0.36 %

HF 1275.18 8.74 % 2452.31 8.07 % 2310.45 6.29 % 11173.28 7.29 %

Experiment 1172.64 - 2269.23 - 2173.80 - 10413.64 -

4.1.2 Srovnáńı báźı

V rámci kvantově chemických výpočt̊u byl dále zkoumán vliv výběru báze na výslednou

podobu potenciálové křivky. Pro toto srovnáńı byla zvolena metoda CCSD, která v

27



0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Vzdálenost (Å)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

E
ne

rg
ie

 (e
V

)

cc-pVDZ
cc-pVTZ
cc-pVQZ

Obrázek 4.2: Srovnáńı potenciálových křivek źıskaných metodou CCSD s r̊uznými bázovými
funkcemi. Křivky jsou zarovnány podle svého minima.

předchoźım porovnáńı vykazovala nejvyšš́ı přesnost výpočtu. Pro každou použitou bázi

bylo provedeno 25 samostatných výpočt̊u potenciálńı energie, vždy při jiné fixńı vzdálenosti

jader. Výsledkem byly diskrétńı body, které byly dále zpracovány interpolaćı do spojité

potenciálové křivky. Výpočty byly provedeny s využit́ım tř́ı bázových sad ze série korelačně

konzistentńıch funkćı navržených T. H. Dunningem [2], konkrétně se jednalo o báze

cc-pVDZ, cc-pVTZ a cc-pVQZ.

Výsledné potenciálové křivky byly následně porovnány a vizualizovány v grafu 4.2,

přičemž byly vertikálně zarovnány podle svých globálńıch minim, aby bylo možné snadno

pozorovat odchylky v pr̊uběhu křivek bez ohledu na posun v absolutńı energii. Z dané

vizualizace vyplývá, že se výsledky pro jednotlivé báze od sebe lǐśı pouze minimálně. Tvar

křivky i poloha energetického minima z̊ustávaj́ı v zásadě zachovány. Největš́ı rozd́ıly lze

pozorovat v oblasti větš́ıch vzdálenost́ı, kde je však kvantově chemický výpočet obecně

méně přesný a př́ımý vliv na určováńı disociačńı energie je zde menš́ı.

Na základě tohoto porovnáńı lze konstatovat, že volba báze má pouze sekundárńı vliv

na přesnost celého výpočtu. I méně přesná báze, jako např́ıklad cc-pVDZ, poskytuje velmi

podobné výsledky jako největš́ı použitá báze cc-pVQZ. U daľśıch optimalizačńıch výpočt̊u

byla zvolena nejpřesněǰśı báze cc-pVQZ, nebot’ zajǐst’uje největš́ı mı́ru konvergence k úplné

bázové sadě, a t́ım i nejvyšš́ı d̊uvěryhodnost źıskaných výsledk̊u.

Je však vhodné podotknout, že zat́ımco vliv výběru báze na přesnost výsledk̊u byl v

tomto př́ıpadě zanedbatelný, vliv na výpočetńı náročnost může být v určitých př́ıpadech

podstatněǰśı. U jednoduchých systémů, jakými jsou dvouatomové molekuly, se rozd́ıly v

době běhu výpočtu mezi bázemi cc-pVDZ a cc-pVQZ prakticky neprojevuj́ı. Nicméně při
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využité této metodiky na v́ıceatomové molekuly nebo při paralelńıch výpočt̊u velkého

množstv́ı molekul se může tento faktor stát relevantńım. Źıskané poznatky tak poskytuj́ı

d̊uležitý přehled o možnostech redukce výpočetńıch nárok̊u, aniž by došlo k zásadńımu

sńıžeńı kvality výsledk̊u, což může být cenné zejména při budoućım rozšǐrováńı metodiky

na složitěǰśı molekulárńı systémy.

4.2 Optimalizace nastaveńı programu

4.2.1 Srovnáńı metod interpolace

Při návrhu výpočetńı metodiky bylo nutné zohlednit riziko numerických artefakt̊u spo-

jených s použit́ım kubické spline interpolace při rekonstrukci spojité potenciálńı křivky z

diskrétńıch kvantově chemických výpočt̊u. Jedńım z takových potenciálńıch problémů je

tzv. Rungeho fenomén, který se může projevit oscilacemi interpolačńı funkce zejména při

vyšš́ıch stupńıch hladkosti a menš́ım počtu interpolačńıch uzl̊u. Vzhledem k tomu, že byla

kubická spline interpolace následně využ́ıvána i při optimalizaci počtu výpočetńıch bod̊u,

bylo nezbytné ověřit, zda k tomuto nežádoućımu chováńı v daném př́ıpadě nedocháźı.

Za t́ımto účelem byly provedeny testovaćı výpočty s r̊uzným počtem výchoźıch bod̊u,

přičemž výsledné křivky byly srovnávány s referenčńı křivkou źıskanou z hustého souboru

výpočt̊u. Byla analyzována chyba výsledné potenciálńı křivky v závislosti na počtu

použitých bod̊u a hledána odpov́ıdaj́ıćı mocninná závislost této chyby. Pro srovnáńı byla

provedena i identická analýza za použit́ı lineárńı interpolace, u ńıž je výskyt Rungeho

fenoménu z principu vyloučen. Tato metoda však s rostoućım počtem výpočetńıch bod̊u

neposkytovala tak vysokou přesnost jako kubický spline.

Výsledky této analýzy ukázaly, že ani při použit́ı minimálńıho doporučeného počtu

interpolačńıch bod̊u nedocháźı u kubické spline interpolace k projev̊um Rungeho fenoménu.

Potenciálńı problém se tedy v praxi neprojevil a spline interpolace se ukázala jako numericky

stabilńı metoda i při optimalizovaném rozložeńı výpočetńıch geometríı. Naproti tomu

lineárńı interpolace vykazovala systematicky vyšš́ı chybu např́ıč všemi testovanými počty

bod̊u, což potvrzuje jej́ı nižš́ı schopnost zachytit hladký pr̊uběh potenciálńı energie molekuly.

Chováńı obou interpolačńıch metod v závislosti na počtu kvantově chemických výpočt̊u

je podrobně diskutováno v kapitole 4.2.2, zat́ımco konkrétńı vizualizace rozd́ıl̊u mezi

výslednými potenciálńımi křivkami je uvedena v př́ıloze A.

4.2.2 Volba počátečńıch geometríı molekul

Pro źıskáńı potenciálové křivky je nejprve potřeba spoč́ıtat jej́ı energii v určitých mı́rách

natažeńı molekuly, ze kterých je následně tato křivka interpolována. Správný výběr

vzdálenosti jader, pro které je energie poč́ıtána, je proto kĺıčový a ovlivńı přesnost celého
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modelu. Na druhou stranu kvantově chemické výpočty jsou výpočetně náročné a v každém

modelu molekuly je tedy snaha jejich počet minimalizovat. Dı́lč́ım ćılem práce proto bylo

stanovit, jaké je optimálńı rozložeńı poč́ıtaných vrchol̊u, konkrétně co se týče počtu a

jejich relativńımu rozložeńı na potenciálové křivce.

Elektronová struktura byla v tomto př́ıpadě poč́ıtána pomoćı metody CCSD s báźı

cc-pVQZ, jelikož pro tuto kombinaci vyšly nejlepš́ı výsledky vzhledem k experimentálńım

hodnotám. Touto metodou bylo provedeno celkem 250 výpočt̊u pro r̊uzné geometrie

molekuly, přičemž vzdálenost jader se vždy měnila o konstantńı krok. Následně byly

pomoćı programu v jazyce Python vyb́ırány podmnožiny těchto napoč́ıtaných hodnot a

interpolovány do potenciálńı křivky, pro ńıž byly Numerovovou metodou hledány vibračńı

stavy. T́ımto zp̊usobem bylo zhotoveno celkem 20 r̊uzných výpočt̊u vibračńıch stav̊u pro

obě metody interpolace. Z nich poté byl zhotoven graf závislosti chyby výpočtu na počtu

vybraných výchoźıch hodnot potenciálńı energie a byla hledána mocninná závislost.
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Obrázek 4.3: Konvergence chyby výpočtu vibračńıch stav̊u v závislosti na počtu výchoźıch
hodnot potenciálńı energie.

V př́ıpadě kubické spline interpolace byla mezi chybou výpočtu a počtem výchoźıch

bod̊u nalezena výrazná mocninná závislost. Tato závislost je překvapivě přesná, přestože

nevyplývá př́ımo z žádné dosud známé teoretické formulace v oblasti numerické analýzy

nebo kvantově chemických výpočt̊u. Př́ıtomný šum v datech lze nicméně vysvětlit meto-

dickým zp̊usobem, jakým byly výpočty provedeny. Jednotlivé kvantově chemické výpočty

totiž nebyly realizovány separátně pro každou testovanou konfiguraci, nýbrž byla vytvořena

jedna rozsáhlá sada výpočt̊u, z ńıž byly pro jednotlivé interpolace vyb́ırány podmnožiny

bod̊u. Tyto body tedy nejsou dokonale rovnoměrně rozmı́stěny podél celého definičńıho

oboru potenciálńı křivky, nebot’ jejich poloha byla vždy omezena na diskrétńı sadu geome-
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tríı z p̊uvodńıho souboru. Docháźı tak k jistému zaokrouhlováńı, které ovlivňuje přesnost

interpolace.

Daľśım faktorem, který přisṕıvá k rozptylu chyby, je neustálá změna relativńı polohy

interpolačńıch bod̊u při r̊uzných velikostech podmnožin. To vede k proměnlivé kvalitě

interpolace v kĺıčových oblastech potenciálńı křivky, např́ıklad v okoĺı globálńıho minima,

kde přesnost hraje zásadńı roli. Přesto i při těchto omezeńıch z̊ustává kubická spline

interpolace pozoruhodně robustńı a systematicky poskytuje výsledky s nižš́ı chybou.
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Obrázek 4.4: Konvergence chyby výpočtu vibračńıch stav̊u v závislosti na počtu výchoźıch
hodnot potenciálńı energie.

V př́ıpadě lineárńı interpolace se závislost chyby na počtu interpolačńıch bod̊u projevuje

s větš́ım šumem a vykazuje méně konzistentńı pr̊uběh. Tento jev lze připsat výrazně hrubš́ı

aproximaci, kterou lineárńı interpolace představuje, zejména při malém počtu výpočetńıch

bod̊u. Výsledná potenciálńı křivka je v těchto př́ıpadech natolik vzdálená od referenčńı

křivky, že samotné srovnáńı ztráćı na vypov́ıdaćı hodnotě. Zde se zároveň výrazněji

projevuj́ı i výše zmı́něné vlivy nelineárńıho rozložeńı bod̊u a jejich omezené variability.

Tyto faktory, které u spline interpolace hraj́ı sṕı̌se sekundárńı roli, maj́ı v př́ıpadě lineárńı

metody podstatně větš́ı dopad na přesnost celého výpočtu. Ze srovnáńı obou graf̊u je

pak patrné, že pro interpolace potenciálové křivky v rámci tohoto modelu je bezpochyby

výhodněǰśı využ́ıt kubickou spline interpolaci, která dává konzistentńı výsledky i při nižš́ım

počtu vrchol̊u.

Při porovnáńı samotných výsledk̊u interpolace se ukazuje, že rovnoměrné rozložeńı

výchoźıch bod̊u podél potenciálńı křivky neńı optimálńı strategíı. Tento př́ıstup totiž

nebere v úvahu skutečnost, že chováńı potenciálńı energie neńı po celém definičńım oboru

rovnoměrné. Zejména v oblastech výrazného přibĺıžeńı jader či naopak při úplně disociaci
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docháźı jen k minimálńı změně tvaru potenciálové křivky. Naopak v okoĺı globálńıho minima

vykazuje potenciál jemné změny, které jsou pro přesnost výpočtu kĺıčové. Právě v těchto

oblastech je tedy nezbytné dosáhnout vyšš́ı interpolačńı hustoty, zat́ımco v energeticky

extrémńıch nebo méně dynamicky vyv́ıjej́ıćıch se oblastech postačuje hrubš́ı rozlǐseńı.

Z výše uvedeného vyplývá, že rovnoměrné rozložeńı výpočetńıch bod̊u vede k neefek-

tivńımu využit́ı výpočetńıch zdroj̊u a zbytečně snižuje přesnost v nejkritičtěǰśıch částech

potenciálńı křivky. Pro zlepšeńı celkové přesnosti výpočtu by bylo vhodné navrhnout

metodiku, v ńıž by hustota výpočetńıch bod̊u dynamicky reagovala na charakter konkrétńı

oblasti potenciálu. Jednou z možných cest je využit́ı v́ıcestupňového př́ıstupu, kdy je po-

tenciálńı křivka nejprve přibližně zmapována pomoćı méně přesných kvantově chemických

metod. Výsledky tohoto předvýpočtu by pak sloužily jako základ pro optimalizaci rozložeńı

bod̊u, přičemž by v daľśıch kroćıch byly aplikovány přesněǰśı a výpočetně náročněǰśı metody

ćıleně na vybrané kĺıčové oblasti.

Takový postup by sice výrazně zvýšil komplexitu celé výpočetńı metodiky, a bez

automatizace by mohl být méně př́ıstupný pro běžného uživatele. Nicméně př́ınosem

by byla vyšš́ı přesnost a efektivita výpočtu bez nutnosti zvyšovat počet výchoźıch bod̊u

plošně. Doba výpočtu by se při výpočtech jednotlivých molekul pravděpodobně prodloužila

jen nevýrazně, nebot’ př́ınos lokálńı optimalizace výrazně převáž́ı nad časovými náklady

zp̊usobenými př́ıpravným výpočtem.

4.2.3 Srovnáńı metod pro výpočty pohybu jader

Podobně jako v př́ıpadě rozložeńı výpočetńıch bod̊u pro interpolaci potenciálových křivek

byla analyzována i hustota vrchol̊u na diskrétńı mř́ıžce pro Numerovovu metodu a

tř́ıbodovou aproximaci druhé derivace. U obou metod byly zkoumány dvě kĺıčové charak-

teristiky: chyba výsledku a časová složitost výpočtu.
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Obrázek 4.5: Závislost chyby výpočtu vibračńıch stav̊u na vzdálenosti mezi vrcholy diskrétńı
mř́ıžky: vlevo Numerovova metoda; vpravo tř́ıbodová aproximace druhé derivace
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V obou př́ıpadech se při fitováńı konvergence chyby podařilo nalézt přesnou mocninnou

závislost, která je v souladu s teoretickými předpoklady daných metod. Numerovova metoda

vykazuje čtvrtou mocninnou závislost chyby na vzdálenosti mezi sousedńımi body mř́ıžky,

což vyplývá z jej́ıho odvozeńı jakožto vylepšené metody druhého řádu, která využ́ıvá

konvolučńı korekce pro zvýšeńı přesnosti. Oproti tomu běžná tř́ıbodová aproximace druhé

derivace dosahuje pouze druhé mocninné závislosti, což odpov́ıdá jej́ı nižš́ı aproximačńı

přesnosti.

Na grafech lze pozorovat zakřiveńı na kraj́ıch závislost́ı. V oblasti velmi malých chyb

(tedy při vysoké hustotě bod̊u) docháźı k jejich umělému potlačeńı v d̊usledku zp̊usobu,

jakým je chyba vypoč́ıtávána — konkrétně použit́ım referenčńıho řešeńı, které samo o

sobě neńı absolutně přesné. Naproti tomu v oblasti velmi ř́ıdké mř́ıžky (větš́ı vzdálenosti

mezi body) se chyba často stává až řádově větš́ı než vlastńı hledané řešeńı, č́ımž ztráćı

fyzikálńı smysl a přesnost výpočtu je zcela nedostatečná.
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Obrázek 4.6: Závislost výpočetńıho času na počtu bod̊u diskrétńı mř́ıžky: vlevo Numerovova
metoda; vpravo tř́ıbodová aproximace druhé derivace

Z hlediska časové složitosti obě metody vykazuj́ı srovnatelný r̊ust výpočetńıho času s

rostoućım počtem bod̊u. Vzhledem k tomu, že obě metody vedou na řešeńı maticového

vlastńıho problému, je časová náročnost určena efektivitou použitých algoritmů pro řešeńı

těchto úloh (např. diagonalizace tridiagonálńıch matic). Při velmi malých počtech bod̊u je

však třeba vźıt v úvahu limit měřitelnosti — rozd́ıly v řádu milisekund již nejsou spolehlivě

interpretovatelné a výsledky časováńı mohou být zat́ıženy náhodným rozptylem.

Z hlediska poměru mezi dosaženou přesnost́ı a výpočetńı náročnost́ı se Numerovova

metoda jev́ı jako výhodněǰśı volba, zejména při požadavku na vyšš́ı přesnost vibračńıch

stav̊u s relativně omezeným počtem bod̊u.
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Závěr

Závěr

V této práci byla navržena a následně implementována výpočetńı metodika pro efektivńı

výpočet potenciálových křivek a vibračńıch stav̊u dvouatomových molekul. Výpočty

byly realizovány v jazyce Python s d̊urazem na transparentnost, modularitu a možnost

budoućıho rozš́ı̌reńı. V rámci této metodiky byly analyzovány a porovnány r̊uzné př́ıstupy

k výpočt̊um elektronové struktury, interpolaci potenciálových křivek a numerickému řešeńı

pohybu jader. Na základě těchto analýz byly formulovány současné limity navrženého

postupu i doporučeńı pro jeho daľśı rozvoj.

Výsledky ukázaly, že v rámci elektronové struktury dosahuje nejlepš́ı rovnováhy mezi

přesnost́ı a výpočetńı náročnost́ı metoda CCSD v kombinaci s báźı cc-pVQZ. Překvapivě

kvalitńıch výsledk̊u bylo možné dosáhnout i při použit́ı menš́ı báze cc-pVTZ, což otev́ırá

prostor pro efektivněǰśı výpočty u složitěǰśıch molekulárńıch systémů.

V oblasti numerického řešeńı rovnice pro pohyb jader byla potvrzena teoreticky

očekávaná mocninná závislost chyby na hustotě diskrétńı mř́ıžky. Konkrétně se ukázalo, že

Numerovova metoda konverguje se čtvrtou mocninou kroku, zat́ımco tř́ıbodová aproximace

druhé derivace pouze s druhou mocninou. Toto zjǐstěńı bylo potvrzeno jak na základě

empirických dat, tak porovnáńım časové složitosti obou př́ıstup̊u.

Důležitým zjǐstěńım je rovněž skutečnost, že v daném kontextu nehraje Rungeho

fenomén významnou roli. Přestože by se při použit́ı vyšš́ıch stupň̊u interpolace dalo

teoreticky očekávat zhoršeńı výsledk̊u v krajńıch oblastech, analýza ukázala, že při rozumné

volbě počtu uzlových bod̊u a jejich rozložeńı ke kmitavému chováńı interpolantu nedocháźı.

Dı́ky tomu je možné bez výrazněǰśıch obav využ́ıvat pokročileǰśı metody interpolace,

které poskytuj́ı hladš́ı a přesněǰśı popis potenciálové křivky než lineárńı nebo kvadratická

aproximace.

Daľśı směřováńı vývoje této metodiky může zahrnovat zejména optimalizaci rozložeńı

výpočetńıch bod̊u podél potenciálové křivky. Ćılem je sńıžit jejich počet bez ztráty přesnosti,

což si pravděpodobně vyžádá zapojeńı v́ıce kvantově chemických výpočt̊u — např. využit́ı

levněǰśı metody k hrubému zmapováńı potenciálu a následné ćılené použit́ı výpočetně

náročněǰśıch metod v oblastech kĺıčových pro vibračńı dynamiku (např. kolem energetického

minima nebo v bĺızkosti disociace). Takový př́ıstup sice zvyšuje složitost celé metodiky a

vyžaduje částečnou automatizaci, nicméně může výrazně přispět ke zvýšeńı přesnosti i

výpočetńı efektivity.

Veškerý zdrojový kód vytvořený v rámci této práce je volně dostupný v repozitáři Git,

jehož odkaz je uveden zde.
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A Vizualizace potenciálových křivek
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Obrázek A.1: Kvadratická a lineárńı interpolace, 6 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.2: Kvadratická a lineárńı interpolace, 9 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.3: Kvadratická a lineárńı interpolace, 12 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.4: Kvadratická a lineárńı interpolace, 15 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.5: Kvadratická a lineárńı interpolace, 18 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.6: Kvadratická a lineárńı interpolace, 21 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.7: Kvadratická a lineárńı interpolace, 24 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.8: Kvadratická a lineárńı interpolace, 27 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.9: Kvadratická a lineárńı interpolace, 30 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.10: Kvadratická a lineárńı interpolace, 35 výchoźıch hodnot

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Vzdálenost (Å)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

En
er

gi
e 

(e
V)

Kubická spline interpolace
Výchozí hodnoty

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Vzdálenost (Å)

0

1

2

3

4

5

6

7

8
En

er
gi

e 
(e

V)

Kubická spline interpolace
Výchozí hodnoty

Obrázek A.11: Kvadratická a lineárńı interpolace, 40 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.12: Kvadratická a lineárńı interpolace, 45 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.13: Kvadratická a lineárńı interpolace, 50 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.14: Kvadratická a lineárńı interpolace, 60 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.15: Kvadratická a lineárńı interpolace, 70 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.16: Kvadratická a lineárńı interpolace, 80 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.17: Kvadratická a lineárńı interpolace, 90 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.18: Kvadratická a lineárńı interpolace, 10 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.19: Kvadratická a lineárńı interpolace, 150 výchoźıch hodnot
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Obrázek A.20: Kvadratická a lineárńı interpolace, 200 výchoźıch hodnot
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