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Anotace

Prace prozkoumavé vlastnosti prostorovych korelaci modelii gravitaéniho pole Mésice GL1500E a
RFM_2519 v oblastech vysin, nizin a South Pole-Aitken Basin. Dalsi cil spo¢iva v navrzeni a
implementaci globalniho modelu povrchové hustoty. Pro jeho tGc¢ely jsou numerickymi experimenty
zjistény ortogonalni vlastnosti nékterych potencidlné vyuzitelnych béazovych funkci slouzicich
k popisu hustoty. Porovnanim se stavajicimi modely hustoty je umoznén piiblizny odhad mnozstvi
hmoty obsazenych Vv podpovrchovych strukturach nezaznamenanych globalnim modelem. Zaroven je
poukdzano na vliv téchto nerovnomérnosti na vypoctené korelacni koeficienty.

Klicova slova
gravitacni pole Mésice, sféricky harmonicky rozvoj, odhad hustoty, GL1500E, RFM_2519

Annotation

This work investigates the properties of the spatial correlations of the lunar gravity field models
GL1500E and RFM_2519 in the highlands, lowlands and South Pole-Aitken Basin regions. Another
objective is to propose and implement a global surface density model. For its purpose, orthogonal
properties of some potentially useful basis functions used to describe the density are determined by
numerical experiments. By comparison with existing density models, it is possible to roughly
estimate the amount of mass contained in subsurface structures not recognized by the global model.
The influence of these non-uniformities on the calculated correlation coefficients is pointed out.
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Uvob

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze gravita¢ni pole planetarnich téles predstavuje stejnorodou entitu.
Ve skutecnosti se vyskytuji drobné gravitatni anomalie. Pravé ty ndm umoziuji nahlédnout do
ukrytych, podpovrchovych vlastnosti téles.

Prohlubujici se porozuméni vnitini struktury Mé¢sice a jeho davnému tepelnému vyvoji poskytuje
jedinecnou piilezitost k porozuméni vzniku slunecni soustavy. Mezi klicové cesty pro postupné
odhalovani tajemstvi ddvného souputnika Zem¢ fadime gravimetrii [1]. Detailni data obdrzena diky
druzicovym misim uskute¢nénym v poslednich desetiletich vedla k zasadnimu zptesnéni stavajicich
znalosti a umoznuji v kombinaci s matematickym modelovanim ptedvidat jevy dosud ukryté pod
povrchem Mg¢sice. [2]

StéZejni cil této prace spociva v analyze gravitanich poli Mésice popsanych modelem GL1500E
zalozeného na gravimetrickych datech poskytnutych dvojici druzic GRAIL a modelem RFM_2519
generovaného topografii mési¢niho povrchu. Na rozdil od hojné vyuzivanych tzv. spektralnich korelaci
[napt. 3] metoda prostorovych korelaci vyuzitd v této praci umoziluje vypocet omezit na specifické
lokality na mési¢nim povrchu a zachycuje tak informace poskytnuté riznorodymi geofyzikalnimi
charakteristikami oblasti.

Za celem poskytnout diikladnéj$i porozuméni zakladnich vlastnosti jednotlivych prostorovych oblasti
je v této praci uréen model hustoty zalozeny na globalnich podminkach pro chovani hustoty. Nasleduje
porovnani vysledkll s jiz existujicimi modely hustoty, které v idedlnim ptipadé¢ umozni provéftit
divéryhodnost u¢inénych predpokladi.

V prvni kapitole stru¢né¢ odvodime rozvoj gravitaéniho potencidlu do fady sférickych harmonickych
funkci. Ve druhé kapitole se seznamime s modely gravita¢niho pole vyuzitymi v této praci. Podobnosti
gravitaniho pole generovaného dvéma riznymi modely je vénovéna tfeti kapitola. Nasleduje popis
navrzeného odhadu hustoty a jeho implementace. Obdrzené vysledky jsou pfedmétem kapitoly 5.
Doplnujici materialy tykajici se vyuZzitého matematického aparatu a ¢astem programového kodu najde
Ctenaf v dodatcich.



1 ROzVOJ GRAVITACNIHO POTENCIALU DO RADY SFERICKYCH
HARMONICKYCH FUNKCI

Pomoci experimentalnich méteni gravitacniho pole nebo jeho odhadu na zaklad¢ znalosti topografie
télesa stanovujeme konstanty, tj. sférické harmonické koeficienty, popisujici nékteré fyzikalni
vlastnosti télesa specifikované sférickym harmonickym stupném n a fadem m [4]. Tyto konstanty
nazyvame také spektrem gravita¢niho potencialu. Odhadnuty model gravitaéniho pole umoznuje
vypocet gravitaéniho potencialu v dal$ich bodech prostoru [5].

Tato sekce poskytuje stru¢ny prehled odvozeni rozvoje gravitatniho potencidlu obecného télesa vné
nejmensi Brillouinovy sféry a jeho prostorovych derivaci do fady sférickych harmonickych funkei.
Poukazuje tak na jeho zasadni vlastnosti vyuzité ve zbytku prace.

1.1 Odvozeni rozvoje gravitaCniho potencialu do rady sférickych
harmonickych funkci

Rozvoj gravitacniho potencidlu do tady sférickych harmonickych funkci vychazi z Newtonova
integralu. VyuzZijeme sférické soufadnice, kde 2 zastupuje sférickou délku a Sitku a r vyjadiuje
vzdalenost od pocatku souradnicového systému leziciho zpravidla v tézisti zkoumaného télesa. Podle
Newtonova integralu vypocitame gravitacni potencial obecného télesa V (7, 2) v bod€ o soutadnicich
7, ) pomoci integralu pies v§echny body télesa:

h(2')

B p(r', 2" 2dr )
V(r,0) = ffll(rﬂrﬂ)l dr'd’, (1.1)

or r'=
kde p(r,0°) oznaCuje hustotu vbodé o souradnlclch r, 0N a I(r, 2,7, Q") predstavuje vektor
vzdalenosti mezi body r, 2 ar’, . G oznacuje Newtonovu gravitacni konstantu a h(£2") vysku terénu
pro dané Q'

Vyss§i z hodnot 7, r* oznac¢ime r., a nizsi r.. Sféricka vzdalenost bodl 2, 2’ na sféfe o jednotkovém
poloméru bude oznacovéana 6. Pomoci vytvorujici funkce Legendreovych polynoma 1. druhu lze
vyjadfit ptevracenou hodnotu velikosti vektoru 1(r, 2,7, 2°) [6, s. 743]:

1 _ 1 - r< n
NG, 2,7, 07| _ZZO(E> P, (cos ) . (1.2)

Ptedpokladejme, ze bod r, 2 lezi vné nejmensi Brillouinovy sféry. Pak 1ze upravit rovnost (1.1) do

tvaru:
h(Q,) 1 © _rl n+1
V(ir,2) =G f f p(', 029 FZ <7> B,(cos 9)] r'2dr'dQ’ . (1.3)
Qr r'=0 n=0




Zavedeme libovolné parametry R v jednotkach vzdalenosti a M v jednotkach hmotnosti. Parametr M je
zpravidla roven hmotnosti télesa. Pro gravitaéni potencial tak s vyuzitim souétové véty (8.15)
ziskavame sféricky harmonicky rozvoj:

GM ~ ~ /R\""'_ _
V(r,0) == Z Z (;) Coom Vo (D), (1.4)
n=0m=-n
h(2"
— 1 —
= "0’ N oAI+2 30l A0 (1.5)
Q1 r’'=0

Koeficienty En,m predstavuji pro kazdy sféricky harmonicky stupen n a fad m konstanty definované
fyzikalnimi vlastnostmi télesa.

1.2 Vlastnosti rozvoje gravitacniho potencialu do rady sférickych
harmonickych funkei

Vypoclet gravitacniho potencidlu a jeho prostorovych derivaci neni ovlivnén volbou parametrit R a M.
Zaruka konvergence sférického harmonického rozvoje zalezi na tom, zda se bod r, 2 nachazi vné
nejmensi Brillouinovy sféry. Bylo ukézano, Ze uplatnéni vzorce (1.4) pod nejmensi Brilouinovou
sférou neptinasi realistické vysledky [7].

Dosazeni piislusnych hodnot sférického harmonického stupné a fadu do vzorce (1.5) poskytuje
informaci o fyzikalnich vlastnostech télesa odpovidajici pfisluSnym sférickym harmonickym
koeﬁcientﬁm Jestlize je M rovno hmotnosti télesa, pak Eoo =1. Hodnoty koeficient El 1) Elo a

Vv

Vsechny koeficienty C1 1, 610 a 611 nabyvaji nulovych hodnot soucasné, pokud se pocatek

Vv oew

soufadnicové soustavy nachazi v tézisti télesa. [5]

Rozvoj gravitatniho potencidlu vné nejmensSi Brillouinovy sféry umoZiiuje odvodit vzorce pro
prostorové derivace gravitaéniho potenciélu z nichz zbytek prace vyuziva prvni tfi radialni derivace:

or Z Z ( ) (”+1) Crn Yom (), (1.6)

n=0m=-n
gr‘; -5 Z z”: ( > (” +1) (n+2) Com Yrm (), (1.7)
n=0m=-n
ng = 2 Z ( ) (n +D+2)(n+3)C,, Ynm(@). (18)

n=0ms=
ProtoZe priivodi€ r roste se Vzdalenost1 od pocatku soufadnicového systému, nabyvaji liché derivace

opacnych hodnot vici disledkiim konvence, kde je derivace vypocitdna vic¢i rozméru rostoucimu
smérem k tézisti télesa.



2 MODELY GRAVITACNIHO POLE

Stérické harmonické koeficienty jsou odhadovany z experimentalnich méfenich. Proces jejich odhadu
nazyvame sférickd harmonickd analyza a mnozina vSech odhadnutych koeficientd tvofi model
gravita¢niho pole t€lesa [8]. Maximalni sféricky harmonicky stupen, pro néjz stanovujeme hodnoty
koeficientd, odpovida rozliseni modelu [5]. Poc¢atek soufadnicového systému byva zpravidla definovan

vvvvv

prostorovych derivaci [8].

Pro koeficienty vysSsiho sférického harmonického stupné n dochazi k vétSimu zatizeni
experimentalnich dat chybou méfeni. Byva proto definovano tzv. Kaulovo pravidlo, jez specifikuje
pozadované ptiblizné hodnoty sférickych harmonickych koeficienti od ur€itého stupné. [9]

2.1 RozlisSeni modelu gravitacniho pole

Pro aproximaci vypoctu gravitatniho potencidlu a jeho derivaci omezujeme maximdlni vyuZzity
sféricky harmonicky stupeni. Je tak ddno rozliSeni modelu gravita¢niho pole. RozliSeni budu oznacovat
Y, uvadéno mize byt ve sférické vzdalenosti na jednotkové sféfe nebo na sféfe o poloméru r. Mensi
hodnoty w odpovidaji podrobnéjsimu rozliSeni. Uvadim dva zplsoby stanoveni rozliSeni, oba
vyjadiené na jednotkové sfére.

Prvni metoda je zaloZena na poctu nulovych bodi na rovniku. Tento pocet je stanoven pro tu sférickou
harmonickou funkci v rozvoji gravita¢niho potencialu a jeho derivaci, pro kterou je téchto nulovych
bodt nejvice. Rozliseni Y, je pak dano:

I

Y1 = (2.1)

nmax .
Druhy postup vyuziva ve sférické vzdalenosti vyjadieny pramér takoveé kulové tsece, pro niz plati, ze
pomér celé sféry vici jejimu povrchu je roven poctu ¢lenl rozvoje gravitaéniho potencialu. Pro
rozliSeni y, dostavame:
) 1
l,lJZ = 4 arcsin (W) . (22)

Jestlize budu nanaset hodnoty gravitaéniho potencialu nebo jeho derivaci do mapy, pak budu volit
rozliSeni v souladu se vzorcem (2.1).

Tabulka 2.1 uvadi rozliSeni v zavislosti na maximalnim pouzitém sférickym harmonickym stupni.
Prvni dvojice fadku vyjadfuje rozliSeni ve stupnich na jednotkové sféfe, druha dvojice v km na
nejmensi Brillouinové sféte R, Jeji hodnota pro M¢sic je 1 748,2 km [10].
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ROZLISENi MODELU GRAVITACNIHO POLE
L MAXIMALNI SFERICKY HARMONICKY STUPEN
DEFINICE ROZLISENI
30 50 90 360 400 720 1500
1) 6.000 3.600 2.000 0.500 0.450 0.250 0.120
¥, (°) 7.394 4.494 2.519 0.635 0.572 0.318 0.153
Y1 %R g, (km) 183.071| 109.843| 61.024| 15.256| 13.730 7.628 3.661
2% R, (km) 225.613| 137.123| 76.846| 19.371| 17.438 9.699 4.659

Tabulka 2.1: Rozli$eni modelu gravita¢niho pole pro maximdlni sféricky harmonicky stupeii pro maximalni sférické
harmonické stupné 30, 50, 90, 360, 400, 720 a 1500.

2.2 Vyuzité modely gravita¢niho pole

Tato prace vyuziva modely gravitacniho pole Mésice vné nejmensi Brillouinovy sféry GL1500E [11]
odvozeny z méfeni gravitaéniho pole Mésice pomoci druzice GRAIL a RFM_2519 [12] generovany
topografii Mésice namétenou druzici LRO.

2.2.1 Model GL1500E

Mise GRAIL (Gravity Recovery and Interior Laboratory) sestavala z dvojice druzic GRAIL-A a
GRAIL-B a odstartovala na ob&éznou drahu Zemé 10. zafi 2011 [13]. Cilem mise bylo zmapovat
gravita¢ni pole M¢sice, a to jak na pfivracené, tak odvracené stran¢. Ob¢ druzice byly vybaveny LGRS
(Lunar Gravity Ranging System) za ucelem piesného méteni vzdalenost mezi druzicemi GRAIL-A a
GRAIL-B [14]. Ziskané vysledky mély vést k lepSimu porozuméni vnitini struktury Mésice a jeho

vvvvvv

znalosti o gravitaénim poli Mésice [15].

Tabulka 2.2 uvadi zakladni charakteristiky modelu GL1500E. Veli¢ina Nmax 0znacuje nejvyssi sféricky
harmonicky stupefi sférickych harmonickych koeficientd a n"yi, predstavuje nejnizsi stupefi
podrzizujici se Kaulovu pravidlu. Kaulovo pravidlo bylo nastaveno za pifedpokladu spolehlivosti
modelu pro r =1 738 km a nemusi proto reprezentovat realisticka kritéria pro sférické harmonické
koeficienty [7].

Gravita¢ni potencidl a jeho prvni, druhd a tieti radidlni derivace byly syntetizovany s vyuZitim
programu specializovaného na sférickou harmonickou syntézu zavedeného v [16]. Vypocet probihal
pro sférické harmonické stupné v rozmezi od 2 do 720. Pruvodi¢ r byl nastaven na polomér nejmensi
Brillouinovy sféry. K zobrazeni dat byl vyuzit program Generic Mapping Tools (GMT) [17].
Gravitacni potencial je znazornén na obrazku 2.1. Jeho radialni derivace znazornuji obrazky 9.1 — 9.3.
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GL1500E
VELICINA JEDNOTKA HODNOTA

GM 10”m’s™ 4.903
R km 1738.000
N max - 1500
n“ . - 701
Kaulovo pravidlo 8x 10" 8.000
Y, ° 0.120
Y2 ° 0.153
Yq1xRpg km 3.661
U, X Ry, km 4.659

Tabulka 2.2: Zakladni charakteristiky modelu gravita¢niho pole Mésice GL1500E.

—90° - | i

180° 210° 240° 270" 300" 330° 0° 30" 60° 90° 120° 150" 180°
m I : 1 I ] : I _:l I i I T m2 S—Q
-800 -600 —400 -200 0 200 400 600 800

Obrazek 2.1: Gravita¢ni potencial vypocitany z modelu GL1500E s pouzitim sférickych harmonickych stupiit 2 < n <
720 pror = 1 748,2 km. Data lze interpretovat jako anomalii gravitacniho potencialu.

Nejvyssi hodnoty gravitaéniho potencidlu na zdkladé modelu GL1500E vychazi v oblasti vySin na
odvracené stran¢ Mésice a nizin na pfivracené strané. Nejniz§i obdrZzené hodnoty koresponduji
s oblastmi v blizkosti severniho a jizniho pdlu, a zvlasté s kraterem South Pole-Aitken Basin, jenz se
nachazi se na jihu odvracené strany. Zhruba opacné charakteristiky vykazuje prvni radidlni derivace
gravitacniho potencidlu, a to diky rtstu priivodi¢e r smérem od pocatku soutfadnicové soustavy. Pro
vys$i derivace prestavaji byt tyto jevy patrné a projevuje se vyrazna prostorova promeénlivost veli¢in
Vv oblasti vysin.
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2.2.2 Model RFM_2519

Druzice LRO (Lunar Reconnaissance Orbiter) obiha Mésic od roku 2009 [18]. Mezi cile mise patii
poskytnuti detailni topografické mapy meési¢niho povrchu. Druzice je vybavena senzorem LOLA
(Lunar Orbiter Laser Altimeter) slouzicim k méfeni své vySky nad povrchem M¢sice, kterd ¢ini
ptiblizné 50 km [19].

Obrazek 2.2 znazorfiuyje mapu mési¢niho povrchu. Hodnoty jsou nanaSeny v intervalech 2°
planetocentrické délky a sitky.

90° 1

k'
o

= - LA g
B

_90° =
180° 210° 240° 270 300" 330° 0° 30° 60° 90° 120" 150° 180°
m =T i == == ; T lj::- I =T I == : km

i
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Obrazek 2.2: Topograficka mapa Mésice. Hodnoty jsou nanaseny v intervalech 2° planetocentrické délky a Sitky.

Zakladni charakteristiky modelu RFM_2519 jsou uvadi tabulka 2.3. Model vyuZiva data o topografii
Mésice a je predpokladana konstantni hustota p = 2 550 kg m=.

Syntéza gravita¢niho potencidlu z modelu RFM_ 2519 byla provedena pro r rovno poloméru nejmensi
Brillouinovy sféry a sféricky harmonicky stupeti od 1 do 720. Vzhledem ktomu, ze sférické
harmonické koeficienty stupné 1 jsou v modelu GL1500E nulové, je mozné obrazky 2.1 a 2.3
porovnat. Vyssi radialni derivace gravitaéniho potencidlu jsou uvedeny na obrazcich 9.4— 9.6
Vv ptilohéch.
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RFM_2519
VELICINA JEDNOTKA HODNOTA
GM 10”m’s™ 4.903
R km 1748.200
N max - 2519
P kgm‘3 2550
Y, ° 0.071
Iy ° 0.091
Y1%xRg km 2.180
W, x Rg, km 2.775

Tabulka 2.3: Zakladni charakteristiky modelu gravitaéniho pole Mésice RFM_2519. Veli¢ina p oznacuje konstantni hustotu
predpokladanou modelem.

90°

60°

30°

~90° - S — S - :
180° 210° 240° 270° 300° 330° 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
I 2 2

-3000 —-2000 —-1000 0 1000 2000 3000

Obrazek 2.3: Gravitacni potencial vypocitany z modelu RFM_2519 s pouzitim sférickych harmonickych stupniit 1 < n <
720 pror = 1748,2 km.
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3 KORELACE MODELU GRAVITACNIHO POLE

3.1 Metody vypoctu korelace

Z porovnani gravitacniho potencidlu a jeho prvnich 3 radidlnich derivaci generovanych modely
GL1500E a RFM 2519 je patrné jejich neshoda. K popisu podobnosti gravita¢niho potencidlu a jeho
radialnich derivaci budu pouzivat jejich prostorové vypocitany korelacni koeficient (viz dodatek 8.2).

Charakteristiky rznych oblasti na povrchu M¢sice se mohou odliSovat a s nim i korelace riznych
modell gravitacniho pole. Pro vypocet korelacnich koeficient byly vybrany oblasti uvedené v tabulce
3.1. Hranice oblasti jsou definovany pomoci sférickych soufadnic omezujici nejzépadné;jsi,
nejvychodnéjsi, nejjiznéjsi a nejsevernéjsi body. VSechny body nachazejici se mezi t€émito hranicemi
jsou povazovany za soucast zkoumané oblasti.

Gravitacni potencial generovany modely GL1500E a RFM_ 2519 a jeho prvni az treti radialni derivace
byly vypocitany pro sférické harmonické stupné n,,;,, < n < 1500, kde minimalni stupei n,,;,
nabyva hodnot 1, 25, 75, 100, 150, 200, ..., 1 450. Protoze hodnota korela¢niho koeficientu nezalezi
na vzajemném posunu polohy zkoumanych veli¢in, vypocet neprobéhl pro n,,;,, = 0. Vysledky jsou
uvadény odde¢lené pro n,,;, Vv intervalech 50 (resp. 49) s maximalni hodnotou 1450 a 25 (resp. 24)
s maximalni hodnotou 100. Hodnoty byly vypocitavany v pravidelnych intervalech 0,12°
planetocentrické délky a Sitky, v souladu s tabulkou 2.1. Hodnota r byla nastavena na 1 748,2 km.

OBLASTI PRO VYPOCET KORELACE MODELU GL1500E A RFM_2519
HRANICE OBLASTI (°)
OBLAST POVRCH
Az Av P Ps
Globalni -179.94 179.94 -89.94 89.94 100.00%
Vysiny -179.94 -120.06 -15.06 45.06 8.08%
Niziny -89.94 30.06 14.94 60.06 10.18%
South Pole-Aitken Basin 149.94 -119.94 -85.02 -30.06 6.22%

Tabulka 3.1: Oblasti vybrané pro vypocet korelacnich koeficienti modeld gravitaéniho pole GL1500E s RFM_2519.
Hodnoty 4, Ay, ¢;, @s vyjadiuji ve stupnich postupné zipadni, vychodni, jizni a severni hranici vybranych oblasti.
Hodnoty jsou uvedeny v planetocentrické Sitce a délce, zaporné hodnoty odpovidaji zapadni délce, resp. jizni Sifce. Povrch
oblasti je uveden v jednotkach celkového povrchu Mésice.
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3.2 Vysledky korelace

Korela¢ni koeficienty vypocitané v globalni oblasti jsou zobrazeny na obrazku 3.2%. ProtoZe zkoumané
vlastnosti Mésice mohou zélezet na oblasti, v niZ je vypocet proveden, globaln¢ vypocitany korelacni
koeficient nemusi pro kazdou oblast vyjadfovat jeji realné vlastnosti.

Globalni korelace
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Obrazek 3.1: Globalné vypocitany korelacni koeficient mezi modely GL1500E a RFM 2519 pro minimalni sféricky
harmonicky stupeni 1, 50, 100, ..., 1450. Gravitacni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné erné,
Cervené, zelené a modré kiivce.

cvwr

Pro minimalni sféricky harmonicky stupen n,,;, v rozmezi od 1 do ptiblizn¢ 50 je korelace nejnizsi pro
nizké derivace gravitatniho potencidlu a hodnoty rostou s n,,;,. Pii n,,;, dostate¢n¢ vysokém, aby
byly korelacni koeficienty blizké 1, je korelace pro nizké derivace gravita¢niho potencidlu naopak
nejvyssi.

Od vysokého minimalniho sférického harmonického stupné dochézi k poklesu korela¢nich koeficientt.
Pro gravitacni potencial a jeho rizné radialni derivace se tento stupen odliSuje. Korela¢ni koeficienty
gravitacniho potencialu nabyvaji hodnot blizkych 1 az do n,,;, = 500, s hodnotou pftiblizn¢ 0,984.

v

Pro vyssi derivace gravitacniho potencidlu dochazi k poklesu korelace drive.

Korelacni koeficient nabyva v oblasti vySin ve srovnadni s ostatnimi oblastmi vysokych hodnot v celém
spektru n,,;, a pokles je mirn€j$i. Dochazi k naristu nizkych korelaci pro 1 < n,;;, < 100, podobné
jako v ostatnich oblastech.

! Grafy korelagnich koeficientti v této sekci pro 1 < 1y, < 100 Ize dohledat v prilohach (obrazky 9.7 — 9.10).
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Korelace v oblasti vysin
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Obrazek 3.2: Korelaéni koeficient mezi modely GL1500E a RFM 2519 v oblasti vySin pro minimalni sféricky harmonicky
stupen 1, 50, 100, ..., 1450. Gravitaéni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné ¢erné, Cervené,
zelené a modré kiivce.

Korelace v oblasti South Pole-Aitken Basin
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Obrazek 3.3: Korelaéni koeficient mezi modely GL1500E a RFM 2519 v oblasti South Pole-Aitken Basin pro minimalni
sféricky harmonicky stupen 1, 50, 100, ..., 1 450. Gravita¢ni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné
Cerné, Cervené, zelené a modré kiivce.

Pribéh korelace v oblasti South Pole-Aitken Basin se podoba korelaci v globalni oblasti a vySinach a
jeji mira se nachdzi zpravidla mezi hodnotami v téchto oblastech. Rozdilem je, Ze pro n,;, =1
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vychézi nejmensi korelacni koeficient pro prvni radidlni derivaci gravitacniho potencialu, a nikoliv pro
samotny gravitacni potencial. Anomalie vymizi pro n,,;,, = 25.

Oblast nizin vykazuje ze zkoumanych oblasti nejnizsi korelace. Pro n,,;;;, = 1 je korelace gravitacniho
potencialu 1 jeho prvni radialni derivace zaporna. Vysokych hodnot korelace je dosazeno az pro
Nmin = 250. Pokles korelaci nastava pfi nizSich minimalnich sférickych harmonickych stupnich nez
Vv ostatnich oblastech.

Korelace v oblasti nizin
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Obrazek 3.4: Korela¢ni koeficient mezi modely GL1500E a RFM_2519 v oblasti niZin pro minimalni sféricky harmonicky
stupen 1, 50, 100, ..., 1 450. Gravita¢ni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné Cerné, Cervené,
zelené a modré kiivce.

3.3 Puvod vlastnosti korelace

MozZnymi pti¢inami neshod mezi modely GL1500E a RFM_2519 vyjadienych korelaénimi koeficienty
jsou nerovnomérné rozlozeni hmoty pod povrchem Mésice, neptesnosti sférickych harmonickych
koeficientii a Kaulovo pravidlo aplikované v modelu GL1500E od stupné 701. Piedpokladam, ze jsou
zminéné nepiesnosti pro hodnoty 1 < n,,;, S 250 zanedbatelné. Pak dochézi k neshodé¢ modelti pro
tyto hodnoty Npin Z ditvodu predpokladu konstantni hustoty 2 550 kg m™ v modelu RFM_2519. Data
proto naznacuji, ze existuji struktury pod povrchem M¢sice, jejichZ hustota se odliSuje od hustoty
okolniho prostiedi.

Za priicinu poklesu korelace pro n,,;, = 400 povazuji nepiesnosti sférickych harmonickych
koeficientd zatéZujici obdrzena data a Kaulovo pravidlo uplatnéné od n = 701. Korelaéni koeficienty
vysSich radialnich derivaci gravitatniho potencialu zde nabyvaji nizSich hodnot. Domnivam se, ze
pti¢inou jevu je faktor (n+ 1) X (n+ 2) X -+ X (n+ k) vrozvoji k-t¢ derivace pomoci fady
sférickych harmonickych funkci, ktery pfifazuje vyssi vyznam sférickym harmonickym koeficientim
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vys$iho stupné, a to ve vétsi mife pro vyssi K. Je tak vysvétlen i opaény jev pro 1 < np,in S 25, kde
nejvyssich hodnot zpravidla nabyvaji nejvyssi derivace a korelace s rostoucim N, roste.

Nabizi se mnoho moznych vysvétleni neshod chovani korelaci v riznych prostorovych oblastech.
Vyznam mohou mit piipadné vyzna¢né nerovnomérnosti v hustoté pod povrchem télesa. Role
topografie nabyva vétsiho vyznamu pro sférické harmonické koeficienty vyssiho stupné. Prostorové
mefitko vyskytujicich se nerovnomérnosti v hustot¢ muze s rostoucim sférickym harmonickym
stupném postupné vice prevysSovat rozliSeni odpovidajici tomuto sférickému harmonickému stupni.
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4 MODEL HUSTOTY

V ramci této prace byla dale vyvinuta metoda pro vypocet odhadu hustoty a aplikovana za tGcelem
zjisténi platnosti ¢i neplatnosti zavedenych globalnich podminek popisujicich chovani hustoty. Nebyl
uplatnén filtr v zadné oblasti spektra gravitacniho potencialu, jako napt. v [20]. Tim je umoznéno
aplikovani globalnich omezeni pro chovani hustoty, aniz by byl uc¢inén predpoklad o vyskytu jejich
nerovnomérnosti v konkrétnich prostorovych oblastech. Vysledek je pak mozné porovnat s dalSimi
modely hustoty a odhadnout tak, do jaké miry je chovani modelti gravita¢niho pole (sekce 3)
ovlivnéno lokdlnimi podpovrchovymi nerovnomérnostmi hustoty nezaznamenanymi globalnimi
piedpisy jejiho chovani.

Uloha hledani hustoty v jednotlivjch bodech obecného télesa na zakladé znamych sférickych
harmonickych koeficientli je nejednoznacna. Z toho divodu je nutné zvolit podminky, které omezuji
mnozinu v§ech moznych rozlozeni hmoty a umoziuji tak dosdhnout kyzené¢ho odhadu hustoty. [21]
V hustotném modelu byly proto uplatnény piedpoklady popsané v sekci 4.1.

4.1 Predpis chovani hustoty

Hustotu v kazdém bod¢ popiSeme jako soucet dvou slozek u(r), popisujici o¢ekavanou hustotu pro
kazdou hodnotu r, a p‘(r, 2), vyjadiujici odchylku hustoty od p(r) v konkrétnim bodé.

p(r,2) = pu(r) +p'(r,2) (4.1)

Hustota p‘(r, 2) byla odhadnuta pomoci sférického harmonického rozvoje zajist'ujiciho, aby popsané
anomalie hustoty za zavedené aproximace topografie jako sféry po poloméru 7, vysvétlovaly neshodu

Es,m mezi modely gravita¢niho pole GL1500E a RFM_2519.

Nmax

(r ) = z z RnM(2n+12)n(fgn+3)r EZm_nm(-Q) 4.2)

n=1 m=

Jestlize je ptipuSténa moznost, kde hustota v kazdém bod¢ implikuje vyskyt podobné hustoty
v okolnim prosttedi a naopak, pak je potieba nahradit sférické harmonické funkce ve vzorci (4.2)
jinymi bazovymi funkcemi. Ortogonalita garantujici predpovédi hustoty odpovidajici neshodé modeld
gravitacniho pole, proto pfestava platit. ZjiSténé naruSeni ortogonalnich vlastnosti pouZzitych funkci
poskytuje informaci o divéryhodnosti modelu hustoty pro dany maximalni sféricky harmonicky
stupenl Ny, 4. Numerickym experimentiim a teoretickym vypocétim s cilem analyzy vyznamu téchto
jevi na predpovédi modelu hustoty je vénovan dodatek 8.3. Dal§i omezeni pro maximalni sféricky
harmonicky stupen odhadu hustoty je mozné definovat pomoci chovani sily signalu ze sekce (4.2).

4.2 Sila signalu ¢lentd rozvoje hustoty

Pro nizsi hodnoty r 1ze ocekavat pokles sily signalu pro odhad p‘(r, 2). K vyhodnoceni sily signalu
S, (1) ¢lent danych sférickych harmonickych stupiii ve vzorci (4.2) na vyslednou hustotu bylo vyuZzito
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odmocniny z aritmetického praméru ¢tverci koeficientt v rozvoji hustoty stejného stupné n. Metoda je
analogicka napt. k [22].

1
n =

z ( nm)zr (4.3)

m=—n

S,.(r) = ( )n(z +3)0V2n+1

2n+3

Ovéteni poklesu odhadu hustoty s hloubkou pod povrchem Mésice zplusobené matematickymi
vlastnostmi vzorce (4.2) se uskutecnilo pro r = 1720,1700 a 1650 km. Za ucelem moznosti

porovnani obdrzenych hodnot vypocet probéhl i pro r = r, = 1737,4 km. Potvrzuje se pokles
odhadu hustoty pro nizsi volbu r. Jev je jednoznacné patrny od sférického harmonického stupné 5.

S vyjimkou r = 1 737,4 km hodnoty klesaji v celé oblasti 1 < n < 850. Proto byl model hustoty
implementovan pro stiedni sféru r = r, = 1737,4 km [10].

Sila signalu stupnti podle hloubky
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Obrazek 4.1: Sila signalu Sy(r) pro jednotlivé sférické harmonické stupné v rozmezi 1 < n < 100. Privodi¢ r byl nastaven
nal 737,4 km (Cervené), 1 700 km (zelen¢), 1 700 km (modie) a 1 650 km (fialové).

4.3 Ur¢eni koeficienti modelu hustoty

Implementace vzorce (4.2) vyzaduje odecteni sférickych harmonickych koeficienti modelit GL1500E
a RFM 2519. Pied odectenim byly parametry R koeficientd obou modelti nastaveny na stejnou
hodnotu 1 748,2 km. Prob¢&hla moznost odlisné volby hustoty u(ry) nez predpokladané modelem
RFM_2519. Koeficienty modelu RFM 2519 byly vynasobeny pomérem nové stanovené hustoty a
predpokladané konstantni hustoty 2 550 kg m™,
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Vypocet sily signalu pro odhad modelu hustoty pochézejici z jednotlivych sférickych harmonickych
stupiiti (4.3) pro odekéavanou hustotu u(r;) zvolenou postupné 2 540,6 kg m™ [12] a 2 550 kg m™ [3]
poukazuje na zanedbatelnost rozdilu vysledk obou voleb ocekavané hustoty (obrazek 4.2).

Predpokladdam proto, Ze hustota 2544 kgm™ [23] také nepfinasi odlisné vysledky. Vzhledem
Kk linearni zavislosti hustoty na u(r) ve vzorci (4.1) se vysledky model pro rtizné volby o¢ekavané

hustoty budou odliSovat piiblizné o rozdil volby u(r). Nasledujici vypocty byly provedeny pouze pro
u(ry) = 2550 kg m?.

Sila signalu stupnt pro odhad hustoty
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Obrazek 4.2: Sila signalu Sy(r) pro jednotlivé sférické harmonické stupné v rozmezi 1 < n < 850 za piedpokladu hustoty
2 550 kg m™ (Serveng) a 2 540,6 kg m™ (zeleng).

4.4 Syntéza z modelu hustoty

Pro snadnéjsi uplatnéni vzorce (4.2) k vypoctu hustoty byly jednotlivé ¢leny upraveny tak, aby mohl
byt pro vypocet vyuzit program slouZzici ke sférické harmonické syntéze gravitacniho potencialu a jeho
radidlnich derivaci. Po nastaveni Newtonovy gravitatni konstanty G = 6,6743 x 10711 m* kg s
byly koeficienty vzniklé rozdilem sférickych harmonickych koeficienti modeld GLI1500E a
RFM_ 2519 néasobeny piisluSnymi faktory.

Maximalni vyuzity sféricky harmonicky stupen odhadu hustoty byl nastaven na 30, 50 a 90 (viz
dodatek 8.3). Pro doplfiyjici vypocet byl hledan nejvyssi sféricky harmonicky stupefi, o kterém lze
ocekavat, ze nepresnosti zatézujici data a disledky nevhodné volby Kaulova pravidla jsou minimalni.
Sila signalu pochdzejici z jednotlivych sférickych harmonickych stupiii n klesé pro n < 400. Nejvyssi
z vyuzitych maximalnich stupni pro odhad hustoty proto omezuji na 400.
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5 VYSLEDKY MODELU HUSTOTY

Vsechny odhady hustoty byly ucinéna pro stiedni sféru r = 1737,4 km. Pro maximalni sféricky
harmonicky stupeni 400 byly obdrzeny hustoty na obrazcich 5.1 — 5.3. Primérna hustota se muze liSit
Vv zavislosti na volbé u(ry) ze vzorce (4.1). Vysoka hustota byla nalezena v oblasti South Pole-Aitken
Basin, zatimco o piiblizng 35 kg m™ podprimérna ve vysinach. Oblasti obklopujici impaktni kratery
vykazuji nizké hustoty. Obecné charakteristiky vysledkti modelu hustoty jsou tedy v souladu s [3] a
[12]. Zietelnost ocekavanych anomalii hustoty postupné vymizi se zvySujicim se nejmensim pouzitym
sférickym harmonickym stupném.
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Obrazek 5.1: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiid v rozmézi 1 < n < 400.
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Obrazek 5.2: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiid v rozmezi 20 < n < 400.
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Obrazek 5.3: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiid v rozmezi 50 < n < 400.

KORELACE MEZI HUSTOTOU A DERIVACEMI GRAVITACNIHO POTENCIALU
DERIVACE
n min
0 1 2 3

1 0.174 0.377 0.866 0.940

20 0.010 0.136 0.713 0.961

50 0.000 0.046 0.460 0.924

100 0.000 0.016 0.268 0.797

Tabulka 5.1: Korelace mezi hustotou a rozdilem gravitaéniho potencidlu nebo jeho radialnich derivaci mezi modely
GL1500E a RFM_2519. Maximalni sféricky harmonicky stupei je vzdy 400.

Byly vypocitany korela¢ni koeficienty mezi povrchovou hustotou obdrzenou z modelu hustoty
vyuzivajici sférické harmonické koeficienty az do stupné 400 a gravitacnim potencidlem a jeho prvni

az tfeti radialnimi derivacemi pro r = 1748,2 km. Pro liché derivace byly hodnoty vynasobeny

Podle ziskanych dat je korelace vétsi pro vyssi radialni derivace gravitatniho potencidlu. Vysledek se
shoduje s ofekavanim, nebot’ sféricky harmonicky rozvoj téchto derivaci piitazuje vétsi vyznam
koeficientiim korespondujicim s rozlozenim hmoty v oblastech blizkych povrchu télesa. Urceny model
hustoty proto povaZzuji za vhodnou reprezentaci vysledki pii zavedeném globalnim piedpokladu
chovani hustoty.

v

stupném. Vyjimkou je vétsi korelacni koeficient mezi hustotou a tieti radialni derivaci gravitaéniho
potencialu pro minimalni stupent 20 neZ pro stupeit 1. Potlaceni koeficientli stupné niz§iho nez 20

Mrwe

zaroven zapricinuje ztratu ofekavané vysoké hustoty v oblasti South Pole-Aitken Basin a impaktnich
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kraterech. Dale proto budu vyuzivat odhady hustoty od minimdlniho sférického harmonického
stupné 1.

Po omezeni maximdalniho sférického harmonického stupné na hodnoty 30, 50 a 90 byly obdrzeny
odhady hustoty na obrazcich 5.4 — 5.6. Znich byly vypocitany primérné hustoty v jednotlivych
oblastech. Pro oblast South Pole-Aitken Basin byly zvoleny kromé stavajicich hranic i nova ohraniceni
za ucelem zkoumat hustotu v bodech vzdalenéjSich od okraji oblasti, kde hustota nemusi byt
reprezentativni. Pro jednotlivé oblasti byly ziskany hodnoty v tabulce 5.3. Za miru nepfesnosti vypoctu
je mozno povazovat odchylku globalnich pramérnych hustot od 2 550 kg m=.
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Obrazek 5.4: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiiii v rozmezi 1 < n < 30.
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Obrazek 5.5: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiit v rozmezi 1 < n < 50.
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Obrazek 5.6: Odhad hustoty pro r = 1737,4 km s vyuzitim sférickych harmonickych stupiid v rozmezi 1 < n < 90.

HRANICE OBLASTI SOUTH POLE-AITKEN BASIN

HRANICE OBLASTI (°)
OBLAST POVRCH
y) i A \Y P ?s
South Pole-Aitken Basin A 150.30 -119.70 -85.50 -29.70 6.46%
South Pole-Aitken Basin B 170.10 -150.30 -85.50 -29.70 2.85%

Tabulka 5.2: Dvé rizna ohraniéeni oblasti South Pole-Aitken Basin. Nové definovana oblast je podmnoZzinou piivodni.

Format tabulky je stejny jako pro tabulku 3.1.

PRUMERNA HUSTOTA (kg m™)
MAXIMALNI SFERICKY HARMONICKY STUPEN
OBLAST

30 50 90 400
Globalni 2551.0 2551.0 2551.0 2550.8
Vysiny 2514.4 2514.1 2514.5 2514.9
Niziny 2564.4 2563.0 2563.1 2563.0
South Pole-Aitken Basin A 2582.4 2585.8 2586.0 2588.4
South Pole-Aitken Basin B 2593.6 2599.6 2598.5 2599.1

Tabulka 5.3: Praimérné hustoty v jednotlivych oblastech.

Ukazuje se, ze primérné hustoty v jednotlivych oblastech nejsou silné zavislé na nejvySsim pouzitym
sférickym harmonickym stupni. Nejvy$si priméma hustota tém&k 2 600 kg m™ byla odhadnuta v South
Pole-Aitken Basin. Porovnani s [12] ukazuje, Ze obdrzena hodnota je podhodnocena o piiblizné 100 -
200 kg m™. Protoze volba konstanty u(;) v modelu hustoty byla pfevzata z modeld zaloZenych na
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jinych pfedpokladech, je vhodné chybu povazovat za ptiblizné 100 — 200 %. Jak naznacuji obrazky
5.1. — 5.3, hustota v South Pole-Aitken Basin koresponduje s ¢leny nizkého sférického harmonického
stupné rozvoje (4.2). Je tak podpotena hypotéza, ze se pivod nesrovnalosti nachazi pod povrchem
Mg¢sice. Hustota niz$i nez o¢ekavanych 2 550 kg m>[3] byla obdrzena také pro oblast vysin.
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6 DISKUZE

Model povrchové hustoty Mésice vyuzity v této praci je zalozen na jednoduchych ptredpokladech,
které nemusi byt reprezentativni ve vSech prostorovych i1 spektralnich oblastech. Napiiklad
duvéryhodnost odhadu v [3] je znaéné omezena zvlasté v oblasti nizin. Indikovana je také nepiesnost
v krateru South Pole-Aitken Basin (obrazek 6.1).

2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900

Density (kg m™)

Obrazek 6.1: Odhad povrchové hustoty Mésice. Leva cast obrazku koresponduje s pfivracenou stranou, zatimco prava
s odvracenou. Ptevzato z [3].

Mezi dalsi nepfesnosti patii:

e Aproximace povrchu Mésice pomoci sféry o konstantnim poloméru pii uréovani
modelu hustoty. Nevylucuji duasledek nadhodnoceni ani podhodnoceni hustoty
v nékterych ~ zkoumanych  oblastech. = Kombinace  gravimetrickych  dat
s topografickymi upravujici v zévislosti na planetocentrické délce a Sifce velikost
objemu hmoty, ve které pfipoustime vyskyt nerovnomérnosti hustoty, mize ptispét
K upfesnéni vysledkd.

e Zavislost na volb¢ predpisii popisujicich chovani odhadnuté hustoty. K provétreni
vyznamu jevu muze slouzit popis odhadu hustoty pomoci neortogonalnich bazovych
funkei pti pouziti $irsi Skaly vstupnich parametrti nez v dodatku 8.3.2. Dalsi ptistupy
mohou byt zaloZeny napiiklad na [21].

e Riziko, ze nejistota odhadu v nékterych oblastech implikuje globalni neptesnosti
modelu hustoty. Hustota je volena tak, aby poskytovala vysvétleni rozdilu poli
generovanych modely GL1500E a RFM 2519. Jestlize je odhad v nékterych
oblastech mylny, pak je pro vysvétleni nesrovnalosti zapotiebi odlisna hustota i
Vv ostatnich lokalitach. ProtoZe vSak obrazky 5.1 — 5.3 poukazuji na vyznam
koeficientll nizkého sférického harmonického stupné pro odhad hustoty v South
Pole-Aitken Basin, pak se lze domnivat, ze Vtomto piipadé vysvétleni této
nesrovnalosti spoc¢iva v podpovrchovych nerovnomérnostech hustoty.
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Porovnani stdvajicich modelti hustoty s vysledky modelu zavedené¢ho v této praci uskutecnéné pro
vy$$i minimalni sféricky harmonicky stupeii miize poskytnout informaci o velikosti lokélnich
podpovrchovych struktur korespondujicich s riznymi oblastmi spektra gravitacniho potencidlu. Bude
tak moci byt odhadnuta hloubka vyskytu anomalii a jejich vliv na vypoctené korelace nejen pro
minimalni sféricky harmonicky stupen roven 1.

Tloustka kary v oblasti vySin presahuje hodnotu v South Pole-Aitken Basin. Pti¢ina vyraznéjsi
neshody modeli hustoty Vv oblasti South Pole-Aitken Basin nez ve vySinach muze proto souviset
s rozhranim mési¢ni kiry a plasté, které se v oblasti South Pole-Aitken Basin nachazi v niz$i hloubce
pod podrchem.

Crustal thickness (km)

Obrazek 6.2: Odhad tloustky mési¢niho plasté. Leva ¢ast obrazku koresponduje s pfivracenou stranou, zatimco prava
s odvracenou. Pievzato z [3].

V této praci byly také vypocitany prostorové korelace mezi modely GL1500E a RFM_2519 pro
gravitatni potencial a jeho prvni tfi radialni derivace. Zjisténymi spole¢nymi charakteristikami
Vv oblastech vysin, nizin, South Pole-Aitken Basin i globalniho vypoétu byl rist korelaéniho
koeficientu s minimalnim sférickym harmonickym stupném v nizkofrekvencni oblasti spektra,
postupné dosazZeni hodnot blizkych 1 a nasledny pokles pii vysokych minimalnich sférickych
harmonickych stupnich. Nevysvételnou zlstava vyssi korelace gravitaéniho potencidlu v porovnani
s jeho prvni radialni derivaci v oblasti South Pole-Aitken Basin.

Podobné chovani vykazuji spektralni korelace gravitatniho potencialu generovaného modelem
predpokladajicim konstantni hustotu a GL1500E vypo¢itané v [25] (obrazek 6.3). Za pii¢inu diivéjsiho
poklesu prostorové globalni korelace gravitacniho potencialu (obrazek 3.2) obsazeni oblasti spektra az
do sférického harmonického stupné 1500 v prostorovych korelacich. Zaroven je tak poskytnuto mozné
vysvétleni mensich korelaci pro nizké sférické harmonické stupné spektralni korelace vici prostorové
(obrazek 9.7). Nahrazenim modelu GL1500E ve vypoctech za tucelem vhodnéjsi volby Kaulova
pravidla by byla umoznéna piesnéj$i analyza vysledki ve vysokofrekven¢ni oblasti spektra
gravitacniho potencialu.
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Obrazek 6.3: Spektralni korelace gravitacniho potencialu generovaného modelem predpokladajicim konstantni hustotu a
GL1500E. Pfevzato z [25].

Prostorova korelace gravita¢niho potencialu a jeho radidlnich derivaci uplatnéna v této praci umoznila
oddéleni vypocti pro jednotlivé oblasti. Hodnoty obdrzené pro jednotlivé minimalni sférické
harmonické stupné jsou ovlivnény vlastnostmi spektra gravitacniho potencialu vyssich frekvenci.
Porovnani urc¢eného modelu povrchové hustoty se stavajicimi poskytuje odhad mnozstvi hmoty
zapojené¢ v lokélnich podpovrchovych nerovnomérnostech hustoty, které nebyly zaznamenany

globalnimi ptedpisy jejiho chovani.
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7 ZAVER

Cil prace spocival v analyze prostorovych korelaci modeld gravitacniho pole Mésice GL1500E a
RFM_2519. Na odlisnosti obdrzenych globalnich vysledkt od hodnot v oblastech vys$in, nizin a South
Pole-Aitken Basin bylo nahlizeno také z perspektivy navrzeného modelu hustoty.

Ukazuje se, ze zavislosti vypocitanych korela¢nich koeficientli na minimalnim vyuzitém sférickém
harmonickém stupni v syntéze gravitacniho potencidlu a jeho prvni, druhé a tfeti radidlni derivace
podléhaji lokalite, ktera je predmétem zajmu. Nejvyssi podobnost poli vykazuje oblast vysin, zatimco
V nizinach se pole odliSuji nejvice. Moznou pfi¢inou zavislosti na oblasti jsou podpovrchové
nerovnomeérnosti rozlozeni hmoty.

Rozpor 100 — 200 % anomalie hustoty mezi vypoctenym odhadem a dosavadnimi modely v regionu
South Pole-Aitken Basin poukazuje na nerovnomérnosti hustoty nezachycené globalnimi piedpisy
jejiho o¢ekavaného chovani. O priblizné 35 kg m™ je podhodnocen odhad hustoty ve vysinach. Je tak
pro minimalni sféricky harmonicky stupent modela roven 1 naznacena mira, do které zjisténé chovani
korelace mezi modely GL1500E a RFM_2519 koresponduje s mistnimi podpovrchovymi jevy.
Z diivodu obtiznosti odhadu hustoty v oblasti niZin se zde neuskutecnilo porovndni se stavajicimi

odhady hustoty.

Prace zkouma méné€ obvykle pouzivanou prostorovou korelaci modeli gravitatniho pole Mésice.
Uzitenym k analyze vysledkli se ukézal byt i vlastni model hustoty. Numerické experimenty s
normovanymi Legendreovymi pfidruzenymi funkcemi 1. druhu pomohly zhodnotit davéryhodnost
nékterych aproximacich v metodach odhadu hustoty a mohou byt potencialné pfinosné i pro dalsi,
Casto pouzivané a v této praci nezkoumané, metody modelovani hustoty.
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8 DODATKY

8.1 Legendreovy polynomy a pridruZené funkce 1. druhu. Sférické
harmonické funkce

Tento dodatek shrnuje vlastnosti Legendreovych polynomt a pfidruzenych funkci 1. druhu a
sférickych harmonickych funkci zasadni pro metody pouzité ve zbytku prace. Jejich dikazy mohou byt
dohledany v mnoha zdrojich, v nasledujicim textu se proto omezim na [25] a [26].

Legendreuv polynom 1. druhu stupné n je funkce s defini¢nim oborem (—1,1) dana Rodriguesovym
vzorcem:

n

d
= Fmae & D 6.)

P, (x)

kde n nabyva libovolné nezaporné celé hodnoty.

Legendreovy piidruzené funkce 1. druhu stupné n a fadu m definujeme:

m

dx™

Pm(0) = (1 = x2)Z ~— Py (x), (8.2)

kde m je kladné celé ¢islo a zaroven m < n. Prom = 0 budu v dal$im textu pouzivat konvenci, kde:

Po(x) = Ppo(x). (8.3)
Legendreovy ptridruzené funkce 1. druhu maji na intervalu (-1,1) pravé n - m riznych nulovych bodt.

Jestlizen # n', pak jsou Legendreovy pfidruzené funkce 1. druhu stejného fadu m ortogonalni:

1
[ PGP Gdx = 0 (8.4)

-1

Druhé mocnina normy je ddna vztahem:

2 2 (n+m)!
1PN = 277 (Z - 2)! (8:5)

Pro usnadnéni numerickych vypocti budu vyuzivat normalizované Legendreovy polynomy 1. druhu
Py (%):

— 2(2 1 —m)!
mmu)=jffgofz+$;&max ©:5)
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kde dmo 0znacuje Kroneckovu deltu hodnot m, 0.

Vytvorujici funkce Legendreovych polynoma 1. druhu spliuje nésledujici vztah:

Z P.()t" = (1 — 2xt + t2)Z. 8.7)

Zaruka rovnosti plati, jestlize |t| < 1 [6, s.743].

V numerickych vypoctech se pro vypocty hodnot normalizovanych Legendreovych funkci 1. druhu
vyuzivaji rekurzivni vztahy:

_ 2n—1)(2 1) —
Pn,m(x) = \/((nn_ m% Enn++m)) xpn—l,m(x)

(8.8)
Cn+1D)n+m—-1)(n—m-— Dﬁ
a (m—-m)(n+m)(2n-—23) n-2m(X),
—= _|@n-1D)(2n+1) —
Pn,m(x) - \/ (n _ m)(n + m) xPn—l,m(x) ’ (8-9)
— 2n+1 _
Pn,n(x) = nZ:l_ 1- xzpn—l,n—l(x) . (8.10)

Explicitni vyjadieni Legendreovych funkci 1. druhu nizkého stupné¢ umozni pro libovolné x € (1,1)
vypocet funkci az do stupitt dosahujicich desitek tisic [27].

Sférické harmonické funkce jsou funkcemi definovanymi na sféfe. Necht’ 2 oznacuje bod na sféte, a
tedy zastupuje za sférickou délku A a $itku ¢. Normovana sféricka harmonicka funkce stupné n a fadu
m je pak definovéna jako:

Ym(@) =Py p(sing)cosmd, vm € Z", (8.11)
Y um(Q) = ﬁn,|m|(sin @)sinjm|A, VmMEZ . (8.12)
Ortogonalita plati pro kazdou dvojici riznych sférickych harmonickych funket:

s
2
f f Y (@Y i (2) cos @ dAdep = 0 (8.13)

Ty
(pz_f/l—o

Druhé mocnina normy sférickych harmonickych funkci je dana nasledujicim vztahem:
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T
2 21T

—_ 2 —
|Yum @] = f f Yum(2)? cos p dAdg = 4. (8.14)
‘P=‘% A=0
Necht’ 8 oznacuje sférickou vzdalenost bodi 2, 2° na sféfe o jednotkovém poloméru. Podle souctové
véty pak plati nasledujici vztah mezi Legendreovym polynomem 1. druhu a normovanymi sférickymi
harmonickymi funkcemi:

1 v - _
) 2 Yim(2) Y m(2). (8.15)

P,(cos @) = >

8.2 Korelaéni koeficient

Nesrovnalosti mezi modely byly vyjddieny pomoci korelacniho koeficientu gravitaéniho potencialu a
jeho radialnich derivaci obdrZzenych pomoci modeld GL1500E a RFM 2519. Korelaéni koeficient
p(X,Y) mezi dvéma soubory dat X,Y je dan nésledujicim vztahem:

E(XY) — EQOE(Y
p(X,Y) = ( )axa(y) ) (8.16)

kde E(X) oznauje oéekavanou hodnotu néjakého souboru dat X a ox oznauje jeho smérodatnou
odchylku. Hodnota korela¢niho koeficientu vzdy lezi na intervalu (-1,1). Vys$si hodnoty korela¢niho
koeficientu odpovidaji vice korelované dvojici veli¢in. Jestlize je hodnota rovna 0, pak dvojice veli¢in
nevykazuje korelaci. [28, s. 110]

8.3 Ortogonalita bazovych funkci rozvoje gravita¢niho potencialu

Predpokladejme, ze pro veli¢inu p'(r, 2) ze vzorce (4.2) plati nasledujici vztah:

p'(r,Q) = J p''(r,2)vig(Q,n',r),r]d2, (8.17)
0

kde funkce g(2, 2, 1) oznauje nejkratsi sférickou vzdalenost bodi r,2ar, 2" av[g(Q,2',7)]
predstavuje bezrozmérnou vazici funkci spliujici pro kazdou hodnotu 7:

f v[g(Q,2',r),r|d2 =1. (8.18)
)

Pak plati:
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Ts

[ [ere.0Zum.0 ar a0 =Ty, (8.19)

N r=0

kde

Zom(r, ) = (;)2 f v[g (2,2, 7),7] V() d2. (8.20)

N

Piedpokladejme, ze odhad hustoty mizeme vyjadiit pomoci bazovych funkci Zlm (r,n). Pak je
veli¢ina p'"' (r, 2) dana:

p!(r ) = e ——, (8.21)
kde prvky matice A spliiuji:
Ts
ajj = f f Z(r,0) Z;(r,2) dr da, (8.22)
2 r=0

kde i a j zastupuji za dvojici sférického harmonického stupné a fadu a matice A;j vznikne z matice

A nahrazenim j-tého sloupce sloupcovym vektorem koeficienti C; [29, s. 207].

Jestlize jsou funkce Z;(r, 2) afj (r,2) ortogonalni pro ruzna i, j, pak lze p'(r,2) aproximovat
pomoci (4.2). V sekci 8.3.1 budou hledany neortogonalni dvojice bazovych funkci Z;(r,2) a
fj (r, 2) a numerické zjisténi miry ztraty ortogonality je pfedmétem sekce 8.3.2.

8.3.1 Bazové funkce ztracejici ortogonalitu

Pro vypocet funkei Z;(r, 2) byla zvolena mnozina vazicich funkci, kterou lze zapsat ve tvaru

vig(2, 2", r),r] = b(r)e‘[g(”'”"r)"]z. (8.23)

Konstanta k je vyjadiena v ptevracenych jednotkach vzdalenosti. S rostoucim k model pfipousti prudsi
zmény hustoty. Z praktickych duvodi zavadim i konstantu k°, vyjadfujici kK pomoci ptevracené

hodnoty odpovidajiciho hlu na sféte o polomérur = 1, = 1737,4 km. Ugel bezrozmémé funkce

funkce b(r) spociva v normovani vazici funkce tak, aby platila rovnost (8.18).

V tvahu piipada nespocetné mnoho riznych vazicich funkcei alternativnich k (8.23). Pfedpokladam, ze
dusledky pro ztratu ortogonality zalezi pfedev$im na volbé konstanty K, a nikoliv na konkrétni funkei.
Zavislost na druhé mocniné vzdalenosti bodii umoZiuje aproximaci pomoci nahrazeni integralu na

pravé strané vzorce (8.20) souc¢inem obdobnych integrall pres sférickou $itku a délku.
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Pro funkce nahrazujici sférické harmonické funkce Zlm (o, 1) plati®:

ZZn,m (T', P, A) = +ZZn,m (T, -, /1)! (824)

22n+1,m(r: ®, /1) = _22n+1,m (T', -, /1) ) (825)

Jestlize zanedbame vliv zakiiveni povrchu télesa, pak se vyskytuji téz nasledujici vlastnosti:

Zym (T 0,2) = Zp (T, 0,4) cosmA, ¥Ym > 0 (8.26)

fn'|m|(r, p,A) = En’|m|(r, @,A)sin|lm|A,vm <0 (8.27)

Pfedmétem zajmu zkoumani ztraty ortogonality proto budou pouze dvojice funkci téhoz fadu a stupnii
lisicich se o sudé ¢&islo, pro né€Zz zaruka ortogonality neplati. Diky aproximacim (8.26) a (8.27)
numericky experiment probchne pro funkce vzniklé vaZzenym aritmetickym primérem hodnot
normovanych Legendreovych pfidruzenych funkci 1. druhu v okolnich bodech, a nikoliv sférickych
harmonickych funkei.

8.3.2 Numerické vyhodnoceni ztraty ortogonality

Numerické experimenty probihaly diskretizaci integrald sou¢ini zkoumanych funkei na intervalu
@€ (Og) Krok mezi jednotlivymi integra¢nimi body byl zvolen 0,125° a maximalni a minimalni
hodnoty nastaveny na hodnotu vzdalenou polovinu této velikosti kroku od okrajovych bodt intervalu.

Vypocet probéhl pro vybrané hodnoty & °.

Pted zkoumanim ztraty ortogonality doslo k provétfeni dostatecnosti presnosti pouzitého programu.
Vysledky obdrzené pro normované Legendreovy pfidruzené funkce 1. druhu byly porovnany
s hodnotami pfedpovézenymi jejich matematickymi vlastnostmi. Testovana byla ortogonalita, norma,

U

pocet nulovych bodii a hodnoty v bod¢ ¢ ~ -. Ve vypoctu byly uplatnény rekurze (8.8) — (8.10).
V pribéhu testovani programu byla prvni z dvojice vZzdy Legendreova ptidruZzena funkce 1. druhu
stupné n nabyvajiciho postupné hodnot 15, 20, 25 a vSech ptipustnych tada pro tyto stupné. Druhou
funkci z dvojice predstavovaly vSechny Legendreovy piidruZzené funkce 1. druhu stejného fadu jako
prvni funkce z dvojice a fadu n‘ < n takového, ze n - n‘je sudé ¢islo. Od vysledkli byly odecteny
jejich teoreticky predpovézené protéjsky.

Obrazek 8.1 prezentuje odmocninu z aritmetického priméru druhych mocnin rozdilti obdrZzenych a
predpovézenych hodnot Vv zavislosti na stupni a fadu prvni funkce z dvojice. Pocty nulovych bodi a
hodnot v bodé ¢ ~ > se shoduji s predpovédi (obrdzek 8.2; Cervend kiivka). Numerické nepfesnosti

v disledku vyuzitého programu budu naddle zanedbavat.

? Autorské odvozeni vzorcii. Zdroj se nepodatilo dohledat.
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Nepresnost pouzitého programu

0 5 10 15 20 25
0 L A A A A L A A A A L A A A A L A A A A L A A A A 0

-18 +——rrrr—r——+ -18
0 5 10 15 20 25

Rad Legendreovych ptidruzenych funkci 1. druhu

Logaritmsus nepresnosti o zakladu 10

Obrazek 8.1: Nepresnost pouzitého programu v zavislosti na fadu Legendreovych ptidruZzenych funkei 1. druhu pro stupné
25 (modfe), 20 (Cerveng) a 15 (zeleng). Na svislou osu je nanaSen logaritmus zjisténych hodnot o zakladu 10.

Ziskané funkce stupné 25, fadu 0, k= 0,3/1°

s INAAAAAAAAAARAILL
s JfYVYVVVVVVVVYVY\I

-90 -60 -30 0 30 60 90

7 viIv

Sféricka Sirka ¢ (°)

Obrazek 8.2: Normovany Legendretuv polynom stupné 25 (Cervené) a funkce vznikla vazenim jejich hodnot v okolnich
vyhodnocenych 120 bodech vzajemné vzdalenych 0,125° (zelen€). Konstanta & “ byla nastavena na 0,3/1°.
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Ziskané funkce stupné 25, fadu 0, k= 0,2/1°
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Obrazek 8.3: Normovany Legendretiv polynom stupné 25 (Cervené) a funkce vznikla vazenim jejich hodnot v okolnich
vyhodnocenych 300 bodech (zelen€). Konstanta & “ byla nastavena na 0,2/1°.
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Obrazek 8.4: Mira neplatnosti ortogonality funkci odvozenych z Legendreovych pfidruzenych funkci 1. druhu. Stupen
prvni z dvojice je 20 a tad 0 (Cerné), 1 (fialove), 2 (modie), 3 (zelen€), 4 (oranzove) a 5 (Cerveng). Stupent druhé funkce
odpovida vodorovné ose a od 20 se lisi vzdy o sudé &islo. Rady obou funkci se shoduji. Konstanta k¢ byla nastavena na
1/1°. Hodnoty jsou déleny ¢tvercem normy normalizovanych Legendreovych pfidruzenych funkci pfislusného fadu.

Data po dosazeni k' = 1/1° pro n = 15,20,25 a vSechny pfislusné tady se shoduji, ze
K nejvyraznéjsi ztraté ortogonality nové ziskanych funkci v porovnani s druhou mocninou normy
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Legendreovych pfidruzenych funkci 1. druhu dochazi, jestlize se stupné obou funkci 1i$i pouze o 2
(obrazek 8.4). Ke stejnému zaveru vedla data délena souc¢inem norem obou funkci (obrazek 8.5). Dale
proto budou pfedmétem zajmu pouze ty dvojice funkci odvozenych z normovanych Legendreovych

pridruzenych funkci 1. druhu, jejichz stupné se 1isi o 2.

’

Ztrata ortogonality vuci realné normé
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Obrazek 8.5: Mira neplatnosti ortogonality funkci odvozenych z Legendreovych pfidruzenych funkci 1. druhu. Format
grafu je stejny jako u obrazku 7.4. Hodnoty jsou déleny souc¢inem norem obou zkoumanych funkci.

Pro kazdy stupent byl nalezen nejvyss$i pomér miry naruSeni ortogonality ptislusné funkce a funkce

stupné mensiho o 2 se soucinem norem zkoumanych funkci. Vypocet probehl postupné pro k* =
1/1°,0,8/1°,0,6/1°0,4/1°,0,2/1°. Nejvyssi sférické harmonické stupné, kde je mira poruseni
ortogonality pro jednotliva k£ “ mensi nez 0,05, 0,10 a 0,20, jsou prezentovany tabulkou 8.1.

BODY NADMERNEHO NARUSENi ORTOGONALITY

Tolerance naruseni ortogonality

‘ 0.05 0.10 0.15 0.20
0.2 9 12 15 17
0.4 17 24 29 34
0.6 26 36 44 50
0.8 35 48 59 67
1.0 43 60 73 84

Tabulka 8.1: Nejvyssi stupné, pro které data na Obrazek 8.6 nabyvaji hodnot 0,05, 0,10, 0,15 a 0,20.

Obrazek 8.6 znazorfiuje vSechna data, z nichz byla zji$téna ta uvedena v tabulce 7.1.
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Maximalni naruseni ortogonality podle k'
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Obrazek 8.6: Mira neplatnosti ortogonality funkci odvozenych z Legendreovych pfidruzenych funkci 1. druhu. Stupen
prvni z dvojice funkci je vyjadfen na vodorovné ose, stupenn druhé funkce je o 2 mensi. Hodnoty jsou déleny soucinem
norem obou zkoumanych funkci a nandSeny jsou pro fady, kde nabyvaji pro jednotlivé stupné maxim. Konstanta £° je
volena 1/1° (8ed¢), 0,8/1° (modte), 0,6/1° (zeleng), 0,4/1° (zIuté) a 0,2/1° (Eerveng).

Jelikoz obrazky 8.2 a 8.3 indikuji zna¢nou podobnost mezi normalizovanymi Legendreovymi
pfidruzenymi funkcemi a funkcemi znich odvozenych vadZzenym pramérem okolnich hodnot,
interpretuji miru ztraty ortogonality jako pokles této podobnosti. Pozorovanému poklesu jejich norem
nepfifazuji vyznam, nebot pfi¢inou jevu je ocekavani podobné hustoty v bodech s odlisnymi
hodnotami sférickych harmonickych funkei a ze stejného diivodu jev vymizi. Jako aproximace pak
bude slouzit vzorec (4.2).

Data poukazuji na zna¢ny vyznam volby parametru k‘, resp. k a tolerance maximalni miry naruseni
ortogonality funkci odvozenych z normalizovanych Legendreovych piidruzenych funkci 1. druhu na
stanoveni nejvyssiho sférického harmonického stupné modelu hustoty. Odhad hustoty se proto
uskutec¢nil s vyuzitim maximalnich stupnu 30, 50 a 90 ve vzorci (4.2). Vypocty byly doplnény o odhad
hustoty nezohlednujici diskutovanou ztratu ortogonality, jehoZ maximalni sféricky harmonicky stupen
je stanoven na zaklad¢ chovani sily signalu pro odhad hustoty (sekce 4.2).
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Obrazek 9.1: Prvni radialni derivace gravita¢niho potencialu z modelu GL1500E pro r = 1748,2 km.
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Obrazek 9.2: Druha radialni derivace gravita¢niho potencialu z modelu GL1500E pro r = 1748,2 km.
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Obrazek 9.3: Tieti radialni derivace gravitaéniho potencialu z modelu GL1500E pro r = 1748,2 km.
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Obrazek 9.4: Prvni radialni derivace gravita¢niho potencialu z modelu RFM_2519 pro r = 1748,2 km.
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Obrazek 9.5: Druha radialni derivace gravita¢niho potencialu z modelu RFM_2519 pro r = 1748,2 km.
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Obrazek 9.6: Tteti radialni derivace gravitaéniho potencialu z modelu RFM_2519 pro r = 1748,2 km.



Globalni korelace
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Obrazek 9.7: Globalné vypocitany korelacni koeficient mezi modely GL1500E a RFM 2519 pro minimalni sféricky
harmonicky stupeti 1, 25, 75, 100. Gravita¢ni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné ¢erné, Cervené,
zelené a modré kiivce.
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Obrazek 9.8: Korelaéni koeficient mezi modely GL1500E a RFM_2519 v oblasti vysin pro minimalni sféricky harmonicky
stupeni 1, 25, 75, 100. Gravitacni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné cerné, Cervené, zelené a
modré kiivce.
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Korelace v oblasti South Pole-Aitken Basin
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Obrazek 9.9: Korelaéni koeficient mezi modely GL1500E a RFM 2519 v oblasti South Pole-Aitken Basin pro minimalni
sféricky harmonicky stupeini 1, 25, 75, 100. Gravitaéni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné cerné,
Cervené, zelené a modré kiivce.
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Obrazek 9.10: Korelaéni koeficient mezi modely GL1500E a RFM_2519 v oblasti nizin pro minimalni sféricky
harmonicky stupefi 1, 25, 75, 100. Gravita¢ni potencial a jeho prvni 3 radialni derivace odpovidaji postupné ¢erné, Cervené,
zelené a modré kiivce.
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