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Anotace

Tento projekt se zabyva rozborem hry Vyhonky, zejména pak jeji vlastni nové vymyslenou
variantou. Cilem prace bylo pomoci teorie grafi podrobné popsat vlastnosti nové hry.
Nemaly duraz je kladen na spodni hranici poc¢tu tahu potfebného k ukonceni hry
a to napiiklad i za podminek, Ze konecny graf bude 1- nebo 2-souvisly. K odvozeni
je vyuzivano jak uvah o druzich vrcholu, tak Eulerova vzorce. Vysledkem price je
(kromé co nejdukladnéjsiho popisu pozménénych vlastnosti hry) nejnizsi mozna hod-
nota poc¢tu taht s dukazem, Ze pro jiné nez uvedené vychozi hodnoty ji nebude mozné
dosahnout, a pak také jisté dosazitelné pocCty tahu pro ruzné vychozi stavy hry véetné

jisté dosazitelnych hodnot v zavislosti na pozadavku souvislosti kone¢ného grafu.

Klicova slova

graf, hra na grafech, oblast grafu, pocet tahu, stupén vrcholu, vrchol

Anotation

This project deals with the analysis of the Sprouts game, in particular my own reinven-
ted version of it. The aim of the work was to use graph theory to describe the properties
of the new game in detail. Considerable emphasis is given to a lower limit of the number
of moves needed to complete the game, for example, even under the conditions that the
final graph is 1- or 2-connected. Both vertex type considerations and Euler’s formula
are used for its derivation. The result of the work is (in addition to describing the mo-
dified properties of the game as carefully as possible) the lowest possible value of the
number of moves, with a proof that for other than the listed initial values it cannot be
achieved, and then the surely achievable number of moves for different initial states of
the game, including surely achievable values depending on the contiguity requirement

of the finite graph.
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Uvod

Existuje nes¢etné mnozstvi her pro dva hrace, k jejichz hrani postaci pouze tuzka
a papir. Prikladem mohou byt napiiklad ¢asto hrané piskvorky, lodé nebo Sibenice.
Jednou z téchto her jsou i vefejnosti méné zndmé Vyhonky. Ackoli se jednd o hru na
grafech, nevyzaduji Vyhonky zadné znalosti z této oblasti a hrat je muze kazdy, kdo je
obeznamen s pravidly. Na prvni pohled se hra muze zdat nezajimava, pokud se ji ale
zacneme podrobnéji zaobirat, zjistime, ze nabizi vice, nez bychom ¢ekali. Navic existuji
i urcité upravy hry, které mnohdy vyznamné meéni jeji vlastnosti. Naptiklad varianta
hry jménem Podvodné Vyhonky (jinak také Podvodni Sprouti) mé tu vlastnost, ze bez
ohledu na strategie hracu je jiz na zacatku kazdé hry jasné, ktery z hracu vyhraje.
Vyherce uréi pouze vychozi stav hry.

Jen poté, co vysvétlime potiebné pojmy, se budeme v praci nejprve vénovat kla-
sické hie Vyhonky, u které popiSeme znamé vlastnosti a vztahy, jakymi jsou napiiklad
pocet hran a vrchola grafu v prubéhu hry, kone¢nost hry, stupné vrcholu na konci hry,
dolni a horni hranice poc¢tu taht pro ukonceni hry v zdvislosti na pocateénim stavu
anebo pocet oblasti.

Posléze zavedeme nova pravidla pro vlastni rozsitenou variantu Vyhonku, kdy do
hry pfidame barvy a stanovime piisnéjsi podminky uskute¢néni hrac¢ova tahu. Budeme
ocekavat pozménéné vlastnosti hry, jejichz zkoumaéni se stane hlavnim predmétem této
prace. Podivame se na vlastnosti vrchola, oblasti, nebo na to, jestli a jak se zméni
dolni a horni hranice pro poc¢et tahii. Pro odvozeni budeme vyuzivat jak zndmého Eu-
lerova vzorce, tak alternativnéjsich, feknéme méné zabéhlych pohledu na véc. Zaroven

se pokusime realizovat takové hry, kterymi bychom teoretickd zjisténi potvrdili.



Kapitola 1

Zaklady teorie grafu

Jesté nez ¢tenafe seznamime se hrou Vyhonky a jejimi vlastnostmi, povazujeme za
nezbytné nastinit podstatu teorie grafi a vysvétlit nékolik zdkladnich pojmu nutnych
k pochopeni tématu.

Teorie grafu se zacala rozvijet ve 30. letech 18. stoleti, jedna se tedy o mladsi mate-
matickou disciplinu. Tehdy se Svycarsky matematik Leonard Euler zabyval takzvanym
,Problémem sedmi mosti mésta Kralovece®, pri jehoz feseni vyuzil dosud neznamy po-
hled na tento problém [I]. Jeho dukaz, ze sedm mostu v tlohe nelze projit souvislou
cestou bez nutnosti projiti nékterého z mostu dvakrat, a nasledné zobecnéni problému
se staly zdkladem pro topologii a teorii grafu [2]. Svou metodu nazval ,geometrii po-
zic*, tedy dnesni teorii grafu [I]. Prestoze motivaci pro jeji vznik byly spiSe rekreacni
problémy, dnes naléza vyuziti v Sirokém spektru oboru — jeji aplikace najdeme v ruznych
odvétvich chemie, v operacni analyze, spolecenskych védach a v neposledni fadé také
v matematické informatice [2].

Samotny pojem graf je mnohoznaény. V teorii grafii se nejednd o grafy funkei,
ani o sloupcové nebo kruhové diagramy, jak by si Sirokd vefejnost zfejmé pod timto
pojmem pfedstavovala. Grafy, o kterych budeme v textu mluvit, jsou tvoreny ,,puntiky“
(vrcholy) a ,carami“ (hranami), které puntiky propojuji. S takovou definici bychom
ale nevystacili, proto v nasledujicich fadcich fadnéji vysvétlime nékteré z pojmu, které

budeme déle v textu potiebovat.



Obrazek 1.1: Obecny graf

1.1 Graf

Graf G je usporadand dvojice (V, E), kde V je néjakou nepréazdnou mnozinou a F je
mnozinou dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy
grafu G a prvky mnoziny F nazyvame hrany grafu G.

Znacenim G = (V, E) rozumime graf G, ktery ma mnozinu vrcholu V' a mnozinu
hran E. Grafy zndzoriiujeme kreslenim do roviny, kdy jednotlivym vrcholum pfifazujeme
body v roviné (zpravidla puntiky) a hrany vyjadiujeme propojovanim dvojic puntiku
souvislymi ¢arami tak, aby neprochazely zddnym dalsim puntikem. Pfitom mohou byt

cary jakkoli zakiivené [4].

Neékteré druhy grafi

V préaci budeme pro nazornéjsi vysvétleni odkazovat na nékteré typy grafi, pro néz je

zavedeno obecné oznaceni, nebot se v teorii grafii vyskytuji ¢asto.

ﬂplny graf

O tplném grafu na n vrcholech hovoiime, pokud je kazda dvojice z n vrcholu propojena

hranou. Takovych hran je poté v iplném grafu (g) Znacime K.

K3 Ky Ks
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ijlny bipartni graf

Mnozinu vrcholu Ize v iplném bipartnim grafu rozdélit na dvé disjunktni mnoziny A,
B, |A| = n,|B| = m, kdy mezi vrcholy piislusicimi do jedné mnoziny nenajdeme zadné
hrany. Naopak mezi kazdymi dvéma vrcholy v, € A a v, € B existuje hrana. Takovy

graf znacime K, p,.

DS W N

Kap K33

Cesta

Graf s mnozinou vrcholu V' = {v1, va, ... ,v,} a mnozinou hran F = {vjva, vovs3, ... ,Up_10Un}

nazyvame cesta [5]. Cestu znacime P,.

Py

Kruznice

Pro definici kruznice se omezime na zapis V = {1,2,...,n}, E = {{i,i + 1}; i =
1,2,..n} U {l,n} [. Grafem tvoficim kruznici lze tak souvisle projit vSechny jeho
vrcholy a hrany bez toho, abychom néjakym vrcholem ¢i hranou prosli dvakrat. Pritom

prochazeni zakonéime v poc¢ateénim vrcholu. Kruznici znaéime C,.

SRUESE

5
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Multigraf

7 vyse uvedené definice grafu vyplyva, ze dva dané vrcholy mohou byt spojeny nejvyse
jednou hranou. V teorii grafu (a i rovnéz v nasi hie na grafech) je ale nezbytné ptipustit
i situace, kdy jsou dva vrcholy v grafu propojeny vice nez jednou hranou. O takovém
grafu pak hovorime jako o grafu s ndsobnymi hranami, jinak zvanému multigraf.

Pocet hran spojujicich dva vrcholy vi, v vyjadiuje ndsobnost hrany, ktera je
nezédpornym celym ¢islem [4].

V této praci budeme nékdy méné piesné oznacovat multigrafy pouze jako grafy.
Podotknéme ale, ze napiiklad Euleruv vzorec ¢ princip sudosti (vysvétleno déale v

textu) plati pro multigraf stejné jako pro prosty graf.

Obrazek 1.2: Multiraf s ndsobnymi hranami pfi vSech vrcholech

Obrazek 1.3: Graf G a jeho podgraf F'

Podgraf

Graf F = (V',E’) je podgrafem gratu G = (V,E) pravé tehdy, kdyz plati V! C V
a zdroven E’ C E. Pro piedstavu také muzeme uvést, ze podgraf F' muze z grafu G
vzniknout odebréanim libovolné kombinace jeho hran nebo vrcholu (a tedy hran i s nimi
incidentnich). Z toho tedy vyplyvd, ze kazdy graf je zérovei sam sobé podgrafem, nebot

nemusime odebrat zadné hrany ani vrcholy.

12



Pokud graf F' nazyvame jako podgraf grafu G, pak také graf G oznacujeme po-

jmem nadgraf grafu F [5].

Subdivize

Pokud hranu planarniho grafu G ,rozdélime® na dvé hrany piidanim nového vrcholu
za vzniku grafu G’, zustane planarita zachovéana i u grafu G’. Obdobné pokud puvodni
graf G plandrni neni, nebude plandrnim ani graf G’.

Formalné se vznik subdivize definuje ndsledovné. Méjme v grafu G danu hranu
uv a vrchol x, jenz do grafu nepatii. Graf G’ vznikne z grafu G rozdélenim hrany v,
jestlize kamkoli na hranu wv priddme novy vrchol z. Tedy V(G') = V(G) U {z} a
E(G") = E(G)\ w U {uzx,zv} [5].

Obrézek 1.4: Graf G a jeho subdivize G’

1.2 Stupen vrcholu

Stupném vrcholu rozumime pocet hran, jez jsou s vrcholem incidentni (vychazi z ného).
Stupen vrcholu zna¢ime degg(v) [5]. Napiiklad v tiplném bipartnim grafu je stupen
vrcholu v, z mnoziny A vzdy roven mohutnosti mnoziny B a naopak.

Vg

U2
U3

U1

Obrazek 1.5: Piiklad stupné vrcholu; degavy = 1, degave = 3, degavs = 2, degavg = 2

13



Princip sudosti

Kazd4 hrana v grafu navysuje o jedno stupen dvéma vrcholim, které spojuje, jinak
feceno kazdd hrana v grafu znamend navyseni celkového sou¢tu stupnu vrcholu o dva.
Tedy muzeme zapsat
n

Zdeggvi =2|E|.

i=1
Dusledkem je dulezita vlastnost grafu a sice, ze pocet vrchola lichého stupné je v grafu
vzdy sudy. Pro lepsi predstavu si dovolime zminit zndmy problém s podavanim rukou
na vecirku, u kterého diky znalosti principu sudosti muzeme tvrdit, ze pocet lidi na

vecirku, ktefi si podali ruku s lichym poc¢tem osob, je vzdy sudy.

1.3 Planarita grafu

Planarita grafu je takova kvalitativni vlastnost, ktera urcuje, je-li mozné graf nakreslit

v roviné bez nutnosti kifzeni hran. Paklize je to mozné, fikdme, ze graf je planarni.

Rovinny graf

Graf je ve svém nakresleni rovinny, je-li planarni a nekiizi-li se mu v daném nakresleni
zadné dvé hrany. Pokud je totiz graf planarni, nemusi to jesté nutné znamenat, ze se

zadné z jeho dvou hran vzdjemné nekiizi.

Obrézek 1.6: Nerovinné (nalevo) a rovinné (napravo) nakresleni planarniho grafu G

Oblast

O oblastech (v literatuie ¢asto oznacovanych jako stény) mé smysl mluvit v pripadé
rovinného nakresleni grafu. Uvazujme nakresleny rovinny graf G a mnozinu vsech bodu

roviny, které nelezi v jeho vrcholech nebo hranich. Tuto mnozinu lze dédle rozdélit na

14



disjunktni podmnoziny bodu, mezi kterymi lze vést spojnici bez nutnosti zkiizeni néjaké
hrany. Tyto podmnoziny nazyvame oblasti a znac¢ime je S. Jako vnéjsi oblast oznacime

oblast s nekoneénym obsahem. Ostatni oblasti nazveme vnitini [4].

Obréazek 1.7: Grafu se tfemi oblastmi

1.4 Souvislost grafu

Graf G je souvisly, existuje-li mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy x, y cesta z = do y [4].
Paklize takova cesta pro néjaké dva vrcholy grafu G neexistuje, je graf G nesouvisly.
Hranova k-souvislost

Graf, ktery je hranové k-souvisly, mé alespon k-+1 vrcholt a odebréanim jeho libovolnych
nejvyse k — 1 hran zustane zachovéna jeho souvislost [5]. Snadno si domyslime, ze je-li

graf k-souvisly, pak je také (k — 1)-souvisly, (k — 2)-souvisly, az nakonec i 1-souvisly.

Obrazek 1.8: Grafy po fadé zleva 3-souvisly, 1-souvisly a 2-souvisly

1-souvisly graf

Graf je hranové nejvyse I1-souvisly, pokud je souvisly a zdrovenn v ném existuje alespon

jedna hrana, jejiz odebranim by se graf stal nesouvislym.

15



U1 U2

Obrazek 1.9: 1-souvisly graf s jedinou cestou mezi vrcholy vy a vy

2-souvisly graf

Graf je hranové nejvyse 2-souvisly, je-li souvisly a lze-li odebranim néjakych jeho dvou
hran dosdhnout nesouvislého grafu. Pfitom odebranim libovolné jedné z jeho hran ne-

souvislého grafu dosdhnout nelze.

Komponenty

Megjme dén graf G. Jeho podgraf T je komponentou grafu G, jestlize T' je souvisly
podgraf grafu G a zdroven kazdy dalsi souvisly podgraf U je bud podgrafem T nebo
jsou mnoziny vrchol podgrafi T a U disjunktni. Po¢et komponent grafu G znacime

jako wg [B]. Souvislé grafy maji proto pouze jednu komponentu.

Most

Jako most oznac¢ujeme hranu e souvislého grafu G pravé tehdy, pokud G—e je nesouvisly
graf s pravé dvéma komponentami [5]. Také stoji za povSimnuti, ze mosty nalezi vzdy
pouze jedné oblasti grafu, zatimco hrany, které mosty neptedstavuji, jsou incidentni se

dvéma oblastmi grafu.

€1

Py

Obrézek 1.10: Souvisly graf bez mostu (nalevo), souvisly graf se dvéma mosty ej, e
(uprostied) a nesouvisly graf se tfemi komponentami po odstranéni obou mostu (na-

pravo)

16



1.5 Obecny Euleriv vzorec

Pro rovinny graf G = (V, E) plati obecny Euleruv vzorec |V| — |E| + |S]| =1+ w.

Pro dukaz si predstavme, ze mame na papife nakresleno n vrcholi a zadné hrany.
Preskladanim zminéného vzorce dostaneme rovnost |E|+w — |S| = |V| — 1. Vsimnéme
si, ze at nakreslime do grafu jakoukoli hranu, hodnota |V|—1 zistane konstantni a tedy
i |E| 4+ w — |S| bude muset setrvat konstantni, jak dokdzeme. Spojenim dvou vrcholi
(za predpokladu zachovavani rovinného nakresleni) vzdy bud ubude jedna komponenta
(v ptipadé, ze se nové nakreslend hrana stane mostem) nebo piibude jedna oblast
(v piipadé, ze nové nakreslend hrana neni mostem). Tedy s kazdou nové nakreslenou
hranou se hodnota |E| o jedno zvysi a hodnota w — |S| naopak o jedno snizi. Tedy také
|E| +w — |S] je konstantni.

Zbyva dokazat, ze se obé strany rovnaji. Pokud graf nebude mit zddné hrany, pak
bude mit pouze jednu sténu a bude platit w — 1 = |V| — 1. Jelikoz tento graf nemd
hrany, bude pocet komponent roven poctu vrcholi a tedy plati i naSe rovnost. Tim

jsme s dukazem hotovi.

Eulertiv vzorec pro souvislé grafy

Souvislé grafy sestdvaji pouze z jedné komponenty a proto pro né plati Euleruv vzorec
VI =1E[+]S] = 2.

Euleruv vzorec (také Euleruv vztah) je v podstaté jediny zakladni kvantitativni
vzorec pro rovinné grafy. Uz v roce 1752 ho znal §vycarsky matematik Leonhard Euler

a nelze vylou¢it, ze pochdzi jiz od Descarta z roku 1640 [4].

1.6 Hranové barveni grafu

Hranové barveni grafu G je zobrazeni ¢ hranové mnoziny E(G) do mnoziny barev B.
Prvky mnoziny barev B znac¢ime obvykle 1, 2, 3, ..., k. Je-li |B| = k, pak zobra-
zeni ¢ nazveme hranové k-barveni grafu G, pricemz predpokladame, ze vSechny prvky
mnoziny B jsou v zobrazeni uzity, nebot kdyby uzity nebyly, tak by nemélo smysl je
do mnoziny B zahrnovat.

Jestlize c(e) = i, pak ifkdme, Ze hrana e je obarvena barvou i. Cislo i nazyvame
barva hrany. Hranové barveni je dobré, pokud po uziti zobrazeni ¢ z kazdého vrcholu

vychéazeji hrany navzajem rtzné barvy, tj. zadné dvé zavislé hrany v grafu G nejsou

17



obarveny stejnou barou [5].

Obrazek 1.11: Hranové barveni grafu Kg (nalevo) a dobré hranové barveni grafu Kg

(napravo)

18



Kapitola 2

Klasicka hra

2.1 Hra vyhonky a jeji pravidla

Hru Vyhonky (jinak nazjvanou i Sprouti z anglického Sprouts) vymysleli roku 1967
matematici John H. Conway a Michael S. Paterson z Cambridgské univerzity [3]. Hra
je urcena pro dva hréace, kteti se stiidaji ve svych tazich. Ke hrani jim postaci tuzka
a papir.

Ze zacétku je na papiru nakreslen predem domluveny pocet puntikiu (vrcholu).
Jeden ze hracu zahaji svij tah. Provedeni tahu sestdava ze dvou kroku: hra¢ propoji
za vzniku nové hrany dva vrcholy tak, aby nové vznikld hrana zadnou dalsi nekiizila
(ani sama sebe) a nebyla incidentni s jinym vrcholem, pficemz muze byt libovolné
zakiivena. Neni zakézano hranu zapocit i ukoncit ve stejném vrcholu. Zaroven vsak
hrac¢i musi dodrzet pravidlo, aby z kazdého vrcholu vychazely vzdy nejvySe 3 hrany.
nakreslenim nového vrcholu kamkoli na pravé vzniklou hranu.

Hrég, ktery podle pravidel nemuze udélat dalsi tah, prohrava. Pravidla prevzata

z [3].

2.2 Obecna zjisténi

Nakreslené tahy tvoii spoleéné s puvodnimi vrcholy graf G = (V, E). Ozna¢me pocet
tahu jako t a pocet puvodnich vrcholu jako n. Pocet hran stoupd s dvojnasobkem poctu

taht, navleGenim vrcholu na nové nakreselnou hranu totiz vzniknou dvé hrany. Tedy

v jakémkoli okamziku hry plati |E| = 2t. Protoze kazdy tah znamend novy vrchol,
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muzeme jednoduse vyjadiit i pocet vrcholu jako |V| = n + t. Ukazeme, ze hra ma

omezeny pocet tahu a také odvodime jejich nejmensi a nejvétsi mozny pocet.

2.3 Konec hry

Je ziejmé, ze hra s danym poctem pocatecnich vrcholi musi nutné nékdy skondéit.
Jako argument ndm muze poslouzit nésledujici ivaha: Pfed zac¢dtkem hry umime pocet
moznych piipojeni popsat jako 3n, nebot z kazdého vrcholu mohou vychédzet az 3 hrany.
S kazdym tahem snizime pomoci nové hrany pocet moznych piipojeni o dva (hrana
je incidentni se dvéma vrcholy) a ptibude naopak pouze jedno nové piipojeni (diky
nové nakreslenému vrcholu, ktery je jiz stupné dva). Po kazdém tahu proto ubude
jedno mozné pripojeni a nakonec nebudeme schopni najit zadné dalsi dva vrcholy,
které bychom dle pravidel mohli spojit. Posledni tah ptidd vrchol s jednim moznym
pfipojenim, z ¢ehoz plyne, ze nikdy nedosdhneme 3n tahu.

Popisme situaci, kdy ve hie jiz nelze provést zadny dalsi tah. V tu chvili se v grafu
nenachéazi zadny vrchol stupné nula ani jedna, v opa¢ném piipadé by nad timto vrcho-

lem §lo vytvofit smycku a pfidat novy vrchol (dalsi tah). Muzeme napsat

2 <deg(v) <3
Pocet vrcholu stupné dva proto bude na konci hry roven poctu nevyuzitych pripojeni,
kterych je 3n — t. Tedy:

|VdegZ| =3n—t
Z principu sudosti ) .y deg(v) = 2|E| také plyne, Ze na konci hry musi byt pocet
vrcholt stupné tii sudy.
Muzeme fici, ze soucet poctu vrcholu stupné 2 a stupné 3 je na konci hry roven cel-
kovému poctu vrcholu.

‘Vdeg2’ + ’Vdeg?)‘ =n-+t
Kdyz dosadime ptedeslou rovnici pro |Vgeg2|, dostaneme:
30—t + [Viegs| =n + 1t
’Vdeg3‘ = Q(t - n)

To jednak potvrzuje princip sudosti a muzeme z toho zjistit, ze t > n (protoze pocet

vrcholu stupné t¥i nemuze byt zaporny). Diky této znalosti bude na konci hry platit

[V(G)| > 2n a také |V(G)| < 2t. Shrnuto do jedné nerovnice: 2n < |V(G)| < 2t.
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2.4 Maximalni pocet tahu

Z uvahy v sekci vime, ze pocet moznych pfipojeni na zacitku hry je roven 3n
a zaroven s kazdym tahem jedno takové pripojeni ubude.

Tah hrace koné¢i nakreslenim nového vrcholu, jenz nabizi jedno nové pripojeni. Na konci
hry tedy musi zbyt alespon jeden vrchol stupné dva, neboli jedno mozné pfipojeni.

Muzeme zapsat:

n—t>1

t<3n-—1

Dokazali jsme, ze pocet tahu nikdy nepfesahne hodnotu 3n — 1. Vskutku existuji hry,
které maji 3n — 1 tahu.

Uvedené maximum muzeme demonstrovat na jakémkoli poctu n, staci se jen vyva-
rovat situaci, kdy by vrchol stupné dva zistal sam v oblastech, kde neni mozno nalézt

dalsi pfipojeni (samozfejmé vyjma posledniho tahu).

2.5 Minimalni pocet tahu

Piipomenime, Ze na konci hry zustdavaji vrcholy stupné dva a stupné t¥i. Pro odvozeni
minimdlniho poctu tahu si rozdélme vrcholy na konci hry do ti{ kategorii [3]. Jednou
takovou skupinou jsou vrcholy stupné dva — oznac¢me je jako prezivsi (jejich pocet
oznacime p). Jak jsme navic diive odvodili, plati p = 3n—t. Kazdy takovy prezivsi vrchol
je incidentni se dvéma dalsimi vrcholy — nazvéme je strazci (jejich pocet oznacime s).
Kazdy strazce je na konci hry zifejmé vrcholem stupné tii, jak nyni ukazeme.

Ptezivsi vrchol lezi spoleéné se svymi strézci vzdy na hranici dvou oblasti, tedy je
mozné vést kiivku podél existujici hrany z prezivsiho vrcholu k libovolnému z jeho dvou
strazcu tak, aby neporusila rovinné nakresleni grafu. Kdyby byl tedy jeden ze strazcu
stupné dva, mohli bychom nakreslit dle pravidel hry novou hranu spojujici piezivsi
vrchol a strazce, coz pfi nasi ivaze konce hry nepfipada v tvahu.

Pro vypocet miniméalniho po¢tu tahu budeme ocekdvat co nejvyssi podil z cel-
kového poctu prezivsich vrcholu. Je dulezité vzit v iivahu, ze kazdy strézce je strazcem
pouze pro jeden prezivsi vrchol. Jak jsme jiz uvedli, prezivsi vrchol sdili s obéma svymi
strazci pravé dvé oblasti, pficemz jeden strézce nalezi do pravé tii oblasti. Pro strazce

konktrétniho prezivsiho vrcholu proto existuje pouze jedna oblast, na jejiz hranici
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onen prezivsi vrchol nelezi. Pomoci znamého Dirichletova principu si jisté lze snadno
uvédomit, Ze nejsme schopni pfifadit dvéma riznym pieziviim vrcholim oblasti inci-
dentni s jednim strazcem tak, aby prezivsi vrcholy nelezely na hranici stejné oblasti.
Pro takové rozmisténi bychom oblasti pfislusici jednomu strazci potiebovali alepson
CtyTi, coz ale pravidla hry neumoznuji. MuzZeme tedy zapsat, ze s = 2p.

Jako tieti a posledni typ vrcholl zaved me farizeje (jejich pocet oznacime f). Fari-
zejem je vrchol, ktery nenf ani piezivsim vrcholem ani strazcem, tedy je vrcholem stupné
tii a sousedi s vrcholy stupné tfi. Nyni uz se nabizi zapsat celkovy pocet vrcholu na

konci hry. Dosazenim diive odvozenych vztaht dostaneme
V(G =p+s+f
n+t=p+2p+f

n+t=3B8n—t)+f

4t =8n+ f
/

t=2 =
n+4

Dostali jsme rovnici pro celkovy pocet tahu na konci hry, z niz lze vyvodit, ze
pocet tahti bude vidy alespoii ¢t > 2n, nebot pocet farizejii nemuze byt zdporny. Hra
skute¢né muze pii libovolném n vzdy skonéit jiz po 2n tazich. Utvoime nad kazdym
ptivodnim vrcholem vzdy smy¢ku tak, aby v jedné ze dvou oblasti smyckou vytatych
nelezel Z4dny dalsi ptivodni vrchol. Nésledné touto oblasti ved me novou hranu za spo-
jeni nové vzniklého vrcholu s vrcholem puvodnim. Tim dostaneme komponentu grafu,
kterou jiz neni mozné dle pravidel nijak navazat na zbylé vrcholy. Na vytvoreni takové
komponenty nad jednim puavodnim vrcholem spotiebujeme vzdy po dvou tazich a tedy

celkovy pocet tahu pfi tomto stylu hry bude roven 2n. Tedy muzeme fici t > 2n.

URORORY

Obrazek 2.1: Piiklad hry s 2n tahy pron =4

Dostédvame rozsah pro pocet tahu

n<t<3dn—1
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2.6 Maximalni pocet oblasti

Tahy zahrané ve hie muzeme rozdélit do dvou kategorii. Jednu kategorii tvoii tahy,
které spoji dvé komponenty v jednu komponentu, a druhou kategorii zase tvoii tahy
v réamci jedné komponenty, jejichz zahranim hra¢ rozdéli jednu oblast na dvé oblasti.
[3]. V kazdém tahu tak bud piibude oblast, nebo ubude komponenta. Jinak feceno
S — w se s kazdym tahem zvysi o 1 a tedy S — w — t je konstantni. Na zacdatku hry je
S =1,w=mnat=0,proto bude vzdy platit S —w —t = 1—n [3]. Dokazuje to i obecny

Euleruv vzorec

V-FE+S=14+uw
n+t—2t+S=14+w

S—w—t=1-—n,
S=1-n+w+t,
pricemz ze sekce vime, Ze pocet tahu na konci hry je také roven ¢ = 3n — [Viego|

S=1-n+w+3n— Vi

S=2n+1+w— |Viega|

V kazdé komponenté musi byt alespon jeden vrchol stupné dva, tedy w < |Vieg2| a tedy

w — |Vieg2| < 0. Proto bude také platit
S<2n+1

a pocet oblasti na konci hry nikdy nebude vyssi nez 2n + 1. Toto maximum muzeme
demonstrovat na obrézku vyse (2.1)), kdy je na zac¢dtku hry jedna oblast a s kazdym
tahem pfibude oblast nova, pficemz tahu je 2n. Z toho také vyplyva, ze maximalniho

poctu oblasti Ize dosdhnout pro libovolné n.
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Kapitola 3

Varianta hry rozsifrena o barvy

3.1 Zavedeni novych pravidel pro barevné modifikovanou

hru

Cilém této préce bylo podivat se na modifikovanou verzi hry. V nasi hie obohacené
o barvy zavedeme nésledujici pravidla. K nakresleni nové hrany budeme volit vzdy
jednu ze ti{ barev: Cervenou, zelenou nebo modrou. Stejné jako v klasické hie spojime
touto novou hranou dva vrcholy a ,navle¢eme“ na ni novy vrchol. Pfitom musime
dodrzovat pravidlo, ze z kazdého vrcholu mohou bud vychdzet t¥i hrany navzdjem
ruznych barev, nebo tfi hrany stejné barvy. Jinak plati ve hie stejnd pravidla, jako v

klasické verzi. Nové definovand varianta hry pak muze vypadat napiiklad nésledovné:

Obrazek 3.1: Piiklad hry hrané s rozsifenymi pravidly
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3.2 Pozorovani

Nové pravidla mén{ vlastnosti hry. Je vice omezeni, proto budeme ocekavat nizsi mini-
mum taht. Ozna¢me pocet hran ¢ervené barvy r, zelené barvy g a modré barvy b. Po
kazdém tahu muzeme Fict, ze pribudou 2 hrany stejné barvy. Pocet hran kazdé barvy

bude tedy v grafu vzdy sudy. Bez slozitého vysvétlovani plati: r + g + b = |E| = 2t.

Druhy vrcholt a jejich vlastnosti

Nazvéme vrchol monochromatickym, vychazi-li z néj hrany stejné barvy a duhovym,
jsou-li barvy z ného vychézejici navzdjem ruznych barev. Po¢et monochromatickych
vrcholi oznaéme m, pocet duhovych vrcholu d. Za zminku stoji, Zze druh vrcholu je
urcen jiz dvéma hranami (bud jsou obé stejné barvy, pak mtzeme mluvit o monochro-
matickém vrcholu, nebo jsou ruzné barvy a vrchol proto musi byt nutné duhovy). Na vr-
choly stupné dva je tedy mozné v zavislosti na druhu napojit zbyvajici hranu pouze
jedné mozné barvy. K monochromatickému vrcholu stupné dva muzeme dle pravidel
pripojit tfeti hranu jen ve barvé shodné se zbyvajicimi napojenymi hranami, obdobné
smime na duhovy vrchol stupné dva doplnit jenom hranu jesté nevyuzité barvy.

7 vyse popsanych skutec¢nosti je ziejmé, ze vSechny nové pfidané vrcholy musi byt
monochromatické, jelikoz z nich uz p#i vzniku vzdy vychézi dvé hrany stejné barvy. Po
kazdém tahu pfibude vzdy alespon 1 monochromaticky vrchol (mohly by byt dva az tii,
kdybychom novou hranu navazali na vrcholy, z nichz by z kazdého vychazela 1 hrana

stejné barvy, jako nase nové navdzand, tim bychom je omezili na monochromatické):

Diky tomu plati nerovnost m > ¢. Duhovych vrcholi muze proto byt maximalné
tolik, kolik bylo puvodné vrcholu (tedy n), zddnym tahem totiz dalsi duhovy pfidat

nemuzeme a plati tedy nerovnost d < n.
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Zapisme nékteré dalsi skute¢nosti.

m+d=t+n=|V(G)

t<m<n+t

Pocet duhovych vrcholt stupné tfi na konci hry

Pocet duhovych vrcholi stupné tfi mutze byt na konci hry vzdy nejvyse roven n.
Ukazeme, pro kterd n muze takova situace nastat. Uvazme situaci pro n > 4: Mezi
puvodnimi vrcholy lze vytvorit stiidanim hran dvou barev cestu (obrazek [3.2( A) a poté
hranami tfeti barvy Sikovné vytvafet trojihelniky tak, abychom touto barvou obsahli
co nejvice puvodnich vrcholu B). Nekompletné duhové ndm zbydou oba koncové
vrcholy puvodni cesty a jeden az dva dalsi (v nékterych piipadech zbydou pouze 2 ne-
kompletni na konci cesty — to plati pro n = 4k, kdy k € ZT). Témto vrcholim pak jiz

neni nikterak naro¢né doplnit zbyvajici hrany tak, aby byly duhové a zaroven stupné

tii C

vy ET‘J”

A B

Obrézek 3.2: Postup k dosdhnuti n duhovych vrcholt

Pro n = 3 nebude mozné dosdhnout n kompletnich duhovych vrchola. Pro dukaz
pouzijeme nésledujici ivahu: z kazdého puvodniho ¢erné vybarveného vrcholu by mély
vychazet hrany ruznych barev. Hrana ur¢ité barvy vznikne spojenim dvou ptvodnich
vrcholi. Pokud budeme chtit, aby ze tfetiho z puvodnich vrcholu také vychéazela hrana
této barvy a zaroven aby byl tento vrchol duhovy, musime hranou spojit nové vznikly

monochromaticky vrchol se tfetim ptavodnim vrcholem.
® @)
[ [ [

Takovy postup musime pouzit pro vSechny tii barvy, respektive pro hrany ze-

lené, modré i cervené barvy. V ramci pravidel hry si graf musi zachovat planaritu,
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coz, jak ukdzeme, nemuze v piipadé kompletnich duhovych vrchola pro n = 3 nastat.
Potiebujeme, aby kazda dvojice utvorend z puvodnich ti{ vrcholu byla spojena hranou
jiné barvy a aby z nové vzniklého monochromatikého vrcholu néleziciho této hrané byla

vzdy vedena druha hrana stejné barvy do tfetiho vrcholu.

Pro ucely dikazu zanedbejme vzniklé monochromatické vrcholy stupné dva. Tim
dostdavame bipartni graf K33 (respektive ¢dstecnou subdivizi grafu Kz 3, ktery neni

planérni.

Obrézek 3.3: Subdivize grafu K33

Tim jsme dokazali, ze pro n = 3 nebude mozné dosdhnout n duhovych vrcholi
stupné tri.

Pro n = 1 to logicky také nejde — maximélni pocet tahu je tpae = 3n—1 =2
(bude zdtuvodnéno v nésledujici sekci), tedy nejsme schopni vytvorit hrany t#{ riznych
barev. Navic je jiz po prvnim tahu jasné, ze puvodni vrchol bude monochromaticky.

Naopak pro n = 2 feSeni existuje a je trividlni:

Z toho plyne zévér, ze n duhovych vrcholu stupné tii lze dosdhnout pro n = 2

an > 4, naopak pro n = 1 a n = 3 jisté n duhovych vrcholu stupné tii dosdhnout
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Obrézek 3.4: n duhovych vrcholi pro n = 2

nelze. Na druhou stranu muzeme ve hie duhové vrcholy dplné vynechat a ptridavat

pouze hrany jedné barvy. Proto plati 0 < d < n.

3.3 Maximalni pocet taht pro barevnou variantu

Maximélni pocet tahu v rozsifené varianté se bude shodovat s puvodni hrou — v sekci
jsme naznacili, ze v ramci pravidel se muzeme omezit na priddvani hran vyhradné
jedné barvy. To pak funguje uplné stejné jako klasickd hra a timto stylem lze urcité
dosdhnout 3n — 1 tahu.

Pokud bychom ale trvali na tom, aby se ve hie vyskytla hrana kazdé barvy alespon
jednou, pak by na konci hry uréité zustaly alesponn 3 monochromatické vrcholy stupné
dva (tedy 3 mozn4 pfipojeni) a to kazdy od jiné barvy. Takové hra by pak neméla nikdy

vice nez 3n — 3 tahu.

3.4 Minimalni pocet tahti pro barevnou variantu

Pro odvozeni miniméalniho poc¢tu tahu ve varianté hry rozsifené o barvy vyuzijeme dva
ruzné postupy. V obou postupech budeme vyuzivat potencidl myslenky maximalniho
poctu dvoustupnovych vrcholi. Nejdiive se podivdme na obecnou dolni hranici poc¢tu
taht bez ohledu na souvislost konec¢ného grafu. K tomu vyuzijeme uvahy o ruznych
druzich vrcholii obdobné, jako jsme ucinili u odovozeni pro klasickou hru. Daéle se
pokusime odvodit nejnizsi mozny pocet tahu pro hry, které koné¢i 1-souvislym a 2-
souvislym grafem. Pro tyto hry budeme naopak vychazet z Eulerova vzorce.

K odvozenym teoretickym hodnotam se budeme snazit hledat grafy, které tyto
hodnoty potvrdi, a pokud takovy graf pro néjaké n nenalezneme, pokusime se pro

kone¢nou hru alespon realizovat konstrukci grafu pomoci malého poctu tahu.
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3.4.1 Obecné odvozeni pomoci druhi vrchola

Pfipomenme odvozeni pro klasickou variantu hry (sekce . Vrcholy jsme rozdélili na
prezivsi, strazce a farizeje. Stejny postup zkusime aplikovat i na hru s barvami.

U klasické hry mohl jeden strazce piisluSet pouze jednomu prezivS§imu vrcholu
(kdyby byl strazcem pro dva piezivsi, nemohl by je oddélit do ruznych oblasti a prezivsi
vrcholy by pak na sebe mohly byt napojeny). V barevné varianté muze jeden strézce
piisluset az tfem prezivSéim vrcholim, jestlize u kazdého jeho ptezivsiho vrcholu chybi
hrana jiné barvy. Kazdy ze strazcu (s) piislusi az tfem piezivsim (p) a prezivsi vrchol

ma vzdy dva strazce, proto:

Opét vyuzijeme faktu, ze celkovy pocet vrcholi je roven souétu poctu jednotlivych

druhu vrcholu:

n+t=p+s+f

2
R R

3n+3t>5p+3f
3n+3t>53n—1t)+3f

8t > 12n + 3f

Z vysledku je ziejmé, ze ve hie nebude mozné realizovat mensi pocet taht nez 37", nebot

pocet farizejii nemuze byt zaporny.

Hra s 37” tahy

Absolutniho minima 37" lze docilit pouze za situace, ze se ve hie nevyskytnou zadni fari-
zejové a ze kazdy strazce bude prisluset pravé tfem piezivsim vrcholum. Dalsi nezbytnou
podminkou pro hru s 37” tahy je, jak vyplyva ze vzorce, aby byl pocet puvodnich vr-
cholu sudy. Pocet taht musi byt totiz pfirozené ¢islo. To 1ze demonstrovat na subdivizi
K, nebo bipartnim grafu K 3, kde jsou tyto podminky splnény (obrazek .
Pozadovanym strazcem (ptislusicim tfem prezivsim vrcholum) muze byt pouze

puvodni vrchol (aby z ného mohly vychézet hrany riznych barev). Z nové vytvofenych
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Obréazek 3.5: Subdivize Ky a bipartni graf K3 jako grafy konecné hry s 37” tahy

vrcholu totiz vychédzi dvé hrany stejné barvy a tudiz tento vrchol nemtze byt strazcem
prislusicim tfem piezivéim vrcholim. Diky této znalosti muzeme jinym zpusobem z prin-
cipu sudosti dokazat, ze 37” tahti je mozno dosdhnout jen pro sudé m, nebof pocet
vrcholu lichého stupné musi byt sudy. My bychom ale pozadovali lichy pocet strazcu
prislusicich tfem prezivsim lichy, coz je spor.

Ze vyse uvedenych poznatku (hra je bez farizeju a strdzcem muze byt pouze
puvodni vrchol) déle plyne, ze ve hie s 37” tahy je kazdy nové vznikly vrchol prezivsim
vrcholem (vrcholem stupné dva) a naopak kazdy puvodni vrchol je strdzcem. Tvrzeni
lIze také podporit pirevedenim vztahu t = 37” na t = 3n — t, pfiCemz zaroven plati
p=3n—t (ze sekce a tudiz také p =1t a s = n.

Kazdym tahem vznikne novy monochromaticky vrchol, ktery musi v ptipadé hry
o} 37" tazich zustat stupné dva, jak jsme vysvétlili. Tahy v takové hie vzdy zacinaji
a koné{ v puvodnich vrcholech, hranu nelze zapoéit v monochromatickém vrcholu, nebot
by se tim zvysil jeho stupen. Na konci hry proto nenalezneme zadnou oblast, jejiz hranici
by tvofilo vice nez 6 hran (respektive 3 hrany po zanedbani monochromatickych vrcholu
stupné dva). Kdyby takové situace nastala, mohli bychom v rdmci oblasti s vice hranami
urcité hrat dalsi tah spojenim dvou monochromatickych vrcholti, coz by ale uz nebyla
hra o 3% tazich (obrdzek .

Proto i vnéjsi oblast musi byt vymezena nejvyse Sesti (respektive tfemi rozdélenymi)
hranami, které by spoleéné se tfemi ruzné barevnymi monochromatickymi vrcholy a se
tfemi puvodnimi (duhovymi) vrcholy tvofily subdivizi Cs. Bez ijmy na obecnosti vy-
zobrazme hranici vnéjsi oblasti pro piipad, kdy je tato oblast vymezena Sesti (tfemi
,rozdélenymi*“) hranami (obrazek [3.7).

Jelikoz uvazujeme vnéjsi oblast, hrany zbyvajicich barev budou sméfovat dovnit

kruznice. Aby ve vnitini ¢asti nevznikla oblast s vice nez 6 hranami na své hranici, je
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Obréazek 3.6: Oblast, ve které l1ze provést dalsi tah

Obrazek 3.7: Vnéjsi oblast ohrani¢ena subdivizi Cs
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nutné spojit kazdé dvé ze hran smétujicich do stredu v jednom bodé. Takovym bodem
je pro vSechny tfi dvojice nutné ¢tvrty pavodni vrchol a my dostdvame subdivizi Ky
sestrojenou pomoci %n = 6 tahu.

Nyni uvazme situaci, kdy je vnéjsi oblast ohrani¢end Ctyimi (respektive dvéma
rozdélenymi) hranami. Hranice vnéjsi oblasti je pfitom tvofena dvéma puvodnimi vr-
choly, které jsou duhové, a dvéma monochromatickymi vrcholy rtizné barvy. Bez Gjmy

na obecnosti zvolime dvé barvy pro hrany piislusici hranici vnéjsi oblasti. Hrany sméfujici

do stfedu tak budou muset mit hranu zbyvajici barvy (feknéme, ze bude ¢ervend).

Obrazek 3.8: Vnéjsi oblast ohrani¢ena subdivizi Co

Pokud bychom ¢ervené hrany navazali obé na stejny ptivodni vrchol ve vnitini ob-
lasti, rdzem bychom z puvodniho vrcholu ziskali vrchol monochromaticky, coz by pro
hru s 37" tahy bylo nezddouci. Navdzanim ¢ervenych hran na ruzné puvodni vrcholy
ve vnitini oblasti bychom také nemohli dosdhnout pozadovaného mnozstvi tahu. Na
¢ervenych hrandch by nam vznikly dva monochromatické vrcholy, které bychom ale
nebyli schopni oddélit do ruznych oblasti. Aby méla totiz hra 37" tahu, nesmime k na-
pojeni vyuzit zadné nové vzniklé vrcholy, tedy ani modry a zeleny na hranici vnéjsi
oblasti. K oddéleni vzniklych ¢ervenych vrcholt bychom ale museli pro napojeni délici
hrany vyuzit modry a zeleny monochromaticky vrchol, coz by znemoznilo hru s 37” tahy.

Jedinym vychodiskem je tedy vedeni ¢ervené hrany mezi obéma puvodnimi vrcholy
za vzniku jediného ¢erveného monochromatického vrcholu stupné dva. Tim dosdhneme
hry o 37" = 3 tazich a vysledkem je bipartni graf K 3.

Ctenéf si jisté umi predstavit, Ze pro nesouvislé grafy nebude mozné 37” poctu tahu
dosahnout, protoze pro hranice vnéjsich oblasti riznych komponent neni mozné rozdeélit
t¥i ruzné monochromatické vrcholy tak, aby vSechny zustaly na konci hry stupné dva.

Ukézali jsme, ze dolni hranice 37" tahu lze na konci hry dosdhnout pouze pron = 4

) v~/ . vl 2 . 7’ 7 ~ . . v e/
an = 2, nebot vyssi n jsme vylouc¢ili ivahou o maximalnim poé¢tu hran na hranici vnéjsi
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oblasti a pro n = 3 a n = 1 takovou hru nelze realizovat, protoze to jsou liché ¢isla.

Konstrukce grafti koneénych her s co nejmensim pocétem tahu

Jiz vime, ze absolutni spodni hranice po¢tu taht lze dosdhnout jen pro n =2 a n = 4.
MuZzeme tedy tvrdit, ze pro ostatni n bude pocet taht na konci hry alespon ¢t > {%”J +1.
Sestavime tabulku teoreticky dosazitelného poc¢tu tahu a poctu tahu, ktery se podafilo

realizovat konstrukci, pro n od jedné do dvaceti.

n 37” Predpoklddand spodni hranice tahtu | Pocet tahu dosazeny konstrukei
1 1,5 2 2
2 3 3 3
3 4.5 5 )
4 6 6 6
5 7,5 8 8
6 9 10 10
7 1 10,5 11 11
8 12 13 13
9 | 13,5 14 14
10 || 15 16 16
11 || 16,5 17 18
12 18 19 19
13 || 19,5 20 21
14 || 21 22 22
15 || 22,5 23 24
16 || 24 25 25
17 || 25,5 26 27
18 || 27 28 29
19 || 28,5 29 30
20 || 30 31 32

Tabulka 3.1: Tabulka minim&lniho poé¢tu tahu — obecné

Pro hodnoty n od jedné do deseti se skuteéné podarilo nalézt vhodnou konstrukei
potvrzujici spodni hranici po¢tu tahu. Déle jsme teoretickou hodnotu potvrdili také

pron =12, n=14 an = 16.
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Protoze s jistotou neumime urcit skutecny realizovatelny minimdlni pocet tahu
pro vSechna n, dovolime si alespon predlozit vzorce pro jisté dosazitelné pocty tahu.
Vyuzijeme k tomu konstrukei na sedmi puvodnich vrcholech (oznacime ji J, kterd mé
tu vyhodu, Ze ma ve na hranici vnéjsi oblasti pouze jeden vrchol stupné dva, tudiz
ji bez nutnosti provést dalsi tah muzeme umistit do oblasti se dvéma vrcholy stupné
dva s chybéjicimi hranami jinych barev. Tedy muzeme neustale opakované vkladat tuto
konstrukei samu do sebe, nebot i zde je oblast se dvéma dvoustupiiovymi vrcholy. Za

timto tucelem rozdélime pocty n do zbytkovych tiid po déleni sedmi.

Obrézek 3.9: Hra pro n = 7 s 11 tahy, vyhodné konstrukce J pro tvofeni grafi malym

poctem tahu pro jina n

Neni od véci si uvédomit, ze odebranim po fadé subdivize K4 nebo komponenty na
dvou puvodnich vrcholech z konstrukee J na obrézku [3.9|doséhneme minimélniho poctu
taht pro n = 3 nebo n = 5. Pro piiklad ukdzeme realizaci miniméalniho po¢tu tahu na
Sesnacti puvodnich vrcholech. Odebiranim vhodnych ¢asti takto zkonstruovaného grafu
(obréazek totiz dosdhneme minimélnich poc¢tu tahu pro vSechna n < 16 kromé
n=11,13 a 15.

Podivejme se na dosazitelné pocty taht z hlediska kongruenci.

P#ipad n =0 (mod 7)

Pro piipad n = 7 jsme ukdzali graf pro hru o 11 tazich. Protoze v takovém grafu existuje

oblast se dvéma a méné vrcholy stupné dva, muzeme do takovych oblasti opakované
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Obrazek 3.10: Hra pro n = 16 s 25 tahy
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priddvat konstrukce J a tim dosdhneme pro jakékoli n = 0 nésledujici pocet tahi.

"7 a1

Pripad n =1 (mod 7)

Hra na jednom puvodnim vrcholu ma jasné dany pocet tahi, totiz dva. Splinuje zaroven

podminku pro potfebnou oblast a tudiz pro tuto zbytkovou tiidu umime dosdhnout

n—1

11+ 2
- +

. 11n+3
B 7

t =

tahu.

P#ipad n =2 (mod 7)

Zde odvodime jisté dosazitelny pocet tahti obdobné, protoze graf s minimélnim poctem

tahti na dvou puvodnich vrcholech obsahuje vyhovujici oblast.

n—2
t= <11+ 3
7 +

#_Hn—l
T

Piipad n =3 (mod 7)

Taktéz pro tento priklad nenarazime na problém s potfebnou oblasti a proto budeme

umét dosdhnout nasledujiciho poc¢tu taht.

n—3
-11+5
- +

#_Hn+2
T

t:

P#ipad n =4 (mod 7)

V tomto piipadé neexistuje v grafu s minimalnim poc¢tem taht na ¢tyfech puvodnich
vrcholech oblast, ve ktery by nebyly tii vrcholy stupné dva. Proto po pifidani nasi
vyhodné konstrukce J musime nutné hrat jeden tah navic a pro kazdé n # 4 z této

zbytkové tiidy budeme umét dosdhnout

_4
t:27—-ﬂ+6+1

. 1In+5
T
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tahu. Pro n = 4 pak umime hrat hru pouze Sesti tahy.

Zbyvajici dva pifpady ponechdme bez popisu, nebot odvozovani jisté dosazitelnych
poctu taht je jiz lehce rutinni zdlezitosti.
Piipad n =5 (mod 7)

n—>5

t=——-11+8
- +
11 1
Pt
7
Piipad n =6 (mod 7)
t:”—;ﬁ-nﬂo
. 1In+4
N 7

Vidime, ze pro jakékoli n umime dosdhnout pomérné malého po¢tu tahi, nicméné
v zadném piipadé nevime, jsou-li tyto hodnoty absolutni dolni hranici po¢tu tahu, ¢i
nikoli. Obecnéjsi feSeni jsme nenalezli, kazdopadné muzeme tvrdit, ze pro kazdé n vyjma

e~/

jisté dosazitelnym poctem tahu pro dané n na zdkladé zbytkové tiidy.

3.4.2 Odvozeni pro 2-souvislé grafy pomoci Eulerova vzorce

Uvazujme nyni piipad, kdy je vznikly graf na konci hry 2-souvisly. V nasi barevné
varianté se narozdil od klasické hry mohou na hranici kazdé oblasti vyskytovat az
3 vrcholy stupné dva — kazdy s jinou chybéjici barvou, pficemz nezdalezi, je-li vrchol
monochromaticky nebo duhovy. Vyuzijme tohoto poznatku k vyjadieni po¢tu vrcholi

stupné dva na konci hry pomoci poctu oblasti

35
|Vd692|§7
35
3n—t< —
n ~ 2,

nebot v kazdé oblasti najdeme maximalné 3 takové vrcholy a kazdy takovy vrchol je
s ohlédnutim na 2-souvislost ve dvou oblastech (na konci uvazované hry nemuze nastat
situace, kdy by vrchol stupné dva lezel pouze v jedné oblasti; takovy vrchol by totiz
nutné délil hranu, jez by byla mostem). Jak jsme jiz uvedli v sekci pocet, vrcholu

stupné dva na konci hry lze vyjadfit jako 3n — ¢, coz plati i pro barevnou variantu.
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Vyjadiime S

6n — 2t
S > .
- 3

Pro hry na 2-souvislych grafech je na konci hry po t tazich pocet oblasti roven alespon

%, pro tyto hry potom z Eulerova vzorce plati

V_E+S=2
_ 9t
nt_ory " <V_-E+S8=2
6n — 2t
nt—ot4+ <2
t>9n—6
=5

Nyni uvazujme, pro jaké hodnoty n lze tak malého poc¢tu taht dosdhnout. Piedchozi

nerovnici muzeme upravit jako

4dn — 1
5

t>n—1+

a celo¢iselné hodnoty bude prava strana nerovnice proto nabyvat pro ta n, kterd po
délen{ péti davajf zbytek 4, tedy pron =4 (mod 5), nebo jinak n = 5k+4, kdy k € Zg .
Nejjednodussim piikladem je graf pro n = 4 (obrézek [3.11)).

Obréazek 3.11: Subdivize K4

Do takového grafu jiz zadny tah pridat nelze. Zaroven spliiuje nerovnici pro mi-
nimalni pocet tahu ¢t > 9"—5_6 a je 2-souvisly, pficemz opravdu dosahuje predpoklddaného
minima pro n = 4.

Nyni budeme zkoumat, zda bude pro vSechna n mozné dosdhnout predpokladaného
minima pro souvislé grafy. Pro prehlednost vytvoirime tabulku znézornujici predpokladana
minima tahu pro hru na 2-souvislém grafu v zavislosti na n (pro n do 20, tabulka .

Minimum tahii pro n = 1 udévané v tabulce je neproveditelné, nebot hra s jednim

pocatetnim vrcholem muze obsahovat pouze hrany jedné barvy — prvni tah totiz nutné
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ur¢i puvodni vrchol jako monochromaticky a tudiz nebude mozné zahrat tah hranou
jiné barvy. Tudiz se bude jednat o klasickou verzi hry a takovéd hra nemuZze mit méné
nez 2n tahu.

Pro n = 2, n = 4 umime sestrojit 2-souvislé grafy spliujici tabulkové minimum
(po fadé obrazky . Konstrukei ukazeme, ze i pro n = 3,6,7,8,12 a 13 lze

sestrojit graf potvrzujici predpoklddané 2-souvislé minimum.

Domnénka

Reknéme, ze pro n; umime sestrojit 2-souvisly graf pomoci t; = w minimélniho

poctu taht. Pokud by se podafilo nalézt podgraf na péti puvodnich vrcholech, jehoz
pripojenim bychom pro no = n; 4+ 5 puvodnich vrcholi navysili pocet taht o 9 a
zaroven zachovali 2-souvislost, pak bychom mohli tvrdit, ze pro kazdé n = n; umime
sestrojit 2-souvisly graf koneéné hry o 9”5—_6 tazich. Tak bychom dostali univerzalni
nastroj pro dosahovani spodni hranice poc¢tu tahu pro viechna n kromé n =0 (mod 5)
(pro tyto piipady bychom uméli dosdhnout gn—fjﬁ + 1 tahu). Zatim se takovy podraf
nalézt nepodafrilo, tahové nejvyhodnéjsi se prozatim jevi podgraf na obrizku Je
tfeba uvést, ze nutnou podminkou k napojeni takovych podgrafa je, aby meél puvodni
graf v néjaké oblasti alespon dva vrcholy stupné dva s chybéjicimi hranami navzajem
ruznych barev. Uvazujeme ale hry s nizkym poétem tahu, proto tento pozadavek neni

problematicky.

@)
(@)

Obrazek 3.12: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 3 s 5 tahy

Konstrukce grafii her koncicich 2-souvislym grafem s co nejmensim poctem

tahu

Pomoci podgrafu na péti puvodnich vrcholech (oznaéme ho P) ukdzeme, zZe i za predpokladu,
ze na konci hry bude graf hry 2-souvisly, bude v barevné varianté hry pro kazdé n # 1
mozné dosdhnout mensiho poc¢tu taht nez v klasické verzi hry. Jinak fec¢eno pro kazdé

n # 1 lze ukoncit hru méné nez 2n tahy resultujici 2-souvislym grafem.
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n || #== | Predpoklddana spodni hranice tahu | Pocet tahu dosazeny konstrukci
1 0,6 1 2
2 2.4 3 3
3 4,2 5 5
4 6 6 6
5 7,8 8 9
6 9,6 10 10
70 11,4 12 12
8 13,2 14 14
9 15 15 16
10 || 16,8 17 18
11 || 18,6 19 20
12 || 20,4 21 21
13 || 22,2 23 23
14 24 24 26
15 || 25,8 26 28
16 || 27,6 28 30
17 1| 294 30 31
18 || 31,2 32 33
19 33 33 36
20 || 34,8 35 38

Tabulka 3.2: Tabulka spodni hranice po¢tu tahu — 2-souvislé grafy
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Obrazek 3.13: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 6 s 10 tahy

Obrazek 3.14: Hra na 2-souvislém grafu pron =7 s 12 tahy

@)

(@)

Obrézek 3.15: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 8 se 14 tahy
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Obrazek 3.16: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 12 s 21 tahy

/:o

o
o

Obrézek 3.17: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 13 s 23 tahy
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Obrézek 3.18: Napojitelny podgraf P na péti puvodnich vrcholech vyzadujici deset tahu

Na pocty ptvodnich vrcholi budeme vzhledem k podgrafu pohlizet jazykem kon-
gruenci s modulem 5. Pro kazdou zbytkovou tfidu vyuzijeme konstrukci na co nejvice
puvodnich vrcholech vyhovujici spodni hranici po¢tu tahu (nebo alesponn s malym

poctem tahu v piipadé n = 5).

Piipad n =1 (mod 5)

Minimum taht pro n = 1 udévané v tabulce je neproveditelné, nebot hra s jednim
pocatetnim vrcholem muze obsahovat pouze hrany jedné barvy — prvni tah totiz nutné
ur¢i puvodni vrchol jako monochromaticky a tudiz nebude mozné zahrat tah hranou
jiné barvy. Tudiz se bude jednat o klasickou verzi hry a takovd hra nemuZze mit méné
nez 2n tahu. Pokud bychom na graf s minimem tahu na 6 puvodnich vrcholech (obrazek

3.13) opakované napojovali podgraf P, dostali bychom pro dané n vzdy

t:”?_@lo“o

t=2n—2

tahu, jako ukazuje obrézek v pripadé n = 11. Z toho vyplyva, ze pro jakékoli

n z této zbytkové t¥idy vyjma n = 1 umime realizovat hru s 2n — 2 tahy.

P#ipad n =2 (mod 5)

Pro tuto zbytkovou tiidu jsme jiz ukézali konstrukce na 2, 7 a 12 puvodnich vrcholech,

které vyuzivaly vzdy méné nez 2n tahu. Pripojovanim podgrafi P bychom pro n > 12
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Obrézek 3.19: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 11 s vyuzitim podgrafu P s 20 tahy

z této zbytkové tiidy umeéli ukoncit hru pomoci

1
=" - 2 104921

t=2n—3

taht. Pro¢ je zde o jedna nizsi pocet, nez nam vysel u predchozi zbytkové tiidy? Je
to tim, Ze zde vychdzime v poradi s vyssim n vyhovujicim kongruenci. 12 je totiz tieti
¢islo v poradi od nuly kongruentni s dvojkou podle modula pét, zatimco v predchozim
piipadé bylo ¢islo 6 druhé. Kdybychom tedy za vychozi pro n = 2 pouzili graf na 7
puvodnich vrcholech, dostali bychom také 2n — 2 tahii pro kazdé n vyhovujici kongru-

enci.

P#ipad n =3 (mod 5)

Nejvyssim vyhovujicim grafem pro tento piipad je graf na 13 puvodnich vrcholech. Cislo
13 je v otdzce kongruence v poradi tfeti, proto i pro kazdé n > 13 kdy n = 3 muzeme
dosdhnout 2n — 3 taht. Dikaz tohoto typu samoziejmé neni idedlni, proto nechavame

na ¢tenéfi, aby si obdobné jako v predchozim pfipadé tuto skuteénost dokézal.
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Piipad n =4 (mod 5)

Zde jsme nuceni vyuzit dobfe znadmou subdivizi K4. Diky ni zvlddneme pro jakékoli

n = 4 hrat hru

4
t=""%10+6

t=2n—2

tahy.

Piipad n =0 (mod 5)

Pro pét puvodnich vrcholt se ndm nepodafilo realizovat souvisly graf hry s minimalnim
poctem tahu (to jest 8). Pokud bychom takovy graf nalezli a napojili na néj vhodné
pograf P, razem bychom méli hru s 18 tahy na deseti puvodnich vrcholech. Piesto graf
takové hru nalezneme, i kdyz bez vyuziti podgrafu P (obréazek . Tim dostavame
z hlediska poctu taht stejnou situaci, jako kdybychom na graf na péti puvodnich vrcho-
lech zkonstruovany pomoci 8 taht (coz se zatim nepodafilo) napojili podgraf P. Proto

pro kazdé n z této zbytkové tiidy, kdy n > 10, umime hrat hru

_1
=" - 0 10118

t=2n—2

tahy.

Obrazek 3.20: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 10 s 18 tahy

45



Tim jsme ukézali, Ze pro kazdé n > 10 zvladneme hrat hru konéici 2-souvislym
grafem 2n — 2 nebo méné tahy. A jelikoz i na nizsich poc¢tech puvodnich vrchola vyjma

n = 1 umime hrat hry méné nez 2n tahy, je potvrzena pocateéni domnénka.
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3.4.3 Odvozeni pro 1-souvislé grafy pomoci Eulerova vzorce

V predchozi sekci jsme naznagili, Zze vrcholy stupné dva nemusi byt na konci hry nutné
ve dvou oblastech. Ve chvili, kdy spojime novou hranou dvé komponenty, nalezi nové
vznikly vrchol stupné dva pouze jedné oblasti. Teprve az dalsim tahem muzeme (ale ne
nutné) tuto skuteénost zménit.

Odhad poc¢tu dvoustupniovych vrchola proto s vyuzitim poctu oblasti upravime
na |[Viega| < 35, nebot nové predpokldddme, Ze vrchol stupné dva muze byt na konci
hry incidentni s pouze jednou oblasti a v kazdé oblasti mohou byt az tii dvoustupnové
vrcholy. Tento odhad bude jisté prilis prisny, pokud by nastala rovnost, délil by kazdy
z vrcholu stupné dva hranu, ktera by byla mostem. Nerovnost upravime na S >

IVdeg2|
3

a dosazenim do Eulerova vzorce dostavame pro 1-souvislé grafy:

V-E+S=2
—t
ntt—2t4 o=t <9
g3 3
=79 72

Hra s 37” — % tahy ale nikdy nemtize probéhnout, nebot obecné musi byt pocet

tahll nejméné 37", jak jsme odvodili v sekci Navic by to znamenalo, Ze by v kazdé
oblasti byly praveé tfi vrcholy stupné dva (kazdy samoziejmé jiné barvy). Zadny z téchto
vrcholu by ale nesmél byt sou¢asti kruznice (aby nendlezel do dvou oblasti) a proto by
zadné dvé trojice dvoustupniovych vrcholu nebylo mozné oddélit do ruznych oblasti.
Tedy tento konkrétni zpusob odvozeni kvuli pfili§ nepfesnému odhadu poc¢tu oblasti
nefunuje a my se musime spokojit s tim, ze pro hry koncici 1-souvislymi grafy jsme
nedokéazali nalézt lepsi omezeni nez pro barevnou variantu obecné, tedy t > 37" Jisté

ale existuje pfesnéjsi omezeni.

Konstrukce grafii her koncicich 1-souvislym grafem s co nejmensim pocétem

tahu

Nyni se budeme alespon pokouset nachédzet 1-souvislé konstrukce s co nejmensim poc¢tem
tahu pro ruzné n. Na pocet puvodnich vrcholi budeme nahlizet obdobné jako v piipadé
2-souvislych grafii jazykem kongruenci — motivaci ndm je vzorec pro dolni hranici tahu
pro 2-souvislé grafy a dale také tahové vyhodnd napojitelnd 1-souvisla konstrukce.

Ctenaf se o tom bude moci v nasledujicich ivahach pfesvédcit.
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Piipad n =4 (mod 5)

Jiz jsme ukazali nejjednodussi piiklad pro tuto zbytkovou tridu . Pron = 9 umime
sestrojit graf, na kterém jiz nelze hrét dalsi tah pomoci pomérné malého poc¢tu tahu.
Vytvofime 2  kopie“ minimélniho grafu pro n = 4 (jednd se o subdivizi kompletniho
grafu Ky, kde je kazda hrana jednou rozdélena) a pomoci dalstho puvodniho vrcholu
y2uzavieme“ jednu ze subdivizi do oblasti a nakonec graf za provedeni co nejmensiho

poctu taht vhodné dotvoiime.

Obrazek 3.21: Hra na 1-souvislém grafu pron =9 s 15 tahy

Z tohoto muzeme vy¢ist, ze podobné konstrukce budeme pro n = 4 (mod 5)
schopni realizovat, podgraf s péti puvodnimi vrcholy je ,uzavieny“, na okoli nezévisly
je vyhodny.

Takto lze tedy postupovat i pro ostatni n vyhovujici vySe uvedené podmince.
Vidime, ze pfidani podgrafu na péti puvodnich vrcholech ndm situaci ve vnéjsi ob-
lasti nikterak neméni, stdle s ni zustavaji incidentni tfi vrcholy stupné dva. Proto
muzeme neomezené pridavat dalsi takové podgrafy a vzdy zkonstruovat graf pro hru
s ur¢itym poctem tahu na n = 4 (mod 5) vrcholech. Pro zminéné konstrukce pak
obecné vypocitdme pocet taht, na néjz jsme schopni se omezit pro n =4 (mod 5).

Tento podgraf vyzaduje ke své konstrukci 9 tahti. Pokud zavedeme ny = ni + 5
a pro nj sestrojime pomoci ¢t tahu souvisly graf, ve kterém uz nelze provést dalsi tah,
pak muzeme pomoci tohoto podgrafu pro ns realizovat hru s to = ¢t1+9 tahy. Podminkou
je ovsem skutecnost, ze existuje vrchol, na ktery tento podgraf miuzeme napojit. Zvolme
za nj subdivizi grafu Ky (obrazek , kterd spliiuje minimélni pocet tahu na 1-

souvislém grafu pro n = 4. K ni muzeme pfipojovat libovolny pocet ,uzavienych*

48



Obrézek 3.22: ,Uzaviend“ K4 — podgraf s deviti tahy vyuzivany pro minima tahu

subdivizi, na které spotiebujeme vzdy po 9 tazich. Celkovy pocet tahu pak bude

—4
t:6+9.L

5
t_30+9n—36
- 5
t_9n—6
5

Tedy zavér je, ze pro jakékoli n = 4 (mod 5) lze hrdt hru ¢ = % tahy na
souvislém grafu. Neni bez zajimavosti, Zze se hodnota shoduje s odvozenou spodni hranici

tahl pro 2-souvislé grafy.

P#ipad n =2 (mod 5)

Tentokrat vyuzijeme graf minimélniho poc¢tu tahu pro n = 2 (potfebujeme na néj 3
tahy), na ktery budeme napojovat jiz zndmé ,uzaviené* subdivize. Timto postupem

dosdhneme vzdy

n—2
t=34+9-
+ 5
,_15+9n—18
N 5
t79n—3
5

tahu. Proto muzeme s jistotou fici, ze na n = 2 (mod 5) puvodnich vrcholech muze hra

skoncit po t = % tazich. Nutno podotknout, Ze navrzené realizace tohoto poctu tahu

v~

nejsou jedinym feSenim. Jde ale zfejmé o nejpiiméjsi a nejintuitivnéjsi konstrukce. Pro

ilustraci uvedeme dvé moznosti hry s 9”5_ 3 tahy na souvislych grafech pro n = 7.

Zatimco u prvni konstrukce (obrézek [3.23) si jednoduse umime predstavit, jak

by slo realizovat % tahu pro n = 12,17,22,... (pfiddnim dalsi ,uzaviené* subdi-
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vize — obréazek , u druhé konstrukce (kterd je 2-souvisla, obrazek [3.24]) se budou

vyhovujici grafy bez vyuziti zminovaného podgrafu hledat jen obtizné.

Obrazek 3.23: Hra na 1-souvislém grafu pron =7 s 12 tahy

Obrazek 3.24: Hra na 2-souvislém grafu pron =7 s 12 tahy



Piipad n =3 (mod 5)

Na n = 3 puvodnich vrcholech probéhne hra vzdy alesponi s 5 tahy. S vyuzitim

yuzavienych® subdivizi mizeme vytvorit grafy koneé¢nych her nizkym poctem tahu.

n—3

t=5+9- ——

+ 5
t_25+9n—27
N 5

In — 2
t =

5

©)

Obrazek 3.25: Hra na 1-souvislém grafu pro n = 8 se 14 tahy

@)

Obrézek 3.26: Hra na 2-souvislém grafu pro n = 8 se 14 tahy

Pro n = 3 (mod 5) muze byt hra na 1-souvislych grafech kone¢nd urcité po ¢t =

% tazich. Opét plati, ze takové grafy nemusi byt nutné konstruoviny s vyuzitim



suzavienych“ subdivizi, jak ukazuje druhy obrazek (3.26)), nicméné tento zpusob se jevi

nejjednodussim.

Pripad n =0 (mod 5)

Sestrojit 2-souvisly (ani 1-souvisly) graf pro hru s minimem taht pro n =5 (podle ta-
bulky kde je uvedeno ¢ > 8) se nam nepodafilo. Budeme se proto muset v piipadé

péti puvodnich vrcholt spokojit se hrou o 9 tazich. Na takovy graf bychom mohli

(@)

Obrazek 3.27: Hra na 2-souvislém grafu pro n =5 s 9 tahy

napojit ,uzavienou* subdivizi, jako jiz mnohokrat, pfi trose zkouméni ale objevime ta-
hové jesté vyhodnéjsi krok pro n =0 (mod 5) kdy n > 10. Napojovanim ,uzavienych*
subdivizi na sebe dosdhneme jesté nizsiho poétu tahu (obrézek [3.28)).

Tim pro n > 10 dostaneme graf kone¢né hry hrané

tahy. Diky témto konstrukecim muzeme tvrdit, ze pro kazdé n =0 (mod 5) kdy n > 10

1ze hrat konecénou hru o % tazich.

Piipad n =1 (mod 5)

V sekci se ndm podafilo realizovat 2-souvislé minimum poc¢tu taht pro n = 6,
které je zaroven obecnym minimem poctu tahu. Pro n = 11 vyuzijeme skutecnosti,
ze nékteré dvoustupnové vrcholy mohou byt na konci hry v pouze jedné oblasti a tim
teoreticky snizuji pocet tahti. Napojenim dvou ,uzavienych® subdivizi rizné barvy na

jeden puvodni vrchol zajistime, Ze tento vrchol se stane monochromatickym a zaroven
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Obrazek 3.28: Hra na 1-souvislém grafu pro n = 10 se 17 tahy

ve vnéjsi oblasti (ani v zddné dalsi) nebude mozno provést dalsi tah — budou v nf
lezet tfi vrcholy stupné dva, kazdy s hranou jiné chybéjici barvy. Takto budeme moci

postupovat pro kazdé dalsi n > 11 a dosdhneme tim

t=

tahti. Abychom to uzavfieli: pro n = 1 hra koné¢i vzdy 2 tahy, pro n = 6 umime na
souvislych grafech zkonstruovat graf hry o 10 tazich a pro kazdé n = 1 (mod 5) kdy

n > 11 1-souvisly graf hry o t = 9"5—_9 tazich.

Obrézek 3.29: Hra na 1-souvislém grafu pro n = 11 s 18 tahy



Sestavme si podobné jako jiz nékolikrat tabulku pro spodni hranice poétu tahi
pro n do dvaceti a porovnejme teoretické minimalni hodnoty poctu taht s témi, kterych

jsme zatim doséhli (tabulka [3.3)).

n 37” Predpoklddand spodni hranice tahti | Pocet taht dosazeny konstrukeci
1 1,5 2 2
2 3 3 3
3 4.5 5 5
4 6 6 6
5 7.5 8 9
6 9 10 10
7 1 10,5 11 12
8 12 13 14
9 || 13,5 14 15
10 || 15 16 17
11 || 16,5 17 18
12 18 19 21
13 || 19,5 20 23
14 || 21 22 24
15 || 22,5 23 26
16 || 24 25 27
17 || 25,5 26 30
18 || 27 28 32
19 || 28,5 29 33
20 || 30 31 35

Tabulka 3.3: Tabulka minimélniho po¢tu taht — 1-souvislé

S jistotou plati, ze spodni hranice poctu taht pro 1-souvislé grafy se bude v zavislosti
na n (vyjma n = 2 a n = 4, kde skutetné muze nastat ¢t = 37") pohybovat mezi
predpokladanou hodnotou ze vzorce L%”J 4+ 1 a poctem tahu jisté dosazitelnych kon-
strukci, ktery je pro kazdou zbytkovou tiidu n uveden vySe. Se zvySujicim se n se bude

mozny rozsah pro dolni hranici po¢tu taht pochopitelné zvySovat.

54



Zaroven je dobré si uvédomit, ze oproti hram koné¢icim nesouvislymi grafy je zde
vice omezeni a proto je dobry duvod piedpokladat, ze by odvozend spodni hranice
poétu tahu pro hry konéici 1-souvislymi grafy mohla byt vyssi nez 37", resp. L%"J + 1.
Zatim se nam ale pro hry konéici 1-souvislymi grafy nepodafilo nalézt vhodny zpusob

odvozeni.
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Zaveérem

V préci jsem se snazila co nejlépe popsat hru Vyhonky s predchozim nastinénim zaklada
teorie grafi. Hlavnim cilem prace pak bylo vymyslet vlastni novou variantu této hry
a nasledné prozkoumat a popsat jeji vlastnosti.

Nejprve jsem vysvétlila nova pravidla a omezeni, nacez jsem zavedla oznaceni pro
druhy vrcholu, které se jevilo byti dosti praktickym pii dalsim popisovani nové hry.
Uvedla jsem, které vrcholy mohou byt duhové a které monochromatické, napsala jsem
mozné rozmezi pro poc¢ty monochromatickych a duhovych vrcholu. Ukdazala jsem, ze
pocet duhovych vrcholi stupné tii muze byt na konci hry roven n pron =2 a n > 4,
naopak pro n =1 a n = 3 nikoli.

Predevsim jsem se ale vénovala moznym poctum tahu v barevné hie a sice mi-
nimalnimu moZnému poctu tahti k ukonéeni hry, nebot maximalni moZny pocet taht se
ukézal shodny s maximem v klasické hie. Poté, co jsem na zdkladé myslenky rozdéleni
vrcholl na preZivsi, strdzZce a farizeje odvodila spodni hranici po¢tu tahu jako 37”, jsem
pomoci tvahy o oblastech a jejich hranicich dokézala, Ze tato hodnota bude dosazitelna
pouze pro n = 2 a n = 4. Hledala jsme konstrukce, které by vyhovovaly teoretickému
minimu tah, coz se mi podafilo pro vSechna n od jedné do deseti a dale i pron = 12,14
a 16. Pro ostatni pocty puvodnich vrcholu se zatim nepodafilo nalézt univerzalni kon-
strukéni feseni, ani piipadné odvodit obecny vzorec pro minimélni pocet tahti potiebny
k ukonceni hry. Proto jsem prokézala nejnizsi pocty tahti, kterych lze urcité konstrukei
dosdhnout. K tomu jsem pocty puvodnich vrchola rozdélila do zbytkovych tiid po délent
sedmi, nebot prave priddvani konstrukce grafu na sedmi ptivodnich vrcholech se jevilo
jako vhodny zpusob, jak malého poc¢tu taht dosahovat.

Dale jsem zkousela odvodit spodni hranici po¢tu tahtu pomoci Eulerova vzorce, kdy

jsem zacala odvozovanim pro hry konéici 2-souvislym grafem. Motivaci byla skute¢nost,

ze v takovém grafu se nevyskytne zadny most a proto lze tvrdit, ze kazdy vrchol stupné
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2 se nachdazi ve dvou oblastech. Jako vysledek jsem dostala nerovnost ¢ > 9”5—_6. Kon-
strukce 2-souvislych grafii odpovidajici tahové této hodnoté poctu tahu se podaiilo
realizovat pro méné hodnot n nez pfi obecném minimu poc¢tu tahu. Diky univerzalné
napojitelnému 2-souvislému podgrafu na péti puvodnich vrcholech (v textu podgraf P)
jsem pro vsechna n dle zbytku po déleni péti stanovila malé pocty tahu, kterych jisté
budeme schopni dosdhnout.

Obdobné jsem zkousSela odvodit spodni hranici po¢tu taht i pro hry kondcici 1-
souvislymi grafy. Zde se predpoklad omezujici pocet oblasti ukazal jako pfilis volny
a nedostac¢ujici, nebot vysledna spodni hodnota pro mozny pocet tahti vysla jesté nizsi,
nez ta obecnd pro grafy bez omezeni v ramci souvislosti. Proto jsem alespon uvadéla
jisté dosazitelné nizké pocty tahu pomoci napojitelného 1-souvislého podgrafu podobné

jako pro obecné hry a pro hry konéici 2-souvislymi grafy.

Rozhodné nelze tvrdit, Ze bych novou variantu hry dokonale popsala, predevsim
co se tyce spodni hranice poc¢tu tahu. Otdzka obecného feSeni zustdva nadale oteviena,
nebot pro vétsinu hodnot n zatim neumime jednoznaéné uréit presny minimalni pocet
taht k ukonéeni barevné hry.

Reseni nového problému tedy urcité neni kompletni, téma nabizi jesté mnoho
prostoru pro zkoumani, a proto usuzuji, ze by mohlo predstavovat lakavou vyzvu pro
kohokoli, kdo se zajimé o teorii grafi, protoze napiiklad nalézt obecny vzorec pro
vyjadreni nejnizsiho realizovatelného poctu tahu v zavislosti na n by bylo velkym kro-

kem k hlubsimu pochopeni hry.
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