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Anotace

Tato prace ma za cil priblizit se popisu vSech triprvkovych rela¢nich struktur definova-
telnych bindarnimi a unarnimi relacemi az na pp-konstruovatelnost. Je znamo ze existuje
2079040 takovych rela¢nich struktur az na pp-definovatelnost. V této praci byl tento pocet
snizen na 1 207 relac¢nich struktur, ze kterych jsou vsechny ostatni pp-konstruovatelné.

Klicova slova

CSP; relacni struktury; klony; pp-konstruovatelnost

Annotation

The goal of this work was to get closer to characterizing all relational structures definable
by binary and unary relations on three element set. It is known, that there exist 2 079 040
such relational structures up to pp-definability. In this work it was decreased to 1 207
relational structures, from which are all the other pp-constructible.
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Znaceni

C — relace byti podmnozinou

N — mnozina pfirozenych ¢isel, tj. {1,2,3,...}

|A| — kardinalita mnoziny A

P(A) — mnozina vsech podmnozin mnoziny A

AB — mmozina vech zobrazeni z B do A

A°¢ — c-ta kartézska mocnina A

Op(A) — mnozina vSech operaci na A

Op,,(A) — mnozina vsech n-arnich operaci na A

Rel(A) — mnozina vsech relaci na A

Rel,(A) — mnozina vsech n-arnich relaci na A

flg1, .-, gr] — zobecnéné slozeni operaci f a g — Definice @

py — n-arni k-t4 projekce — Definice @

R(iy, ...ix) — projekce relace R na soutadnice iy, ..., i, — Definice @
Pol(A) — mnozina vsech funkci zachovavajicich vsechny relace v A — Definice @

Inv(A) — mnozina vsech invariantnich relaci pod vsemi funkcemi z A — Definice @

— homomorfni usporddani — Definice @

IA

= — homomorfni ekvivalence — Definice @

h%l "~ relace homomorfni ekvivalence druhému pp-poweru — Definice
Rel(A) — mnozina vsech relaci v rela¢ni struktufe A

Bin(A) — mnozina vsech binarnich relaci v rela¢ni strukture A

Un(A) — mnozina undrnich vsech relaci v rela¢ni strukture A

A — rela¢ni struktura obsahujici pouze relace {0}, {1}, {2}

S(R) — symetricky uzavér relace R — Definice @

R4(R) — reflexivni uzévér relace R do mnoziny A — Definice @

T(R) — tranzitivni uzavér relace R — Definice @
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1 Uvod

V roce 1941 Emil Post zvetejnil kompletni svaz vSech Klontll na dvouprvkové mnoziné
[12], ktery se ukazal jako relativné jednoduchy a jen spocetné nekoneény. Narozdil od toho
je podobny svaz na t¥iprvkové a nebo jiné vétsi mnoziné je uz nespocetny [11| a daleko
tohoto svazu ale o ném existuji n¢jaké vysledky. Vsechny minimalni klony® byly popsany
v [§] a také i vSechny maximélni klony® tohoto svazu byly popsany v [13] a dokonce pro
jeden ze zminénych maximdlnich kloni jsou popsané (i prestoze je jich také nespocetné
mnoho) vSechny podklony tohoto maximélniho klonu [14].

Prirozenym postupem v takové situaci je né¢jakym zptsobem redukovat mnozstvi klo-
ni — vhodnym zpiisobem takové redukce mnozstvi je pp-konstruovatelnost. Na dva klony
budeme nahlizet jako na stejné pokud jsou v zapisu invariantnimi relacemi navzajem je-
den z druhého pp-konstruovatelné. Pii podobné redukci svazu vsech klonti na triprvkové
mnoziné opravdu ziskdme daleko "mensi” svaz s jen spocetné mnoha prvky [6].

[v,cl —

fir0]

“Im, ql

DL Complete

—

" "NP Complete
[2]

Obrazek 1: Svaz vsech klont na dvouprvkové mnoziné (nalevo) a svaz vSech kloni na
dvouprvkové mnoziné az na pp-konstruovatelnost (napravo) [p]

'Klony jsou algebraické struktury a budou definovany v kapitole 2.
2Klony, které jsou pfimo nad nejmensim klonem, tj. klonem obsahujicim jen projekce
3Klony, které jsou piimo pod nejvétsim klonem, tj. klonem obsahujicim vsechna zobrazeni
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Velkou motivaci pro vyzkum podobnych svazu je Constraint Satisfaction Problem (zkra-
cené CSP), ktery se zabyva vypocetni slozitosti problému tykajicich se otdzky zda existuji
néjaké hodnoty splnujici néjaka zadanad omezeni. Mezi CSP problémy patii napriklad zna-
my SAT problém a nebo problém n-obarvitelnosti grafi. V urc¢itém thlu pohledu se na
jednotlivé klony lze divat jako na jednotlivé CSP problémy a svaz téchto klonti odpovi-
da zajimavym spojitostem, které mezi CSP problémy panuji. Pravé od teorie okolo CSP
vychéazi vyse zminéna pp-konstruovatelnost.

Jedna z mensich ¢asti svazu kloni na triprvkové mnoziné je svaz vsech klonti obsahuji-
cich majoritni funkei, ktery je kone¢ny a byl cely popsan v [[15] a s tim byl popsan i o trochu
veétsi, ale stejnak konecny, nadsvaz tohoto svazu obsahujici vsechny klony definovatelné bi-
narnimi relacemi, ktery je také konecny, ale velmi rozsahly — obsahuje 2 079 040 klont.
Zajimava otazka je jak by takovy klon vypadal az na pp-konstruovatelnost. Priblizenim se
odpovédi na tuto otazku se bude zabyvat tako prace.
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2 Algebraické pozadi

Moderni matematika uz dlouho smeruje k cim dal abstraktnéjsimu chapani matematickych
objekti, napriklad pri studiu prirozenych cisel si bylo potreba uvédomit jen vlastnosti, kterd
prirozend c¢isla maji a zavést tak abstraktnejsi objekt cozZ v pripadé prirozenych cisel byly
okruhy a obory. Postupné ale lidé mirili jesté k daleko hlubsi abstrakci a zacaly nahliZet
na podobné tvary jen jako na néjaké mnozZiny spolu s néjakymi operacemi (funkcemi
s libovolnym mnoZzstvim vstupt), dokonce i konstanty jsou z urcitého ihlu pohledu operacemi
s nulovgm poctem vstupt (maji nuldrni aritu). Podobné struktury musi ale obsahovat veskeré
i slozené operace — at mame napriklad obor prirozenych cisel (N,0,1,+, -, —), poté musime
zohlednit nejen operace jako a + b,c * d, —e, ale také (a * c¢) + b nebo napriklad ((a * a *
a) + (—c)) + 1, které se z téch zdkladich operaci sklddaji. Casem se ukdzalo, Ze podobné
soubory operaci na mnozZindach vystihuji daleko vice neZ jen cisla, ale také sirokou skdlu
dalsich objektii.

Nejprve pro tuto sekci ozna¢me mnozinu vSech operaci na mnoziné A, tj. |, oy A4" jako
Op(A). Také ozna¢me mnozinu vsech relaci na mnoziné A, tj. |J, oy P(A") jako Rel(A).
Také oznaéme mnozinu viech n-drnich operaci na A, tj. A4" jako Op,(A) a podobnd
i mnozinu vsech n-arnich relaci na A jako Rel,,(A).

2.1 Zakladni definice

Definice 2.1 (4]). At n,k € N, f € Op,,(A), g1, ..., gn € Op,(A). Zobecnénym slozenim
operace f s operacemi ¢, ..., g, nazveme k-arni operaci h na A definovanou jako

Flots oo g) (X1, ooy zx) := f(g1(z1, oy ), ooy g1, ooy T))

Jak bylo zminéno, tak sklddani operaci je pro nas jeden ze zakladnich bodu konstrukce
algebraickych objekti. Narozdil od bézného skladani funkei je tato definice uzptisobena
i pro skladani operaci arit vyssich nez 1.

Definice 2.2 ([4]). Pro n,k € N;k < n nazyvdme n-arni k-tou projekci n-arni operaci
py takovou, ze pi(z1, ..., ,) = Ty

Projekce nam slouzi jako néstroj, ktery ptijme libovolné n prvkia a poté nam z nich
vybere k-ty, coz je velmi uziteéné, pokud chceme dobre vystihnout skladani funkei rtiznych
arit.

Definice 2.3 ([4]). At A je neprazdnd mnozina. Klonem nad A nazveme mnozinu K C
Op(A), takovou, Ze obsahuje vSechny projekce a je uzaviend na zobecnéné skladani.

Klony jsou zcela zasadni pojem v této praci a do velké miry i v celé algebte. Klony nam
popisuji vsechny "pripustné” operace pro néjakou mnozinu A. Klony lze také generovat

4f [x1, ..., %] je pouze symbolem, nejde o funkci ktera by brala za argumenty gy, ..., gx
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z néjaké mnoziny operaci zptisobem, ze najdeme nejmensi klon, ktery tyto operace obsahuje
a tak poté je mozné se na algebry divat jen jako na generdtory klonu [4].

Priklad 2.4. Zde je nekolik prikladi klonai:
1. Op(A) je klonem nad A

2. {py : 1 <k <n e N}, tj. mnoZina vsech projeket je klonem nad A.

3. Okruh polynomi nad Z je klonem nad Q

Konkrétné treti cast prikladu @ dobfe popisuje vyznam klonii. Je zndmo, ze veskeré
operace na Q lze zapsat do normalniho tvaru, tj. tvaru

ni n2 Nm .
E cjalt - ay’ A G N, ey My, €N

neboli do sou¢tu nasobkii souc¢inli n¢jakych mocnin jednotlivych vstupnich prvki a;,
coz je ale presné mnozina vsech polynomi nad Z.
Nésledujici definice ukaze velmi podstatny vztah mezi operacemi a relacemi.

Definice 2.5 ([4]). At A je mnozina, f € Op,(A4) a 6§ € Rel,(A). Rekneme, 7e 0 je
invariantni vzhledem k f pokud

(T1,1, 2125 s T1k)s oo (Tiy1s oy Tk) € 0 = (f(@1,0, To1, o0y Tr1)s ooy f(T1py oy Tp)) € 0
Pokud @ je invariantni pod f, tak také rikame, ze f zachovava 6.

Jinak fe¢eno pokud zapiseme prvky relace # do tabulky takovym zpiisobem, ze vzdy
radek je prvek 6 a poté s f zobrazime jednotlivé bunky v radku, tak nam vzdy vyjde radek,
ktery je také prvkem 6.

Ti1 Tie Tig o T €0
To1 Tog Tog - Tap €0
Tn1 Tp2 Tpz - T,k € 0
U S O § Lf

* * * See cf

Pokud na relaci nahlizime jako na néjakou vlastnost mezi prvky A a pokud operace
zachovava tuto relaci, tak skutecné tato vlastnost je poté zachovana i mezi obrazy této
operace.

Definice 2.6. At R je n-arni relace a 7y,...5 € N,Vj,1 < ¢; < n. Poté definujme k-arni
relaci

R(iy,...ix) == {(ai,, ..., a;, ) : (a1, ..., an) € R}

a nazyvejme ji projekce R na souradnice i, ..., .

13



2.2 Korespondence polymorfismi a invariantnich relaci

Definice 2.7 ([4]). Pro libovolnou mnozinu relaci © nad A definujme mnozinu Pol(©) =
{f : A—= A : f zachovava 0,¥0 € ©}. Tato mnozina je nékdy nazyvidna "mnozina
polymorfismti mnoziny ©7.

Definice 2.8 ([4]). Pro libovolné F', F' je mnozinou funkci z A do A definujme mnozinu
relaci Inv(F'), takovou, ze 6 € Inv(F') < Vf € F je # invariantni vzhledem k f.

Definice @ a @ vypadaji velmi podobné a existuje mezi nimi velmi blizky vztah, ktery
ukazeme v nasledujicich vétach.

Véta 2.9 ([9, [7]). AL © je mnoZina relaci nad A # 0, poté Pol(©) je klon.
Diikaz. K dikazu staci ovérit vsechny podminky klonu, tj.

1. Obsahuje vsechny projekce

Pro libovolnou projekei pj a pro libovolnou 6 € © vezmeéme libovolné (211, ..., 21 %), ..., (Tn 1, - Tng) €

0. Poté (pZ(xLl,...,xn,l),..E (X1 ks ooy Tnk)) = (Tp1,--s Tik), COZ je v 0 a tj. pp je
v Pol(©) pro vsechna k, n.

2. Je uzavieny na skladani

At f,g1,...9m je libovolnd funkce zachovavajici € a vezméme libovolné 6 € © s aritou

k a poté (a;i,...,a;x) € 60 pro i = 1,....k. Podle predpokladu, ze g; zachovava 6
plati (gi(a11,---@m1)s s §i(A1 g, ...@m)) € 0 pro vsechna i = 1,...,m. Poté protoze f
zachovava 6 také plati

(f (g1(ar1s oy @mp1)y s G1(A1 s s i) s oo [ (Gm(@r1s s @m)s oo Gm(@i s ooy k) € 0
Toto je ale rovno

(f g1, s gm] (al,la ---;am,l)u s flo1s s g (Ch,k, -~-,am,k))

A to dokazuje, ze také f (g1, ..., gm] zachovava 0 a tj. i f g1, ..., gx] je v Pol(©).

Véta 2.10 ([9, 7]). At K je klon nad konecnou mnozinou A. Poté K = Pol(Inv(K)).

5Tento fakt je také velmi dobfe viditelny z diive zminéné tabulky, kde f jen zobrazuje na jeden ze
vstupnich radku.
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Diikaz. Je ziejmé, 7ze K C Pol (Inv(K)) a proto se v tomto dikazu budeme zabyvat jen
opacnou inkluzi, tj. Pol (Inv(K)) C K.

Pro libovolné n € N sefadme vSechny prvky A™ do tady ¢y, ..., ¢, kde t = |A]". Poté
pro libovolné g n-ani definujme g = (g(¢1), ..., g(¢;)) a poté at 6, = {g: g € K, g je n-arni}
a©={0,:neN}

Nyni ukazme, ze Pol(©) C K a proto vyberme f € Pol(©) a ozna¢me jeho aritu jako n.
Protoze f € Pol(©), tak f zachovava 6, pro vSechna m € N, které maji aritu rovnou ¢t =
|A|™, zvolme tedy m = n. Relace 6, podle definice klonu obsahuje p} = (p}(¢1), ..., pE(¢t))
pro vsechna k < n. Protoze f zachovava 6, tak (f(p}(¢1),...,pl (1)), .., f(PY (), ..., DI(C)))

~

O, ale (f(pT(C1), ..., D(C1))s ooy F(PT(Ct), ey PR(Cr))) € B, se TOVIA f, 7 Cehoz vyplyva f € K.
Také © C Inv(K), protoze kazdé 0 € © je inveriantni pod vsSemi f € K z ¢ehoz
také vyplyva Pol (Inv(K)) C Pol (©). Poté z predchoziho bodu a tranzitivity C vyplyva

Pol (Inv(K)) C K.
]

Véty @ a nam spolecné fikaji, ze vsechny klony lze zapsat jako Pol(©) pro néjakou
mnozinu relaci © a zaroven Pol(©) je klon pro libovolné ©, neboli kazdému klonu odpovida
néjaka mnozina relaci a kazdé mnoziné relaci néjaky klon. Obecné dokonce plati, ze mezi
klony a relacemi je takzvand Galoisova korespondence — svazy mnozin relaci a klonti na
néjaké konetné mnoziné A jsou navzajem izomorfni [4], ale tento poznatek zde nebude
dokéazan protoze neni nezbytny k této praci.
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3 CSP pozadi

Zejména posledni dobou je velkd tendence zkoumat které problémy jsou a které nejsou dobre
vypocetne resitelné. Napriklad rozdélit nejaké cislo na soucin prvocisel je algoritmicky velmi
ndrocné, pro vétsi cisla dokonce v dnesni dobé prakticky nemozné. Jednim z problémi je
také Constraint Satisfaction Problem, zkracené CSP, ktery se zabyvd zda néjakd relacni
struktura je splnitelnd. Diky velké obecnosti definice tohoto problému do néj zapadd mnoho
zndmych probléma jako treba SAT, coZ je problém, zda je dand vyrokovd formule splnitelnd
a nebo také napriklad n-obarvitelnost grafu, coz je problém, zda miZeme vsechny vrcholy
daného grafu obarvit n barvami tak, aby dva vrcholy stejné barvy nebyly spojeny hranou.
V této kapitole projdeme definice, zakladni poznatky a motivace z tohoto oboru, které budou
pozdéji vyuZité v této prdaci.

3.1 Zakladni definice a vztahy

Zakladnimi objekty pro nas budou relac¢ni struktury. Rela¢ni struktury odpovidaji jednot-
livym CSP problémiim, ale my na né budeme nahlizet také z lehce jiné perspektivy.

Definice 3.1 ([2]). Rela¢ni strukturou R na koneéné mnoziné A s nazyvame dvojici
(A, (R; :i€ 1)), kde (R; : i € I je uspofdadand mnozina relaci na A pfes néjakou indexovou
mnozinu 1.

Pro relace a relacni struktury pouzivejme symbol relace nalezeni € tak, ze R € R plati
prave tehdy kdyz je R mezi relacemi R. Také tikejme, Zze R je v R.

Také pro rela¢ni strukturu R ozna¢me mnozinu Rel(R) := {R: R € R}.

Prvni velmi podstatny koncept v teorii okolo CSP je pp-definovatelnost, pro kterou
plati velmi zajimavy fakt — pokud je R pp-definovatelna z S, tak poté lze S redukovath
na R (pokud na R, S nahlizime jako na CSP problémy) [2] — tento fakt zde ale nebude
dokazovan.

Definice 3.2 ([2]). At R je m-arni relace a S relacni struktura obsahujici relace S; : i € I.
Relace R je pp-definovatelna z S pokud R = {(ai,...,am) : @s,icr(a, ..., am)}, kde
0s,-icr(a1, ..., ) je pozitivné primitivni formule, tj. sklad4 se jen z konjunkei, existenc¢nich
kvantifikatort, relace nalezeni k nékteré z S; a rovnosti.

Také pro relacni struktury R, S feknéme, Zze R je pp-definovatelna z S pokud pro
vsechna R € R je R pp-definovatelna z S.

Priklad 3.3. At

Rl = {(07 1)7 (2’0)7 (170)}

6Redukce jednoho problému na jiny ma v teorii vypodetni slozitosti velky vyznam, protoze prakticky
znamend, ze pokud se A redukuje na B, tak ”B je jen specidlnim pripadem A”. Pfesnéji pojato to znamen4,
ze existuje efektivni algoritmus, ktery problém A preformuluje na problém B. Tato vlastnost také slouzi
k porovnavani obtiznosti problémni.
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Ry ={(0,1),(1,2)}
Rs ={(1,0),(2,0), (1, 1)}
51 ={(0,1)}
S = {(0,1,0),(0,2,0),(0,1,1)}

a at R = ({0,1,2},(Ry,Ra, R3)) a S = ({0, 1,2}, (S1,S52)) Poté S je pp-definovatelnd
z R, protoze relaci Sy lze definovat jako {(a,b) : (a,b) € Ry A (a,b) € Ro} a relaci Sy lze
definovat jako {(a,b,c) : (3(n,m))(n,m) € R3 A (a,n) € Ry A (m,b) € Ry A (b,c) € Rs}.

Nasledujici véta vyuzije diive zminénych algebraickych poznatkt a ukaze podstatnou
souvislost mezi klony relacnich struktur a pp-definovatelnosti.

Véta 3.4 ([2]). At R, S jsou relacni struktury nad mnozZinou A, poté R pp-definuje S
prdvé tehdy kdyZ Pol(Rel(R)) C Pol(Rel(S)).

Diikaz. Zde dokazeme pouze jednu implikaci — ta druha je jednoducha. Zde dokézeme, ze
pokud mame relacni strukturu R a relaci S takovou, ze je invariantni vzhledem ke vSem
f € Pol(Rel(R)), tak poté je S pp-definovatelnd z R, z ¢ehoz tvrzeni ve formulaci véty
vyplyva.

Predpokladejme S(i,7) € =,Vi,j € N. Oznacme aritu S jako m a jeji kardinalitu
jako n. Ted muzeme zapsat S ve formé matice typu n x m, kde kazdy sloupec odpovida
jednomu prvku S, ozna¢me si tuto matici jako X. Matice X nemé diky predpokladu dva
stejné fadky. Seradme vsechny prvky A™ do fady ¢, ..., ¢, kde t = |A|". At g je operace
s aritou n, poté at g = (¢(¢1), ..., 9(¢)).

Definujme relaci 6,, = {g : g zachovava vSechny relace v R}.

Relace 6,, je pp-definovatelna z R a to bez pouziti existenénich kvantifikdtort a rovnosti,
tj. (b1,...,0;) € 0, & N : ¢ € ¢, kde ¢ obsahuje formule typu (b;,,....b;,) € R, kde
i1y .., i € {1,...,t} pro k-arni R € R. Pro libovolné R € R bude formule (b;,,...,0;,) € R
v ¢ pravé tehdy, kdyz (¢, (s),....¢,(s)) € R,Vs € {1,...,n}, kde ¢(k) oznacuje k-tou
souradnici ¢;.

Nyni definujme relaci S’ takovou, ze formuli definujici 6,,, tj. Ay : ¢ € ¢ existentné
kvantifikujeme proménnymi ey, ...,e; € {x € A" : x neni fadek matice X}, tj. ndm vznikne
m-arni relace S’ protoze z puvodni t-arni 6,, kvantifikujeme vSechny az na m proménnych.

Nyni dokazme, ze S’ = S. Nejprve ukazme, ze S C S, tj. libovolné s € S je také v 5,
coz plati protoze pro kazdou n-arni projekci p” odpovida p" jednomu prvku S. Inkluze
S’ C S vychazi z predpokladu, ze S je invariantni vzhledem ke vsem f € Pol(Rel(R)).

Nyni se zbavme predpokladu, tj. at Ji,j : S(i,7) € =. Oznac¢me si m jako aritu S
a mnozinu M = {c: ¢ =max({i,5}),5(i,7) C =} a k jeji mohutnost. At T je (m — |M|)-
tice souradnic takova Ze neobsahuje souradnice v M, tj.

T = (1,...,@1 —1,21+17Zl—|—2,,lk—1,2k+1,,m),Vj,l S]Sk,lj eM
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Definujme relaci S’ = S(E)B. Relace S’ splnuje predpoklad S(i,5) € =,Vi,j € N a tak
vime ze je pp-definovatelnd z R, tj. §' = {(a, : * € T) : ¢(as,: * € T)} pro néjakou
pozitivné primitivni ¢. Relaci S poté mizeme definovat jako

S = {(ays eons @iy oy Qi o) & Py @ € T) A (/\{c —i;:1<j<kS(ci)C = })}
O

Tato véta nam také rika, ze pokud dvé rela¢ni struktury maji stejny prislusny klon, tak
jsou navzajem pp-definovatelné.

3.2 Homomorfismy, pp-konstruovatelnost a majoritni operace

Dalsim podstatnym néstrojem na porovnavani relacnich struktur jsou homomorfismy. Ho-
momorfismy jsou zobrazeni takova, ze zachovavaji strukturu jednotlivych relaci, ale pre-
devsim maji také vlastnost, ze pokud jsou R, S rela¢ni struktury a jsou homomorfné ekvi-
valentni, tj. existuje homomorfismus z R do S a také existuje homomorfismus z S do R,
tak poté jsou R, S na sebe navzajem redukovatelné (pokud na R, S nahlizime jako na CSP
problémy) [2], ale tento poznatek tu také nebude dokazovan.

Definice 3.5 ([2]). At R je relace na mnoziné A a S je relace na mnoziné B. Zobrazeni f :
A — B zachovava par relaci R a S pokud plati Y(ay, ...,a,) € R: (f(a1), ..., f(an)) € S.

Také méjme relacni struktury R = (A, (R; i € 1)),S = (B, (S; : i € I)) takové, ze R;
a S; maji stejnou aritu pro vSechna i € I, poté funkci f nazveme homomorfismem z R do
S pokud f zachovava par relaci R; a S; pro vSechna ¢ € I. Fakt, ze existuje homomorfismus

hom.

z R do S znacme R < S.
Pokud existuje homomorfismus z R do S a také z S do R, tak rela¢ni struktury R, S

hom.

nazveme homomorfné ekvivalentni. Tento fakt znacme R = S.

Nasledujici véta nam ukéaze, ze neni potieba dbat na pp-definovatelnost, pokud nas
zajima homomorfni ekvivalence néjakych relacnich struktur.

Véta 3.6. AL R = (A, (R; :i €1)),S = (B,(S; : 1 € 1)) jsou relacni struktury. Poté
R'Z S prdave tehdy kdyz pro libovolné R; pro vsechna j € J pp-definovatelné z R existuji
S; pro vSechna j € J pp-definovatelnd z S takové, Ze R = (A, (R;:i € I,R; : j € J)) =
(B,(Si€l,S;:j€elJ)).

Dukaz. Zde dokéazeme jen jednu implikaci, protoze ta opacna je jednoducha. Zde dokazeme

hom.

ZepokudRh%n‘ S,takpoté R=(A,(R;:ie€l,R;:jeJ)) = (B,(S;:i€l,8;:j€J)).
Pro tuto vétu definujme pro libovolnou relaci R nad mnozinou A a libovolné f : A — B

relaci ‘R jako {(f(ar), ... f(an)) : (a1, ...an) € RY.

"Znadenim S(7) je myslena projekce S na soufadnice T
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Protoze pro vSechna j € J je R; pp-definovatelnd z R, tak existuje formule @%ﬂe I
takova ze R = {(a1, ..., an) : ¥g,ics(a1, ..., an)}. Poté definujme formuli oy, tak, ze vyskyt

kazdého R; nahradime relaci S;. Poté definujme relaci S; = {(a1, ..., an) : ¢% ic(a1, ..., an)}.
h—
Fakt, ze R;C S; je zrejmé ekvivalentni tomu, Ze zobrazeni h zachovava par relaci R;,.S;.

h1—)
Oznacme si hy jako homomorfismus z R do S. Poté R; C S; pro vSechna i € I, coz z definice

R;, S; implikuje, Ze hflzjg S; z ¢ehoz vyplyva, Zze hy zachovava par relaci RR;, S; pro vSechna
7 € J a z predpokladu této véty také, ze zachovava par relaci R;,.S; pro vSechna i € I,
tj. hy je homomorfismus z R = (A, (R; : i € I,R; : j € J)) do (B,(S; € I,S; : j € J)).
Podobné lze ukazat Ze i opacny homomorfismus zachovava par relaci S;, R; pro vSechna
j € J a také pro S;, R; pro vSechna ¢ € [. ]

Tato véta nam 1ika, ze pro rela¢ni struktury mizeme pridat a pripadné i obebrat
konecné mnozstvi pp-definovatelnych relaci bez toho, abychom zménili k nim ptislusné
homomorfismy, ¢ehoz pozdéji vyuzijeme.

Homomorfismus z rela¢ni struktury na sebe samou nazyvame endomorfismem. Nékteré
relacni struktury maji prijemnou vlastnost, Ze na sobé maji jen "hezké” endomorfismy, tj.
takové, Ze jsou bijektivni (poté se nazyvaji automorfismy) a nékteré dokonce jesté lepsi vlat-
nost, ze na nich existuje jen endomorfismus rovny identité. V prvnim pripadé tyto relacni
struktury oznacujeme jako "core”; v druhém ptipadé takové relac¢ni struktury oznacujeme
jako "rigid core”.

Definice 3.7 ([2]). Relacni strukturu R nazyvame core, pokud kazdy endomorfismus, tj.
homomorfismus z R do R je bijektivni.

Definice 3.8 ([3]). Relac¢ni strukturu R nazyvame rigid core, pokud kazdy endomorfis-
mus, tj. homomorfismus z R do R je rovny identité.

Hlavni divod pro¢ nas tako vlastnost zajima je nasledné zjistovani homomorfni ekviva-
lence, protoze pokud mame relacni struktury R, S rigid core, takové, ze jsou homomorfné
ekvivalentni, tak existuje néjaky homomorfismus f z R do S a také existuje néjaky homo-
morfismus g z R do S takovy, Ze g o f = id (toto je jednoduché pozorovani z definic).

Dalsi velmi uziteény pojem je pp-konstruovatelnost. Pp-konstruovatelnost ma relativné
podobny vyznam jako pp-definovatelnost, akorat v daleko vétsim meéritku. Pro pp-kon-
struovatelnost také plati vlastnost, ze pokud R je pp-konstruovatelnd z S, tak poté je R
redukovatelnd na S (pokud vnimame R, S jako CSP problémy). Tento poznatek je také
uveden bez dikazu.

Definice 3.9 ([2]). At S je k-arni relace na A", poté pro tuto definici oznac¢me

S = {(a1717a172, ...76Lk7n) . ((CLLl, ...,alvn), ...(akJ, ...76Lk’n)) - S}

At R je relacni struktura nad A a S je relacni struktura nad A™. Pro m € N,1 < n je
S m-tym pp-powerem R pokud VS € S je S pp-definovatelna z R.
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Definice 3.10 ([2]). At R, S jsou relaéni struktury. R je pp-konstruovatelna z S pravé
tehdy kdyz R je homomorfné ekvivalentni S’; kde S’ je pp-power S.

Lze snadno ukazat, ze relace pp-konstruovatelnosti je usporadanim. Poté vzniklou ekvi-
valenci, tj. R je ekvivalentni S pravé tehdy kdyz S je pp-konstruovatelna z R a také R je
pp-konstruovatelna z S nazyvejme ekvivalenci pp-konstruovatelnosti.

Nasledujici véta zminuje relativné zfejmy, ale podstatny vztah mezi pp-definovatelnosti
a pp-konstruovatelnosti.

Véta 3.11 ([2]). At R, S jsou relacni struktury nad mnoZinou A. Jestlize R je pp-defino-
vatelna z S, tak R je pp-konstruovatelnd z S.

Dikaz. Zvolme S” jako prvni pp-power S a vSechny relace v S” definujme tak aby byly
rovny relacim z R, coz jde protoze je R pp-definovatelnd z S. O]

Nasledujici definice definuje zasadni relaci v této praci. I kdyz jde jen o velmi malou
cast pp-konstruovatelnosti, tak je to jedna z moznosti jak se pp-konstruovatelnosti priblizit,
tj. kazdé dva prvky co jsou v této relaci jsou i pp-konstruovatelné jeden z druhého (tato
inkluze ale neplati obréacene).

hom. hom.

Definice 3.12. Definujme relaci < takovou, ze pro rela¢ni struktury R,S plati S < R
pravé tehdy kdyz existuje S’ druhy pp-power S, takovy, ze S’ "Z R,

Nasledujici véta nam ukaze, ze pokud rela¢ni struktury, které jsou core vnimame jako
identické kdyz jsou ze sebe navzajem pp-konstruovatelné, tak vzdy existuje takova "forma”
kazdé struktury aby byla rigid core.

Véta 3.13 ([B3]). At R je relacni struktura, pak existuje S rigid core, takovd, Ze R, S jsou
ze sebe navzdjem pp-konstruovatelné.

Diikaz. Pro kazdou relac¢ni strukturu R existuje S core, takovy, ze R s S, coz je dokazano
v [3].
Pro kazdy S core existuje S’ rigid core takovy, Ze S a S’ jsou v ekvivalenci pp-defino-
vatelnosti, coz je dokdzano v [10].
[

Nékteré relacni struktury maji ve svém klonu zajimavé operace zvané majority, které
umozni danou rela¢ni strukturu popisovat velmi jednoduse, s ¢imz nas seznami nasledujici
definice a tvrzeni.

Definice 3.14 ([2]). f : A> — A nazyvejme majoritni operaci (a nebo jen majoritou),
pokud Va,b € A plati

fla,a,b) = f(a,b,a) = f(b,a,a) =a
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Také je vhodné poznamenat, ze z definic pfimo vyplyva, ze tvrzeni "Pol(Rel(R)) obsa-
huje majoritu” je stejné jako tvrzeni "majorita zachovava vsechna R € R” — toto tvrzeni
nadale také uvadéjme jako "R je kompatibilni s majoritou”.

Véta 3.15 ([l]). At R je relacni struktura kompatibilni s majoritou, pak lze kazdé R € R
definovat jen konjunkcni formuli nad projekcemi R na wvsechny dvojice souradnic , tj.
(a1,...,an) € R < (ai,,a5) € R(iy, j1) N ... A, aj,) € R(ig, Ji), kde (i1, j1), ... (ik, Ji) jsou
dvojice souradnic, tj. ¥(i;,71),1 <1< k;1 <4 <n,1 <j; <n,iy # J.

Diikaz. Vyberme libovolné R € R a oznacme jeho aritu jako n a poté vyberme jednu n-tici
(aq,...,a,) v R. Dokazme indukci, ze VI C {1,....n}, |I| < 7;3(by,...b,) € R;Vi € I,a; = b;.
Pro ¢ = 2 Existuje kvili projekcim R na dvojice souradnic.
Pro i > 2 ozna¢me I = j;,...j;. Podle indukénfho ptedpokladu zndme by takové, Ze
a; = by, Vi € I\ {j1} a také podobné by a bs. Poté kdyZ na by, by, by provedeme po slozkach
majoritu (miiZzeme protoze R je kompatibilni s majoritou), tak ndm vyjde b € R spliiujici
Vi € ], a; = bz
O]
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4 Navrh algoritmu

V této sekci bude popsan algoritmus, ktery rozhodne zda dvé rela¢ni struktury na mnoziné
{0, 1,2}, které obsahuji jen binarni a unarni relace a jsou kompatibilni s majoritou a jsou
rigid core jsou v homomorfni relaci druhého pp-poweru.

Pro tuto sekci ozna¢me A jako mnozinu {0,1,2} a A = (A, (R;:i € 1)),B = (A,(S5;:

hom.

j € J)) jako dvé vstupni rela¢ni struktury a o kterych rozhodujeme, jestli B < A. Diky
vété BB mizeme zvolit A jako co nejmensi, tj. jen jako mnozinu relaci takovou ze zadna
neni z kterékoli jiné pp-definovatelna B a B jako co nejvétsi, tj. vSechny binarni a unarni
relace, které jsou z relaci v B pp-definovatelné, bez toho abychom homomorfismy zménili.

4.1 Popis algoritmu

om.

Tento algoritmus ma za cil najit rela¢ni strukturu C takovou, ze A "= C a zéroveii C
je druhy pp-power B. O struktufe C vime, Ze je nad mnoZinou A? a bude obsahovat
binarni a undrni relace nad touto mnozinou A?. Také vime, Ze vSechna h : A — A, kterd
jsou homomorfni jsou rovna identitéd a pravé toto budeme hledat jen mezi zobrazenimi
f:A— A% g: A2 — A takovymi, 7e go f = id.

1. Nejprve vyberme f : A — A? takové, ze f je injektivni hd,

2. Nyni musime pro kazdou relaci v A vytvorit relaci v C stejné arity takovou, aby f
bylo homomorfismus.

Pro vsechny R; : ¢ € I vytvorme odpovidajici relaci gz Pokud je R; binarni, tak gz
bude také bindrni a V(a,b) € R; bude (f(a), f(b)) € C; a pokud R; je unarni, tak C;
je také unarni a V(a) € R; bude (f(a)) € C;.

3. V tuto chvili C; obsahuji jen nezbytné prvky k tomu aby f bylo homomorfismus
z R; do C;, ale nyni musime najit nejmensi C; takové, ze obsahuje C;, aby f bylo
homomorfismus a zaroven aby C; = {(a1,a2,as,a4) : ((a1,a2), (ag,a4)) € C;} bylo
pp-definovatelné z B (z definice pp-poweru).

4. Poté je ale také potieba najit g : A2 — A takové, Ze g je homomorfismus z C do A
a také g o f = id. Protoze g o f = id, tak vime, ze g zobrazuje f(0) — 0, f(1) —
1, f(2) = 2. Pro kazdé i € I ted mizeme najit néjaké "vynucené” dvojice prvki a, b
takové, ze g(a) = b, tj. jestlize pro c takové, ze vime, Ze g(c’) = c existuje pravé jedna
dvojice (¢,d) € R; a pokud existuje jednoznac¢né g—'(d) takové, ze g(g~*(d)) = d, tak
poté musi (¢, g7(d)) € C;, toto opakujeme dokud takové dvojice existuji L. Pokud

8Mnozina takovych relaci se ¢asto nazyvé jako mnozina generdtort A
97 predpokladu, ze A je rigid core

10 Jestlize hleddme bijektivni zobrazeni g o f, tak musi byt f injektivni
HTakové dvojice nemusi existovat zadné.
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v tomto procesu dojde ke sportim, tj. ¢ musi "vynucené” mit dvé rtizné hodnoty pro

hom.

stejny vstup, tak algoritmus rovnou rozhodne, ze B < A.

5. Poté uZ zbyva jen projit prvky A2 pro které g neni definované a které se vyskytuji
v (; a postupné jim prifazovat rizné obrazy a zjistovat zda je poté g homomorfismus

hom. hom.

z C do A. Pokud takové g existuje, tak B < A a pokud ne tak B < A.

U nékterych kroki nemusi byt zcela zrejmé jak je realné provést. Vybrani f a poté
vytvoreni C; je zfejmé, ale poté nalezeni nejmensi pp-definovatelné C; uz tak zfejmé nent.
Nejprve si musime uvédomit, ze na pp-definici C; stac¢ni kvili véte B jen konjunkéni
formule, oznacme ji ¢, ve které je jen kone¢né mnoho atomickych formuli, oznac¢me je v;,
které mohou C; "omezovat”. Nyni pro kazdou v; vyzkousime zda C; C {((a,b), (c,d)) :
Y;(a,b,c,d)} a pokud ano, tak se ¢ bude vyskytovat ve vysledné formuli ¢ a pokud ne,
tak ji preskocime, tj.

¥ = /\{¢J 61 C {((a’ b)? (C7 d)) : ¢j<a’bv Cy d)}}

Poté staci jen najit relaci C; = {((a,b), (¢,d)) : ¢(a,b,c,d)}.

V dalsim kroku hleddme "vynucené” ¢asti g, abychom zmirnili pocet moznosti g, které
je jinak poté prochazet "hrubou silou”, coz je v exponencidlnim case vzhledem k mnozstvi
nedefinovanych vstupi do g.

Pti technickém pohledu nejde o prilis naro¢ny algoritmus. V prvnim kroku méame na
vybér z 504 moznosti, druhy krok je vypocetné velmi jednoduchy, ve tiretim kroku se
pouze projdou vsechny mozné "omezeni” které C; ovliviuji, kde je 12 pripustnych dvojic
soutadnic pro celkové mnozstvi v pripadé bindrnich relaci v B a rovnost, tj. zkousime zda
je C; splnéna pro 4-arni relace C; v piipadé binarnich relaci v B zkousime 12-(| Bin(B)|+1)
a v pripadé undrnich relaci v B zkousime jen 4 - | Un(B)| a pro binarni relace C; v pfipadé
bindrnich relaci v B zkousime 2 - (| Bin(B)| 4 1) a v pfipadé unarnich relaci v B zkousime
jen 2 - |Un(B)|. Pii urovani g maximalng 3IBnAI2+4Un(4A)=3 1mo7nosti jak mize byt g
definovana. To je celkem priblizné 504 - (Bin(A)- (12 (| Bin(B)|+1)+4-| Un(B)|)+Un(A)-
(2-(| Bin(B)|+1)42-| Un(B)])) - 3/ Bin(I-2+Un(4)=3 krokii. Pro orientaci ma nejmensi relaéni
struktura (tj. ta co ma nejvice relaci) 245 binarnich relaci a 6 unarnich (tfi bindrni relace
generujici vSechny ostatni). V pouzité implementaci trva tento proces piiblizné ¢tvrtinu
vteriny.

4.2 Zdrojovy kéd zajimavych casti algoritmu

Cely program je psan v jazyce Python a zde nebudou definovany vestavéné funkce tohoto
jazyka, které jsou ale velmi intuitivni a vétsinou sebevysvétlujici.

V nasledujici ¢asti kodu je popsana funkce, kterd prijme list SRel2 odpovidajici mnoziné
binarnich relaci v B a list SuRel2 odpovidajici mnoziné unarnich relaci v B a také relaci
(ve formé “list listi”) VRel odpovidajici C; a vrati nejmensi C; takovou, ze obsahuje C;
a zaroven je pp-definovatelnd z B.
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def ziskreltetra(SRel2,SuRel2,VRel):
p =0
#do tohoto listu budeme postupné pridavat "omezeni" vzniklad z
— bindrnich relact v B
for i in
- [fo,1],[0,2],[0,3], (1,01, [1,2],[1,3],[2,01,[2,1],[2,3],[3,0],[3,1],[3,2]1]:
for j in sjedn(SRel2, [[[0,0],[1,1],[2,2]]1]):
#toto je for pro wvSechny binarni relace sjdenoceno s rovnosti
if jepodmtetra(VRel,j,i):
#jepodmtetra(R,S,t) vezme za vstup 4-arnt relaci R, bindarni
~ relact S a dvojict soufadnic i a poté odpovi True pokud
-~ R(ig,11) je podmnoZina S a odpovi False pokud nent
p.append([j,il)
p2 = []
#do tohoto listu budeme postupné pridavat "omezeni" vznikld z
~ wundrnich relacti v B
for i in [0,1,2,3]:
for j in SuRel2:
if jeunpodmtetra(VRel,j,i):
#jeunpodmtetra(R,S,1) vezme za vstup 4-drni relact R, undrni
~ relact S a souFadnici i a poté odpovi True pokud R(i) je
— podmnoZina S a odpovi False pokud nent
p2.append([j,il)

e =[]
#do tohoto listu budeme postupné priddvat prvky A spliujici vse v
— listu p
if len(p) != 0:
for i in A4:
z = True
for j in p:
dv = [i[j[1][0]],1[501][1]]]
if not dv in j[0]:

z = False
break
if z:
e.append (i)
else:
e = copy.copy(A4)
proz = []

#do tohoto listu budeme postupné pridavat prvky e¢ splnujici vsSe v
o listu p2
if len(p2) != 0:
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for i in e:
z = True
for j in p2:
jed = [i[j[11]]
if not jed in j[0]:
z = False
break
if z:
proz.append (i)
return(proz)
else:
return(e)

Nasledujici ¢ast kodu obsahuje hledédni zobrazeni g ve ¢tvrtém kroku algoritmu po-
psaného vyse. Jako vstup do této ¢asti programu jde mnozina 4-arnich relaci v C; SRel4,
binarnich relaci v C; SRel2, mnozina binarnich relaci v R; SuRel2, mnozina unarnich relaci
v R; SuRell a zobrazeni [ odpovidajici g s né¢jakymi definovanymi hodnotami. Pted touto
casti také je kratky inicializacni program, ktery ale sdm o sobé neni moc zajimavy a tak
zde nebude uveden.

while zména != O:
#proménnd do které se v kaZdém cyklu ukladd pocet zbylych
~ nedefinovanych prvki
zména = 0
#proménnd do které se ukldadd pocet zmén (novych definic)
for s in range(len(SRel4d)):
Reld = SRel4[s]
Rel2 = SRel2[s]
for i in Rel4:
if (dvé&sourv(i,1,0,1) == True) & (dvé&sou¥v(i,1l,2,3) ==
- False):
#funkce dvésourv(R,S,%,j) prijimd jako vstup jednu 4-drni
~ relact R a odpovi zda R(%i,7) je podmnoZinou S
p = r(Rel2,£(1,[i[0],i[11]1))
#funkce r(R,c), kde R je bindrni vrati list
—~ takovy, Ze a € list < (c,a) € R a funkce f(F,c)
~ wrdati F(c), kde F je definované zpisobem list
~ listd
if len(p) == O:
return(None)
if len(p) == 1:
1.append ([[i[2],i[31],p[01])
zména = zména +1
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19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

if (dvésou¥v(i,1,0,1) == False) & (dvésoutv(i,1l,2,3) ==
<~ True):
p = robr(Rel2,f(1,[i[2],i[311))
#funkce robr(R,c) funguje velmi podobné jako
~ r(R,c), akordat obracené, tj. vrati list
~ takovy, Ze a € list < (a,c) € R
if len(p) == O:
return(None)
if len(p) == 1:
1.append([[i[0],i[1]1],p[011)
zména = zména +1
for i in range(len(SuRel2)):
funk = f(1,SuRel2[il)

if funk != None:
if funk in SuRell[i]:
return(None)

Poté nasleduje program, ktery podle toho zda existuji nedefinované hodnoty v [ a nebo
ne rozhodne zda zacne zbylé nedefinované hodnoty doplnovat a nebo ne.
Umisténi celého zdrojového kodu je sepsané ve volné vlozeném listu u této préce.

5 Vyuziti algoritmu a interpretace vysledku

Poté kdyz mame moznost, jak algoritmicky zjistit jestli dvé relac¢ni struktury, které jsou
kompatibilni s majoritou, jsou rigid core a jsou definovatelné binarnimi a unarnimi relacemi,
tak mtizeme pokrocit dal a tento algoritmus vyuzit k pribliZzeni se k popisu vSech rela¢nich
struktur az na pp-konstruovatelnost.

K dispozici uz je seznam vsech relac¢nich struktur s jen bindrnimi a unarnimi relacemi
az na pp-definovatelnost a je usporadany podmnozinovou inkluzi kloni téchto relacnich
struktur, tj. je to jen "obracené” usporadani pp-definovatelnosti. Tento seznam ma ale
nékolik problémii.

Prvni velmi podstatny problém je, Ze rela¢nich struktur v tomto seznamu je 2 079 040,

hom. hom.

takze pokud bychom zkouseli vsechny dvojice R, S, zda R < Sataké S < R a orientac-
né bychom pocatali s vyzkouSenim ¢tyt relaci za sekundu (coz je s pouzitou implementaci
ptiblizné dobry odhad) , tak by ndm tato celd procedura trvala o néco méné nez 35 000
let. Protoze jde jenom o priblizeni se pp-konstruovatelnosti a ne jeji exaktni zjisténi, tak
zkusime mensi mnozinu dvojic relacnich struktur a to pravé ty dvojice, které jsou "piimo
pod sebou” v usporadani podle pp-konstruovatelnosti, tj. takové R, S, kde R je pp-defi-
novatelna z S a zaroven neexistuje C,S # C # R takova, ze R je pp-definovatelnd z C
a také C je pp-definovatelnd z S. U takovych dvojic kvili véteé E stacni zkouset tuto
relaci jen jednim smérem a navic takovych dvojic je "jen” 9 737 075.
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Dalsi problém je, Ze ne vsechny rela¢ni struktury, které obsahuji jen bindrni a unarni
relace jsou také kompatibilni s majoritou, ale je jich prevazna vétsina. Navic pro dvé relac¢ni
struktury vyse zminény algoritmus nikdy netekne, ze dvé rela¢ni struktury by byly v této
relaci i kdyz by v ni byt neméli, prinejhorsim akorat rekne, Ze v relaci druhého pp-poweru
nejsou i kdyz by byt mohli, coz nam ale prilis nevadi, protoze jde jen o pribliZeni se pp-
-konstruovatelnosti.

Posledni uz ne tak zavazny problém je, ze vSechny struktury v tomto seznamu jsou core,
ale ne vSechny jsou rigid core. Tento problém je ale snadno teSitelny diky véte , ktera
nam 1ika, ze pro kazdy core existuje i rigid core takovy, ze je v ekvivalenci pp-konstruova-
telnosti. Ten najdeme zptisobem, ze najdeme nejvétsi rigid core a poté i vSechny pod nim
budou rigid core, nejvétsi rigid core v tomto svazu je rela¢ni struktura obsahujici pouze
relace {0}, {1}, {2}, oznacme ji jako Ay (na poradi relaci nezdlezi protoze jsou vSechny
navzajem pp-definovatelné).

Véta 5.1. Pro vsechny R € V' rigid core je Ay pp-definovatelnd z R.

Dukaz. Provedme dikaz sporem a predpokladejme, Ze existuje R rigid core takovy, ze Ag
neni pp-definovatelna z R. Tento predpoklad je stejny jako, ze existuje klon K takovy, ze
Vf € K, f nezachovava {0}, {1}, {2}, tj. 3c € {0,1,2},3g € K, g nezachovava {c}. Protoze
{c} obsahuje pouze jeden prvek, tak z faktu, ze g nezachovava {c} plyne g(c,...,c) # c.
Operace g [pl,...,pl] je také v K, pro kterou plati g [pi,...,pl] (c) # ¢, coZ je ve sporu
s faktem, ze R je rigid core. ]

Vys$e zminény algoritmus je lepsi vnimat jako kdyby rozhodoval jestli dvé relacni struk-
tury jsou pp-konstruovatelné jedna z druhé a nebo nevime zda jsou a nebo ne, nez néjaké
exaktni pravidlo.

Pro tuto kapitolu si ozna¢me graf G = (V, E), kde V' je mnozina vSech rigid core (zis-
kédme je tim, ze z puvodniho listu vybereme jen ty rela¢ni struktury, které jsou pod Ap).
definovatenych binarnimi relacemi az na pp-definovatelnost a E jsou vSechny dvojice relac-
nich struktur, které jsou "piimo pod sebou”, tj. takové (R, S), kde S je pp-definovatelna
z R (tj. Pol(Rel(R)) C Pol(Rel(S))) a zaroven neexistuje C takovd, ze R je pp-definova-
telna z C a také C je pp-definovatelna z S.

hom.

Pro vsechny hrany (R, S) bylo vyzkouseno zda R < S. Pokud bylo zjisténo, Ze pro

hom.

(R,S) plati R < S, tak poté vime, ze R a S jsou ze sebe navzijem pp-konstruovatelné —
relaci takovych (R, S) oznac¢me jako C'. Protoze ekvivalence pp-konstruovatelnosti je ekvi-
valenci, tak je potfeba udélat nejdrive reflexivni a symetricky uzavér a poté také tranzitivni
uzaver, tyto pojmy budou definovany v nasledujicich definicich.

Definice 5.2. Af ~ je relace a A libovolna mnozina, poté at
1. S(~)={(a,b) :a~bV b~a}
2. Ra(~) ={(a,a):a € A} U ~

3. T(~) =A{(a,b) : Ia,ai,...,an,b);a ~a; Na; ~as A ... Na, ~ b}
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S(~) nazyvame symetricky uzavér, R4(~) reflexivni uzévér a T(~) tranzitivni uzavér
relace ~.

Oznac¢me si ekvivalenci = jako T(Ry (S(C))), pro kterou ziejmé plati, ze pokud R = S,
tak poté je R v ekvivalenci pp-konstruovatelnosti s S (obracend inkluze neplati).

Poté si oznacme novy graf G' = (V' _E’), kde V' obsahuje vSechny tfidy ekvivalence =
a E' obsahuje vSechny dvojice ([R], [S])E takové, ze A € [R],IB € [S],(A,B) € E.

Véta 5.3. Pro vsechny cykly ¢ v G' plati, Ze vSechny relacni struktury R € [C| € € jsou
po dvou v ekvivalenci pp-konstruovatelnosti.

Diikaz. At ¢ = (cq,...c,) je néjaky cyklus v G', tj. (¢;,¢i41) € E',Yi < n,(cp,c1) € E'. To,
ze né&jaké (a,b) € E', pokud znamend, ze IR € a,3S € b takové, ze S je pp-definovatelna
z R a také pro dvé relacni struktury v jedné tridé plati, Ze jsou v relaci pp-konstruova-
telnosti, tj. R,S € ¢;,7 < n plati, ze R, S jsou v ekvivalenci pp-konstruovatelnosti. Pro
libovolné ¢;, ¢; € ¢, bez ijmy na obecnosti i < j < n (pokud ¢ = j, tak je to zfejmé) at
R € ¢;,S € ¢;. Fakt, Ze S je pp-konstruovatelna z R je ziejmy z poznatkl vyse, protoze
existuje fada c;, ¢jt1, ..., ¢j, kde je libovolna relacni struktura z libovolného prvku této ra-
dy je pp-konstruovatelnd z libovolné relacni struktury toho predchoziho a obracené R je
pp-konstruovatelnd z S protoze existuje fada c¢;, ¢jy1, ..., Cn, C1, ...c;, kde je také libovolnd
relac¢ni struktura z libovolného prvku pp-konstruovatelna z libovolné relacni struktury toho
predchoziho. ]

Véta vyse nam ukazuje, zZe je také potieba se zaobirat cykly v grafu G’, protoze poté
pokud existuji néjaké cykly (které existuji) muzeme mnozstvi t¥id jesté zménsit, resp.
vytvorit relaci ~ takovou, ze = C T(Ry (S(~))) a zaroven takovou, ze implikuje ekvivalenci
pp-konstruovatelnosti. Tuto relaci nalezneme jako ~ == U {(a,b) : 3 cyklus ¢; a,b € ¢}.

Vytvorme graf G” = (V" E") takovy, ze V" obsahuje vSechny t¥idy ekvivalence T(Ry (S(=~~
))) a E” definujme podobné jako E’. Z ptuvodnich 2079040 vrchola puvodniho grafu prvcich
nam vznikne 1207 tiid, kde nejmohutnéjsi obsahuje 1329769 relac¢nich struktur. Medianem
poctu relacnich struktur ve tridé je 3, coz je zajimavé protoze jsou relacni struktury mezi
tridy rozdéleny velmi nerovnomérné (5 nejvétsich tiid dohromady obsahuje pfiblizné 95%
veskerych rela¢nich struktur z V). Vrcholy maji pramérné priblizné 2,2 vrcholi "piimo
pod nimi”. Na obrazku nize je grafické znazornéni grafu G”.

12[a] oznacuje t¥idu ekvivalence obsahujici prvek a
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Obrazek 2: Graf G”
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Umisténi veskerych soubort obsahujicich popisy jednotlivych popsanych objektt v tom-
to postupu a jejich popisy jsou sepsané ve volné vlozeném listu u této prace.
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Soubory

Data jsou ulozena do soubort za pomoci knihovny Pickle (viz dokumentace ZDE). Vsechny
soubory jsou ke stazeni na webové strance ZDE pod nadpisem "Files” ve slozce "Prispévek
k popisu vSech triprvkovych relacnich struktur az na pp-konstruovatelnost”.

Na prevod relaci z usporného do standardniho formétu (tj. list listi) 1ze pouzit funkei
GetBinaryRelations a GetUnaryRelations.

o lattice.b— list obsahujici veskeré rela¢ni struktury definovatelné bindrnimi a unarnimi
relacemi, kde kazda je zapsana formatem listu délky 7, kde
. index rela¢ni struktury
. (zbytné) index vrstvy

. (zbytné) umisténi

. unérni relace, které tato struktura obsahuje (v isporném forméatu)

1
2
3
4. binarni relace, které tato struktura obsahuje (v tsporném formétu)
5
6. (zbytné) pocet maximalnich podklont

7

. list indext maximéalnich podkloni

o lattice-konst.b — list obsahujici veskeré rigid core definovatelné binarnimi a unarnimi
relacemi ve stejném formatu jako lattice.b

o lattice-konst-usp.b — list obsahujici listy délky 2 popisujici usporadani mezi tridami
z lattice-konst.b (obsahuje jen maximalni dvojice, tj. ty dvojice kde na druhé sourad-
nici je klon a na prvni je jeho maximélni podklon)

e lattice-dict-lw.b — slovnik odkazujici indexy relac¢nich struktur na list délky dva obsa-
hujici na nulté souradnici bindrni relace v této rela¢ni struktufe (v isporném formatu)
a na prvni soufadnici unérni relace v této relacni strukture (v isporném forméatu).

o lattice-gen-dict-lw.b — slovnik odkazujici indexy relac¢nich struktur na list délky dva
obsahujici na nulté souradnici generujici bindrni relace v této relacni strukture (v tspor-
ném formatu) a na prvni soutadnici generujici unarni relace v této relaéni strukture
(v tsporném formatu).

o arch.b — list stejné délky jako usb.b, kde kazd4a souradnice na kazdé souradnici je bud
False a nebo dikaz ze je odpovidajici dvojice v usp.b v relaci homomorfni ekvivalence
druhého pp-poweru. Diikazy jsou listy délky 4, kde

1. homomorfismus A do CB

1”Generujicimi” je mysleno, Ze viechny relace v této struktufe jsou pp-definovatelné z bindrnich a unér-
nich relaci prislusné relacni struktury
2A je rela¢ni struktura kterd méa byt homomorfné ekvivalentni C, kde C je druhy pp-power B


https://docs.python.org/3/library/pickle.html
https://sites.google.com/view/janadamzahalka/research

2.
3.
4.

homomorfismus z C do A
4-4rni relace v C

binadrni relace v C

o arch-lw.b — podobné jako arch.b, akorat obsahuje jen odpovéd True a nebo False
bez dikazu.

o popisclas.b — list obsahujici vSechny tridy ekvivalence ~ ve formé listt délky 7, kde

1.

N e

index tridy (indexy byly pridélovany podle poc¢tu prvki které dand tiida obsa-
huje, tj. index 0 ma ta trida ktera obsahuje nejvice klonti, index 1 ta trida ktera
obsahuje nejvice klont kromé té prvni atp.)

indexy klont, které tato tiida obsahuje
Nic.

Nic.

Nic.

(zbytné) Pocet maximalnich podtiid

list maximalnich podtiid (viz kapitola 5 v psané praci)

o source.py — kompletni zdrojovy kéd pouzitych skriptii
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