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Anotace

Cilem prace je predstavit intuicionistickou logiku s diirazem na konstrukci modelt, konkrétné
Heytingovych algeber. Heytingovy algebry zkonstruujeme z kolekci subobjektt v toposu.
Zamérime se na toposy funktort, jejichz hodnoty jsou mmnoziny - takto lze popsat napf.
Kripkeho modely, kategorii akci monoidii a kategorii funkci.
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Uvod

Hlavni motivaci pro vznik této prace je pochopeni logiky, tj. lidského uvazovani, na
absolutni pravdy a nepravdy: pravdivost mlze zaviset na misté, ¢ase, podminkach, ¢i jinych
vstupnich datech. Tudiz v redlném svété objevime celé spektrum pravdivosti. Polopravdy
spravné odvozené z neovérenych predpokladi (sekce 4.4), pravdivé jen na nékterych mistech
(priklady [1.2.12] [2.3.3] |4.2.1}a [4.2.5]), jen v urcitém case (priklady [2.4.2} [4.3.2)a |4.2.3)), nebo
jen po nékterych rozhodnutich (priklady [4.2.2} [4.3.3|a [4.3.4]), se vyskytuji ve vsech oblastech
lidského védéni, a proto by bylo vhodné je umét popsat.

V klasické logice jsme nuceni prohlésit, Ze tvrzeni s nejasnou pravdivosti nejsou vyroky
a vyroky s neuplnou pravdivosti jsou nepravdivé. Logika, ktera vnima netuplnou pravdi-
vost jako nepravdivost, je ovsem prilis idealizovana a nedostacujici. Ackoliv lidské mysleni
nikdy nepopiseme tplné vérohodné, mizeme pro kazdou situaci zkonstruovat model, analy-
zovat vSechny mozné miry pravdivosti (tj. pravdivostni hodnoty), a jak spolu pravdivostni
hodnoty interaguji pomoci logickych spojek. V takovém modelu se vzdy vyskytuji alespon
dvé pravdivostni hodnoty: pravda T (znamenajici pravdu ve vSech moznych stavech daného
modelu) a nepravda 1 (znamenajici nepravdu ve vSech moznych stavech). VSechny ostatni
pravdivostni hodnoty jsou slabéjsi verze T: méri, do jaké miry je vyrok pravdivy.

Toto obohaceni logice nepridd jen na expresivité, ale také znacné zméni jeji charakter.
Existence vice pravdivostnich hodnot méni chovani i samotné pravdy T a nepravdy L. Najed-
nou musime rozlisovat mezi pojmy ,neni pravda” (znamena # T) a ,je nepravda” (znamena
= 1.) Vyrokové formule, které v klasické logice se dvéma pravdivostnimi hodnotami plati
nezéavisle na pravdivosti jejich ¢dsti (tzv. tautologie), v nasich modelech platit nemusi. Prace
v téchto modelech vyzaduje prehodnotit zakladni principy logiky, a tim vytvorit novou,
neklasickou logiku.

Vysledkem je intuicionistickd logika - logika, jejiz principy jsou platné ve vsech vyse po-
psanych modelech. V kapitole 1 popiseme klasickou logiku a v kapitole 2 intuicionistickou
logiku. Popiseme, jak tyto logiky pfistupuji k dedukci a sémantice a jak je popsat axioma-
ticky. Dedukce studuje odvozovani novych poznatki z jiz znamych. Pravidla dedukce fikaji,
jak lze vyroky odvodit a co z nich lze odvodit. Kombinaci téchto pravidel vznika ono odvo-
zeni. Sémantika studuje vyznam vyroku a jejich ohodnocovani pravdivostnimi hodnotami.
Hlavni vysledek sémantiky pro nas bude, Ze pravdivostni hodnoty v intuicionistické logice
vzdy tvori Heytingovu algebru - toto musi mit spoletné vsechny chténé modely.

Kapitoly 3 a 4 se zabyvaji konstrukci modeli. Definujeme topos, coz je ,vesmir zo-
becnénych mnozin”. V toposu lze definovat analog podmnoziny a zeptat se, ,jak moc”
konkrétni prvek patii do ony zobecnéné podmnoziny. Mozné odpovédi na tuto otazku tvori
pravé Heytingovu algebru, a tedy modeluji intuicionistickou logiku. V kapitole 3 tuto myslenku
formalizujeme za pouziti teorie kategorii a v kapitole 4 popiseme konkrétni modely. Priklady
.21} 4.2.2 |4.2.4] |4.3.3] vSechny priklady v sekci 4.4 a interpretace vsech prikladu jsou au-




torskeé.

V préaci budu, na prvni pohled paradoxné, vyuzivat klasickou logiku a naivni teorii
mnozin. Symboly A,V,~, ... zanechavam pro formalni zapis; neformalni logika vyuzivana
v dikazech bude pouzivat pouze ceska slova ,a, nebo, ne, kdykoliv” atd. Formalné se v
praci kvantifikdtory nevyskytuji, neformalné ano, ve formé ,pro kazdé” a ,pro néjaké”. Cil
intuicionistické logiky neni zavrhnout vSechny principy klasické logiky a matematiku z ni
vybudovanou, ale upfesnit ji v pripadech, kdy neni vhodna. Nize popsané modely, ackoliv
vybudované klasickou a naivni logikou, jsou prirozené intuicionistické.



Kapitola 1

Klasicka logika

V této kapitole predstavime klasickou vyrokovou logiku CPL a popiSeme pro ni sémantiku
a axiomatické systémy. Pak sémantiku zobecnime z pravdivostnich hodnot L, T na libovol-
nou Booleovu algebru.

1.1 Sémantika a axiomy

Usudek je metalogické prohlaseni, na zakladé kterého rozsuzujeme vlastnosti logiky.

Vyroky jsou zékladni stavebni blok logiky, prostfednictvim nich miizeme ohodnocovat
a odvozovat. V klasické logice je vyrok tvrzeni, které plati, nebo neplati. To nam dava tii
usudky:

a je vyrok,
a plati,

« neplati.

Zakladni tvrzeni jako
,Dnes prsi.” ,2Mam cervenou c¢epici.”

se nazyvaji atomické vgroky. Mnozinu vSech atomickych vyroki oznacujeme ®¢ = {mo; my;...}.
Vyroky v &5 muzeme kombinovat pomoci logickych spojek A (konjunkce), V (disjunkce), ~
(negace) a — (implikace) s vyznamem

~ ( znamena ,ne o,

a A [ znamend .« a soucasné (57,

aV f znamend ,« nebo 37 (nebo ve slu¢ovacim vyznamu),
o — [ znamend ,z « vyplyva 37,

«a < [ znamena .« prave tehdy, kdyz 5”

(v <> 8 pouzivame také jako zkratku pro (o — f) A (8 — «). ,Zkombinované vyroky” jako

aV(~p—7)

se nazyvaji vgrokové formule (vSechny spojky maji prednost pred ~, jinak se vyuzivaji
zavorky). Mnozinu vSech vyrokovych formuli ozna¢me ®.



Formacni pravidla udavaji, jak se pomoci atomickych vyroka a logickych spojek tvori
vyroky. Tim ndm pomahaji rozsoudit tsudek ,« je vyrok™
Jazyk Lpr, pro CPL obsahuje abecedu
1) atomickych vyroku m, pro n € N,
2) logickych spojek A, V, ~ a —,
3) zavorek (pro upfesnéni poradi)

a formacni pravidla
1) kazdé m, € ®q je vyrok,
2) pokud «, 3 jsou vyroky, pak ~ «a; a A f; aV f; a — [ jsou vyroky.
Sémantika pro Lpr: Valuace (ohodnoceni) je funkce, kterd kazdému vyroku z ¢ priradi

pravdivostni hodnotu T nebo L. To probiha ve dvou krocich. Prvné ohodnotime atomické
vyroky pravidlem:

SKazdému 7, € @, priradime T, pokud ho usuzujeme za platny a L, pokud ho usuzujeme
za neplatny.”

Déle popiseme, jak ohodnocovat slozené vyroky z ohodnocenti jejich ¢asti. Na to potrebujeme
sémantické analogy logickych spojek: logické funkce N,U,—~ a = . Spojka — je unarni (tj.
typu {T, L} — {T,L}), vSechny ostatni jsou binarni (tj. typu {T, L} x {T,L} = {T,L}).
Predpisy logickych funkei jsou urceny nasledujicimi tabulkami. Pro Gplnost uvadim i <, coz
je analog ke spojce <.

n|L|T U |L|T] |-
S I I L] T LT
T L] T T T T T L
= |L|T S| LT
LT T S I
T L] T T L] T

Pomoci logickych funkei rozsifime valuaci V: &g — {L1; T} na funkei V': & — {1;T}
induktivneé:

V(~ a) = ~V'(a),
V/(aVB) = V(@) UV'(B),
V/(a AB) =V'(a) NV'(8),

V/(a— ) = V'(a) = V'(8).

Pro jednoduchost déle nerozlisujme mezi V" a V’.
Vyrok « je tautologie (psano Fcpr, «), pokud V(a) = T pro jakékoliv V: & — {L; T}.
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Priklad 1.1.1. Nasledujici vyroky jsou v klasické logice tautologie.

1) (va A~ p) < (~(aVp))
2) (va Ve~ ) e (~(anp))
3) (a = B) < (~aVp)

4) (v~ a) & a

5 aVr~a

6) (« = B) V(8 —a)

7) (A p) =)« ((a=7) V(=)
8) ((aVp) =)< (a—=v)AB—7))

Vyroky 1), 2) se nazyvaji de Morganovy zdkony. Vyrok 5) se nazyva zdikon o vylouceni
tretiho neboli LEM (law of excluded middle). |

<~
—

Alternativné muzeme logiku studovat jen prostrednictvim tautologii. To nas vede k
Axiomatickym systémiam pro CPL:

Vybereme si vyrokové formule, tzv. aziomy, které povazujeme za zakladni a platné
nezavisle na jejich ¢astech. Z axiomi odvozujeme dalsi formule pomoci pravidel odvozovdni.
Axiomaticky systém je pak soubor
1) axiomu a
2) pravidel odvozovéni.

Diikaz v systému A je konecnd posloupnost vyrokovych formuli o, a1, ..., «, takova,
ze kazdé q; je
1) axiom v A, nebo
2) pravidlo odvozeni v A pouzito na axiomy v A a formule o pro j < i.

Véta a v systému A je formule, pro niz existuje diikkaz v A konéici formuli «. Piseme:

|_A .

Priklad 1.1.2. systém Lj ([Wall7]).
Azxiomy:

[ia— (= a)

II: (= (B—=7) = ((a—=8) = (a—7))
Il: (~a—~fB) = (B—a)

Pravidla odvozovani:

Modus ponens (MP): Pokud F;, e a bp, a — 3, pak bp, f.
Substituce (Sub): Pokud Fp, ¢(«) pro kazdé o € ®, pak k. o(f).

Zde ¢(«) je konecnd vyrokova formule obsahujici vyrok a. Vétu o« — « v L3z odvodime
nasledovné.

i) a—((f—a)—a)(Subdol)
i) (a—(( a) > a)) = ((a—= (=) = (= a)
iii) (a— (B — a)) = (a = «) (MP na i),ii))

iv) a—= (—a) (I

v) a—=(8—a) (D)
vi) a— a (MP na



Sémanticky a axiomaticky pristup jsou na prvni pohled velmi odlisné. Urcuji dvé riuzné
koncepce dusledku:
1) « je sémanticky dusledek CPL, pokud Fcpr, « a
2) « je syntakticky dusledek A, pokud 4 .

Axiomaticky systém A logiku popisuje vérohodné, pokud jeho véty (syntaktické dusledky)
jsou pravé tautologie (sémantické disledky) ony logiky. Jinak feceno, A musi byt
1) bezesporny: EporL a kdykoliv 4 «
2) 4plny: Fa o kdykoliv Epcr, a.

1.2 Modely klasické logiky & Booleovy algebry

Doted’ jsme uvaZovali sémanticky piistup jako zdkladni a axiomaticky jsme k nému pridali
jako alternativu. V néasledujici sekci tento proces obratime: za¢neme s axiomy a pridame jim
vyznam pomoci modeli.

Jazyk L je soubor slov skladajicich se z pismen podle formacnich pravidel.

Teorie T jazyka L je soubor formuli a € ® zvanych axiomy. Interpretace jazyka L je
dvojice U = (U,Z), kde:
1) U je mnozina pravdivostnich hodnot obsahujici L, T a
2) 7 je interpretacni funkce, kterd kazdému « € ® pritadi Z(«) € U a kazdé logické spojce
f: ®" — & prifadi logickou funkci Z(f) : U™ — U. Rikdme, Ze a je validni v U (pséno
U = a), kdykoliv Z(a) = T.

Interpretace U = (U,Z) je modelem teorie T, psano U |= T, pokud U | « pro vSechny
axiomy o € T.

Priklad 1.2.1. Lpy, je jazyk, jehoz pismeny jsou atomické vyroky 7, € @y a jehoz slova jsou
vyroky, které se z pismen skladaji spojkami ~, A, V, —. Axiomy L3 tvori teorii v jazyce Lpy,.
Pro libovolnou valuaci V' je dvojice ({L; T}, V) model teorie Ls, kde V(~) := =, V(A) :=
N, V(V):=UaV(=):==.

Podle této terminologie tedy chapeme logické funkce jako interpretace logickych spojek.

Poznamka. Vyse uvedena definice jazyka a modelu je velmi zjednodusena. Pro presnéjsi
popis viz. [WD15].

Najit model pro logiku specifikovanou axiomaticky pak znamena najit interpretaci vyrokta
(tj. mnozinu pravdivostnich hodnot) a logickych spojek (tj. logickych funkci), které splnuji
axiomy této logiky. V tomto duchu jsou syntaktické dusledky ty véty, které lze odvodit z
axiomtt v T a odvozovacich pravidel. Sémantické disledky jsou véty, které plati ve vsech
modelech 7. Vztah mezi teorii a modelem je urcen bezespornosti a tplnosti.

V nésledujici posloupnosti definic zavedeme Booleovy algebry, které budou slouzit jako
yuniverzalni modely” klasické logiky.

Definice 1.2.2. Castetné usporadand mnozina (angl. partially ordered set neboli poset) P
je dvojice (P,C), kde
1) P je mnozina,
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2) C je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni bindrni relace (Castetné usporadani) na P.
Explicitné, pro kazdé x,y, z € P plati

1) x Tz (reflexivita),
2) pokud x Cy ay C z, pak x =y (antisymetrie),
3) pokud x CyayL z pak x C z (tranzitivita).
Pro jednoduchost budeme psat z € P misto x € P.
Definice 1.2.3. Poset je ohraniceny, pokud existuje nejmensi prvek Lp a nejvétsi prvek Tp
splnujici
lpExE Tp

pro kazdé x € P.

Definice 1.2.4. Bud P = (P,C),Q = (Q, <) posety. Monoténni zobrazeni f: P — Q je
funkce f: P — @ takova, ze f(z) = f(y) kdykoliv z C y pro libovolna z,y € P.

Definice 1.2.5. Bud P poset, z,y € P. Infimum z My, pokud existuje, je prvek P, jenz je
jednoznacné definovan vztahy

1) zMyCx, zNyCy,
2) pokud z C z a z C y pro néjaké z € P, je z C zMy.

Supremum x U y, pokud existuje, je definovano analogicky vztahy

1) zCaly, yCaUy,
2) pokud z C za y C z prongjaké z € P, jex Uy C 2.

Definice 1.2.6. P je svaz, pokud pro kazdé z,y € P, x My a x Uy existuji. Pak piseme
P=(P,C,1,M). Svaz P je distributivni, pokud plati

zU(yNz)=(zUy) N(xUz),
xMN(yUz)=(zNy)U(xMz),

pro kazdé z,y,z € P.

Lemma 1.2.7. Bud P svaz. Zobrazeni (—)Ma : P — P s predpisem x — xMa je monoténni
zobrazeni.
Diikaz. Predpokladejme x C y. Pak

rMNalzCluy,
rxlMal a.

Z definice infima je pak x Ma C y Ma.

Definice 1.2.8. Bud P = (P, C, U, M) ohranic¢eny svaz a x € P. Komplement x (psano
—z), pokud existuje, je prvek P spliujici

rMN—-rx=1p a zU-z=Tp.
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Definice 1.2.9. Booleova algebra B je pétice (B, C, L, M, =), kde
1) (B, C, U, M) je ohrani¢eny distributivni svaz,

2) komplement —x existuje pro kazdé = € B.

Oznac¢me x = y := —x [y, tzv. ,relativni komplement.”

Sémantika v CPL: Vyroky jazyka Lp, muzeme ohodnocovat B-valuaci V: &y — B,
kterou rozsitime na funkci V': & — B induktivné pravidly

Vi(~a) = =V(a),
Vilav g) = V(@) uv'(p),
V(@A) =Vi(a)TV'(B),
V(a — 8) = V'(a) = V'(B).

Véta 1.2.10. Necht B je Booleova algebra a V: ®; — B je B-valuace. Pak (B,V’) je
interpretace klasické logiky, kde

komplement — = V'(~) interpretuje negaci,
supremum L = V'(V) interpretuje disjunkci,
infimum M = V'(A) interpretuje konjunkci,

relativni komplement = = V’(—) interpretuje implikaci.

Znaceni B = « (Cteme .« je validni v B”) je zkratka pro (B, V') | a, tj. ,« je validni ve
vsech B-valuacich”.

Poznamka. Intuitivné = C y znamend, Ze vyrok a s pravdivostni hodnotou V'(a) = x je
silnéjsi nez vyrok s hodnotou V'(3) = y. Tim je mysleno, ze kdykoliv plati a;, musi platit
£. Skutecné mame

x C y prave tehdy, kdyz (r = y) = T.

Priklad 1.2.11. Mnozina 2 = {0;1} s uspordadanim 0 £ 0, 0 C 1, 1 C 1 tvori Booleovu
algebru. Hraniéni prvky jsou 0 = 1y a1l = Ta, ddle zMy = x Ny (konjunkece), z Uy =z Uy
(disjunkce), z = y (implikace) a =z (negace) jsou logické funkce definované tabulkou na str.
10. Booleova algebra 2 je ,standartni” model CPL, ktery interpretuje vyroky jako absolutné
nepravdivé (V(a) = 0) a absolutné pravdivé (V(a) = 1). [

Priklad 1.2.12. Bud X mnozina. Pak (P(X), C, U, N, —) je Booleova algebra, kde
0 = Lpx), X = Tpx), supremum U je sjednoceni, infimum N je prinik, komplement
—A:= X\ Ajedoplnék a A= B := —AU B je relativni komplement.

Interpretace: Pokud si X predstavime jako mnozinu mist (prostor), V(a) = A znamen4,
ze a plati v bodech A. Mista v X mohou byt napt. hlavni mésta v Evropé a a muze byt vyrok
,Pocet obyvatel je vétsi nez 10 milion.”- pak V(a) obsahuje mésta s vice nez 10 miliony
obyvateli. Hlavni mésta jsou od sebe daleko a nijak si poc¢et obyvatel navzajem neovliviuji,
na V(«) tedy nejsou kladeny zadné topologické pozadavky. [ |

Véta 1.2.13. Bud B Booleova algebra. Pak pro z,y € B plati:
1) -z =z,

2) ~(zMy) = (—z) U (~y),
3) ~(zUy) = (=z) N (~y).
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Dikaz:
1) Plati

(=—z) N -z = =(—z) N (-z) =0,
(——x) Uz =—(-x) U (—z) = 1.

Z jedine¢nosti komplementu je -—x = x.

2) Plati
(:L’I"Iy)rl(—\xuﬂy):xl_l((yl—l—'x)u(yl_l—\y):xI"IOﬂacl_ly:O,
=0 =
(zMy)U(mzl-y) = ((zU-2)N (yU-z)) Uy = (yU-y)U o =1
——— —_———

=1 =1

Z jedinetnosti komplementu je -z L =y = —(z My). Analogicky lze dokézat 3).

Pravidlo 1) je sémanticky analog tautologie ~~ a <+ . Pravidla 2), 3) jsou sémantické

analogy de Morganovych zakonu (tautologie 1), 2) v piikladu [1.1.1]).

Vyberme si néjaky axiomaticky systém A pro CPL (napf. L3) a chapejme Fcpy, a jako
» je syntakticky dusledek A”. Déile BA = « (¢teme ,« je BA-validni”) znamend, ze B | «
pro kazdou Booleovu algebru B. Mame nasledujici charakterizaci CPL (viz. [CKA]):

Véta 1.2.14. Syntaktické dusledky A jsou pravé sémantické disledky BA.

bezespornost: BA = « kdykoliv Fcpr, @,
uplnost: Fcpr a kdykoliv BA = «.
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Kapitola 2

Intuicionisticka logika

2.1 Brouweruv program

Na konci 19. stoleti zacala matematikou proudit myslenka formalizace: vsechny mate-
matické zakonitosti lze redukovat na par axiomiu, pomoci kterych je vybudovana celd ma-
tematika ([Gol84]). Dosud nejvic pouzivany ,zdklad matematiky” je teorie mnozin, zejména
Zermelo-Fraenkelova axiomatickd teorie mnozin ZFC. Ordinély 0, {0}, {0;{0}}, ... formali-
zuji prirozend cisla, kterd lze riznymi mnozinoveé-teoretickymi konstrukcemi rozsitit az na
realnd a komplexni ¢isla. Mnoho matematickych objektti (monoid, vektorovy prostor, topo-
logicky prostor, okruh, ... ) lze chapat jako mnozinu s pridanou strukturou.

Zdaleka nejkontroverznéjsi axiom teorie mnozin byl axiom vybéru: ,Pro libovolnou mnozinu
neprazdnych mnozin existuje funkce, ktera kazdé dané mnoziné ndhodné priradi prave je-
den jeji prvek.” Na jednu stranu je tento axiom potieba, aby platila velmi intuitivni tvrzeni
(kazdd surjektivni funkce ma pravou inverzi, kazdy vektorovy prostor ma bazi, kartézsky
sou¢in neprazdnych mnozin je neprazdny), ale na druhou stranu ma za dusledek vétu o
dobrém uspordddni:

Prvky kazdé mnoziny X lze usporadat tak, aby kazda podmnozina A C X obsahovala
nejmensi prvek.

Tato véta, a¢ velmi neintuitivni, neni v rozporu s zadnym jinym tvrzenim, tj. neni nepravdivd.
Problém je, ze se zatim nikomu nepodaftilo (a jisté ani nepodari) explicitné zapsat zadné
takové usporadani na redlnych ¢islech.

Podobné vysledky o nekonecnych mnozinach a dalsich ,neintuitivnich” objektech primélo
nékteré matematiky prehodnotit jisté ontologické otazky ([Zal]). Vznikl konstruktivismus:
filozoficky smér popirajici existenci nezkonstruovatelnych objektii, jako napriklad dobrého
usporadani na R. Odnoz konstruktivismu, tzv. intuicionismus, je praveé studiem této prace.
Byl zalozen L.E.J. Brouwerem a jeho zakladni principy jsou:

1) Cisté matematika se skladé pouze z védomych konstrukei a ne z abstraktni
manipulace symbolt. Matematika je jazykem popsatelnd, ale nezavisi na ném.

2) Logika je souc¢ast matematiky. Matematika na logice neni zavisla.

Princip 1) vyjadiuje onen konstruktivismus: podle néj musi byt kazdy objekt matema-
tické diskuze védomeé zkonstruovan. Koncept nezkonstruovatelny, jako dobré usporadani na
R, neni matematicky objekt. Aby abstraktni koncepty mély vyznam a mohly se stat objek-
tem matematické diskuze, nestaci, aby teorie je popisujici byla logicky bezesporna. Zejména
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dikaz, ze neexistence objektu vede ke sporu, neni diitkaz existence. Konstruktivneé je tedy tvr-
zeni o existenci « silnéjsi, nez tvrzeni o nepravdivosti neexistence ~~ «a : pokud jsme néjaky
objekt zkonstruovali, pak nemiuze neexistovat, ale pokud dokazeme, zZe jeho neexistence vede
ke sporu, nezkonstruovali jsme ho a tedy (prozatim) neexistuje. Implikace ~~ o — « nenf in-
tuicionisticky validni. To je v rozporu s klasickou logikou, ve které je ~~ « vzdy ekvivalentni
s a (priklad . Podle principu 2) se tato analyza vztahuje nejen na existenéni tvrzeni, ale
na celou logiku. Konkrétné pak ,dikaz sporem” ~~ o — o nemuzeme povazovat za validni
princip logiky. Logické principy akceptovatelné v intuicionistické filozofii tvori intuicionistic-
kou logiku. Z principu 1) déle plyne, ze zadny formélni jazyk neni plné vérohodny intuici a
ze jakykoliv pokus o formalizaci intuicionismu, a tedy i intuicionistické logiky, bychom méli
brat s nadsazkou. Formalizace popsané v sekcich 2.2-2.4 jsou ovsem v jistém slova smyslu
Lnejlepsi mozné”, a proto pravé je budeme studovat.

Prvni krok k hlubsimu pochopeni intuicionistické logiky je presnéjsi vymezeni pojmu
wzkonstruovat”. To muzeme napriklad prostrednictvim
Brouwer-Heyting-Kolmogorovy (BHK) interpretace intuicionistické logiky:

1) Dukaz vyroku a A [ se sklada z dikazu « a dikazu 5.
2) Dikaz vyroku a Vv (5 se sklddé z dikazu « nebo dikazu 3 a prohlaseni,
ze dany diikaz chceme povazovat za svédectvi o a V .
3) Dikaz vyroku a — [ je konstrukce, kterd dikaz o pfemeéni na diukaz (.
4) Dukaz vyroku L je spor a nemuze byt zkonstruovan. Dikaz vyroku ~ o :=a — L

je konstrukce, kterd dikaz a pfeméni na spor.

Hlavni neshoda s klasickou logikou je v bodé 2), podle kterého k platnosti a V /3 nestadi,
aby ,alespon jeden z «, 8 vzdy platil”, ale abychom si byli védomi, ktery plati. Dikaz vyroku
a V ~ « je v intuicionistické logice védoméa konstrukce vyroku «, nebo konstrukce, ktera
diikkaz a zméni na spor. Vyrok a V ~ « neplyne z nutnosti a v kazdé své instanci musi byt
dokézéan. Jeho ditkaz je rozhodnuti o platnosti a. Pro nerozhodnuté vyroky «, jako Rieman-
nova hypotéza nebo ,vesmir je nekone¢ny”, tudiz nemuzeme LEM (« V ~ «) prohlasit za
pravdivy.

Priklad 2.1.1. Klasicka realna analyza vyuziva trichotomie redlnych cisel: Pro kazda realna
x,y plati
(z<y) V (z=y) V (z>y)

Toto muzeme chapat jako instanci LEM ve tvaru (z = y) V (z # y) (zde jsme ,sloucili”
r<yax>ydox #y, coz je zkratka pro ~ (x = y)). Pro raciondlni x skutetné plati
(x = y) V (x # y), nebot to miZeme rozhodnout algoritmem pro porovnavéani &isel, ktery
kvili racionalité =,y musi skonéit, a tim dat vysledek onoho porovnavani. Pro iracionalni
x,y ale algoritmus musi zacit od nejvétsi ¢islice a vzdy se divat jen na zaokrouhleni ¢isel x, y.
Pokud je skuteéné (z > y) V (x < y), algoritmus porovnani ukon¢i za kone¢né mnoho krokd.
Dokud ale neskon¢i, nemtzeme si byt jisti, jestli je x = y, nebo jsou x,y jen neskutecné
blizko, a tedy (x = y) V (z # y) do konce porovnavani nelze prohlasit za pravdivé.

Porovnavani je ovSem limitovano systémem, na némz bézi. Realny systém bude mit
nejmensi rozpoznatelnou hodnotu € > 0, takze kdykoliv x — y < €, systém nerozpozna x od
y. Plati e—trichotomie:

(x<y) vV (lz—yl<e) V (z>y)
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Algoritmus bud’ rozhodne, Ze je jedno z éisel v&tsi, nebo je od sebe nerozezné. e—trichotomie
je slabs{ nez klasicka trichotomie: napifklad z nf nelze dokdzat (2 = 0) — (z = 0). 64-bitovy
systém m4d e = 1073% takZe pro z = 1072% by systém povaZoval 22 za nulu, ale z by od
nuly rozeznal.

Bud « néjaky zatim nerozhodnuty vyrok (a V ~ a jsme nedokézali). Definujme posloup-
nost (a,) predpisem

| (=2)™ pokud a neni rozhodnut v ¢ase n
tn = (—2)7% pokud «a byl rozhodnut v ¢ase k

Pak (a,) konverguje k redlnému a, pro které nemizeme rozhodnout (a < 0) V (a = 0) V (a >
0). m

V prikladu jsme ,vyvratili” LEM predlozenim vyroku tvaru a V ~ a, ktery
konstruktivné nelze dokazat. Tomuto argumentu se tika slaby protipriklad. Slabym pro-
tiprikladem se nesnazime dokazat, ze néjaka instance LEM neplati: neudavame zadné pro-
tipriklady LEM. Dokonce lze intuicionisticky dokazat, ze ackoliv LEM neplati, nikdy zadny
protipriklad nenajdeme: ~~ (o V ~ «) je intuicionisticky validni (viz. 2.2.F]). Diky tomu,
a¢ neni intuicionisticky validni, lze LEM v intuicionistické logice konzistentné predpokladat
jako axiom - tim vznikne klasickd logika.

Priklad 2.1.2. V klasické realné analyze je funkce

) r+1 2 <3,
o= f ot sy

nespojitda v x = 3. Definice f ovsem predpoklada trichotomii redlnych ¢isel a f tedy intu-
icionisticky neni dobfe definovana. Z podobného divodu se ukazuje, ze kazda intuicionis-
ticky definovatelnd funkce je spojitd, ackoliv toto nelze intuicionisticky dokazat. Stejné jako
v ptripadé LEM miiZzeme tento princip konzistentné predpoklddat jako axiom. Pak uz ale
nemiZeme predpoklddat LEM, nebot ten dovoluje konstrukei nespojitych funkei.

Vice o konstruktivni analyze najdete v [Bril9). |

Priklad 2.1.3.

Dirichletiv princip neni intuicionisticky validni: dokazuje existenci sporem.

Bézoutovo lemma je intuicionisticky validni: jeho dikaz je algoritmus, které feseni zkon-
struuje.

Fukliduv dukaz existence nekonecné mnoha prvocisel je intuicionisticky validni. V dnesni
dobé se sice prezentuje jako ditkaz sporem, ale toto je zbytecné, nebot algoritmus nova
prvocisla opravdu zkonstruovat umi (ackoliv velmi neefektivné).

Axiom plnosti neni intuicionisticky validni: nepopisuje zptusob, jak supremum mnoziny
najit. Dusledky axiomu tplnosti také nejsou validni: napt. za splnéni podminek Bolzanovy
véty sice ,existuje” feseni rovnice f(x) =y, ale nevime, jak ho zkonstruovat. [ |

Véta 2.1.4. Existuji irracionalni &isla a, b takova, Ze a® je raciondlni.
Klasicky (nekonstruktivni) dikaz: Pokud \/5\/5 je raciondlni, pak a = b = v/2 funguje. V
opacném piipadé (zde vyuzivime LEM) (\/ﬁﬁ)‘/ﬁ = 2, takze a = \/5\/5, b = /2 funguje.
Konstruktioni dikaz: \/§bg29 = 8, takze a = v/2, b = log, 9 funguje. O
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2.2 Prirozena dedukce pro IPL

Po zbytek kapitoly budeme formalizovat myslenky minulé sekce. Za¢neme s pristupem
deduktivnim. Neformélné feceno, vyroky jsou chapany jako nositelé informace, logické spojky
jako zpusoby skladani informaci a dedukce jako manipulace informaci.

Vyroky jsou tvrzeni, pro néz lze jasné urcit, z ¢eho se sklada jejich dikaz. Vyrok je
pravdivy, pokud jsme jeho diikaz zkonstruovali. To nam dava dva tsudky:

1) a je vyrok,
2) « plati.

Oproti klasické logice ,a neni pravdiva” (tj. nezkonstruovali jsme dikaz a) nepovazujeme
za usudek. K této problematice se vratime v sekci 2.4.

Dedukce se sklada z koneéné mnoha pouziti néjaké instance jednoho z pravidel dedukce
a jiz dokdzangch tvrzeni. Pravidla dedukce délime na pravidla
1) formacni, kterd pro kazdou spojku urcuji, ze formule ji vytvorend je vyrok,
2) introdukcnd, kterd pro kazdou spojku uréuji, jak vyroky vytvorenou danou spojkou dokazat
(ty jsme uz neformélné popsali v BHK interpretaci),
3) eliminacni, ktera pro kazdou spojku urcuji, co lze z vyroki danou spojkou vytvorenych
dokazat.

Kazdy krok dedukce (pouziti jednoho z vyse uvedenych pravidel) zapisujeme podle vzoru

P P,

7 LX.

V zépisu P; pro 1 < i < n (premisy, predpoklady) a Z (zavér) mohou byt tsudky tvaru ,«
je vyrok” nebo ,« plati”, [J je spojka, jejiz pravidlo pouzivame a X je forma pravidla: F' pro
formaéni, I pro introdukéni a £ pro elimina¢ni (pokud je néjakych pravidel vic, rozlisuji se
prirozenym indexovanim). Formac¢ni pravidla jsou
a je vyrok a je vyrok B je vyrok
~ F —_ — 1 F , : 7
T je vyrok 1 je vyrok a A [ je vyrok

AF,

)

~ « je vyrok
a je vyrok B je vyrok
a — 3 je vyrok

a je vyrok B je vyrok
aV 3 je vyrok

VF, — F.

Pravda (T) plati vzdy a nepravda (L) neplati nikdy. Introdukéni pravidlo T je volné (pravdu
lze odvodit z ¢ehokoliv) a elimina¢ni pravidlo pro T neni (z toho, ze pravda plati, nic ne-
odvodime). Introdukéni pravidlo pro L neexistuje (nepravda nelze odvodit) a eliminaéni
pravidlo pro L je volné (z nepravdy lze odvodit cokoliv):

Q@ platl/ I, 1 plat/l
T plati a plati
Vyrok a A 8 dokazeme, pokud dokazeme a a . Naopak z a A f muzeme odvodit o i (3:
lati lati lati lati
« plati ﬁ}?atl AL a/\ﬂp?utl NE, a/\ﬂp?utl NEs.
a A B plati a plati £ plati

Konjunkci o« — 3 dokazeme, pokud dokédzeme [ za predpokladu platnosti a. Predpoklady
znacime pismeny u, v, w, ... vedle horizontalni ¢ary. Pokud otevieme predpoklad, odvozeni
se stava hypotetické. Pokud v hypotetickém odvozeni odvodime «, neznamena to, ze a plati:
plati jen hypoteticky. Pti pouziti pravidla — " predpoklad a@* uzavreme a nemuzeme ho jiz
pouzit. Po otevieni predpokladu je odvozeni hypotetické, dokud predpoklad neuzavieme.
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Naopak z @ —  a o miizeme odvodit 8. Pravidlo — E s nazvem modus ponens ¢asto
slouzi jako odvozovaci pravidlo axiomatickych systémti.

7/ u

a plati

B plati . a plati a — [ plati
a — G plati 3 plati

Negaci ~ definujeme jako ~ o := o — L, z ¢ehoz vyplyvaji nasledujici pravidla.

— U
a plati
1 plati I a plati ~ « plati
~ a plati ~ L plati ~

Disjunkci oV f muzeme dokazat z a nebo z 5. Vyrok (aV ) — v dokdzeme, pokud dokazeme
a — v a B — . To je rozdélovani na pripady: miize platit «, nebo [, a pokud ~ dokazeme
v obou pripadech, pak z a V § vyplyva ~.

a plati B plati a — v plati B — v plati a V [ plati
aVBplati ' a Vv plati ~ plati

VE

Vyse popsany systém nazyvejme ND. Piseme Fnp «, pokud existuje dedukce vyroku
a v ND. Kdykoliv Fnp @, miuzeme v dedukci pouzit a bez pouziti premis ¢i otevirani
predpokladii:

Q.

Pokud Fnp a — 3, fikdme, Ze « je silnéjsi nez 3. Pokud Fnp « < (3, fikame, Ze « je
stejné silnd jako 3.

Priklad 2.2.1. Ukdzeme Fnp (@ A B) = (B A «):

a A [ plati Q/L\E a A B plati “
3 plati 2 T aplatf
B A « plati
(A B) = (B A «a) plati

1

Substituci dostavame analogicky dikaz (5 Aa) — (aAB), z cehoz vidime, Ze Fnp (A ) <
(BN a). |

Priklad 2.2.2. Vyrok a € ® je obecné silnéjsi, nez jeho negace: Fnp o — (~~ ).

—u —v

a plati ~ « plati B
1 plati

~r~ « plati

~ TV

a — (~~ «) plati
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Priklad 2.2.3. UkdZeme Fnp ~~~ a0 — ~ «

a plati Ya S (~~ a) plati

U ;

~r~r o plati ~r~ o plati
1 plati

~ o plati "~ I

~F

u

Z prikladu a pak dostavame Fnp ~ a <> ~~~ «a. Pokud je vyrok a € @
negace néjakého jiného vyroku (tj. plati a <+ ~ § pro néjaké g € ®,) pak je stejné silny jako
svoje dvojita negace:

Q> ~ [ o f e o

Priklad 2.2.4. Ukdzeme Fnp ((V B) = 2) <> ((a = 7) A (B — 2)).

a plati Y [ plati v
a V 3 plati v (Vv B) — ~ plati ! a V (3 plati v (aV B) — ~ plati !
~ plati Y T ~ plati " T
a — v plati - £ — v plati /\—>I

(a—=AB—=7) o
((aVB) =) = (@ =) A (B — 7)) plati

v

(v = ) A (B — ) plati “ (v = v) A (B — ) plati “
(v — ) plati (8 — ) plati a V (3 plati Y
v plati v E

v

(oz\/ﬁ)—>7plati%1 .
(@=NAB =) = (@Vp) =) plati

u

Piiklad 2.2.5. Zvlastni ptipad predchoziho piikladu je Fnp ~ (a0 V ~ @) > ((~ a) A (~r~
«)), pomoci néhoz ukizeme, ze LEM nema zadné protipriklady: Fnp ~~ (a V ~ «).

~(aVe~a) | ~(aVea) o ((~a)A (e~ a))
~ N\ ~~ o ~E
1 ~ U

— F

Alternativné muzeme v dikazu Fnp @ — S predpoklad @* neuzavirat, ¢imz dostaneme

dtkaz ,z o odvod 37:

a plati

B plati.
Piseme o Fnp (. Pomoci implikace — popisuje ND relaci Fnp: tsudek ,a — (§ plati” je
,vnittni” verze tsudku ,a Fnp 57
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2.3 Heytingovy algebry

Pro sémanticky a axiomaticky pristup k IPL se obratime k Arendu Heytingovy. Jeho
prinos k intuicionistické logice je, navzdory Brouwerova anti-formalistického presvédcent,
formalizace intuicionistické logiky.

Vyroky v IPL budeme ohodnocovat valuaci V': & — H, kde ® je mnozina vyrokovych
formuli a H mnozina pravdivostnich hodnot. V analogii s klasickym pripadem (poznamka
pod vétou budou rovnéz pravdivostni hodnoty vyroki «, 8 € ® prirozené usporadany
principem ,silnéjsi vyroky jsou niz”:

V() E V'(B), pokud z « lze intuicionisticky odvodit 3.

V ND misto ,,« lze intuicionisticky odvodit 8”7 pisSeme o Fnp (. Pravidla AE7, AEs, AT pak
predstavuji vlastnosti infima a VI, VI, VE vlastnosti suprema ((1.2.5)). Interpretace pravidel
— I, — FE jazykem teorie usporadani nas vede k podmince

x C a=b prave tehdy, kdyz zMa C b,

kde =, tzv. ,relativni pseudokomplement”, je ona interpretace spojky — . Jednoduse feceno,
a = b definujeme jako nejslabsi moznou pravdivostni hodnotu splnujici modus ponens — FE.
Déle po vzoru ND definujeme ,,pseudokomplement” —x := x = 1 podminkou

xr C —a prave tehdy, kdyz zMa =20

tj. negace je nejslabsi mozna splnujici ~ E.

Definice 2.3.1. Heytingova algebra H je pétice (H, C, U, M, =), kde
1) (H, C, U, M) je distributivni ohrani¢eny svaz
2) relativni pseudokomplement a = b je jednozna¢né definovan podminkou

x Ca=b prave tehdy, kdyz zMa C b
Oznac¢me —x := x = Ly, tzv. pseudokomplement.

Sémantika v IPL: V analogii s klasickym ptipadem definujeme H-valuaci V: &y — H,
kterou indukei na logickych spojkéach pravidly

V'(~a) = =V'(a)
Via Vv p) = V’( )uV(B)
VianB) = V() V()
Vi(a = p) =V'(a) = V'(B)

rozsifime na V': & — H. Piseme H = «, pokud V() = Ty pro kazdou H—valuaci V': (& —
H a HA E «, pokud H  « pro kazdou Heytingovu algebru H.

Veéta 2.3.2. Kazda Booleova algebra B je Heytingova algebra s a = b := —a L b, kde = je
komplement v dané B.
Diikaz: Potrebujeme ukazat

xr E —alUb prave tehdy, kdyz xMa C b.
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,=": Predpokladejme = C —a LI b. Pak
rMNalC (-alUb)Ma=(-aNa)U(bMNa)CTbMNalb
,<=": Predpokladejme x Ma C b. Pak

rC—-alUzr=(al-a)M(—-alx)
=(aMN=-a)U(aMNz)U(-aN-a)U(-aMx)
CoalU(aNz)C—-alb

O

Priklad 2.3.3. (Zobecnéni piikladu Bud (X, 7) topologicky prostor. Pak (1, C
, U, N, &, —) je Heytingova algebra, kde ) = 1., X = T, supremum U je sjednoceni U,
infimum M je prinik N a

A= B:=(X\A™UB

je relativni pseudokomplement. Pseudokomplement —A := (X \ A)™ je vnitiek dopliku.
Vnitiek C™ je z definice sjednoceni vSech otevienych podmnoZin C' a pouZivdme ho, protoZe
doplnék oteviené mnoziny nemusi byt otevieny. Skutecné mame

UC(X\V)"™UW pravé tehdy, kdyz UNV C W.

,=": Pledpokladejme U C (X \ V)™ UW ax e UNV. Pak x € U C (X \ V)™ U W, jenze
zrx €V mamexr & X \V D (X\ V)™ atedy nutné musi byt z € W.

,<=": Pfedpokladejme UNV C W axz € U. Pakx € V Bpx) W = (X \V)UW, kde =p(x)
je relativni komplement v P(X). V piipadé x € X \ V ovsem z lezi v oteviené mnozine (U),
takze mizeme BUNO z € X \ V zesilit na z € (X \ V)™

V pifpadé 7 = P(X) (diskrétni topologie) zpétné dostavame pifklad [1.2.12]

Interpretace je podobnd jako v pifkladu[1.2.12] jen mista v X jsou opravdu body prostoru,
takze pravdivost vyroku se muze spojité ménit. V' (a) = A znamend, ze « plati v bodech A.
Kdyz pak pfechdzime do V(~ a) = (X \ A)™, kde « neplati, pfejdeme pres okraj 0A, kde
nemusi « platit, ani neplatit:

Viev~a)=AU-A=AU (X \A) =X\ (0A\ A),

coz neni X kdykoliv A neni uzaviena.

Uvazujme napriklad vyrok a = ,Teplota v prostoru X je mezi 20°C" a 25°C.” Teplota
T (°C) je spojité zobrazeni T: X — R, takze V(o) = T71((20,25)) je (z definice spojitého
zobrazeni) oteviend mnozina. Obdobné se muzeme ptat na rozpéti tlaku, vlhkosti vzduchu,
atd. Také § = .V prostoru X prsi”, ackoliv ma na otevienych mnozinidch V(3) a =V (p)
konstantni hodnoty, na okraji mtze mit jinou hodnotu. [ |

Bud ® mnozina vyrokii v Lpy. Definujme relaci ~np na ®
a~yp 3, pokud Fypa <+ .

Pak ~np je relace ekvivalence a mnozina t¥id ekvivalence L := ®/ ~np je Castecné
usporadand principem ,silnéjsi vyroky jsou niz”:

[a] C[B] pokud Fyp a— B.
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Véta 2.3.4. L = (®/ ~np, C, U, N, =) je Heytingova algebra, kde

1) [ U p]:= eV g,

2) [a] M[B] := A f],

3) [a] = [0] := [a — p],
4) -[o] = [~ al.

Diikaz:
1) Ukéazeme, ze U je infimum. Médme Fyp o — (aV ), Fxp 8 — (a V (), a pokud
Fvpa—~yabyp 8=, pakbyp (@ V B) = 7

oz\/ﬁu a— b=
.y
(aVp) =

2) M je supremum: analogické s 1).

VE

— I

3) Chceme

Fyp ¢ — (o — B) pravé tehdy, kdyz Fyp (z A a) — 5.

,= " : Predpoklddejme Fyp x — (a — 3). Pak Fyp (x A ) — (-

—_——Uu
x A\ «a plati

r—(—=p —x Mo
plati
a—j b —a N
3 — B
(xANa) —
,< 7 Predpokladejme Fyp 2 A o — (. Pak Fyp x — (o — ) :
=z Y v
ha M rNa— [
3 FE
— 1Y
a—f o
r— (a— f)
4) [~ao]=[a— 1] =[al & Ly =-la]. d

Pomoci L ukdzeme tplnost Heytingovych algeber: pokud HAE «, mame L | «, a tedy
V(a) = Tp pro V: a — [a]. Z toho Fyp a +» T, takZze Fyp a. Spolu s bezespornosti,
jenz vyplyva z rutinnich vypocti z definice Heytingovych algeber, dostavame charakterizaci
Heytingovych algeber:

Véta 2.3.5. Syntaktické disledky IPL jsou pravé sémantické disledky HA.

bezespornost pro ND: HA | «, kdykoliv Fnp «
uplnost pro ND: Fnp «, kdykoliv HA = «
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Inspirovan hilbertovskymi systémy Heyting také navrhl nasledujici
Axiomaticky systém pro IPL:

Jazyk: Lpy, (stejny jako pro CPL)
Azxiomy:

[ia— (aNa)

[M:aANB—= AN
II: (o= B) = ((eny) = (BA7))
Vi ((a=B)A(B—7) = (@—=17)
Via—(8—a)
VIi:an(a—5)—=p

VII: o — (aV f)

VIII: (aVB) = (BVa)
IX:((a=)AB—=7) = (aVB)—7)
X: ~a— (a—f)

XI: ((a =B A (a—=~pP)) = ~a«

Pravidla odvozovani:

Modus ponens (MP): Pokud F;p; v a Frpp o — B, pak Frpp B.
Substituce (Sub): Pokud t;pp ¢(a) pro kazdé o € @, pak Frpp ¢(5).

Podobnym zptisobem, jako v prikladu 2.3.5, lze ukazat (|Gol84]):

Véta 2.3.6.

bezespornost pro IPL: HA | a, kdykoliv Fipr, o
uplnost pro IPL: Fipr, «, kdykoliv HA E «

Toto urcuje ekvivalenci mezi deduktivnim, sémantickym a axiomatickym ptistupem k
intuicionistické logice.

2.4 Kripkeho sémantika

V intuicionistické logice vyrok neni pravdivy, pokud jsme ho nedokézali. To ovSem nezna-
mena, ze ho nedokazeme nikdy - mozna ho dokazeme pozdéji, nebo za urcitého predpokladu.
Jeho pravdivost neni absolutni, ale zavisi na ¢asu a podminkéch, tj. na momentalnim stavu.
Cas a podminky davaji stavim usporadani: pokud jsem vyrok dokazal dnes, bude od dneska
platit navzdy. Pokud jsem ukazal, ze vyrok je dusledek Riemannovy hypotézy a nékdo tuto
hypotézu dokaze, muj vyrok bude od daného momentu platit navzdy.

Mnozina vSech stavii P je usporadana kauzalitou C, a tedy P = (P,C) je poset. Pokud
jsou dva stavy p,q € P usporadané jako p = ¢ a vyrok m; € ®( plati ve stavu p, pak musi
platit i ve stavu ¢. Pravdivostni hodnota vyroku by méla vyjadiovat, ve kterych stavech plati.
Toho muzeme jednoduse docilit zabalenim téchto stavi do mnoziny. Pravdivostni hodnoty
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A C P pak budou kauzdlné uzavrené, tj. pokud p C g a p € A, pak ¢ € A. Mnozinu vsech
kauzalnich podmnozin P (pravdivostnich hodnot) nazveme P*. Vyroky budeme ohodnocovat
P—valuaci V: ®q — P* s predpisem

V(m;) ={p € P:m je pravdivy v p}.

Toto lze indukef rozsitit na V': ® — P* nasledujicimi pravidly.

1) V'(7) =V(r) prom € ®q

2) Viia A B) = V'(a)nV'(8)

3) Vi(av p) =Vie)uV'(p)

) Vi(~a) =-V'(a)={pe P; prokazdé p C g plati ¢ € V() }
(

5 Ve — 8)=V'(a) & V(B) =
= {p € P; pro kazdé p C ¢ plati ¢ € V'(8) kdykoliv q € V'(a)}

Pokud podle 4) v p dokdzeme, Ze « je nepravdivy, v zddném z nasledujicich stavi p C ¢
vyrok a nebude pravdivy. Pravidlo 5) fika, ze pokud ve stavu p dokdzeme o — 3, pak ve
vsech nasledujicich stavech bude 3 platit v jakémkoliv stavu, ve kterém plati a.

Vyrok a je pravdivy ve valuaci V', pokud plati ve vSech stavech, tj. V'(«) = P. Vyrok
a je validni v P (pséno P |= «), pokud je pravdivy ve vSech valuacich, tj. V'(a) = P pro
libovolné V: &, — PT.

Dvojice (P,V': ® — PT) se nazyvaji Kripkeho modely. V tomto kontextu se danému
posetu fika rdmec (angl. frame). Pro alternativni popis kripkeho modeli viz. [Sha).

Piiklad 2.4.1. P = ({0;1;2;...;n}, Ap), kde Ap = {(0;0); (1;1);...;{n;n)} je trividlni
usporadani. V tomto posetu je V'(~ a) = {1;2;...;n} \ V'(a).

VieVe~a)=V(a)U({1;2;..5n}\ V(a) ={1;2;..;n} = P,
takze P = a V ~ «. Déle

V(v a) = {12500\ ({1; 2501 \ V(o) = V),

takze V(~~ a — a) = P, a tedy P = ~~ o — «. VSechny klasické formule jsou validni
v P, pravdivostni hodnoty jsou jednoprvkové podmnoziny P a tvori Booleovu algebru. Pro
n = 1 dostaneme klasickou logiku, kde pravdivost v {0} znamend absolutni pravdivost a v
() absolutni nepravdivost. [ |

Piiklad 2.4.2. P = (N, <), kde 0 < 1 <2 < ... je mékka nerovnost. Pravdivostni hodnoty
jsou tzv. principdlni mnoZiny
k) ={neN:k <n},
kde k € N. Usporadani < predstavuje plynuti casu: V'(«) = [k) znamend, Ze « zacne platit
za k jednotek ¢asu (napf. k dnti) od daného pocatku. Pokud « za¢ne platit za n jednotek
casu a 3 za m jednotek casu, jejich disjunkce zacne platit, az za¢ne platit alespon jeden z
nich:
V(aV p)=[n)U[m)=[min(n,m))

a konjunkce, az za¢nou platit oba:

V(aAB) =[n)N[m) = [max(n,m)).
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V(a — B) = Tn. Pokud V() C V(«), v nékterych stavech muze platit «, ale 5 ne. Jakmile
ale zacne platit «, plati i 3, a tedy V(a — ) = V(). Z toho dostdvame predpis pro =:

] Tn  pokud m <n,
) = [m) = { [m) pokud n < m.

Pokud « za¢ne platit za 5 dntu (V(«) = [5)), dnes nejde fict ani ze plati, ale ani, ze
neplati.
ViaV~a)=[)Ud=1[5)# T,

atedy P a V~a. |

Véta 2.4.3. (P, C,U,N, =, ) je Heytingova algebra.
Dikaz. 1pr =0 a Tpr = P. Dale musime dokdzat

ACB=C prave tehdy, kdyz AN B CC

,=": Predpokladejme A C B = C. Pokud p € AN B, musi byt p € B ap € B = C, takze
pro kazdé p C q je ¢ € C. Jenze p C p, takze p € C.

,<=": Predpokladejme AN B C C. Pak pokud p € A a ¢ € B pro néjaké p C ¢, musi byt
q € A (plyne z kauzalni uzavienosti A) a tedy ¢ € AN B, takze q € C. Zpétnym zabalenim
do definice mame p € B = C. O

Priklad 2.4.4. Uvazujme nasledujici poset P reprezentovany nasledujicim diagramem.

a——ab

O\

V tomto orientovaném grafu jsou vrcholy prvky P a Sipka 2 — y zna¢i  C y. Necht
vyroky a, (3,7, maji pravdivostni hodnoty

V(a) = [ab), V(B) =la), V(v)=1d), V(5)=lc)
Jakmile se dostaneme do stavu v mnoziné
V(aV~a)=[ab)Ulc) = {ab,c,d, 0},
méme pravdivost o rozhodnutou. Déle
V(v aVv~y)=[c)Ulab), ale V'(~ (aAy))=~(0)=]1),

protoZze ve stavu a neplati ~ v, ale ~ (a A ) plati vzdy. Ve stavu 1 nelze rozhodnout, zda-li
plati 8 nebo ~ «, ale @« — [ 1ze rozhodnout, protoze to plati vzdy. Pak tedy

Vi = B) =[1), ale V(~ aV ) = la) Ue),
Déle V(~n~ ) = —[ab) = [d), takze
Viev~ry =) =[d) = [¢) = [a) # [1).
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Stavy a, ¢ jsou neporovnatelné, takze

V(B —=0) V(0= 0)) =I[d)U([d)N[ab)) = {d,ab} # [1)

Z aNd vyplyva v, ale ve stavu 1 jesté nevime, jestli plati & — vy nebo § — . Az se pfesuneme
do stavu a nebo ¢, jedno z 3,6 za¢ne platit, takze z toho druhého za¢ne vyplyvat v (protoze
a A — v plati v celém P). Mdme

V((BAG) =) =[d) = [d) = [1), ale V((8 = 7)V(d = 7)) = ([ab)U[d))U[d) = [d)U]ad) # [1).
Ve vySe popsaném framu neplati tautologie 2)-7) z prikladu [1.1.1]

P (~aV~p) e (~(anp)

P (o= B) < (~aVp)

P (~~a) &«

PHEaV~a

P (a—=B8)V(B—a)
PE((BAG) =)« (B=7)V(©—=7))

Po zbytek prace se budeme vénovat zobecnénim posetu, tzv. kategoriim. V kategoriich
mize mezi dvéma vrcholy byt vice nez jedna Sipka. To vyjadiuje existenci vice zplisobii, jak
se dostat z jednoho stavu do druhého.
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Kapitola 3
Toposy

Nasledujici kapitola predstavuje teorii kategorii a jeji velmi expresivni jazyk, kterym
pozdéji definujeme néstroje uzitec¢né pri konstrukci modeld intuicionistické logiky.

3.1 Motivace

Reprezentace posetu v prikladu nam umoznuje chapat nékteré jeho vlastnosti
prostfednictvim ,prirozenych operacich na sipkach”. V pripadé, kdy je uvazovany poset Hey-
tingova algebra, mizeme existenci Sipky x — y chapat doslova jako .z x lze odvodit y”.

e reflexivita: Kazdy prvek z ma ,trivialni sipku” x — x. Toto logicky koresponduje faktu,

ze kazdy vyrok plyne sam ze sebe.
e tranzitivita: Sipky © — y a y — z muzeme ,slozit” do Sipky = — z, diagramaticky zapsano

r——y——2z

Logicky to koresponduje faktu, ze pokud z x plyne y a z y plyne z, pak z x plyne z.
e infimum: 7 x My vede Sipka do x a y.

zlly

VAN

x Y

Logicky toto koresponduje k pravidlim AE;, AE; v ND. Déle pokud ze z vedou Sipky
z—=xaz—y,

musi existovat Sipka z — x My. Sipky existujici ,,z nutnosti” zapisujeme prerusované:
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N

zMy
x Y

Ze vsech objektti, ze kterych vede Sipka do x a y, je xUy ,univerzalni” ve smyslu, Ze ze vsech
ostatnich takovych objekttt musi vést Sipka do = U y. Logicky toto koresponduje k pravidlu
NE.

« supremum.: Situace je analogické jako pro infima, akorat jsou vsechny sipky ,naopak”:

z

zUy

7N

z y

sipky * = x Uy a y — z Uy logicky vyjadiuji VI, VI, a univerzalita x Ll y vyjadiuje VE.

Stejnou ,analyzu Sipek” muzeme provést pro mnoziny: vrcholy (déle jen objekty) budou
znacit mnoziny a Sipky funkce. Mezi dvéma mnozinami muze byt vice nez jedna funkce a
obecné je nebudeme kreslit vSechny.

o reflexivita”: Pro kazdou mnozinu A lze definovat funkci ids : A — A s predpisem ,nic

nedélej”: x — x
o tranzitivita”: Pokud f : A — B a g : B — (' jsou funkce, muzeme sestrojit funkci
h: A — C pravidlem h(x) = g(f(x)). Pak pro kazdé = € A plati, Ze at v diagramu

h
e
pijdeme z A do C' ,po Sipkdch” jakoukoliv cestou (bud si vybereme f a g, nebo h), dosta-

neme stejny vysledek. Rikéme, ze tento diagram komutuje. Nad rovnosti
h(z) = g(f(z)) prokazdé z € A,

je jednodussi uvazovat jako nad rovnosti funkci h = g o f.

o Jinfimum”: 7 kartézského souc¢inu A x B vede funkce 7;: A X B — A s predpisem ,za-
pomern druhou komponentu”. [z;y] — x a m: A X B — B s predpisem ,zapomet prvni
komponentu”: [z;y] — y.



Pokud mame funkce f: C' — Aag:C — B,

miuzeme sestrojit funkei (f,g): C' — A x B s predpisem (f, g)(z) = [f(x); g(z)]. Ta je je-

dinecna takova, ze diagram

2 Q

.9)

<
%Bf
A/ \B

komutuje (coz v tomto piipadé znamend m o (f,g9) = f a me o (f,g9) = g). Zde prerusovana

X <

¢ara neznamena jen ,existuje z nutnosti” jako v pripadé poseti, ale ,existuje z nutnosti a je
jedinecna takova, ze diagram komutuje.”

o supremum”: D disjunktniho sjednoceni A+ B := Ax {0} UB x {1} vede i1: A — A+ B
s predpisem = +— [z;0] a iy: B — A + B s predpisem z — [z;1]. Funkce f: A — C a
g: B — C nam urcuji pravé jednu funkci [f;g] : A+ B — C s predpisem

f(z) pokud i=0,
g(x) pokud i=1,

Fialosi) ~ {

takovou, ze

C
[f.9]
7 a+p
A B

komutuje.

Hlavni myslenka teorie kategorii je, ze vysSe popsanou ,analyzu Sipek” lze provadét v
mnoha rozmanitych situacich. Tyto situace tim objasnuje, zjednodusuje a dava do souvislosti
s jinymi, na prvni pohled odlisné vypadajicimi situacemi. éipce a — a zobecnujici reflexivitu
rikdme identita, zobecnéni tranzitivity je skldddni sSipek (operace o), zobecnéni infima je
produkt a suprema koprodukt.

Obecnéji mohou objekty predstavovat rizné matematické objekty a Sipky zobrazeni mezi
nimi. Soubor objektt a Sipek, tzv. kategorie, tvori prostredi pro matematickou teorii. Prvni
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priklad je poset P, jehoz objekty jsou prvky a Sipky znaci ono usporadani. Druhy priklad je
kategorie Set, jejiz objekty jsou mnoziny a Sipky funkce. Teorie grup hovoti o kategorii Grp,
jejiz objekty jsou grupy a Sipky grupové homomorfismy; linearni algebra hovori o kategorii
k-Vect, jejiz objekty jsou vektorové prostory nad télesem k a Sipky linearni transformace;
topologie hovori o kategorii Top, jejiz objekty jsou topologické prostory a Sipky spojita
zobrazeni. Mnoho konstrukci pouzivané v téchto teoriich jsou kategorialni: objekty lze popsat
tim, jaké z nich a do nich vedou Sipky. Naptiklad vysSe popsand konstrukce pro produkty
(zobecnéni infima) v Grp, k-Vect a Top urcuje presné objekt, ktery je v dané teorii znamy
jako ,soucin”: pro Grp je to primy soucin grup s nasobenim ,,po komponentach”, v k-Vect
je to soucin vektorovych prostorti se sc¢itanim ,po komponentach” a v Top je to soucin
topologickych prostort, jehoz topologii generuji kartézské souciny prvki bazi jednotlivych
prostort.

,Pekné se chovajici” vztahy mezi matematickymi objekty rizného druhu (z mnoziny
udélame volnou grupu, z grupy linearni reprezentaci, z topologického prostoru fundamentélni
grupu), tzv. funktory, jsou zobrazeni mezi danymi kategoriemi zachovavajici kategoridlni
strukturu. Toto ndm umoznuje vytvaret vztahy mezi riznymi matematickymi disciplinami.

Dalsi prinos teorie kategorii je velmi sugestivni diagramatické znazornéni vztahit pomoci
komutativnich diagrami. Diagram oznacujeme jako C—diagram, pokud jeho vrcholy jsou
objekty z kategorie C. Napriklad pravidlo

V(~a)=-V(a) prokazdé a € ®

pro H—valuaci V: & — H lze prepsat jako rovnost funkci Vo ~ = =0V, a tedy znazornit
komutativnim Set-diagramem

" P

)
v‘ 1%

=

H———H.

Uloha V je zde ,pretahnout” ® na H takovym zptisobem, aby se ~ zménilo na —. Tim jsme
kategorialné vyjadrili, ze — je interpretace ~ .

3.2 Zakladni pojmy
V nasledujici sekci vyse popsané myslenky formalizujeme.

Definice 3.2.1. Kategorie C obsahuje

1) soubor Ob(C) C—objektu,

2) ,hom-set” Home(a,b) pro kazdé C—objekty a,b. Prvky hom-sett se nazyvaji C—sipky a
piSe se f: a — b jako zkratka pro f € Home(a,b),

3) operace dom, cod, které kazdé C—sipce f: a — b pritadi dom f =a a cod f = b,

4) operaci o, ktera kazdym dvéma Sipkam s cod g = dom f pritadi kompozici f o g tak, aby
diagram
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f&f

komutoval. Dale musi platit f o (goh) = (f o g) o h, kdykoliv jsou f o g a g o h definovény.
Jinak feceno, diagram

g
a——b
c

goh
S o~
a b c d
h ~_

komutuje.
5) operaci id(_), kterd kazdému C—objektu a pfifadi C—sipku id,: a — a takovou, Ze
foid, = f=1id,o f pro kazdou C—sipku f: a — b. Jinak feceno, diagram

idg
a—=a
f
PIRN
b ar b
komutuje.
Priklad 3.2.2. Kategorie P, Set, Grp, k-Vect, Top, popsané v sekci 3.1. [ |

Priklad 3.2.3. Jakoukoliv mnozinu X lze chépat jako ,diskrétni” kategorii: objekty jsou
prvky X a jediné Sipky jsou identity. [

Piiklad 3.2.4. Monoid M = (M, -, e) lze chapat jako kategorii s jednim objektem x. Prvky
monoidu m € M jsou jednoduse Sipky m: * — . Skladani Sipek je nasobeni v M : mon: * —
x je prvek m -n € M. Identita v M je ey = id,: * — *. Naopak pro kazdou kategorii C a
C—objekt a je Home(a, a) monoid. [ |

Priklad 3.2.5. Homomorfismus Heytingovych algeber ¢: H — K je monoténni zobrazeni
¢: H — K takové, ze pro kazdé a,b € H plati

1) ¢latd) = ¢(a) U ¢(b)
2) ¢(amb) = ¢(a) Me(b)
3) dla=b) = d(a) = &(b)

Heytingovy algebry jsou objekty kategorie HeytAlg, jejiz Sipky jsou pravé homomorfismy
Heytingovych algeber. [

Definice 3.2.6. Bud C kategorie. Definujeme opacnou kategorii C°, jejiz objekty jsou
C—objekty a sipky jsou f?: b — a pro kazdou C—sipku f: a — b.
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Vyse popsana konstrukce je teoreticky velmi dulezita: pokud S je véta v jazyce teorie
kategorii, pak existuje dudlni véta S, kterou z S dostaneme zménou

dom f — cod f,
cod f v+ dom f,

(f=goh)=(f=hogy).

Pokud S vyplyva z axiomi teorie kategorii, pak plati ve vSech kategoriich C. Kazda kategorie
je ale opacna k néjaké kategorii, takze S°? musi platit ve vsech kategoriich. Tento poznatek
se nazyva princip duality. Kazdou kategorialni konstrukei lze dualizovat ,,obracenim” Sipek,
¢imz se zachova jeji validita.

Priklad 3.2.7. Bud P = (P, C) poset, ktery chdpeme jako kategorii. P? = (P, 3J) je dudlni
poset s usporadanim
x Jy praveé tehdy, kdyz y C x.

Infima v P jsou suprema v P? a suprema v P jsou infima v P°?. Explicitné zapsano,

zUpy =z Mpop Y
zlpy = x Upop Y.

Rikame, ze supremum a infimum jsou dudlni operace. [ |

Definice 3.2.8. Bud C kategorie. Sipka f:a — b je isomorfismus (zkrdcené iso), pokud
existuje sipka ¢g: b — a takova, ze fog = id, a go f = id,. Pokud mezi a,b existuje
isomorfismus, piseme a = b a tikame, ze a, b jsou isomorfni.

Poznamka. Sipka g je jednoznatné definovana a nazyvd se inverze k f. PiSeme g = f~1.
Isomorfismus je jako koncept dudlni sam sobé: pokud f: a — b je iso v C, pak f?: b — a
je iso v C?. VsSechny kategorialni konstrukce pro objekt a lze aplikovat na objekt b = a
spretahnutim” pres iso Sipku f: a — b. Naopak, pokud objekt a definujeme kategorialni
konstrukei, neni definovany jednozna¢né v normalnim slova smyslu, nebot kazdy objekt s a
isomorfni bude splnovat stejné ,kategoridlni” vlastnosti. Jedinec¢nost v teorii kategorii tedy
neznamend jedine¢nost az na rovnost, ale jedine¢nost az na isomorfismus.

Priklad 3.2.9. V Set jsou isomorfismy bijekce. V. Grp jsou to isomorfismy grup, v Top
homeomorfismy a v HeytAlg bijektivni homomorfismus Heytingovych algeber. Jednoobjek-
tova kategorie, jejiz vsechny Sipky jsou iso, je kategoridlni grupa (analogicky s piikladem
3.1.6) a naopak soubor vSech iso Sipek a — a v jakékoliv kategorii je grupa. [

Definice 3.2.10. Bud C kategorie. Sipka f b — ¢ je monomorfismus (zkratka monic),
pokud pro kazdé dvé Sipky g, h: a — b plati g = h, kdykoliv fog = foh. Sipka f:a — b
je epimorfismus (zkratka epic), pokud pro kazdé dvé sipky g, h: a — b plati g = h, kdykoliv
go f = ho f (dudlni koncept k monomorfismu). V diagramech se monické Sipky znadci
symbolem — a epické symbolem —» .

Priklad 3.2.11. V Set jsou monomorfismy prosté funkce, epimorfismy surjektivni funkce.
Trivialni pripad prostych funkci jsou inkluze A — B s predpisem x — x, které jen ,,vlozi"prvky
A do B. Naopak pokud mame v Set prostou funkci f: A »— B, miuzeme ji ,pretahnout” na
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inkluzi f(A) — B, kde f(A) ={f(z); x € A} tak, ze diagram

A ! B
N
f(A)

komutuje.

Kazda bijekce je prosta a surjektivni a obecnéji kazdé iso Sipka je monic i epic. Naopak to
ale neplati: napt. v Top je zobrazeni [0; 1] — S' s predpisem x — €?™* epic a monic, ale ne
iso. |

Definice 3.2.12. Bud C, D kategorie. Funktor F': C — D je soubor D—objekti F(a) pro
kazdy C—objekt a a D-sipek F f: F(a) — F(b) pro kazdou C—sipku f : a — b takovy, ze
1) F(fog)=FfoFg, kdykoliv f o g je definovéna,

2) F(ida) = ’idp(a).

Tyto vlastnosti se nazyvaji funktorialita.

Piiklad 3.2.13. Necht F: P — Q, kde P a Q jsou posety. Pokud p C ¢, pak v IP jakozto v
kategorii bude pravé jedna Sipka pq: p — ¢. Pak v Q budeme mit sipku Fpq: F(p) — F(q),
takze F'(p) C F(q) v Q. F je tedy monoténni zobrazeni (Sipka v Pos). |

Piiklad 3.2.14. Necht F': M — N jsou monoidy. Z funktoriality plati pro kazdé dvé
M—sipky z,y: M — M
F(zoy) = Fao Fy,

tedy F' je homomorfismus (Sipka v Mon). Pokud bychom volili M, N grupy, F' by byl homo-
morfismus grup. |

Definice 3.2.15. Bud F,G: C = D funktory. Prirozend transformace n: F' — G je soubor
D—sipek n,: F(a) — G(a) pro kazdy C—objekt a, jenz splnuje tzv. aziom prirozenosti:

F(a) LR G(a)

Ef Gf

komutuje pro jakékoliv C—objekty a,b a C—sipku f: a — b. éipky N, Mo S€ Nazyvaji kompo-
nenty 7.

Definice 3.2.16. Bud D, C kategorie. Funktorovd kategorie D ma objekty funktory F: C —
D a sipky prirozené transformace n: F' — G. Sklddani prirozenych transformaci je asociativni
a pro kazdy funktor F' lze definovat prirozenou transformaci idp: F' — F' s idp(a) = a pro
kazdy D—objekt a.

Piiklad 3.2.17. Bud C libovolnd kategorie a — kategorie s objekty 0,1 a jedinou ne-
trivialni sipkou f: 0 — 1.

0——1
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Objekt C je funktor F' z — do C, tj. soubor C-objekti a = F(0),b = F(1) a C—sipky
Ff:a — b (F(idy), F(idy) pro jednoduchost ignorujeme). Jesté jednoduseji muzeme F
chapat jen jako C-sipku F'f (a, b dostaneme operacemi dom, cod). C~-Sipka (pfirozend trans-
formace) n: F — G mezi C—8ipkami Ff:a — ba Gf: ¢ — d je dvojice [g,h] C—sipek
g="mnp:a—cah=mn:b— dtakovych, ze

g
_

a
Ff‘ Gf
b h

_—

QU0

komutuje. Pokud naptiklad funkce k,l: R = R maji predpis k(z) = —z,l(z) = %, pak
[r;7r]: k — [, kde r: R — R m4 predpis r(z) = e*, je Set™ —sipka:

R~ R

R——R.

Exponencialni funkce takto doslova méni additivni inverze (—z) na multiplikativni inverze

(5) m

V nésledujici definici formalizujeme diagramy a zavedeme pojmy limita a kolimita dia-
gramu. Pak rozebereme rizné instance téchto konstrukei.

Definice 3.2.18. Mald kategorie je takova, jejiz objekty a Hom-sety nejsou vlastni t¥idy.
Bud C libovolna kategorie a bud J mald kategorie. C—diagram je funktor F': J — C.
KuZel diagramu F' je C—objekt K a soubor C—sipek f,: K — F(a) pro kazdy J—objekt
a takovy, ze F'f o f, = f, pro kazdou J—sipku f: a — b. Limita diagramu F' je kuzel
(im F, {f.: a je J — objekt}) takovy, ze pokud (N,{g, : a je J — objekt}) je kuzel, pak
existuje prave jedna C—sipka f: N — lim F' takova, ze f, o f = g, pro kazdy J—objekt a.

J: x F(J): F(z)
/ e
e F(y) F(w)
L =
F(z)

Definice pro kuzel (K, {f,: a je J — objekt}) 1ikd, ze C—diagram
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F(z)

A

Fl(y
15

)
(2) fuw
\

komutuje. Sipky mezi J—objekty komutovat nemusi, ale pro kazdé C—objekty a, b a C—sipku
f plati Ff o f, = f.

K

Y

/
(y) <
l%
(2) Ay

N_..,

F
F

Existenci a jedinecnosti Sipky f fikdme univerzdlni vlastnost. Z definice vyplyva, ze objekt
lim I je definovan az na jedine¢ny isomorfismus.

Definice 3.2.19. Kolimita diagramu F': J — C (colim F') je definovana dualné k limiteé.

F(z)

/ fa
v+
f=
Gy
gz

F(
J%

N

F(w)

fw

quimF

Existenci a jedinecnosti f: colim F' — N tikdme kouniverzadlni vlastnost. Objekt colim F' je
opét definovan az na jedinecny isomorfismus.
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V dalsich par prikladech si ukazeme limity jednoduchych diagramt, které budeme po
zbytek prace vyuzivat. Kazda z limit existuje jen v nékterych kategoriich. Pokud ma C limitu
kazdého konetného diagramu (J mé kone¢né mnoho objektu), fikdme, Ze C je konetné tiplna.
Dudlni koncept (C mé kolimitu kazdého koneéného diagramu) je konecné kotplnost.

Piiklad 3.2.20. Termindlni objekt 1¢ kategorie C je limita prazdného diagramu (J nema
objekty). Je to tedy C—objekt 1¢ takovy, Ze pro kazdy C—objekt a existuje pravé jedna Sipka
a—1:

a yle.

V Set je terminélni objekt kazda jednoprvkové mnozina {*}. BUNO volime 1 := {0} (zapi-
sujeme termindlni objekt doslova jako ordinal 1). V Grp je termindlni objekt trividlni grupa.
V P je termindlni objekt nejvétsi prvek Tp. [ |

Priklad 3.2.21. Inicidlni objekt je definovan dudlné k terminalnimu objektu jako kolimita
prazdného diagramu: objekt O¢ takovy, ze pro kazdy C—objekt a existuje prave jedna sSipka
0 — a. V Set je inicidlni objekt prazdnd mnozina (): na definovani funkce () — A z prézdné
mnoziny nepotiebujeme ptredpis. [ |

Priklad 3.2.22. Produkt a x b je limita néasledujiciho diagramu:

ae e b.

éipky z a X b, tzv. projekce, jsou w1 a X b — a a my: a X b — b. Pokud z néjakého objektu
¢ vedou Sipky f: ¢ = aa g: ¢ — b, pak existuje praveé jedna Sipka (f; g): ¢ = ax b takova, Ze

c
(f;9)
f <~ g
axb
2N
a b
komutuje. [ |

Poznamka. Necht C m4 produkty. Pak a x b = b x a pro libovolné C—objekty a,b. Mame
totiz jedineéné f = (my,m): a X b — b X a tak, zZe

axb

(m2,m1)
™ b X
v
T

a b

™
Lo

komutuje a analogicky g: b x a — a x b. Pak fog: a xb— a x b je jedinecna takova, ze
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|
1~

komutuje, a tedy 7 o (f o g) = id, o id, o 7. Jenze id,x; toto spliiuje, takze fo g = id,xp a
tedy f je iso, z ¢ehoz a X b = b X a.

Poznamka. Necht C m4 produkty. Pak F': C — C s pfedpisem a — a X c je funktor, ktery
Sipce f: a — b pritadi jedine¢nou Sipku F'f = f xid, = (fom,gom):axc = bxc
existujici z univerzalni vlastnosti produktu b x ¢ :

a b
S
fide
axc sb X ¢
c i c

V piipadé C = P (poset) nam vysledek této poznamky davé alternativni dikaz lemmatu
1.2.5 (monoténni zobrazeni P — P je funktor P — P, infima v P jsou produkty).

Priklad 3.2.23. Koprodukt a + b je colimita diagramu

ae ® b,

éipky do a+ b, tzv. injekce, zna¢ime iy, 5. Pokud do ¢ vedou Sipky f: a — ca g: b — ¢, pak
existuje pravé jedna sipka [f;g]: a + b — ¢ takova, ze

c
[f;9]
! g
a+b
a b.
komutuje. |

Priklad 3.2.24. Equalizer Eq(f, g) Sipek f,g:a =2 b je limita diagramu

f
a2
g
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Sipka h: Eq(f,g) — a splituje foh = goh, a pokud foj = goj pro jakykoliv j: ¢ — a,
pak existuje pravé jedna Sipka f: ¢ — Eq(f, g) takovd, ze diagram

komutuje.

V Set je Eq(f,g9) = {z : f(z) = g(z)}; h: Eq(f,g) — a inkluze. V Grp lze pro kazdé
grupy G, H sestrojit homomorfismus triv: G — H s predpisem triv: x — ey (ey je identita
v H). Pak Eq(f, triv)= ker f. Obecnéji equalizer Eq(f, g) nese informaci o ,Fesenich rovnice

f(z) =g(z)". =
Priklad 3.2.25. Pullback a x4 b je limita diagramu

a
Jf

b———d

éipky feraxgb—bag,: axqgb— asplnuji go f, = f og,. Pokud existuje objekt e a Sipky

j:e—a, k:e— bsplnujici f o7 = go k, pak existuje pravé jedna sSipka m: e — a X4 b
takova, ze
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komutuje. Rikdme, ze diagram

je pullback v C.

V Set je A xp B = {[z;y] € Ax B; f(z) = g(y)}, f« mé predpis [z;y] — z a g. mé
predpis [x;y] — y. [

Definice 3.2.26. Bud C kategorie s termindlnim objektem. Globdlni prvek C-objektu a je
sipka z : 1 — a.

Piiklad 3.2.27. V Set jsou globalni prvky funkce Z: {0} — A s pfedpisem Z(0) = = € A.
Predpis

(x e A)— (2: {0} = A, 2(0) =x)
(Z: {0} = A) — (2(0) € A)

urcuje bijekci A = Homget(1, A). V Set jsou tedy globalni prvky ,totéz”, co prvky. W

Definice 3.2.28. Bud C kategorie a a,b C—objekty. Ezponent a,b, pokud existuje, je
C—objekt a’ spolu s C—§ipkou evaluace” ev: a® x b — a, spliujici nasledujici univerzalni
vlastnost: pro kazdou sipku f : ¢ x b — a existuje pravé jedna sipka f: ¢ — a® takova, Ze

a’ xbZ—a

indb /

cxb
komutuje, kde f x idy, = (f omy,idy o ma).
Poznamka. Predpis
(fiexb—a)— (f:c—a)
(fie—ad)— (f=evo fx,: cxb—a)

uréuje bijekci Home(c X b,a) = Home(c, ab). Pokud mé C terminalni objekt, vzdy plati
a x 12 a,atedy Home(b, a) = Home(1,a®) - globélni prvky a® ,jsou” Sipky b — a.

Priklad 3.2.29. V Set je A” = {f: B — A} mnozina funkc{ z B — A (globaln{ prvky
1 — AP jsou tedy skutetné Sipky B — A) a evaluace ev: AP x B m4 piedpis ,dosad do
funkce” [f;z] — f(x). |

Priklad 3.2.30. V P je ¢P, pokud existuje, roven relativnimu pseudokomplementu p = ¢ :
z isomorfismu
Home (¢ x b, a) = Home(c, a®)
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mame ¢Mb = ¢ x b C a pravé tehdy, kdy? ¢ C a’. Sipka ev: ¢? x p = (p=qNp—gq
vyjadiuje modus ponens (p = ¢) Mp C ¢. Konkrétnéji

Home(z,y) = Home (1, 2 = y).

Z toho vidime, ze z C y praveé tehdy, kdyz x = y =1 = T (poznamka pod vétou |1.2.10)).
Pokud je P uplné usporadand (plati x © y V y C x), exponenty jsou dany predpisem

- { lp pCuq,
¢’ = .
q  Jjindy,
nam znamym z piikladu [2.4.4]
V analogii s interpretaci exponenti v Set miizeme modus ponens chapat jako ,dosa-
zovani” dukazu p do dikazu p — ¢, stejné jako v BHK interpretaci.
Na zakladé charakterizace relativniho pseudokomplementu jako exponentu v posetové
kategorii muzeme Heytingovy algebry definovat jako konecné upiné, koiuplné (kategoridlni)
posety s exponenty. [ |

3.3 Elementarni topos

V nasledujicich dvou sekcich zavedeme pojem topos: specidlni kategorie, kterd umoznuje
jazykem teorie kategorii popsat analogy mnozinové-teoretickych konstrukei jako doplnék,

vvvvvv

2 a piid4 novy pohled na jiz popsané modely. Tento postup je velmi vyhodny, nebot umi
zkonstruovat rozmanité modely a ve vsech modelech ur¢it sémantiku sjednocenym postupem.

vvvvvv

Bud’ B mnoZina. Axiom separace ik, Ze pokud ¢: B — ® je formule s volnou proménnou,
muzeme sestrojit podmnozinu A C B pravidlem

A = {z € B;¢(x) plati}.

»0(x) plati” znamend V(¢(x)) = 1, kde V' je momentalné pouzivané valuace. Pokud definu-
jeme funkci T: 1= {0} — 2 = {0;1}, podmnozinu A lze zapsat ve tvaru

A={rxeB;Vo¢p(x) =1} ={[z;0] € Bx L;Vop(x)=T(0)} = B x2 1.

Jinak Teceno,

A—— B
! Voo

{0} ———{0;1}

je pullback v Set, kde !: A — {0} je jedinetnd Sipka s predpisem !(z) = 0 (pripomenmé,
ze {0} je termindlni v Set) a bezejmenna Sipka A — B je inkluze x — x. Obecnéji pro
jakoukoliv podmnozinu A C B miuzeme definovat charakteristickou funkci xa: B — 2 s
predpisem

1 z €A,
XA(“’>:{ 0 z¢A
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Pak je

A——— B

{0} ————{0;1}

pullback v Set. Jesté obecnéji muzeme jakoukoliv prostou funkci f: A — B ,pretdhnout”
na inkluzi imf: f(A) — B, kde

f(A) ={f(z);z € A},

tak, ze diagram

A ! B
N
f(4)

komutuje. Sestrojime charakter mnoziny f(A) a konstrukci pretdhneme zpatky. Vysledek je
Xa: B — 2 s predpisem

| 1 2= f(a) pronéjaké a € A
Xalr) = { 0 jinak.

Naopak z jakékoliv funkce g : B — 2 muzeme sestrojit podmnozinu ¢g~'(1) C B. Pfitazeni
ACBw (xa: B—2),
(f: B=2) = f7(1) C B,
urcuje bijekci
P(B)={A;, ACB}y=~28={f:B — 2},

tj. korespondenci mezi podmnozinami B (prvky ,potentni mnoziny” z teorie mnozin) a
funkcemi B — 2 (prvky 2P). Tuto myslenku zobecnime pro jakoukoliv kategorii, pokud
prosté funkce vyménime za monické Sipky, {0} za terminalni objekt a 2 za Subobject classifier
(definovén nize):

Definice 3.3.1. Bud C kategorie a d C—objekt. Subobjekt objektu d je monickd Sipka f: a —
d. Na téchto sipkach definujme ekvivalenci danou predpisem

f ~ g pravé tehdy, kdyz (dom f) = (dom g).
Pak Sub(d) je mnozina t¥id ekvivalenci subobjekt:
Sub(d) := {[f]; f=da f je monicka}.
Sub(d) je ¢astecné usporadana relaci C s predpisem

f £ g pravé tehdy, kdyz existuje prave jedno k: domf — dom g takové, ze ko g = f.
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Jinak Teceno, pro suobjekty f:a — d a g: b — d plati f C g pravé tehdy, kdyz existuje
jedine¢né k takové, ze diagram

a—— d
b
komutuje.
Priklad 3.3.2. V Set jsou subobjekty ,totéz”, co podmnoziny: Sub(A) = P(A). [ |

Definice 3.3.3. Bud C kategorie s termindlnim objektem. Subobject classifier v C je C—objekt
Q a C—sipka T: 1 — € splnujici 2-axiom: pro kazdou monickou sipku f: a — d existuje
pravé jeden charakter x;: B — 2 takovy, Ze

B

(fra—=d)— (xp:d— Q)
(g:d— Q) — (gx: dxq 1l —d)

>—>

Xf

{O<—&

je pullback v C.

Poznamka. Predpis

urcuje bijekci Sub(d) = Home(d, ).
Priklad 3.3.4. Set ma classifier 2 =2 ={0;1} a T: 1 — 2 ma predpis T(0) = 1. |

Priklad 3.3.5. Top je kategorie topologickych prostorti, kde Sipky jsou spojita zobrazeni.
Termindlni objekt je jednobodovy prostor 1 = {0}. Classifier v Top je Q = (X, 7), kde
X ={0;1} a7 ={0;{1};{0; 1}}. Charakter funguje stejné jako v Set, jen misto libovolnych
podmnozin pracuje s otevienymi podmnozinami: z definice spojitych zobrazeni musi byt
Xa'(1) = A oteviena v B. |

Piiklad 3.3.6. Set x Set je kategorie dvojic mnozin [A; B). éipky jsou dvojice funkei
[f;9]: [A;B] = [C;D],kde f: A— Cag: B— D. Terminalni objekt je 1 = [{0};{0}]. Clas-
sifier je Q = [2;2]. Pokud je f: [A; B] — [C; D] monick4, charakter x je [xa;xs]: [C; D] —

[2;2], kde x4, x5 jsou classifiery v Set. [

Definice 3.3.7. Elementarni topos je kategorie C takova, ze
1.) C je kone¢né tplné a kotpln4,

2.) C ma exponenty a

3.) C méa subobject classifier.

Piiklad 3.3.8. Set a Set x Set jsou toposy. Top neni topos, nebot nemé exponenty. W
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3.4 Vnitrni logika toposu

Logické funkce N, U, = typu {T; L} x{T; L} = {T; L} a—-typu{T; L} = {T; L} maji
analog v kazdém toposu, kdyz vyménime 2 = {T; L} za Q.

Nepravda: stejné jako T: 1 — 2 mé hodnotu T(0) = 1, coz je T v Booleové algebie 2,
definujme L: 1 — 2 s hodnotou L (0) = 0, coz je L v Booleové algebre 2. Pullback L (limita

diagramu 1 = 2 <~ 1) je 0 :
0
1

Z Q—axiomu je L = xp = xo. Obecné v toposu C definujeme L := xq,: 1 = 2, kde0;: 0 = 1
je jedinecna Sipka z inicialniho do terminalniho objektu v C.
{0} ———

Negace: V Set je
2
1 2

pullback, takze z (2—axiomu je = = x.. Obecné tedy definujeme - := y;, : Q@ — Qv
libovolném toposu.
Konjunkce: V Set je

S —

M%}_\

— T

-
_—

e 2x2

1 il 2

pullback, a tedy M = xqu,13- Kategoridlné muzeme {[1;1]} popsat jako (T, T)({0}), kde

(T, T): 1 — 2x2 (tato funkce do obou slozek da 1 = T(0) - toto znadi, ze aby konjunkce byla

pravdivé, musi byt pravdivé obé ,slozky”). Obecné tedy definujeme I := x (7 1): 2xQ — Q.
Disjunkce: V Set je

{[0;1]; [1;0]; [1;1]} &————2x 2
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pullback, a tedy U = xyoapnosp.)y- Kategoridlne je {[0;1];[1;0];[1;1]} = &(2 + 2), kde
¢ = [(T,ids), (idy, T)]: 24+ 2 — 2 x 2 (tato funkce bud posle vstup do druhé slozky a do
prvni d&4 1 = T(0), nebo naopak: toto znadi, Ze aby disjunkce byla pravdivé, musi byt prav-
diva alespon jedna ,slozka”). Obraz im ¢ o ¢, dostaneme z tzv. epi-mono faktorizace ¢ (ty
jsou mozné v kazdém toposu, viz. [Tril9]; v préaci je budeme pocitat jen pro mnoziny, takze
si bez kategoridlni konstrukce vystacime).

2+2

~

#(2+2)

Obecné tedy definujeme L := Ximep: 2 X Q — Q, kde ¢ = [(T,idg), (ida, T)]: Q+Q — Qx Q.
Implikace: V Set je

{[0;0];[0; 1]; [1;1]} &———2x 2

1 T 2

pullback, a tedy = = x{(0.0;[0:1);1;173- Zde znovu vidime vztah mezi C a = v Booleov¢ algebie
2 = {L1; T}: pullback =, tj. mnozina vsech [z;y] s x = y =1 = T(0), je presné usporadani
C na mnoziné 2. Usporadani muzeme také dostat ,zpét z infima”: ve svazu plati x C y pravé
tehdy, kdyz xMy = x, tj. kdykoliv N(x, y) = m (x, y). Pak mazeme {[0; 0]; [0; 1]; [1; 1]} popsat

kategoridlné jako equalizer Eq(N, ) :
n
Eq(N,m) ——QxQ 2O

[
USY

Obecné tedy definujeme = := x.: Q2 x Q — Q, kde e: Eq(N, ) — O x .

Operace na Sub(d): V Booleové algebre (P(X), C, U, N, &, —) jsou mnozinové operace
interpretace logickych spojek (viz. Sémantika v CPL) a v teorii mnozin se definuji U, N, —
pomoci V, A, :

AUB :={x; (xe€ A)V (z € B)}

ANB:={x; (x€ A)A(z € B)}

A= B:={z; (r€A) — (r€B)
—A:={x; (v €A}

?

2

Abychom mnozinové operace chapali jako operace v P(X), budeme uvazovat A, B C X.

AUB={zeX; (r€A)V(reB)} ={zr € X;xalr)Uxp(z)=1}
= {[#;0] € X x ;U0 [xa; xs](z) = T(0)}
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Vidime, ze

AUB——X

U
“ BU o [xa;xa]
1 2

je pullback v Set. Obecné v toposu C pro f, g € Sub(d) s dom f = a a dom g = b definujeme
—, U, N, = tak, aby

_

X—f = TOXf
Xrug = Yo [xriXgl,
Xfng = 0 [X£3 Xgl,
Xfeg = = °Xf5 Xgl-

Ekvivalentné,
—ar—L 4 aUub—1% g
!‘ Jﬁow ‘ huom;xﬂ
1T .9 1— T Q
anb—1" g asb—170 4
h h”o[Xf:Xg} ‘ hio[w Xg]
1— T 50 1l———0

jsou pullbacky v C.
V analogii s ptikladem [1.2.12| méme ndsledujici charakterizaci (|Gol84]):

Véta 3.4.1. Necht C je topos a d je C—objekt. Pak Sub(d) je Heytingova algebra.
Ditikaz je vynechan, ponévadz tvrzeni nevyuzijeme a v pristi kapitole vyuzijeme podobnou
veétu. 0]

Znaceni C |= « je zkratka pro Q¢ | a, tj. ,« je pravdiva ve vsech valuacich V' : & — Q¢.”
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Kapitola 4

Funktorové kategorie

V posledni kapitole popiseme obecny postup, jak zkonstruovat modely IPL pomoci
toposu Set®, kde C je mala kategorie. Zatneme s popisem jeho kategoridlnich vlastnosti, pak
rozebereme logické funkce v Sub(d) a v sekcich 4.2-4.4 rozebereme konkrétni modely.

SetC-objekty jsou funktory F': C — Set. Takovému funktoru budeme obcas fikat ,kon-
cept mnoziny” (pojem je vysvétlen nize). Globalni prvky z : 1 — F' budeme nazyvat ,kon-
cept mnoziny”. Sipky jsou prirozené transformace, tj. ,zobrazeni mezi koncepty mnoziny”
n: F—G.

Limity (a analogicky kolimity) jsou definované ,,po komponentach”. Pro kazdy C—objekt
a muzeme definovat diagram D’: J — Set, ktery kazdému J—objektu j pritadi D'(j) =
D(j)(a). Pokud D: J — Set® je Set®-diagram, lim D: C — Set je funktor, ktery kazdému
C—objektu a priradi limitu lim D’ vyse zkonstruovaného diagramu D'.

Konkrétnéji pak terminalni objekt 1 v Set® je funktor termindlnich Set-objektt: 1
kazdému C—objektu a prifadi 1(a) = {0}. Déle F' xy G(a) = F(a) X () G(a) a diagram

FxyG— @

F— "' L H

je pullback v Set® pravé tehdy, kdy# je diagram

F(a) x5 (a)G(a) 2 G(a)
(T4)a Ta
F(a) = H(a)

pullback v Set pro kazdy C—objekt a.

Necht a je C—objekt. Definujeme siev na a (neboli a—siev) jako mnozinu X C—Sipek
¢: a — b, kterd je zleva uzaviena nad skladanim. To znamend, ze pokud ¢ € X, musi
fo¢ e X pro libovolnou sipku f, kde dom f =b:

X ={¢:a—0b;, fo¢pe X pro libovolné f}.
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Classifier 2: C — Set kazdému C—objektu a priradi mnozinu a—sievi
Qa) ={X; X je a— siev}
a C—sipce f: a — b ptitadi funkci, kterd a—sievu X priradi
Qf(X)={{¢:b—¢; ¢po fe X}
Pro monickou n: F' ~— G sestrojime charakter x, s komponentami
(Xn)a(z) = {d: a = b; Go(x) € F(b)}

(zde BUNO 1, inkluze).
Jeden z hlavnich vysledki teorie topost ¢ini ([Gol84]):

Véta 4.0.1. Set® je topos pro jakoukoliv malou kategorii C.

Sémantika v Set®: Valuace V: ® — Homggc(1, Q) kazdému o € ® ptifadi ptirozenou
transformaci V(a): 1 — Q s komponentami V,(a): {0} — Q(a). Vi(a)(0) je mnozina
C—sipek f, po kterych kdyz ,ptjdeme”, zacne « platit.

Interpretace: v analogii s Kripkeho sémantikou chapeme C—objekty jako stavy védéni, ve
kterych se miizeme nachézet. Stavy se mohou lisit ¢asem, mistem, ¢i jinymi podminkami, a
proto je védéni omezené stavem, ve kterém se nachazime. C—sipky jsou prechody mezi stavy
a zmeény stavi: posun po Sipce f: a — b vyjadiuje, Ze jsme se ze stavu védéni a presunuli
do stavu b ,zpusobem” f. éipky g: a — a vyjadiuji ,zptsob,” jak zménit sviij momentalni
stav. Vyznam C—sipek muze byt rozmanity: mezi stavy muzeme prechazet postupem casu
(priklad tvorbou rozhodnuti (sekce 4.3), shromazd ovanim novych informaci atd.

Mnoziny definované axiomem separace

A ={z € D; ¢(z) plati}

mohou v kazdém stavu a nabyvat jinych prvki, nebot pravdivost vyroku ¢(z) € ® zavis
na stavu. Funktory F': C — Set jsou tzv. koncepty mnozin, které kazdému stavu a pritadi
mnozinu prvka patticich do ,mnoziny” F' ve stavu a. Pokud se ze stavu a do b miizeme
presunout ,zpusobem” f, funkce F'f: F(a) — F(b) kazdému x € F(a) prifadi nasi ,predstavu”
o prvku z ve stavu b. Predstavou myslime formu, kterou prvek zapisujeme, a pomoci které
nad prvkem uvazujeme. Pokud se nase predstava o prvku nezméni, plati F'f(z) = x. Pokud
se predstava o prvcich pfesunovanim f neméni, je F'f inkluze a pokud kazdy prvek jen méni
svou formu, je F'f prostd. Muze se ovSem stat, ze prvky x,y ve stavu a povazujeme za ruzné,
ale ve stavu b zjistime, Ze jsou stejné: pak plati F'f(x) = F f(y) a F f neni ani prosta.

Q2 je koncept mnoziny obsahujici ,nevratné zmény”. Siev na stavu a je mnozina ,ne-
vratnych zmén” stavu a (myslime zmény a — a i prechody a — b). Presnéji fe¢eno, pokud
se prechodem dostaneme do sievu S € €(a), zddnym prechodem uz nemuzeme z S odejit.
Va(@)(0) je mnozina zmén ze stavu a, po kterych zacne « platit. Dokdzani vyroku je v intui-
cionistické logice nevratnd zména, nebot védéni je kauzalné zachovano - proto musi V,(a)(0)
byt a—siev. Pokud V,(«)(0) obsahuje vSechny sipky z a, znamena to, Ze ve stavu a vyrok
a plati a toto nelze zadnym prechodem zmeénit. Qf: Q(a) — Q(b) kazdému a—sievu prifadi
mnozinu zpusobi, jak se z b do tohoto a—sievu dostat. Zejména Qf(V,(«)(0)) je mnozina
zmeén ze stavu b, po kterych zacne a platit.
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4.1 Operace na Sub(D) v Set®

Popsat globalni prvky 1 — Q muze byt slozité, a proto rozpocitdme operace v Sub(D).
Zjistime, ze nejen Homggce (1, §2) je Heytingova algebra, ale ©(n) je Heytingova algebra pro
kazdy C—objekt n.

o Negace: Necht A € Sub(D). Negace —: Q — Q definovand tak, aby

(0} ——Q(n)
In n=(X1)n

{0} —=—0n)

byl pullback, ma komponenty —,(z) = {¢: n — m; Q¢(z) € {0}}. =A € Sub(D) mé predpis

—A(n) ={z € D(n); (moxa)n(x) = Tn(0)}

={z € D(n); ~n({¢: n — m; Do(x) € A(m)}) = T,(0)}

={z € D(n); {p:n —b; Qp({¢: n = m;De(z) € A(m)} =0)} = T,(0)}

={z € D(n); {p:n—0b Qo({p: n—m; Do(x) € A(m)})} = 0 pro kazdé ¢: n — b}
={zxeDn); {p:n—=b {w:b—=c wope{p:n—m; Do(x) € A(m)}}} =0

pro kazdé p: n — b}

={xeDn); wop &{p:n—m; Dp(x) € A(m)} pro kazdé wo p: n — c}

={z € D(n); Dwoyp)(z)¢& A(c) pro kazdé wo v: n — ¢}

={z € D(n); D¢(x) & A(c) pro kazdé ¢: n — c}

Zajimava je taktéz dvojita negace:
——A(n) = {z € D(n); Do(z) & ~A(l) pro kazdé ¢: n — [}
={z € D(n); (D¢(x) € ~A(l) pro kazdé ¢: [ — k) nenastane pro zadné ¢: n — [}
={z € D(n); pro kazdé ¢ : n — [ existuje ¢: I — ¢ takové, ze D(o¢)(z) € A(c)}

~—

Interpretace: = A(n) obsahuje prvky, které se po zadném prechodu z n nemohou dostat
do konceptu mnoziny A. =—A(n) je mnozina prvku takovych, ze po jakémkoliv prechodu se
vzdy muzeme porad dostat do konceptu A. V této interpretaci nad vyrokem ~~ o muzeme
uvazovat jako ,« mize vzdy platit”.

o Konjunkce: N: 2 x Q — ) je definované pullbackem

{Tn(0): TH 0]} 0 5 Q(n)

n Nn=(X[T;T])n

0} )
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a ma komponenty N, (x,y) = {¢: n — m; (2 x Q)o(z,y) € {[T»(0); TL0)]}}. AnB €
Sub(D) méa komponenty

AN B(n) = {z € D(n); Uo [xa; xsln(®) = Ta(0)}
— {z € D(n); {6:n—mi Q((xa)a(x)) = Ta(0) 2 W((xB)a(y)) = Tal0)} = Ta(0)}
={x € D(n); po¢ € (xa)n(x) pro kazdé pop: n — I}
{906 € (xp)ulx) pro kaidé pop: n— I}
={z € D(n); D(pod)(x) € A(l) pro kazdé po ¢: n — 1}
N{y: D(pod)(y) € A(l) pro kazdé p o ¢p: n — 1}
= A(n) 0 B(
(v poslednim kroku jsem polozil ¢ o ¢ = id,, z ¢ehoz D id,(z) = x € A(n) v prvni zévorce

a D id,(y) =y € B(n) v druhé zévorce).
o Disjunkce: Epi-mono faktorizace Sipky ¢ = ([idg; T];[T;idq]) je zndzornéna diagramem

n)

Q+ Q(m) o Q x Q(m)

m (im ©)m

P(Q+Q)(m)

Obraz ¢ je mnozina

P(Q+Q)(m) = {[z; Ta(0)] : 2 € Q(m)} U{[Tn(0);9] - y € Q(m)},

U: QO xQ—90

©(Q+Q)(m) —— Q2 x Q(n)

!J JUH(XMQ-;Q))H
T

0 - Q(n)

ma komponenty

Un(z,y) = {d: n—m; Qx Qo(z,y) € p(Q+ Q)(m)}
={¢:n—m; Qo(z) = T,,(0) nebo Qo(y) = T,(0)}

AU B € Sub(D) ma komponenty

AU B(n) = {x € D(n); (Uo [xa;x8])n(r) = Tn(0)}
={z e D(n); {¢:n—=m; Qo((xa)n(2))} = Tm(0)} nebo {Q((xpn(7)) = Tm(0)} = Ta(0)}
={zx € D(n); pod € (xa)n(r) nebo po ¢ € (x)n(x) pro kazdé po¢: n — 1}
={x € D(n); D(po¢)(x) € A(l) pro kazdé po¢: n — [}
U{z € D(n); D(po¢)(z) € B(l) pro kazdé po ¢: n — I} = A(n) U B(n)
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o Implikace: Zkonstruujeme equalizer Eq(N, ;) Sipek N,7: Q x © = Q zndzornény

diagramem
N

Eq(N,m)(n) S % Qn) = Q(n).

-
(771)11

Explicitné mizeme Eq(N, 7 )(n) zapsat jako
Bq(n, m)(n) = {[z;y] € @ x Qn); Nn(2,y) = x}.

=: () x ) — Q ma komponenty

Eq(N, m)(n) —="——Q x Q(n)
{0} L Q(n)

r=ny={d:n—=m; (Q2xQ)d(z,y) € Eq(N,m1)(m)}

(0)}
) = Q¢d((xa)n(x) pro kazdé ¢ : n — m}
=Ti(0) a Qu(Qo((xB)n(z))) = T1(0)} =

A B(n) ={z € D(n);= o [xa;xpl(z) =T
= {z € D(n); Un(Qd((xa)n(2)), 28((xB)n(2))
= {1‘ € D(n); {p: m —I; Qp(Q((xa)n(2)))
Qo((xa)n(z) pro kazdé ¢: n — m}
= {l‘ € D(n); {p: m = Qo ¢)((xa)alz)) = Qe o) ((xB)n(z)) =Ti(0)} =
Qo((xa)n(x) pro kazdé ¢: n — m}
={z € D(n); (pod)((xa)(z)) = Qpod)((xB)n(z)) =Ti(0) pravé tehdy, kdyz

pod € (xa)(x)) pro kazdé ¢: n — m}
={z € D(n); (D(po¢)(x) € A(l) N B(l) pravé tehdy, kdyz D(p o ¢)(z) € A(l))
pro kazdé ¢: n — m}
={z € D(n); pro kazdé w: n — [ plati (Dw(x) € A(c) N B(c) pravé tehdy, kdyz
Dw(z) € Ac))}
={z € D(n); pro kazdé w: n — [ plati (Dw(x) € B(c) kdykoliv Dw(x) € A(c))}
Véta 4.1.1. Nechf C je mala kategorie, n je C—objekt a € je Set®—classifier. Pak

(Q(n), C, U, N, =) je Heytingova algebra.
Ditkaz je analogicky k dikazu véty O

4.2 Posety

Pomoci vypoctu v sekci 4.1 vidime, ze logické funkce se v Sub(D) chovaji podobné, jako
v Pt ze sekce 2.4. Jak souvisi funktorové kategorie s Kripkeho sémantikou?

Kripkeho sémantika ve framu P (tj. v Heytingové algebfe PT) je vnitini logika toposu
Set”. Pokud se nachézime ve stavu a, mame vzdy pravé jeden zptisob, jak se dostat do
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stavu b, kdykoliv a C b. Prechody a — b tedy nemusime chépat jako sipky, ale staci je urcit
koncovym bodem b. Uzavienost nad skladanim zleva pak znamena kauzalni uzavienost, a
tudiz a—sievy jsou kauzalné uzaviené podmnoziny P, jejichz vSsechny prvky jsou v usporadani
C napravo od a. Zejména pokud ma P nejmensi prvek (inicidlni objekt) 0, plati

Q(0) = P+,

Obecnéji, pokud oznacéime principdlni mnozinu [a) = {b;a C b} C P mnozinu vSech prvki
napravo od a, dostaneme Q(a) = [a)T. Pfi prechodu mezi stavy f: p — ¢ pravdivostni
hodnoty v Q(p) projdou zménou Qf: [p)t — [¢), kterd p—siev X zméni na g—siev

Qf(X)={¢:q—b pofeX}={beqg); be X} =XnN|g).

Pti prechodu f zapomeneme, co se délo pred stavem ¢ a vidime jen prinik s [q).
Z axiomu prirozenosti pro V(a) : 1 — € plyne, ze diagram

{0} ————— {0}

Vp(a) Va(a)

Qp) —L— Q(g)

komutuje, takze V,()(0) = 2f(Vy(a)(0)) = Vy(a)(0) A [q).

Co pfinasi kategorialni popis? U kripkeho modelt ndm Pt —valuace V' («) fikala, ve
kterych stavech a plati. Chapani problému pomoci topostt ndm umoznuje dvé nové véci:

1) Muzeme se divat lokalné ,z pohledu konkrétniho stavu”. Jakmile se ocitneme ve stavu
p, z néhoz se nejde dostat do ¢, viibec nas nezajima, jestli a plati v ¢q. Proto se divame na
Jlokalni pravdivost” V,(«)(0).
2) Mizeme studovat, jak pfechody f: p — ¢ mezi stavy zméni pravdivost pomoci Q2 f(V,(«)(0)).
Napiiklad pokud « po prechodu zac¢ne platit, musi byt Qf(V,(a)(0)) = [q).

Ptiklad 4.2.1. Nechf P = (I, A;), kde A; je diskrétni usporadani na I. Set!-objekty jsou
soubory {F(i);i € I}, kde F: I — Set (I chapeme jako diskrétni kategorii). Sipky jsou
soubory funkei {n;: F (i) — G(7)}, kvuli diskrétnosti I ndm axiom prirozenosti nedava zadné
podminky mezi komponentami.

Classifier v Set! ma slozky Q(i) = {0, {i}}. Kazd4 podmnoZina I je kauzalné uzaviena,
takze It = P(I). Pokud V(a) = S C I, plati

o =sng - {4, pledies

Charakter Set’-Sipky n: F' — G mé komponenty (x,);: G(i) — {0,{i}} s predpisem

(xn)i(x) ={q:xCqaxcF(q}= { ?Z} ggiﬁi i i 287

Interpretace: Stejnd jako priklad [1.2.12] ale obohacend vybudovanym aparatem. V(a) =
S znamend, ze « plati v bodech S. It —valuace neméri jen, jestli o plati nebo ne, ale uvazuje
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platnost o v kazdém bodé prostoru I. Charakter x,;: G(i) — 2 se na otazku ,patii z do F'7”
pta lokdlné v kazdém bodé I. Pravdivostni hodnoty v Homg_,; (1.9) tvori Booleovu algebru

(P(I),C,N,U, =, ), ndm zndmou z prikladu [1.2.12] [

Priklad 4.2.2. Necht P = {0; a1, as, as..., a, }, netrividln{ relace jsou 0 C a; pro 1 <i < n.

a1

O*>CL2

\

a3

Vyrok mize platit ve vSech stavech, v zadném stavu, nebo jen v nékterych a; :
P ={0;[0)} UP({a;1 <i<n})

Vyrok a € ® ohodnotime P—valuaci V': & — P+ predpisem

[0) « plati,
V() =13 W{a;} « plati ve stavech a;
0 a neplat{ nikdy

Pak pro V(«): 1 — Q plati V5(a)(0) = V(a) a

vyrok plati ve stavu a;
vyrok neplati ve stavu a;

Vi) = V@) 0) U la) = {

Interpretace: Zaciname ve stavu 0 a mame n moznych budoucnosti, které mohou nastat.
Vo()(0) se pta na otazku , Ve kterych moznych budoucnostech bude « platit?”a V,, («)(0) se
pta na otazku ,Bude v budoucnosti a; platit a?”. Pro priklad uvazujme mozné budoucnosti

ay : bude prset

as : bude zatazeno

az : bude jasno.

Pak « : ,Ptjdu na kolo”mé hodnotu Vy(«)(0) = {az;as}. Pravdivostni hodnoty v moznych
budoucnostech jsou V,, (a)(0) = 0 = Lig)+, Vi, (a)(0) = {as} = T+ a Vou()(0) =
{a3} = T[a3)+. |
Poznamka. Prvek x € P je mazimdlni, pokud plati x = p kdykoliv x C p. Intuitivné receno:
z maximalnich prvkia ,nevedou”jiné Sipky, nez identity. Sievy takového prvku tvofi mnozinu

[2)" ={0;{z}} ={L; T} =2

V maximalnich stavech uz nezbyvaji zddné stavy, do kterych se posunout. Vyrok v takovém
stavu muze byt jen pravdivy, ¢i nepravdivy, a logika tento stav popisujici je klasicka logika
ze sekce 1.1.
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Priklad 4.2.3. Uvazujme P = N s pfirozenym usporadani 0 <1 <2 < ...

0 1 2 3 4 5

N-valuace vyroku o € ® muze byt bud [n) pro n € N nebo @ (N je dobte uspofddand.) V
prvnim piipadé komponenty Set™-valuace V(a) : 1 — € tvoi{ posloupnost

[n) [n) [n) [n) m+1)—n+2)—n+3)—...

Ze zacatku pravdivostni hodnota vyjadiuje, ze a zacne platit ve stavu n. Jakmile prekroc¢ime
tento stav, uvidime jen, ze « prosté plati (V(a),(0) je T v Heytingové algebfe Q(p)). V
druhém pifpadé je SetN-valuace posloupnost

0 0 0

kterd vyjadiuje, ze a nezatne platit v zadném stavu (tj. nikdy).

Interpretace: Stejna, jako piiklad ale opét obohacena. V,(«)(0) je ¢as, ve kterém o
zacne platit. Pokud o zacne platit v ¢ase a nebo dfive, musi uz byt V,(«)(0) = [a) = T4+,
tj. ve stavu a vyrok « plati. Prechod f: p — ¢ je posun o ¢ —p jednotek ¢asu. Pokud ve stavu
p vyrok «a jesté neplati (zacne platit az ve stavu n, kde p < n) a posuneme se 0 ¢ > n —p
jednotek ¢asu, pravdivost vyroku se zméni na Vg (a)(0) = [n)N[g) = [q) = Tiy+, takze vyrok
zacne platit. Pro monickou Sipku n: F' — G se charakter y,,(z) € [p)* pta na otazku ,Kdy
zacne x patrit do F'7”. [ |

Priklad 4.2.4. Uvazujme P = N x 2, kde prvky [n; 0] porovnavame v prvnim komponentu
jako pfirozena ¢isla a prvky [n; 1] splnuji jen [n;0] < [n;1].

[0; 0] [1;0] [2; 0] [3; 0] [4; 0] —= [5;0] —— ...
[0;1] [1;1] [2;1] [3: 1] [4;1] [5; 1]
N-valuace vyroku a € ® jsou bud [[n;0]) pro n € N nebo [m;1] pro m € N. V prvnim
piipadé komponenty Set"-valuace tvoii poset

[ 0]) == [[n: 0]) —= ... —=[[n;0]) —=[[n + 1;0)) —[[n + 2;

0 0 {311} {417} {511}

V(a) = [[n;0]) znamend, ze « zacne platit ve stavu [n;0]. Pokud spadneme do nékterého
ze stavu [0;1], [1;1], ..., [n — 1;1], nikdy se uz nedostaneme do stavu [n;0], a « tedy nikdy
nezacne platit. Proto je

V(Oé)[();”(()) = V(Oé)[lJ}(O) = ...= V(Oé)[n_l;l](()) = @,

neboli | ve viech HA Q([0;1]), ..., 2([n—1;1]). V druhém p¥ipadé komponenty SetN-valuace
tvori poset



{0 1]} —= {0 1} — {0 1} — ... —{In; 1]} 0 0

V(a) = {[n;1]} znamend, Ze « plati jen ve stavu [n;1]. Pokud spadneme do nékterého
ze stavu [0; 1], [1;1], ..., [n — 1;1], nebo stav [n; 1] ,promeskame” a pokrac¢ujeme do stavi v
[[n + 1;0]), nikdy se uz do {[n; 1]} nedostaneme, a tedy
V(C)é)[o;”(()) = V(a)[LH(O) = ... = V(Oé)[nfl;l](()) =
V(@) 41:0)(0) = V(@) pny2:0(0) =
V(@) pn41:11(0) = v(@) a2y (0) = .
jsou L v korespondujicich HA. Jinak feceno,

—{[n; 1]} = {[0; 1}; [1; 1] ...; [n — 1; 1]} U [[n + 1; 0]).

0.
0,
0

Y

Priklad 4.2.5. Bud (X, 7) topologicky prostor. MnoZina 7 otevienych podmnozin X tvoif
poset (7, C). Mizeme zkonstruovat opacny poset P = (7, C)? = (7,C) kde

UCV pravé tehdy, kdyz V C U

Pak principalni mnoziny [U) jsou pravé oteviené podmnoziny U. Ty muzeme z otevienych
podmnozin X dostat pomoci priniku:

U)={SNnU; Ser}

Pohled z mnoziny U je ,lokalni” pohled na mnozinu X. Kauzilné uzaviené mnoziny jsou sjed-
noceni principalnich mnozin, jenze sjednoceni otevienych mnozin je zase oteviend mnozina!
Kazda kauzélné uzaviena mnozina v P* tedy lze vyjadrit jako [U) pro néjaké U € 7. Infima
a suprema jsou jednoduse sjednoceni a prinik:

)uv)=[uuv),
U)nyv)=[Unv),

zatimco relativni pseudokomplement je vyjadien vztahem

U)=w [V)=A{z;ze WaUnW;VnW]eEq(N,m)(x)}

— e eW; UnW)N(VAW)=UNW}Y={zeW; UNVAW =UnW},
tj. [U) =w [V) je nejvétsi oteviend podmnozina W, ve které lokélné plati U NV = U.
Mnozinové-teoreticky toto je splnéno mnozinou A = (X \ U) UV a tedy [U) =w [V) je

b))

nejvetsi oteviend mnozina ,uvniti” AN W :
[U) =w [V)=(AnW)™ = (X\U)™UuV)nW.
Zejména, kdyz se podivame z pohledu celé mnoziny X, relativni pseudokomplement
[U) =x [V)=(X\U)™ UV
nabyva tvaru ndm znamého z piikladu [2.3.3] [ |
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4.3 Akce monoidu

Monoid M lze podle prikladu |3.2.4 chapat jako kategorii s jednim objektem M, kde Sipky
M — M znaéi prvky M. V nésledujici kapitole popiSeme Set™ jako topos.

Objekty: Funktor F': Ml — Set je mnozina F'(M) spolu s funkcemi F'm: F(M) — F(M)
pro kazdé m € M. Pak snadno definujeme M-akeci (viz. [n-l)) Ap: M x F(M) — F(M)
predpisem Ap(m,x) = Fm(x). Z definice funktoru ziskdme vlastnosti

AF(GWT) =T a AF(m7AF(n,x)) :AF(monax)a

coZ jsou presné axiomy pro akci monoidu. Objekty Set™ jsou pravé M-akce.
Sipky: Axiom prirozenosti pron: F — G

F(M)—2 5 G(M)
Fm Gm

F(M)—2G(m)
rika, ze nys je ekvivariantni zobrazeni mezi M—akcemi:
Mt (Ar(m, =) = Ac(m, nu(=)).
Classifier: M —siev, tedy mnozina Sipek M — M zleva uzaviena nad kompozici, je levy

idedl M :
Q(M) = {L; L je levy idesl M}.

Jediné globalni prvky 1 — Q jsou L, T: 1 = Q, jejichz komponenty maji pfedpis L ;(0) = ()
a Tp(0) =M (viz. [EMO1]). Proto je zajimavéjsi studovat Heytingovu algebru (2(M), C).
M na Q(M) pusobi akei Ag(m, —) = Qm: Q(M) — Q(M) s predpisem
Ag(m,z) ={¢p: M — M; pomea}t={peM; ¢ -m e x}.
Funktor F' € Sub(G) ma charakter
(xr)u(z) =16 M — M; Go(z) € F(M)} = {¢ € M; Ag(¢,x) € F(M)}
Zejména pak (x1 )y =~ QM) — Q(M) definovand pullbackem

{0} ——— M)

{0} ———Q(M)
ma predpis
~u(L) = {¢ € M; Aq(¢,L) =0} = {6 € M; ¢-¢ & L prokaidé ¢ € M},
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Pokud je monoid M komutativni a L je neprazdna, ¢ lze vzdy vynésobit prvkem [ € L a
tim dostat [ - ¢ = ¢ -1 do L, takze —p;L = (). V piikladech tedy negace nebudeme zmirtovat,
ponévadz jsou trividlni.

Interpretace: Prvky M kategorialné chapeme jako Sipky M — M, pohybovani po nichz
vyjadiuje rozhodovdni. Pti rozhodovani se ovsem neposunujeme do dalstho stavu, ale ménime
nas momentalni stav. V() = L znamend, Ze « zacne platit, pokud se posuneme do idedlu
L. Déale Ag(m,V («)) = S znamena, ze pti vynasobeni prvkem m € M (tj. prechodu po Sipce
m: M — M, neboli rozhodnutim m) se pravdivostni hodnota a zméni na S. Zejména pak
Aq(m,V(a)) = M = T(0) znamend, ze po prechodu po Sipce m: M — M zatne « platit.

Priklad 4.3.1. Necht M je grupa. Pak Q(M) = {@; M} = {1; T} tvoii Booleovu algebru
znamou z klasické logiky se standartnimi logickymi funkcemi.

Interpretace: v grupé ma kazdy prvek inverzi, takze kazdé rozhodnuti m : M — M lze
navratit rozhodnutim m=! : M — M. Stav nikdy nezménime nendvratnym zptisobem, takZe
pokud a plati v V (), musi platit i v Ag(m, V(«)) = V(«). Rozhodnutimi pravdivost vyroku
nezménime, muze tedy byt jen absolutné pravdivy (V(a) = M), ¢ absolutné nepravdivy

(V(a) =0).
Priklad 4.3.2. Necht M = (N, +,0). Levé idedly jsou mnoZiny tvaru
n)={n; n+1; n+2; ..}.
Predpis
0—0

n) —n

urcuje bijekci Q(M) = NU {0}. Déle
¢ + m > n pravé tehdy, kdyz ¢ > max(0;n —m),

takze Aq(m,[n)) = [max(0;n —m)). Logické funkce LI, M, =, = jsou stejné jako v prikladu
. Model slouzi jako alternativni popis prikladu m (postup casu).

Interpretace: V(a) = [n) znamend, Ze n zacne platit za n jednotek ¢asu (napf. sekund).
Aq(m, —) vyjadiuje postup ¢asu o m jednotek: kdyz o zacne platit za n sekund, po uplynuti
m sekund bud’ « plati (pokud n < m) a nebo zacne platit za n —m sekund (pokud m < n).

[

Priklad 4.3.3. M = (N, -, 1). Levé idedly jsou mnoziny tvaru
nN = {0; n; 2n; 3n; ...}.
Predpis
0—0

nN—n
n — nN
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urcuje bijekci Q(M) =2 N U {0}. Déle

nsn(n, m
n | ¢-m pravé tehdy, kdyz nsn(n, m) | ¢,
takze Aq(m,nN) = nsn(TZ’m)N.
Diikaz: Rozepisme
n=pit-py*-..p,
m = p{"t-pyt - pt

a ¢=pitps®-..pl,

kde p; je i—té prvocislo. Pak n|¢ - m znamend n; < ¢; + m; pro kazdé 1 < i < [, coz je
ekvivalentni s max(n;, m;) —m; = max(0,n; —m;) < ¢;, neboli

max(ni,mi) max(nga,ma) max(n;,m;)
nsn(n,m)  p; P2 Dy

mi mo m;
m YL L R U

|6

Konjunkce a disjunkce jsou

nNUmN = NSD(n, m)N,
nN N mN = nsn(n, m)N.

Relativni pseudokomplement nN = mN je sloZitéjsi, nebot ho nelze vyjadiit piimo z n, m
(aspon dle mych znalosti). Po rozepsani

n=pi"-pypt
m=py"py e,
a ¢ =pi"-py -

se podminka
nN = mN C ¢N  praveé tehdy, kdyz nsn(n, m)N C ¢N
zméni na

¢; je nejvétsi takové, ze max(n;, ;) < m;,

0 mignia
o

m; n; < my

Napt. 18N = 60N = 20N.

Interpretace: Sviij stav muzeme zménit nekoneé¢né mnohokrat rozhodnutimi py, po, p3, ...,
kde i—té rozhodnuti je oznac¢eno i—tym prvocislem p;. Kazdé prvocislo si muzeme vybrat
vicekrat: do stavu

J— 1 2 T
n=mpy D" ...' P
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se dostaneme nj;-nasobnym zvolenim moznosti p;, ne-nasobnym zvolenim moznosti py atd.
Takto nam kazdé prirozené ¢islo uréuje pravé jednu kombinaci moznosti. V(o) = m =
Pt - py? - - p/" znamend, Zze « zacne platit, az se prislusnym rozhodovanim dostaneme
do stavu m. Jinak feceno, V() je odpovéd na otézku ,Po jakych rozhodnutich zacne platit
a?”, zatimco Aq(m,V(a)) je odpovéd na otdzku ,Po jakych rozhodnutich zacne platit «,

kdyz jsou ma dosavadni rozhodnuti m?”. [ |
Priklad 4.3.4. M = ({0;1},+,1). Levé ideély tvoii mnozinu

QM) = {0; {0}, {0;1}}
Méme dvé moznosti, jak zménit sviij stav: nasobenim jednickou Aq(l,—) = ido) nic
neudéldme a vyndsobenim nulou Ag(0, —) zménime svij stav nevratnym zpusobem. Tim

nase logika ,spadne” do klasické logiky: mozné hodnoty Aq(0,L) jsou ) a M, coz tvori

Heytingovu algebru {L; T} (priklad [1.2.11)).
Pravdivostni hodnoty v Q(M) tvoii Heytingovu algebru znézornénou diagramem

0 {0} M

Logické funkce na jsou urceny tabulkami

. nlo |{o}| M U [0 {0} | M
O (M| |0 |0 |0 |0 0o 0 |{0} | M
{0} | 0 110 {0} {0} {0} | {0} | {0} | M
M |0 M9 {0} M M |M |M | M

= |0 {0} | M

0 M M | M

{o} |0 |M | M

M |0 |{0}| M

Interpretace: Zafixujme si vyrok X € & a sledujme, jak jiné vyroky plati v zavislosti
na X. Valuaci V': &y — Q(M) definujeme predpisem

0 a neplati nezdvisle na X,
V(a) =< {0}  « plati jen, pokud plati X,
{0;1} « plati nezédvisle na X.
Valuaci induktivné rozsifime na V': ® — Q(M). Konkrétné tedy V(X) = {0}. Moznost
V(o) = {1} nemuze nastat, nebot pokud jsme dokdzali o nezdvisle na platnosti X, z X
nelze dokazat ~ «. Negace jsou z tohoto divodu zvlastni - pokud by bylo
-5 = Q(M)\ S,

pro kazdé S € Q(M), muselo by byt ={0} = {1} € Q(M). Pokud chceme negace pocitat
,po komponentech”, musime zacit ,,od konce” a teprve uvazovat pripad, kdy X plati: pokud
V(a) = {0}, pak « plati zavisle na X, takze ~ « neplati nezavisle na X, a tedy nemuze
platit ani zavisle na X. Proto ={0} = V(~ «a) = 0.

Pokud vyrok o € ® plati zavisle na X (V(«) = {0}), v pfipadé neplatnosti X neni ani
pravdivy (nedokazali jsme ho) a ani nepravdivy (nevyvratili jsme ho, v pripadé platnosti X
stédle muze platit) a plati

V(e V~a) ={0pUd={0} # Ta(0),
takze Set™ £ a vV ~ a. |
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4.4 Topos funkci

V nasledujici sekci popiseme kategorii Set™ definovanou prikladem [3.2.17 jako topos.
Kategorie — je poset znédzornény diagramem

O—fﬂ.

Kauzalné uzaviené mnoziny tvori mnoziny
©(0) = {0; {1};{0; 1}}
Q1) = {0:{1}}
Classifier je funkce Qf: ©Q(0) — (1) s predpisem

Qf0) =0, Qf({1}) ={1}, a Qf({0;1}) = {1}.
Predpis
D—0, {0} — {1}, M~ {0;1}

ur¢uje isomorfismus Heytingovych algeber {0; {1};{0;1}} = Q(0) = Q(M) = {0;{0};{0;1}}
classifieru v Set™ a v Set™ z piikladu Proto je vSe (logické funkce, struktura Q(0),
interpretace) shodné s piikladem {4.3.4

Piiklad 4.4.1. Necht F je koncept mnoziny protipfikladi Riemannovy hypotézy, pficemsz
ve stavu 0 jsme Riemannovu hypotézu nevyvratili a ve stavu 1 uz ano. Pak F(0) = (), ale
F(1) muze byt neprazdna. Rikdme, Ze F je potencidlné neprdzdnd. |

Priklad 4.4.2. Uvazujme funktor G, korespondujici funkci G f : {a; b; ¢; d; e} — {«; 5; 7; 0; €}
a H, K € Sub(g), jejichz predpisy jsou zndzornény diagramy

G: H : K:

ae e o) ae e

be o[ he o \oﬁ

CcC e .’}/

de ) d./.5 /,0(5
[ J (A J ® ¢

ce ®c

N, U se pocitaji po komponentach. Pri poc¢itani — musime v analogii s prikladem zacit
od konce: =H(1) = G(1) \ H(1) = {7, €} je mnozinovy dopln¢k a =H(0) = Hf ' (=H(1)) =
{c} je mnozina vsech prvka G(0), které se funkei G f poslou do —H (1).
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-H : HNK: HUK :

L e} ae 3!
o [ be o[
ce °
') de 3]
S ¢ / /
ce ce ®c

Relativni pseudokomplement = pocitame podobné ,odzadu”jako pseudokomplement:
(K = H)(1) = (G(1) \ K(1)) U H(1) funguje stejné jako v Booleové algebie P(X). Pro
vySetfeni mnoziny (K & H)(0) se podivame, kdy zafne  koncept’a pattit do K. Pro
a € G(0) nastdva a € (K = H)(0), kdykoliv jsou splnény nésledujici podminky:

1) pokud a € K(0), musi platit a € H(0),
2) pokud a € K(0), ale Gf(a) € K(1), musi platit Gf(a) € H(1).

-K H= K K= H:
ae e e
\.B b. .6
7y
ce o
°) de )
. . 6./

Zajimava je taktéz dvojita negace:

—=A(n) ={z € D(n); Do(z) & =A(l) pro kazdé ¢: n — [}
= {x € D(n); (Do(x) & =A(l) pro kazdé ¢: | — k) nenastane pro zadné ¢: n — [}
= {x € D(n); pro kazdé ¢ : n — [ existuje ¢: | — ¢ takové, ze D(o¢)(x) € A(c)}

Dvojita negace ~~ ma podle sekce 4.1 vyznam ,vzdy miize platit, ze ... Jeji interpre-
tace, dvojity pseudokomplement ——, je ziplnéni: =—H je mnozina vSech bodi, které funkce
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Gf ,posle do H”. Mnoziny v ——H se pak pocitaji jako -—=H(1) = H(1) a -——H(0) =

GfH(H(1)):

—~—H :
a e o (X
be o5
* 9
de o
60/

V tomto prikladu neplat{ modus tollens, nebot ((—=H = —K) = (K = H))(0) # G(0) :

-H = K
a e o (X
be o3
* 7
de )
60/

(-H=-K)= (K= H):

Dale v tomto prikladu neplati LEM a a — ~~ « :
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HU-H: -—He= H:

o o«
be o3 be °f
ce Lol ce ¢y
de ') de L)
ce ® ¢ ce ® ¢

Vyse uvedené protiptiklady ovSem nesplnuji klasické tautologie pouze ve stavu 0. Najit
skuteény protipiiklad tautologie LEM by znamenalo najit F' € Sub(G) takové, ze (F U
—F)(1) # G(1). To ovSem nelze, nebot (FU—F)(1) = F(1) U (G(1) \ F(1)) = G(1), takze
formule LEM selze jen ve stavu 0. Tyto slabé protipriklady jsme uz potkali v sekci 2.1.

Formule (o — 5) V (8 — «) ovSem plati:

(He K)U(K=H):

® (¥
a e ® (X
be o f
ce oy
de o
ce ® ¢

Obecndji plati Set” = (a — B) V (8 — «), kdykoliv poset PP je tipIn& uspofddany. Vyrok
(o = B) V(B — «a) znamend, ze o a 3 spolu ,kauzalné souvisi.”

Uplné usporadany poset mtizeme chapat jako momenty ,,zobecnéného ¢asu”: napt. pokud
bychom v prikladu méli jen moznost p; = 2, nase stavy se mohou zménit jen jednim
zpusobem. Nase jedind moznost je pokracovat, nebo se zastavit. Toto rozhodovani, zda-li jit
¢i nejit dal, tvori tok onoho zobecnéného ¢asu. Formalné fec¢eno, exponencialni funkce z + 2*
tvor{ isomorfismus Heytingovych algeber (iso Sipku v HeytAlg) mezi (N, <)* vyjadiujic
plynuti ¢asu a ({1;2;4;8;16;...},|)" vyjadiujici jedno mozné rozhodnuti. [ |
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Priklad 4.4.3. Nékter{ lidé nevi, ze 1 = 0,9. Jejich koncept redlnych ¢isel F' tedy obsahuje
wkoncept” a: 1 — F ¢isla 1 s hodnotou ay(0) € F'(0) a koncept b: 1 — F' ¢isla 0,9 s hodnotou
bo(0) € F(0) jako dva ruzné prvky ag(0) # by(0). Jakmile ale zjisti, ze supremum na R je
jedinecné, hned si uvédomi, ze

1 =sup{0,9; 0,99; 0,999; ...} =0,9
Pak koncepty a a b splynou v a;(0) = F f(ag(0)) = F f(by(0)) = b1(0) € F(1) :

F

ae ——— o]

be

Zde ve stavu 0 tvrzeni 1 = 0,9 neni pravdivé (jesté nevime, ze je pravdivé), ale ve stavu

1 tvrzeni pravdivé je.
Dtikaz jedinecnosti miizeme vzdy chapat podobnym zptisobem jako ,splyvani” konceptt.
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