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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je uvést ¢tenare do svéta p-adickych ¢isel. Ukéazat, jak tato ¢isla
sestrojit, jak se s nimi pracuje a ¢im se lisi od redlnych ¢isel. V druhé poloviné prace
popiseme pomoci poznatku z p-adické analyzy jednotky v okruhu celych p-adickych ¢isel.
Timto zjistime, jak vypadaji druhé mocniny p-adickych ¢isel, coz vyuzijeme v posledni
kapitole o lokalnim-globalnim principu. Na zavér sestavime vlastni dikaz Fermatovy véty
o souctu dvou druhych mocnin a Lagrangeovy véty o ¢tytech ¢tvercich.

Klicova slova

p-adicka ¢isla, absolutni hodnoty, mocninné rfady, druhé mocniny, lokélni-globalni princip,
kvadratické formy

Abstract

The main goal of this thesis is to introduce the reader to the world of p-adic numbers.
We show how to construct them, how to work with them and how they differ from real
numbers. In the second half of the thesis we describe units in the ring of p-adic integers.
This allows us to describe squares of p-adic numbers, which we use in the last chapter
about Local-Global principle. There we show our own proof of Fermat’s theorem on sum
of two squares and Lagrange four squares theorem.
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p-adic numbers, absolute values, power series, squares, Local-Global principle, quadratic
forms
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Kapitola 1

Uvod

Téleso p-adickych ¢isel je zuplnénim télesa racionalnich ¢isel, stejné jako téleso redlnych
¢isel, ovSem s jinou absolutni hodnotou. Pro kazdé prvocislo p takto dostaneme unikatni
metricky prostor Q,, ktery muzeme zkoumat.

V jedné knize o teorii ¢isel [7] jsem nasla odstavec, ktery krasné vystihuje podstatu
p-adickych ¢isel: ,In the long history of mathematics a number meant a real number, and
it is only relatively recently that we realized that there is a world of p-adic numbers. It
is as if those who had seen the sky only during the day are marvelling at the night sky.
The mathematical scenery is completely different. @, emits “the light of prime number
p” in the night sky as if it were a star that we could not see because of the sun, or the
real number field R, which emits “the light of real numbers” during the day. Just as there
are countless stars in the night sky, there is one Q, for each p. What each star is to the
sun is what each Q, is to R. Just as we can see space objects better at night, we began
to see the profound mathematical universe through the p-adic numbers.*

V této praci se nejprve zamérime na p-adickou absolutni hodnotu a na konstrukei téles
p-adickych ¢isel pomoci zminéného zuplnéni racionédlnich cisel.

V dalsi kapitole se podivame na to, jak vlastné p-adicka c¢isla vypadaji a co jsou to
cela p-adicka cisla. Téz si predstavime a dokazeme Henselovo lemma, coz je pomérné silny
nastroj pii hledani kotenu p-adickych polynomu.

Nésleduje kapitola o p-adické analyze, kde se budeme hlavné zabyvat teorii p-adickych
mocninnych tad, které maji spoustu uzitecnych vlastnosti, které vyuzijeme v nasledujici
kapitole.

V paté kapitole se totiz budeme zabyvat jednotkami v p-adickych ¢islech. A na jejich
popsani vyuzijeme p-adicky logaritmus a exponencialni funkci, které definujeme pomoci
mocninnych fad. Téz se podivame, které netrivialni odmocniny z jedné lezi v jednotlivych
Qp, coz ndm dohromady da zpusob, jak muzeme popsat druhé mocniny v téchto télesech.

V posledni kapitole se podivdme na vyuziti p-adickych &isel pii zjistovani, zda m4
néjakd kvadratickd forma feseni v raciondlnich ¢islech, na coz nam slouzi takzvana Hasse-
Minkowského véta. Tu néasledné pouzijeme pii vlastnim dikaze Fermatovy véty o souc¢tu
dvou druhych mocnin a Lagrangeovy véty o ¢tyrech ¢tvercich.

U ctenare se predpoklada zakladni znalost realné analyzy - zaklady limitnich procesu,
derivaci, teorie nekonecnych a mocninnych fad realnych cisel priblizné v rozsahu stran
291-345 z knihy [10]. Téz se predpokldadd zdkladni znalost teorie grup - grupy, faktor
grupy, okruhy, idedly, télesa a homomorfismy téles, Mald Fermatova véta.



1.1 Strucna historie p-adickych cisel

Jako prvni predstavil p-adicka ¢isla Kurt Hensel v roce 1897 s myslenkou piivést metody
mocninych fad do teorie ¢isel. Ale i pred nim muzeme u nékterych matematiku vidét
pouzivani p-adickych metod, napiiklad u Kummera, Dedekinda ¢i Webera.

Henselovy myslenky byly v nékterych ohledech ze zacatku zmatené, napiiklad jeho
predstavy o konvergenci. Ovsem i tak spousta jeho napadu nasla okamzité uplatnéni
v algebraické teorii ¢isel, naptiklad znamé Henselovo lemma.

V roce 1910 vydal Ernst Steinitz ¢lanek o abstraktni teorii téles (jeden z prvnich ¢lanku
o abstraktni algebte), kde napsal, ze jednou z hlavnich motivaci k této nové teorii jsou
pravé p-adicka ¢isla. Od tohoto okamziku se p-adicka cisla zacala objevovat i v béznych
¢lancich o algebre.

Okolo roku 1912 zacal Josef Kiirschak premyslet o valuacich, aby bylo jednodussi p-
adickd cisla definovat, a dal zaklad celé teorii valuaci (kterd ma dnes spoustu dalsich
vyuziti). To umoznilo popsat p-adicka ¢isla jako metricky prostor.

Postupné se zdjem o p-adicka ¢isla zacal zvySovat. Roku 1917 prisel se svoji vétou
Alexander Ostrowski. Roku 1922 objevil Helmut Hasse lokalni a globalni princip. Mezi
lety 1920-1926 Max Deuring, Erhard Schmidt, Wolfgang Krull a mnozi dalsi dokonéili
teorii o valuacich, se kterou zacal J. Kiirschédk. V roce 1926 se Reinhold Strassman zacal
zajimat o funkce definované mocninnymi radami.

Vsechna tato data nejsou pro moji dalsi praci nijak zvlast dulezitd, ale vzhledem
k tomu, ze spoustu ze zminénych vét a jmen se v mé praci objevi, prijde mi zajimavé si
uvédomit, v jakém potadi se objevily.

Matematickému svétu trvalo dlouho, nez p-adické ¢isla akceptoval, ale dnes jiz hraji
hlavni roli v moderni teorii ¢isel.

Dokonce muzeme najit jejich uplatnéni i v jinych oborech, ve fyzice napiiklad v teorii
strun ¢i kvantové mechanice, ale jesté vice prekvapujici je pouziti v biologii ¢i geologii.

N



Kapitola 2

Konstrukce p-adickych c¢isel

.....

realna cisla, jenom s jinou absolutni hodnotou.
Ale, co je to vlastné to ziuplnéni? Abychom to mohli pochopit, musime si nejprve
pripomenout definici cauchyovské posloupnosti a uplného prostoru:

Definice 2.0.1. Cauchyovskd posloupnost
Uvazugme posloupnost redlnych cisel (ag, ai, as, . ..) takovou, Ze pro jakékoli kladné pevné
dané € > 0 existuje index N tak, Ze ndsledujici nerovnost plati pro vsechna i > N,j > N:

|6Li — aj| < E.

Tedy pro libovolné malou vzdalenost existuje hranice, za kterou jsou jiZ vsechny ¢leny po-
sloupnosti navzajem bliz nez tato vzddlenost. Takovou posloupnost nazveme cauchyouvskou.

Abychom mohli zavést, co je to uplny prostor, potiebuje védét, co je to metricky
prostor. Jeho definice je uvedena v definici 2.2.1. Nam prozatim postaéci si metricky prostor
predstavit jako mnozinu bodu s néjakou metrikou. Pod metrikou si muzeme predstavit
naptiklad vzdalenost bodu - pokud si vezmeme prostor realnych ¢isel, je vzdalenosti dvou
¢isel absolutni hodnota jejich rozdilu.

Definice 2.0.2. Metricky prostor nazveme uplnym, pokud kaZdd cauchyovskd posloup-
nost prvku tohoto metrického prostoru konverguje k néjakému prvku tohoto metrického
prostoru.

Prikladem tuplného metrického prostoru muzou byt mnozina vSech celych ¢isel a prave
mnozina vsech realnych ¢isel.

Naopak metricky prostor vSech racionalnich ¢isel iplny neni, protoze muzeme napiiklad
mit cauchyovskou posloupnost racionélnich éisel konvergujicich k 7: (3,14; 3,1415; 3,14159;
3,1415926; ... ). Pomoci raciondlnich ¢isel se muzeme 7 libovolné pfiblizit, ale m nenf ra-
cionélni, takze Q s absolutni hodnotou nemuze byt tiplny metricky prostor.

Pred tim, nez vysvétlim, co je to zuplnéni, si musime jesté definovat nékolik pojmu:

Definice 2.0.3. Otevienou kouli B(a,€) se stredem a a polomérem € rozumime mnozinu
vsech bodi metrického prostoru X, které maji od bodu a vzddlenost mensi nez e.

Definice 2.0.4. Podmnozinu A metrického prostoru X nazveme hustou, pokud pro kazdé
xr € X a kazdé € > 0 plati:

B(z,e) N A # 0.

9



Zuplnénim racionalnich ¢isel s normalni absolutni hodnotou je pak metricky prostor,
ve kterém jsou racionalni ¢isla hustou podmnozinou a zaroven v ném konverguji vSechny
cauchyovské posloupnosti - je iplnd. A tuto mnozinu nazyvame realnymi ¢isly.

Na konci této kapitoly si stejnym zpusobem vytvoiime p-adickd ¢isla, ale nejprve si
musime definovat p-adickou absolutni hodnotu.

2.1 Valuace a absolutni hodnoty

2.1.1 Valuace

Abychom mohli popsat p-adickou absolutni hodnotu, musime si nejprve zavést pojem
p-adické valuace:

Definice 2.1.1. Pro pevné dané prvocislo p je p-adickd valuace funkce:

v, Z\{0} — Z
definovand ndsledovné: pro kazdé n € Z, n # 0, je vy,(n) unikdtni celé nezdaporné cislo
splnugici:

(%

n=p*"m, meZ ptm.

Valuaci rozsirime na raciondlni ¢isla ndsledovné: jestlize v = ¢ € Q \ {0}, a,b € Z,
(a,b) =1, potom:

vp(x) = vp(a) — vy(b).
Poznamka. Pokud n =0, zavedeme v,(0) = 0.

Jinak fec¢eno p-adickou valuaci libovolného nenulového racionalniho ¢isla dostaneme,
kdy?z si toto ¢islo rozepiseme jako x = p" ¢, kde a, b jsou celd nesoudélna ¢isla, kterd nejsou
délitelnd p a n je celé, pak v,(z) = n.

PRIKLADY: v3(9) = 2, v3(5;) = =3, v5(55) = 0.

Valuace méa nékolik zajimavych vlastnosti, které ndm pak umozni vytvorit pomoci ni
novou absolutni hodnotu.

Lemma 2.1.1. Pro vsechna z,y € Q, plati:
i) vp(zy) = vp(z) + v,(y),
i) vy(x +y) > min{v,(x), v,(y)}-

Diikaz: Nejprve si vezméme pripad, kdy je jedno z ¢isel nulové. Souctem celého cisla a
nekonec¢na rozumime nekonecéno a nekonec¢no povazujeme za vétsi nez libovolné celé ¢islo.
Potom je pro tento ptipad jasné, ze tvrzeni plati.

Cisla z, y si zapiseme jako: z = p“f—,/,,y = pbé’—,l,, pta’a"yy" a2y, y" € L.
Prvni vlastnost dokdzeme néasledovné:

u .,L,/ y/ “ x/ y/
e =, (505 ) =0 (P50 ) =t b=ufe) + o)

10



Nyni se podivejme na druhou vlastnost a feknéme bez 1jmy na obecnosti, ze plati, ze
min{u,(z), v,(y)} = min{a, b} = a:

' Y 7’ Y
Up(x"i"y):'”p (p F"‘pby_)—vp (p ( +pb ay )):

:a—i—vp( + b~ “;j ) > min{a, b}.

Posledni nerovnost musi platit, protoze, kdyz si prevedeme zlomek na stejného jmenova-

tele, dostaneme
ZL“/y// +pb “y’x”
Up ( My > 0’
Yy

nebot p muze délit z'y” + p*~%/2", ale nemuze délit 2"y".
!, / //)

Levd strana je tudiz rovna a, pokud je b > a, protoze pak p{ (z'y" + p*~%/'x

Naopak pokud je a = b, tak pak souéet r 4+ y muze mit jinou valuaci nez min{a, b}.
Prvocislo p totiz muze délit z'y” + y/z”
Poznamka. Vsimnéte si, Ze bud je levd strana merovnosti rovna té pravé, nebo jsou si
rovny valuace T a . [

2.1.2 Absolutni hodnoty

Jak jsem jiz difv zminovala, v této ¢ésti si zavedeme jinou absolutni hodnotu, nez zname
ze Skoly. Ve skole se totiz malokdy zminuje, ze to, cemu fikdme absolutni hodnota, je jen
nejprirozenéjsi funkce splnujici nasledujici vlastnosti:

Definice 2.1.2. Absolutni hodnota na télese F je funkce:
| [:F— RS,

kde RQL je mnozina nezapornych redlnyjch cisel, splnujici ndsledujici podminky pro vSechna
z,y € F:

i) |z| = 0 prdveé tehdy, kdyz x =0,
i) |yl = lzllyl,
wi) |z +yl < o]+ yl,

iv) Pokud plati jesté ndasledugici dopliiugict podminka, budeme 7ikat, Ze je absolutni hod-
nota ne-archimédovskd: |x + y| < max{|z|, |y|}.

Pokud splni proni tri podminky, ale tuto ctvrtou podminku nespliuje, tak o ni budeme
mluvit jako o archimédovské absolutni hodnoté.

Vsimnéme si, ze pokud funkce spliuje ¢tvrtou podminku, musi automaticky spliovat i
treti. Ne-archimédovska podminka je pouze silngjsi verze trojihelnikové nerovnosti (treti
podminky).

Tato definice ma nékolik jednoduchych dﬁsledkﬁ Z toho, ze |1] > 0 a [1| = |1] - |1

plyne, ze |1| = 1. Z ¢ehoz dostavame, ze |%| = \xl’ pro kazdé nenulové z € F.

11



PRIKLADY: Piikladem archimédovské absolutni hodnoty je klasickd absolutni hodnota:
|z| = x, pro z € Q a zdroven x > 0, |x| = —z pro x € Q a zéroven = < 0. Jiz z definice je
vidét, ze prvni tii podminky skuteéné spliuje. Na dokazani, ze ¢tvrta podminka neplati,
si staci vzit napiiklad: |3 4+ 5| = 8 > max{|3|,|5|} = 5. Tato absolutni hodnota je taky
nékdy zarazovana do téch p-adickych, které si definujeme za chvili. V takovych chvilich se
znadl | | a 11k se ji nekoneénd absolutni hodnota nebo absolutni hodnota v nekonecnu.
Prikladem ne-archimédovské absolutni hodnoty je takzvand trivialni absolutni hod-
nota: x| = 0 pro x = 0, || = 1 pro € Q ~ {0}. Je vidét, ze prvni dvé podminky
splituje a pojdme se podivat na ¢tvrtou - pokud je alespon jeden ze séitanci nenulovy,
tak max{|z|,|y|} = 1, coz je maximdlni moznd hodnota této absolutni hodnoty, tim je
podminka splnéna. Pokud jsou oba sc¢itanci nula, tak je soucet nula i maximum nula.

Nyni pojdme spojit posledni dvé strany dohromady a vytvoime p-adickou absolutni hod-
notu. Urcité jste si vS§imli podobnosti druhé vlastnosti z lemmatu 2.1.1 a ne-archimédovské
vlastnosti v definici 2.1.2. Akorat valuace souctu je vétsi nez minimum a absolutni hod-
nota souctu je mensi nez maximum. Takze chceme vyuzit valuace na vytvoreni absolutni
hodnoty s presné opa¢nou vlastnosti. Coz vytvorime nasledovneé:

Definice 2.1.3. Pro kaZdé nenulové x € Q definujeme jeho p-adickou absolutni hodnotu
jako:

I
Pokud x = 0, pak |z|, = 0.

Vsimnéte si, ze |z|, = 0 pro = 0, odpovida tomu, ze jsme definovali v,(0) = oo.
Ovérme, ze tato funkce skutecné splinuje podminky pro to byt absolutni hodnotou.
Vétsina plyne z lemmatu 2.1.1.

i) |x| = 0 pravé tehdy kdyz x = 0 — To urcité plati, protoze pro = # 0, je |z|, =
p~ ", n € Z, coz je vétsi nez nula.

ii) |zy| = |z||y| — Coz plati diky prvni vlastnosti p-adickych valuaci z lemmatu 2.1.1 :
[wylp = p~t ) = pmr@pmorl) = [y,

iii) ne-archimédovskd absolutni hodnota: |z + y| < max{|z|, |y|} — Dokdzeme pomoci
druhé vlastnosti p-adickych valuaci z lemmatu 2.1.1:
|x + y| — pf'up(x+y) S pf(min{vp(x)vvp(y)}) — max{pfvp(w)’pfvp(y)} — ma,X{|I'|, |y|}

Takze nejen, Ze je to skutecné absolutni hodnota, ale je to dokonce ne-archimédovska ab-
solutni hodnota. Coz, jak uvidime za chvili, d& metrickému prostoru s p-adickou absolutni
hodnotou jednu zajimavou vlastnost.

2.2 Tvorba Q,

Nejprve si definujme, co je to metricky prostor, o kterém jsem se zminila na zacatku pti
vysvétlovani ziplnéni.

Definice 2.2.1. Metricky prostor je neprazdnd mnozina M spolu s metrikou p (vzddlenosti),

funkci definovanou jako:
p:Mx M— RY

kde pro libovolnd x,y,z € M plati:

12



i) p(x,y) =0 prdvé tehdy, kdyz v =y,

i) p(z,y) = py, ),
iii) trojuhelnikovd nerovnost: p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2).
Nyni jiz muzeme korektné definovat ztiplnéni.

Definice 2.2.2. Metricky prostor M nazveme zuplnénim metrického prostoru X, je-li M
uplny metricky prostor a X je jeho hustym podprostorem.

Kdyz definujeme p-adickou metriku na Q pfedpisem p(z,y) = |z — yl,, je z definice
p-adické absolutni hodnoty jasné, ze spolu s racionalnimi ¢isly tvori metricky prostor.
Pokud metrika splnuje podminku

p(z,z) < max{p(z,y), p(y, 2)},

fikame ji ultrametrika. Piikladem muze byt nase p-adicka metrika, protoze p-adicka ab-
solutni hodnota je ne-archimédovska. Pro vSechny ultrametriky plati nésledujici tvrzeni.

Lemma 2.2.1. V ultrametrickém prostoru jsou vsechny trojihelniky rovnoramenné.

Diikaz: Dokonce plati, ze pokud se nejednd o rovnostranny trojihelnik, tak jsou ra-
mena tohoto rovnoramenného trojuhelnika delsi nez zakladna. Méjme prvky x, vy, z naseho
ultrametrického metrického prostoru. Ukdzeme, ze pokud p(z,y) # p(y, z), tak plati:

ple, 2) = max{p(x.y), p(y. 2)}.

Diky symetrii mezi x a z muzeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze p(z,y) < p(y, 2).
Z ultrametrické nerovnosti plyne p(x,z) < max{p(z,y),p(y,z)} = p(y,z). Podobné
p(y,z) < max{p(y,x), p(z,2)} = max{p(x,y),p(x,z)} . Maximum vpravo nemuze byt
p(x,y), protoze p(z,y) < p(y, z). Je to tedy p(z, z). Z ¢ehoz dostaneme p(z, 2) = p(y, 2),
coz jsme chtéli dokazat. O

Vzhledem k tomu, ze Q s p-adickou absolutni hodnotou je ultrametricky prostor se
vzdalenostni funkef | |,, jsou v tomto prostoru vsechny trojihelniky rovnoramenné. Povsi-
mnéme si, ze to odpovida tomu, co jsme dostali v lemmatu 2.1.1. Této vlastnosti vyuzijeme
néekolikrat jiz v této kapitole.

Pro tento metricky prostor lze uzit definice cauchyovské posloupnosti, uplnosti, otev-
fenych kouli a husté podmnoziny tak, jak jsme je definovali na zacatku kapitoly, jenom
je vSude misto normalni absolutni hodnoty ta p-adicka. Pro cauchyovské posloupnosti
s p-adickou absolutni hodnotou ovsem plati silnéjsi podminka.

Lemma 2.2.2. Posloupnost (x,,) raciondlnich cisel je cauchyovskd vzhledem k ne-archi-
médovské absolutni hodnoté | |,, prdvé tehdy, kdyz:
lim [,41 — @), = 0.

n—oo

Diikaz: Jestlize m = n + r > n, dostaneme z ne-archimédovské vlastnosti:

|wm - xn|p = |xn+r — Tpgr—1-" + Tpy1 — xn|p S maX{|In+7‘ - CEn—i—r—1|pa SRR |xn+1 - xn|p}~

Ze zadani vime, ze pro kazdé £ > 0 existuje N takové, ze pro kazdé a > N je splnéna
rovnost |T,+1 — %/, < €. Pokud je n > N, je toto maximum mens{ nez ¢.
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Takze ndm pocatecni podminka lim,,_,o |Z+1 — @], = 0 skuteéné staci k tomu, aby
byla posloupnost cauchyovska. O

Nyni je potieba ukazat, ze Q neni s p-adickou absolutni hodnotou uplny prostor. Musime
najit posloupnost racionalnich cisel, ktera je cauchyovska vzhledem k p-adické absolutni
hodnoté, ale nekonverguje p-adicky v Q.

PRIKLAD: Posloupnost, na které si nyni ukdZeme netiplnost tohoto prostoru, je docela
zajimava. V télese, které pozdéji dostaneme ziplnénim Q s p-adickou absolutni hodno-
tou, bude konvergovat k netrividlni (p — 1)-ni odmocniné z jedné. Dokazovat, ze v tomto
télese takové ¢islo skutecné lezi, budeme v paté kapitole. Nicméné z toho plyne, ze téleso,
které budeme po tomto piikladu sestrojovat, neni podmnozinou redlnych cisel.

Meéjme p > 3 aa € Z, pro které plati 1 < a < p—1. Nasledné si vezmeme cauchyovskou
posloupnost (,,), kde x,, = a?". Samoziejmé nejdifve musime ukézat, ze se skuteéné jednd
o cauchyovskou posloupnost. Diky lemmatu 2.2.2 nam staci dokazat, ze:

n+1

lim |a?" —a"|, = 0.

n—oo

Indukei dokdzeme, ze p*|(a?"" — a?"):
1. Ukazme, 7e dokazované plati pro n = 0. Jisté p® = 1 | (a? — a).

2. Pro n > 0 ukazme, ze pokud p*|(a?"" — a?"), pak p"t|(a?"" — a?""):

apn+2_apn+l _ (aanrl )p_(apn)p _ (aanrl _apn>((apn+l )p_1+<apn+1)p_2(apn)+. . .+(apn)p_1)'
Z Malé Fermatovy véty vime, ze a? = a (mod p) pro libovolné a. Kdyz vyuzijeme této
vlastnosti, mizeme odvodit, ze a?" = (a?" ') = o = a?"* = a® = a (mod p) pro

libovolné nezaporné celé n. Z toho je vidét, ze:
(@ P @ @ @) = @ a a ™ = () =0 (mod p)

S pl((@ Y @) @) = @ e,
7 toho, ze rozdil po sobé jdoucich ¢isel nasi posloupnosti déli ¢im dal vétsi mocnina
p, plyne, ze absolutni hodnota tohoto rozdilu je ¢im dél mensi, tudiz
lim [a?""" —a"|, = 0.
n—oo
Nyni tedy mame cauchyovskou posloupnost a musime ukazat, ze nekonverguje v Q.
Necht z je limita nas{ posloupnosti (z,) = (a?"). Tato limita ov§em nenf redlna, jednd
se o p-adickou limitu. Pozdéji v textu budeme s p-adickymi limitami pracovat a uvidime,
ze 1 vuci p-adické metrice je limita souc¢inu posloupnosti souéin jejich limit. Proto pro tuto
limitu z bude platit:
r = lim x, = lim z,;; = lim 2? = (lim z,)? = a”.
n— 00 n— 00 n— 00 n—o0
Pokud by =z € Q, pak by x = +1 (p je liché, takze —1 to téz spliuje) nebo = = 0,
protoze pro zadné jiné racionalni ¢islo neplati, ze 2P = x.
Nejprve ukdzeme, ze |x — al, < 1. Jak jsem psala pied chvili, pro libovolné y € Z a n
plati " =y (mod p) a tudiZ z toho, jak je definovand nase posloupnost, by muselo i x
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byt kongruentni s a, pokud by lezelo v Q. Proto |z — al, < 1, z ¢ehoz plyne, ze p|(z — a).
Coz ovSsem neplati ani pro nulu ani pro x = +1, protoze 1 < a < p — 1.

7 cehoz plyne, ze Q neni tiplné vzhledem k p-adické absolutni metrice, protoze existuje
cauchyovska posloupnost racionalnich ¢isel, kterda p-adicky nekonverguje v Q.

7, vlastnosti této posloupnosti je vidét, ze by skutec¢né mohla konvergovat k néjaké
netrividlni (p — 1)-ni odmocniné z jedné, jak jsem zminovala na za¢atku. Limita této po-
sloupnosti splituje 2P~! = 1. Vime, Ze to nenf nula, takZe jsme 2P = x mohli podélit. [

Kdyz uz vime, ze téleso racionalnich ¢isel neni iplné vzhledem k p-adické absolutni hod-
noté, pojdme vytvoiit téleso, které bude obsahovat Q a bude tiplné vzhledem k absolutn{
hodnoté, ktera na Q bude splyvat s p-adickou metrikou.

Jak jsem fikala na zacatku, ziplnéni je jednoduse pridani limit cauchyovskych posloup-
nosti. Jenze neni snadné urcit, co jsou ty limity, takze to musime udélat jinak. Nejdiive
vytvorime okruh cauchyovskych posloupnosti.

Definice 2.2.3. Zvolme pevné prvocislo p a uvazme ne-archimédovskou absolutni hodnotu
| |, na Q. Potom C oznacme mnoZinu vSech cauchyouvskych posloupnosti prvku z Q:

C = {(zn)|(zy) je posloupnost racionalnich ¢isel cauchyovska vzhledem k | |, }

Lemma 2.2.3. Méyme dvé cauchyovské posloupnosti, potom pro jejich soucet a soucin
definovdn ndsledovné:
(@n) + (Yn) = (@0 + Yn),

plati, Ze taky lezi v C, jinymi slovy jsou to cauchyovské posloupnosti.

Duikaz: Soucet dokazeme jednoduse:
lim |(l‘n + yn) - (xn—i—l + yn-l-l)lp = lim |(xn - xn+1)|’p + lim |(yn - yn—i-l)lp = 0.
n— o0 n—00 n—00
Soucin je trochu trikoveéjsi:

nh_)nolo [(Tnyn) = (Tni1Ynt1)]p = nh_g)lo |Zn (Yn — Ynt1)|p + nh—>r£lo Ynt1(Tn — Tng1) |p-

Vime, ze rozdily v zavorkach se blizi k nule. Vzhledem k tomu, ze obé posloupnosti jsou
cauchyovské, tak je velikost jejich ¢lentu ohranicend. Proto musi platit, ze:

nh_{go ’xn(yn - ?/n+1)|p + nh_{go |yn+1(xn - xn+1)’p = 0.

Takze i sou¢in dvou cauchyovskych posloupnosti je cauchyovska posloupnost. O
Disledek 2.2.1. C spolu s nasobenim a scitanim tvori komutationi okruh.

Diikaz: Diky lemmatu 2.2.3 je vidét, ze na clenech posloupnosti provadime klasické
scitani a nasobeni racionalnich ¢isel. Racionalni ¢isla se s¢itanim a ndsobenim tvoii komu-
tativni okruh a tedy vse plyne z toho. Nulou v tomto okruhu je cauchyovska posloupnost
z nul a jednickou v tomto okruhu je cauchyovska posloupnost ze samych jednicek. O

Pomoci tohoto okruhu budeme chtit popsat p-adicka ¢isla. Aby tento okruh mohl byt
ziplnénim raciondalnich cisel, musi v ném prvné lezet racionalni ¢isla. Kazdé racionalni
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¢islo x proto ztotoznime s cauchyovskou posloupnosti skladajici se ze samych x, tj. s kon-
stantni posloupnosti (z).

Bohuzel tento okruh nemuze byt nasim ziplnénim, protoze za prvé muzeme mit vice
cauchyovskych posloupnosti konvergujicich ke stejnému ¢islu a za druhé to neni téleso
(muzeme mit dvé nenulové cauchyovské posloupnosti, jejichz souc¢in bude 0). Oba tyto
problémy muzeme vyfesit faktorizaci pomoci vhodného maximalniho ideélu.

Definice 2.2.4. Definujeme idedl N' C C:
N = {(z,)] nh_{go |Zalp = 0}

Jednd se o mnoZinu vSech cauchyovskiych posloupnosti konvergujicich p-adicky k nule.

Nez ukazeme, ze je tento idedl skutecné maximalni, musime dokézat nasledujici po-
mocné lemma, které se nam pozdéji bude hodit i v p-adické analyze.

Lemma 2.2.4. M¢jme (x,) € C,(x,) € N. Pro takovou posloupnost plati, Ze existuje N
takové, zZe |xy|, = |Tm|p, kdykoli plati, ze m > N,n > N.

Diikaz: Protoze (x,) ¢ N, existuje ¢ > 0 tak, ze pro kazdé N existuje n > N s vlast-
nosti |z,|, > ¢. Vzhledem k tomu, ze (z,) je cauchyovska, pro ¢islo ¢ existuje M takové,
ze pro vsechna ¢ > M, j > M je |z; — x|, < c. OvSem i pro M existuje n > M tak, ze
|2,,|, > ¢. Potom ale |z;|, > ¢ pro vSechna j > M. Kdyby |z;|, < ¢, dostali bychom:

¢ < |xn|p = |xj + (Tn — xj)|p < maX{|xj|pv | T — mj|p} <¢

COZ je spor.
Ovsem potom plati

i>M,j>M= |z, —x;], < max{|z|p, |z;|p}

A z lemmatu 2.2.1 vime, ze v ne-archimédovském metrickém prostoru jsou vsechny troj-
thelniky rovnoramenné, a proto musi byt |x;|, = |z;|, pro véechna i > M, j > M. O

Lemma 2.2.5. N je mazimdini idedl v C.

Diikaz: N je urcité idedl, protoze rozdil dvou cauchyovskych posloupnosti konver-
gujicich k 0 je urcité opét cauchyovska posloupnost konvergujici k nule. A diky tomu, ze
velikost ¢lenu libovolné cauchyovské posloupnosti (,,) je ohranicend, tak kdyz (x,) € N,
pak (3,)(za) € N

Abychom dokézali, ze je to maximalni ideal, pfidame k nému libovolnou posloupnost
(2n) €C, (2,) ¢ N. Pak musime ukdzat, ze v idedlu Z, generovaném N a (z,), musi lezet
1, a proto uz je to cely okruh a puvodni idedl byl maximalni.

7 predchoziho lemma 2.2.4 vime, ze existuje kladné ¢ a k nému prirozené cislo M
takové, ze pro v8echna i > M, plati, ze |2, > . Nyni muzeme definovat y,, jako 0 pro
n < M a jako i pro n > M. Dokazme, Ze tato posloupnost (y,) lezi v C.

Pro kazdé i > M, j > M plati y; —y; = ===, a tedy |y; — y;lp, = izl < Lizzile

zizj ) lzizjlp — €

Protoze ¢ je kladnd konstanta a posloupnost (z,) je cauchyovskd, tak odtud plyne, ze i
posloupnost (y,,) je cauchyovska.

Jestlize posloupnost (z,) vynasobime cauchyovskou posloupnosti (y,), dostaneme po-
sloupnost, ktera bude mit na M — 1 mistech nuly a pak jiz samé jednicky. Pak plati:

1 € Z, protoze 1 — (2,)(yn) € N.
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Proto je idedl N maxim&lni. O

A protoze faktorizaci komutativniho okruhu podle maximalniho idedlu dostaneme téleso,
muzeme jiz definovat p-adicka ¢isla.

Definice 2.2.5. Téleso p-adickich cislel definujeme jako faktorokruh komutativniho ok-
ruhu C podle mazimdlniho idedlu N :

Q, =C/N.

Touto faktorizaci jsme ztotoznili vSechny cauchyovské posloupnosti, které mély stejnou
limitu. Takze Q, je skutecné Q zvétsené o limity cauchyovskych posloupnosti.

Raciondlni ¢islo a ztotoznime s tiidou obsahujici konstantni posloupnost (a). Ruznd
racionalni ¢isla ztotoznime s ruznymi tiidami, protoze kdyby byla néjaka dvé racionalni
¢isla ve stejné tiidé, musela by konstantni posloupnost, jejiz kazdy ¢len je roven rozdilu
téchto racionélnich ¢isel, lezet v NV, coz nelezi.

Nyni potfebujeme rozsitit p-adickou absolutni hodnotu i na ¢isla z Q,, kterd nejsou
racionalni. Na to se nam bude opét hodit lemma 2.2.4.

Definice 2.2.6. Méjme A € Q,. Vezméme si libovolnou cauchyovskou posloupnost (z,,),
z této levé tridy rozkladu . Potom definujeme absolutni hodnotu |\|, ndsledovné:

|)“p = nh_{glo ’mn’p'

Jesté si musime uvédomit, ze je tato definice korektni. Tedy, Ze dvé posloupnosti ze
stejné levé tiidy maji tuto limitu stejnou.

Nejprve se podivejme na piipad, kdy A je M. Pak pro kazdou posloupnost (x,) € N
plati z definice lim,,_, o |2,|, = 0 a tudiz maji skuteéné limitu absolutnich hodnot vsechny
stejnou.

Pokud naopak A neni N, pak pro libovolné (x,,) € A, (y,) € A podle lemmatu 2.2.4
existuje NV takové, ze pro kazdé m > N hodnota |z,,|, nezavisi na m, feknéme |z,,|, =
a > 0. Stejné tak existuje M takové, ze pro kazdé m > M hodnota |y,,|, nezavisi na m,
feknéme |y,|, = b > 0. Pak jisté lim, o0 |2n]p, = @ a lim,, o0 Y], = b

Dukaz povedeme sporem. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a > b. Protoze
() a (yn) lezi v téze tiide, plati (z, — y,) € N a pro toto b > 0 existuje K takové, ze
pro kazdé n > K plati |z,, — y»|, < b. Pak ovSem pro libovolné n > max{N, M, K} plati
a=Znlp = |Yn + (Tn — yn)lp < max{|yn|p, |Tn — Ynlp} = b, coz je spor.

Abychom mohli prohlésit Q, s p-adickou absolutni hodnotou za zuplnéni Q, musime
jesté par véci dokazat.

Nejprve vubec musime ovérit, ze absolutni hodnota, jak jsme ji nyni definovali, spliiuje
podminky absolutni hodnoty z definice 2.1.2. Pti dokazovani, ze definice 2.2.6 je korektni,
jsme zjistili, Ze absolutni hodnota t¥idy N je nula a absolutni hodnota jakékoli jiné tiidy
je kladna, takze |z|, = 0, pravé tehdy, kdyz € . Vzhledem k tomu, Ze z lemmatu 2.2.3
vime, ze (2,)(Yn) = (Tnyn), Plati i |z|,|yl, = |2y, kde z,y € Q,. Ukazme, ze vzhledem
k tomu, ze Q s p-adickou metrikou je ultrametricky prostor, splituje tato absolutni hodnota
i bod iv) z definice 2.1.2. Pokud je z, y nebo x + y nulové, je tato podminka jisté splnéna.
A jestlize jsou nenulové, muzeme si zvolit posloupnosti (x,) z = a (y,) z y. Podle lemmatu
2.2.4 jsou posloupnosti (|,],), (|ynlp) & (|2n + ynlp) od urcitého koeficientu konstantni.
Potom pro vSechna j vétsi nez dostatecné velké N plati, ze |z;|, = |z|p, |y;l, = |yl &
|j + yjlp = 2+ ylp-

17



Jediné, co je jesté potieba si uvédomit je, ze tato absolutni hodnota je na Q stejna
jako p-adicka absolutni hodnota definovana v 2.1.3.

Nésledné je potreba dokézat, ze Q je v tomto prostoru hustou mnozinou. A néasledné
ukazat, ze je tento metricky prostor iplny. Tak jsme to definovali na zacatku této kapitoly.

Véta 2.2.1. Obraz Q v zobrazeni Q — Q,, je hustou mnozinou Q,.

Diikaz: Zobrazeni, o kterém se ve vété mluvi, je zobrazeni racionalnich ¢éisel na tfidu
obsahujici jejich konstantni posloupnost.

Musime dokazat, ze pokud mame prvek z A € Q,, tak pak v libovolné malé oteviené
kouli s polomérem e, B()\,¢), lezi raciondlni ¢islo - tfida rozkladu obsahujici konstantn{
posloupnost.

Vezméme si cauchyovskou posloupnost (z,) € A. Potom musi platit, ze od uréitého
indexu N je |z, — 2|, < € pro véechna m,n > N.

Muzeme si nyni vzit raciondlni ¢islo y = xy. Coz je jakozto prvek Q, levd tiida
obsahujici konstantni posloupnost (y). Dokazme, ze y lezi v oteviené kouli B(),¢), tj.
A —yl, <e.

Vzhledem k tomu, ze A — y je leva tiida obsahujici posloupnost (z, — y), plati

A=yl = nhj{.lo [Zn — Ylp-
Ale my vime, ze pron > N
20 = Yly = | — oy <

Potom v limité dostaneme

lim |z, —y|, <e.
n—oo

Tudiz (y) skutecné lezi oteviené kouli B(\,¢e).

S redlnou absolutni hodnotou by posledni nerovnost neplatila, protoze by se mohlo
stat, ze vSechny prvky posloupnosti jsou mensi nez € a pfitom limita by byla v abso-
lutni hodnoté rovna . My ale z rozboru za definici 2.2.6 vime, zZe tato situace nikdy
v p-adickém piipadé nastat nemuze, protoze posloupnost p-adickych absolutnich hodnot
je bud’ od jistého mista konstantni nebo konverguje k nule. O

Abychom nyni dokazali posledni bod, a to, Ze je Q, s p-adickou absolutni hodnotou tiplny
prostor, musime ukazat, ze v ném lezi vSechny limity cauchyovskych posloupnosti prvkua
z Q,, tedy cauchyovskych posloupnosti téchto levych tiid cauchyovskych posloupnosti.

Véta 2.2.2. Q, tvori s p-adickou metrikou iplny prostor.

Diikaz: Necht Ai, Aa, ..., Ay, ... jsou prvky z Q,, tvorici cauchyovskou posloupnost.
Oznacme Ny = 1. Pro kazdé k € N zvolme Ny > N,_; takové, aby pro vSechna m > N,
n > Ny platilo |\, — A, < #. Takové Nj, existovat musi, protoze tyto prvky tvori
cauchyovskou posloupnost.

Z predchozi véty 2.2.1 plyne, Ze musi existovat i y, € Q takové, ze pro néj bude platit
[y — Anlp < #. Ukazme, ze posloupnost (yx) téchto raciondlnich ¢isel je cauchyovskd
vzhledem k p-adické metrice. Pro n > k, m > k plati
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Y = Ynlp = |(Um — An,) = (U — AN,) + (AN, — AN,

1
< max{|Ym — A |ps [Un — AN, |ps [ AN, — AN, [p} < o

Takze je posloupnost (yx) skuteéné cauchyovska.

Oznacme v € Q, levou tiidu obsahujici (yx) a ukazme, ze v je limitou posloupnosti
Ay A2, ..oy A, . ... Pro libovolné k € N plati, ze pro kazdé m > Ny je [Ay, — An,|p < # a
zaroven |y — An,|p < #, vzhledem k tomu, jak jsme tato ¢isla definovali. Téz plati

. 1
v = uklp = T fyn = gl <

7 cehoz dostaneme pro vSechna n > Ny

1
A=l = [(An=An) = (W= AN, ) — (v =ur) |p < max{| A —=An, |p; [Ye—= AN |ps [7—k[p} < s

A protoze posledni nerovnost plati pro vechna k € N, je v limitou posloupnosti A\, Ag, .. ..
Proto kazda cauchyovskd posloupnost prvku z Q, ma v Q, limitu, takze tento prostor je
uplny. O

Zpusob, jakym jsme v této kapitole sestrojili Q,, neni jedinym zpusobem, jak toto téleso
vytvorit.

V matematice se casto vyuziva vystavba celych p-adickych ¢isel, o kterych si budeme
povidat v pristi kapitole, pomoci takzvané inverzni limity. A nésledné se pak Q, defi-
nuje jako podilové téleso tohoto oboru integrity. Podrobnéji se timto pripadem zabyvaji
napiiklad v [7] ¢i v [9)].

Dalsim moznym zpusobem je definovat p-adicka ¢isla jako

o0

Q, = {Z "

n=ng

nOEZ,cne{O,l,...,p—l}}.

Tento zpusob je sice nejméné abstraktni, nicméné se ptilis nevyuziva, protoze napiiklad
definovat zde nasobeni a sc¢itani explicitné je trochu obtizné a nepiehledné.
O vyhodéach ¢i nevyhodéch téchto postupu si muzete piecist napiiklad v [6] ¢i v [7].
Divodem, pro¢ jsem zvolila tento zpusob vystavby Q,, je, ze krasné ukazuje kore-
spondenci s R. Navic v p-adické analyze budeme stejné potiebovat pracovat s Q, jako
s metrickym prostorem.
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Kapitola 3

Vlastnosti p-adickych c¢isel

3.1 Cela p-adicka cisla

Stejné jako mnozina raciondlnich ¢isel obsahuje podmnozinu celych ¢isel, obsahuje i mnozina
p-adickych ¢isel podmnozinu takzvanych celych p-adickych ¢isel.

Definice 3.1.1. Mnozinu celych p-adickijch cisel definujeme jako

ZPZ{IGQP||$|IJ§1}-

Jednd se o podmnozinu Q,, kterd je uzaviend na scitani a ndsobeni. Vezméme si
2,y € Zy, potom [z + yl, < max{laly. [yl,} < L a |zyl, = lal, - |yl, < 1, tudiz = +y i 2y
lezi v Z,,. Celéd p-adicka cisla tedy tvori podokruh okruhu p-adickych éisel.

Je vidét, ze tato mnozina obsahuje vsechna celd ¢isla (respektive tiidy, které obsahuji
konstantni posloupnosti celych ¢isel), protoze vSechna celd ¢isla jsou v p-adické absolutni
hodnoté mensi nebo rovny jedné.

Pojd'me si ale ukdzat, ze se nejednd jen o podmnozinu @Q, obsahujici celd ¢isla, ale ze
je to dokonce zuplnéni Z s p-adickou absolutni hodnotou.

Na to ovSem nejprve potiebujeme dokazat nasledujici dvé lemmata.

Lemma 3.1.1. Z je hustou mnozinou v Z,. Méme v € Z,, potom pro kazdé n € N
ezistuje jediné o € Z takové, e 0 < a <p"—1lalz—al, <p "

Diikaz: Méjme x € Z,. Protoze Q je hustou podmnozinou v Q,, vime, ze pro kazdé
r € Z, an € N existuje raciondlni ¢islo (v zdkladnim tvaru) ¢, a,b € Z, takové, ze

a
‘3: — = <p "<l
b
Abychom lemma dokézali, musime ukazat, ze vzdy existuje celé ¢islo, které tuto podminku
spliuje.
7, predchozi nerovnosti plyne

‘“ < {y |2 } <1
- maxy |z|,, |- — x .
blp — Pl p)
Coz znamend, ze § € Zp, tedy p { b. Proto pro b existuje b’ € Z takové, ze bb' = 1
(mod p™). Potom plati

a

— —al/

b

a(l — b)
b

<p™,
p

p
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protoze z definice b plyne, ze p™|(1 — bb'). Z ¢ehoz dostaneme, zZe

ety =) o) Jer

Nyni je potfeba ukdazat, ze jde vybrat ab’ takové, ze 0 < ab’ < p™ — 1. A ukdazat jeho
jednoznacnost. Vezméme si 0 < o < p™ — 1 takové, ze o = ab’ (mod p"). Potom

< max{‘x — %

a
ab — —

b

I

p p

|z —al, = |z —ab + ab’ — a|, < max{|z — al/|,, |ab’ — al,} < p™".

Tudiz takové a skutecné spliiuje podminku. Jestlize také 5 € Z splni podminku |z — 3], <
p~", pak |a— ], = |(¢ — ) — (2 — )], < max{le — alp, | — 5l,} <p " atedy a = 8
(mod p"), a proto « s pozadovanymi vlastnostmi existuje jediné.

Takze Z je skutecné hustou podmnozinou v Z,. O

Lemma 3.1.2. Pro kazdé x € Z, ezistuje cauchyovskd posloupnost (o) convergujici k x,
vypadajici nasledovné:

e pro kazdé n € N: o, € Z splnuge 0 < a,, < p" — 1,
e pro viechna n > 2 plati o, = a,,_; (mod p™1).
Takovd posloupnost je pro kazdé x € Z, jedinecnd.

Diikaz: V minulém lemmatu jsme dokazali, ze tyto «,, existuji a jsou jedine¢na, pokud
splituji navic jesté podminku |z — |, < p~™. Pojdme dokézat, ze to musi spliiovat i a,
z tohoto lemma.

Pokud takova cela cisla «,, maji existovat, z toho, ze limita «, je x, plyne, ze pro kazdé
n € N existuje M takové, ze pro kazdé m > M plati |z — a|, < p~™. Je-lin > M, mdme
potfebnou nerovnost, je-li naopak n < M, z kongruenci plyne |, — ap|, < p~", odkud
potiebna nerovnost plyne. Proto pro dané z a libovolné ptirozené cislo n zvolime «,, jako
to jediné cislo, které spliuje podminky lemmatu 3.1.1 pro tato x, n.

Kazda takova posloupnost «,, musi z definice konvergovat k x.

V predchozim dikaze jsme té7 ukdzali, ze v mnoziné {0,1,...,p" "t — 1} lez{ pouze
jediné a,,_; splitujicf |z — oy, 1|, < p~ =Y. Coz znamend, ze pokud |z — a,,|, < p~", musf
byt o, = a1 (mod p™t). O

Véta 3.1.1. Z, je zuplnéni Z s p-adickou absolutni hodnotou.

Dukaz: Jak jsem jiz psala, celd ¢isla lezi v této mnoziné. Musi zde lezet i vSechny p-
adicky cauchyovské posloupnosti celych ¢isel, protoze limita A libovolné z téchto posloup-
nost{ bude splnovat |A|, < 1. Pokud se jedna o posloupnost, ktera nekonverguje k nule,
musi mit podle lemmatu 2.2.4 od jistého indexu N platit |z,|, = |zm|p, pro vsechna
n > N, m > N. Potom je |\, = |z,|,, ale x, je celé ¢islo, takze skutecné |A|, < 1. Pokud
se jednd o posloupnost konvergujici k nule, je A =0 € Z,,.

Z,, je skutecné zuplnéni Z s p-adickou absolutni hodnotou. O

To, ze mame takovéto ziplnéni Z s p-adickou absolutni hodnotou, je dalsi véc, ktera
odlisuje Q, od R.
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3.1.1 Jednodusi zptusob, jak si predstavovat prvky Z,

Zatim jsme pracovali s prvky Z, a Q, jako s tiidami rozkladu. Coz je pomérné abstraktni
a Spatné se to predstavuje.

Zpusob, jakym jsme vybirali cauchyovské posloupnosti («,), ndm pomuze ve zjed-
noduseni pfedstavy, jak vlastné takovy prvek x € Q, vypada.

V nasledujici vété budeme pracovat s nekoneénymi fadami. Pod takovou nekoneénou
fadou si budeme predstavovat jeji soucet, tedy limitu konvergentni posloupnosti ¢astecnych
souctu. Na zacatku dukazu si dokazeme, ze skutecné vsechny posloupnosti ¢asteénych
souc¢tu pro tyto konkrétni nekoneéné rady jsou p-adicky cauchyovské, a tedy maji limitu
v p-adickych ¢islech.

Veéta 3.1.2. Pro celd p-adickad cisla plati

Z, = {Zanp” | ay € {0,1,...,p—1}}.

n=0

Kazdé celé p-adické cislo je souctem rady Z:;O a,p" pro prdvé jednu posloupnost (a,)
takovou, Ze kazdy jeji prvek patri do mnoziny {0,1,....,p — 1}.

Dikaz: Dokazujeme, ze mnozina vSech celych p-adickych ¢isel je rovna mnoziné limit
castecnych posloupnosti téchto nekonecnych rfad. Pfesnéji feceno kazdé z celych p-adickych
¢isel je rovno souctu prave jedné z téchto nekonecnych rad.

Mame-li libovolnou posloupnost (a,) takovou, ze kazdy jeji prvek patii do mnoziny
{0,1,...,p — 1}, plati, ze polozime-li «,, = Z?:_Ol a;p’ pro kazdé n > 1, tak posloupnost
(cv,) spliuje obé podminky lemmatu 3.1.2. Coz znamend, ze se jednd o cauchyovskou
posloupnost, tudiz musi konvergovat k néjakému p-adickému ¢islu. Navic zadné dveé rady
nemuzou konvergovat ke stejnému ¢islu, protoze pro kazdé p-adické ¢islo existuje pouze
jedna posloupnost spliujici podminky z lemmatu 3.1.2, ktera k nému konverguje.

Déle, pro libovolné x € Z, mame posloupnost () sestrojenou v lemmatu 3.1.2. Z této
posloupnosti vyrobime posloupnost (a,) takto:

g = Qq,

an = (Qpy1 — ay)/p" pron > 0.

Pak a, € {0,1,...,p — 1} pro kazdé n > 0, a soucasné «,, = Z;:ol a;p* pro kazdé m > 0,
a proto ZZOZO a,p" = lim,_,, o, = x. Protoze podle lemmatu 3.1.2 je ¢islem z urcena
posloupnost «,, jednozna¢né, urcuje x také posloupnost a, jednoznacné.

Tedy kazdé p-adické ¢islo je rovno souctu prave jedné z téchto nekonecénych rad. [

Nyni si muzeme celd p-adicka ¢isla predstavovat jako takovéto nekonecné tady.
Navic tato myslenka jde rozvést na celé Q,.

Véta 3.1.3. Kazdy nenulovy prvek x € Q, miZeme zapsat jako Tadu

> anp”,

n=ng

kde ng € Z spliuje p~™° = |z|, a 0 < a, <p—1 pro kaZdé n > ny a a,, # 0.
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Diikaz: Prvné si ukazme, ze kazdy nenulovy prvek z € Q, si muzeme napsat jako
r=p"z kdenyg €Z, 2z € Z, a|z|, = 1.

Vezméme si tedy x € Q,, x # 0, pak obsahuje toto = cauchyovskou posloupnost (z,,) a
|z|, = limy, o0 |n|p. A protoze je x nenulové, je |z,,|, podle lemmatu 2.2.4 od jistého mista
konstantni - existuje N takové, ze |z;| = |zn|, pro vSechna j > N. Potom |z|, = |zn/,,
coz je celo¢iselnd mocnina p, |z|, = p~". Pak |[p™"z|, = 1, a tudiz z = p ™z € Z, a
x=pz.

Protoze z € Z,, 2|, =1, atedy z =Y~ b,p", kde b, € {0,1,...,p—1}, by # 0. Pak
staci polozit a,, = b,_,,, pro kazdé n > ny. O

Z, a Q, v prostoru

Sice si uz p-adicka ¢isla umime predstavit 1épe, ale potad si je iplné neumime predstavit
v prostoru - respektive néjak si je rozvrhnout, abychom mohli fict, ktera dvé p-adicka
cisla lezi blizko sebe. Tato vlastnost se nam bude hodit v piisti kapitole, kdy budeme tesit
konvergenci nekoneénych p-adickych tad.

Realné cisla muzeme usporadat za sebe na redlnou osu, ale u p-adickych ¢isel neni na
prvni pohled jasné, jak by se néco takového dalo udélat.

Definice 3.1.2. Téleso F s linedrnim usporadanim < (tranzitioni, asymetricka, tricho-
tomickd relace) nazveme usporadanym télesem, pokud pro libovolné a,b,c € F plati:

e pokud a < b, potom a + c < b+ c,
e pokud 0 < a a0 <b, pak0<a-b.

Jak vidime, redlna a racionalni ¢isla jsou usporddanymi télesy.

Zajimavosti je, ze pro libovolné téleso existuje linedarni usporadani splinujici predchozi
definici pravé tehdy, kdyz 0 nejde napsat jako soucet druhych mocnin nenulovych prvku.
U reédlnych a racionalnich to zfejmé nejde, naopak v komplexnich ¢islech muzeme napsat
0 = i2+12, takze zddnym linedrnim uspoiaddnim nelze z télesa komplexnich éisel vytvorit
usporadané téleso.

Druhym mocnindm v télese p-adickych ¢isel se budeme vénovat v paté kapitole, takze
si nyni muzeme dokazat, jak je to s usporadanim p-adickych ¢isel. Z véty 5.3.2 z konce
paté kapitoly plyne, ze pro p > 3 lezi v QQ, druhd odmocnina z 1 — p, tudiz muzeme psat
0= (p— 112+ (/T—=p)? Pro p = 2 muZeme naopak vyuzit bud Henselovo lemma,
jez definujeme za chvili, nebo vétu 5.3.2 k urceni, ze v Q; lezi odmocnina z —7, takze
muzeme psat 0 = 12 + 12 + 12 + 22 + (/=7)% Z ¢ehoz tedy plyne, Ze zadnym linedrnim
usporadanim nelze z p-adickych ¢isel vytvorit usporadané téleso.

Nicméné posloupnosti (a,) ndm umoznuji si celd p-adickd ¢isla predstavovat nasledovné.
Méme p kolecek, v kazdém z nich p mensich kolecek a tak to pokracuje dal. Na obrazku
vidime pripad, kdy p = 5.
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Celé p-adické cislo nejprve vyjadiime sumou z véty 3.1.2, a pak je umistime do kolecka,
které odpovida jeho koeficientu u p°, v tomto kolecku ho ddme do kolecka (zndzornéno
vpravo), které odpovidé jeho koeficientu u p' atd.

Pro p-adicka ¢isla plati, ze ¢im mensi kolecko spolu sdileji, tim jsou si p-adicky blize.

Ukazme si to na konkrétnich ¢islech, méjme 5-adicka ¢isla: 1, 3, 5, 6, 7, 8, 11, 14, 16,
19, 21, 22, 25, 31:

(=)
e

7 toho plyne, ze 5-adicky jsou si blize 6 a 11 nez 6 a 19. A 31 a 6 jsou si 5-adicky blize
nez 31 a 1.

Je videét, ze tento zpusob je skutecné prakticky a prehledny.

Pro celé Q, tato predstava funguje stejné, jenom nejde takto nakreslit, protoze nee-
xistuje nejmensi mozna mocnina p, u které bychom se divali na koeficienty. Nicméné si to
muzeme predstavit jako, ze téchto nasich p kolecek je v jednom z p stejné velkych kolecek

mnoziny %Zp, a to je zase jedno z p jesté vétsich kolecek mnoziny #Zp atd.

3.2 Henselovo lemma

Henselovo lemma, o kterém jsem mluvila jiz v tvodu, je velice uzitetny nastroj pii praci
s p-adickymi ¢isly. Pomaha nam zjistit existenci p-adickych kotenu u p-adickych polynomu
daleko rychleji, nez jak to umime u realnych ¢éisel. Jeho druhd varianta, kterd je téz
uvedena nize, nam naopak pomdaha zjistit, zda umime polynom rozlozit v p-adickych
¢islech na linearni cinitele.

Vzhledem k tomu, Ze v této ¢asti budeme pracovat s kongruencemi celych p-adickych
¢isel, meéli bychom si vysvétlit, jak to funguje.
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Méjme celd p-adicka ¢isla a a 8, potom o =  (mod p™) znamena totéz, co |a— S, <
p~". Tedy existuje celé p-adické ¢islo v splnujici a — g = p™y.
Nez se pustime do Henselova lemmatu, dokazeme si jesté nasledujici pomocné lemma.

Lemma 3.2.1. Pro libovolny polynom f s koeficienty ze Z, a libovolnd o, B € Z, plat,
Ze zao = [ (mod p") plyne f(a) = f(B) (mod p™).

Diikaz: Napisme si f(z) = a,2" +ap_ 12" 1+ +ag. Vime, Ze f(a) = f(B) (mod p")
je to samé jako |f(a) — f(B)], < p~™. Ale vzhledem k tomu, ze |o — 3|, < p™", plati, ze

[f(a) = f(B)lp = lan(a™ = B") + an1(a"™" = ") + -+ ar(e — B)|, < p~", protoze
ze viech s¢itancu muzeme vytknou (o — ) a zustane nam soucet prvku ze Z,, ktery je
v absolutni hodnoté mensi nebo roven jedné. O]

V nésledujici vété budeme pomoci f’(z) znacit formalni derivaci polynomu f(z) danou
vzorcem, jakym pocitdme derivace v okruhu polynomu nad libovolnym okruhem.

Véta 3.2.1. Henselovo lemma
Pokud f(z) € Z,[X] a a € Z, spliuje:

f(@)=0 (mod p), f'(a)Z0 (mod p),
potom existuje jedinecné o € Z, takové, Ze f(a) =0 a a = a (mod p).

Diikaz: Zvolme aqg jakkoli, naptiklad ag = 0 Nejprve indukei vuci n dokazeme, ze pro
kazdé n > 1, existuje a,, € Z, takové, ze

fla,) =0 (mod p"), an, =a,_; (modp™t).

Jestlize podminka plati pro kazdé n = 1,2,...,m, pak a,, = a1 = -+ = a1 (mod p).

Pro n =1 to plati, protoze si jednoduse vezmeme a; = a.

Nyni predpokladejme, Zze pro néjaké n > 1 to plati, a dokazme, ze potom existuje
any1 € Zy takové, Ze

f(ans1) =0 (mod p™™), any1 =a, (mod p").

Takovéto a, .1, muzeme napsat jako
T
Apt1 = Qp + P b,

kde t,, € Z,, protoze a,+1 = a, (mod p"). Takze nyni hledame takovéto ¢,, které bude
spliovat f(a, + p"t,) =0 (mod p"*t).
K tomu budeme nejprve potiebovat dokézat, ze plati

fX+Y) = f(X) + f(X)Y +g(X,Y)Y?

pro vhodné ¢(X,Y) € Z,[X,Y].
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o polynom, muzeme ho psat jako: f(X) = Zf:o X,
kde ¢; € Z,. Z tehoz dostaneme

d d
FXHY) =) a(X+Y) =c+ ) X +iX7Y +4(X,Y)Y?),

1=0 =1
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kde pro vhodné polynomy ¢;(X,Y) € Z,[X,Y]. Takze, kdyz si vezmeme g(X,Y) =
Zle c;i9:(X,Y)Y?2, dostaneme to, co jsme chtéli

d d d
FX+Y) =) e X'+ iaX 7Y+ ag(X, Y)Y = f(X) + f(X)Y +g(X, Y)Y,
i=0 =1 =1

Nyni dosadime a,, za X a p"t, za Y a oznacime z = g(a,, p"t,) € Z,. Plati

f(an +pntn> = f(an> + f/(an>pntn + Z(pntn>2'

Z toho plyne
fans1) = flan +0"t0) = f(an) + f'(an)p"tn + 2p*"t2 = fla,) + f'(an)p™t, (mod p"*).

Vzhledem k tomu, ze f'(a,) € Zy, je f'(an)p™t, délitelné p™, a my pracujeme modulo
p" 1 zajima néds proto f’(a,) pouze modulo p. Z pomocného lemmatu 3.2.1 vime, Ze
z toho, ze a, = a (mod p), plyne f'(a,) = f'(a) (mod p). Tedy plati, ze f'(a,)p"t, =
f'(a)p™t, (mod p™*1), z éehoz dostaneme

fla, +p"t,) =0 (mod p"™') <= f(a,) + f'(a)p"t, =0 (mod p"*)

’ . 7’ ~ . ~ _ n ~ ’ f an
Nyni si musime uvédomit, ze f(a,) =0 (mod p"), takze plati % € Zy.

F(a) + F@)p"t =0 (mod p*) = f'(a)tnz% (mod p).

Vzhledem k tomu, ze f'(a) # 0 (mod p), existuje jediné feseni t,, € Z, modulo p. Tim je
nase indukce dokazana.

Timto jsme dostali posloupnost ay,as, as,...ay,... prvku Z,, kterd je cauchyovska,
protoze a, = a,y1 (mod p").

Meéjme limitu této posloupnosti o a ukazme, ze f(a) = 0.

Takové o urcité spliuje o« = a,, (mod p") pro vSechna n € N. Z toho diky pomocnému
lemmatu 3.2.1 dostaneme

fla) = f(a,) =0 (mod p") = |f(a)], < 1%7
pro vSechna n € N, tudiz f(a) = 0.

Posledni, co je nyni jesté potieba ovérit, je, ze takové « je jediné.

Predpokladejme, ze existuje kofen 8 polynomu f(X) takovy, ze f = a (mod p). Nyni
indukei dokézeme, ze = « (mod p™) pro vsechna n € N.

Uz vime, ze pro n = 1 plati @« = § (mod p). Nyni predpoklddejme, ze pro néjaké n
plati a = # (mod p"). Tudiz § = a + p"r,, kde r,, € Z,. A z minulé indukce jiz vime, ze
potom plati

f(B) = fla+p"ry) = f(a) + f(@)p"r,  (mod p™*).

Vzhledem k tomu, Ze « i 3 jsou koieny polynomu f(X), je 0 = f'(a)p™r, (mod p™™1).
Tudiz f'(a)r, = 0 (mod p), a protoze f'(a) Z 0 (mod p), dostaneme 7, = 0 (mod p).
Z ¢ehoz plyne, Ze 8 = a (mod p"T).

To znamend |5 — af, < p~" pro kazdé n > 0. Proto |8 — |, =0 a tedy a = . ]

Henselovo lemma, tak jak jsme ho nyni formulovali, ndm muze odhalit maximalné p
kotrenu. Pojdme si nyni predstavit silnéjsi verzi. Ta fesi pripady, kdy je f'(a) =0 (mod p),
tedy pripady, kdy je nutné najit presnéjsi aproximaci hledaného kotene.
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Veéta 3.2.2. Silnéjsi Henselovo lemma
Meéjme f(X) € Z,[X] a ¢islo a € Z,, které spliuje
[f(@)], <[ (a)l}.

Potom existuje jedineény koren a € Z, polynomu f(X) takovy, Ze |a—al, < |f'(a)|,. Pro
tento koren plati, Ze

}{,((C;)) ) <|f"(a)lp,

o [f(a)lp =1 (@)lp

Na dukaz této véty se daji pouzit podobné myslenky jako v dukazu Henselova lem-
matu. Cely dukaz najdete v [2].

g |a—a|p:

Henselovo lemma plati i mimo p-adicka cisla. Méjme téleso K, které je tuplné vzhledem
k ne-archimédovské absolutni hodnoté. Kdyz si vezmeme okruh O = {x € K : |z| < 1},
plati pro néj Henselovo lemma, stejné jako plati pro okruh Z, v télese Q,.

Henselovo lemma, jak jsme ho formulovali na zac¢atku, je ve skutecnosti pouze konkrétnim
piipadem nasledujici verze Henselova lemmatu. Tuto konkrétni verzi jsem uvedla jako
prvni z duvodu, ze se na ni budu v néasledujicich kapitolach hodné odkazovat.

Myslenku Henselova lemmatu totiz muzeme rozsitit z hledani korfenu polynomu na
hledani polynomu, které tento polynom deéli. Hledani kofenu totiz neni nic jiného, nez
hledani délitelu stupné jedna.

Nez se pustime do definice, musime si uvédomit, ze faktorokruhy Z/pZ a Z,/pZ, jsou
izomorfni p-prvkova télesa. Téleso Z,/pZ, budeme znacit jako F,.

Definice 3.2.1. Mé&jme polynomy g(X),h(X) € Z,[X]. Necht g(X) a h(X) jsou poly-
nomy v IF, vzniklé z polynomu g(X), h(X)tak, Ze kaZdy koeficient puvodniho polynomu
nahradime jeho zbytkovou tiidou modulo p. Rekneme, Ze g(X) a h(X) jsou nesoudélné
modulo p, pokud nsd(h,g) =1 nad F,,.

Véta 3.2.3. Henselovo lemma - druhd verze
Necht f(X) € Z,[X] a predpokldidejme, Ze existuji polynomy g1(X) a hi(X) v Z,[X]
takové, Ze

e g1(X) je normovany polynom,
e g1(X) a hi(X) jsou nesoudéiné modulo p,
o F(X) = Gr(X)P(X).
Potom existuji polynomy g(X), h(X) € Z,[X] takové, Ze
e g(X) je normovany,
o 5(X) = F(X) a h(X) = (X),
o F(X) = g(X)h(X).
I dukaz této véty jde provést pomoci indukce a muzete ho nalézt v [4].

Pojd'me si nyni ukdzat néjaké piiklady.

PRIKLAD: Mé&jme polynom f(z) = 2 — 1 a ukaZme, Ze vsechny jeho koteny lez{ v Zs.
Pouzijeme Henselovo lemma 3.2.1:
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1*—1=0 (modb)a f(1)=4-1> =40 (mod 5),

2! —1=15=0 (mod 5) a f/(2) =4-23=32%#0 (mod 5),
e 3'—1=80=0 (mod5)a f/(3) =4-3>=108 £ 0 (mod 5),
e 44 —1=255=0 (mod 5) a f'(4) =4-43 =256 %0 (mod 5).

Jak vidime, v Q5 lezi ¢tyti ruzné koreny polynomu f(x) a vzhledem k tomu, Ze se jednd
o polynom c¢tvrtého stupné, jsou to vSsechny jeho kofeny. O]

PRIKLAD: Pojdme si ukdzat, Ze v Zsy lezi druhd odmocnina z —7.

Musime ukdzat, Ze polynom g(z) = z* + 7 ma v Zy kofen. NemuZeme pouzit vétu
3.2.1, protoze ¢'(x) = 2z = 0 (mod 2), pro vSechna = € Z,. Nicméné muzeme zkusit
pouzit vétu 3.2.2.

1

1
5 19Dl =121 = 5 = lg(D]2 < 19" (V-

91l = [8]: = :

Podminka z véty 3.2.2 byla splnéna, takze vime, Zze ma polynom g(x) koten v Z,, a tedy
v Zs lezi druhd odmocnina z —7. O
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Kapitola 4

Analyza v Q)

Cilem této kapitoly je predstavit analyzu na télesech Q,, ukdzat podobnosti a naopak
rozdilnosti s redlnou analyzou.

Bohuzel neni mozné v tak kratké kapitole popsat vsechno, tudiz se budeme zabyvat
hlavné p-adickymi nekoneé¢nymi fadami, mocninnymi fadami a nasledné funkcemi defino-
vanymi mocninnymi fadami, protoze tahle ¢ast p-adické analyzy je velice uzitecnd, jak si
ukazeme v nasledujici kapitole.

4.1 Nekonecné rady

Nekonecné p-adické rady funguji trochu jednoduseji nez v redlné analyze, protoze mame
silngjsi podminku pro cauchyovské posloupnosti (lemma 2.2.2).
Téz muzeme formulovat lemma 2.2.4 pro vSechny p-adické cauchyovské posloupnosti.

Lemma 4.1.1. Méjme cauchyovskou posloupnost p-adickijch éisel (x,,), kterd nekonver-
guge k nule. Pro takovou posloupnost plati, Ze existuje N takové, Ze |x,|, = |Tm|, kdykoli
plati, Ze m > N,n > N.

Dikaz: Lemma dokazeme stejné jako lemma 2.2.4. O]
Diky témto vlastnostem p-adickych cauchyovskych posloupnosti plati pro p-adické ne-
konec¢né fady nasledujici véta.

Véta 4.1.1. Nekonecnd rada ) a, s éleny a, € Q, konverguje prdavé tehdy, kdyz

lim a, = 0.
n—oo

Jednd se o limitu v Q,. Ekvivalentné lze tuto podminku formulovat tak, Ze plati
limy, 00 |anlp, =0 v R.
V takovém pripadé plati, Ze

pa

n=0

< .
- 17??8( |an|p

Diikaz: 7 lemmatu 2.2.2 vime, Ze posloupnost je cauchyovskad (tedy v piipadé Q,
konvergentni) pravé tehdy, kdyz absolutni hodnoty rozdilu po sobé jdoucich ¢lenu jdou
k nule. Tudiz v ptipadé nekoneénych fad musi jit k nule absolutni hodnoty rozdilu po
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sobé jdoucich ¢astecnych souctu. Ovsem rozdil po sobé jdoucich ¢éastecnych souctu s, a
Sni1 je scitanec a, 1, tudiz musi jit k nule absolutni hodnoty s¢itancu.

Zamérme se nyni na dokazovanou nerovnost.

Pokud }"° ,a, = 0, nerovnost urcité plati. Pokud >~ a, # 0, z ne-archimédovské
vlastnosti plyne | S a,|, < maxo<p<n |an|, pro viechny édstecné soucty. Pokud si vez-
meme dostatecné veliké N, dostaneme maxo<p<n |an|, = maxo<y, |ay |y, protoze absolutni
hodnoty a,, jdou k nule.

Vzhledem k tomu, ze posloupnost ¢astecnych souctu nejde k nule, muzeme pouzit
lemma 4.1.1, které nam tika, ze ¢leny této posloupnosti budou mit od urcitého N € N
potrad stejnou absolutni hodnotu

00 N
> a| =X
p

n=0 n=0

< = .
S max [l = max|an,

7, cehoz jsme dostali pozadovanou nerovnost. O

Diky témto vlastnostem p-adickych nekoneénych tad, plynoucich z ne-archimédovské
vlastnosti p-adické absolutni hodnoty, plati néasledujici véta. Cely dukaz muzete najit
v [4].
Definice 4.1.1. Pro kaZdd nezdpornd celd i, j méjme b;; € Q,. Rekneme, Ze

lim b;; = 0 stejnomérné v j,

1—00
pokud pro dané € > 0 vidy existuje N € N, které nezdlezi na j, takové, Ze pro vsechna 1,
J plati

1 2:ﬁq2:2>|bm¢p‘< €.

Véta 4.1.2. Pro kaZdd nezdpornd celd i, j méjme b;; € Q,. Predpoklddejme, Ze
o pro kaZdé i, lim; o b;; = 0,
o lim; o b;; = 0 steynomérné v j.
Potom obé nekonecné rady
a(p xR 3t
i=0 \j=0 j=0 \i=0
konverguji a jejich soucty jsou stejné.

Vzhledem k tomu, ze v dukazu je klicova ne-archimédovska vlastnost p-adické abso-
lutni hodnoty, tato véta v redlné analyze neplati. Existuji podobna tvrzeni, ale nikdy tak
silna jako v p-adické analyze.

Posledni véc, co nam chybi ovérit, je chovani sou¢tu a souc¢inu dvou nekonecnych rad
v p-adické analyze.

Véta 4.1.3. Méjme dvé konvergentni nekonecné rady S =" ja, a T =" b,, kde
an, b, € Q,. Potom plati

S+T=>an+Y bu= (an+by),
n=0 n=0 n=0
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o (o.9) [e.9] n
n=0 n=0 n=0 \ k=0
Dikaz: Pokud si ovSem vzpomeneme na dukazy, cemu se rovna soucet dvou ne-
kone¢nych rad v realné analyze, zjistime, ze k dukazu nevyuzivame nic, co by v p-adické
analyze neplatilo - s¢itani ¢isel, nasobeni ¢isel a vlastnosti archimedovské absolutni hod-
noty (pokud si pottebujete dikazy pripomenout muzete se podivat napiiklad do [10],
Kapitola 5).
Na néasobeni dvou fad nam realnd analyza nepostaci. Tato rovnost pro soucin plati
v realné analyze pouze pro absolutné konvergentni rady.
Zvolme libovolné ¢ > 0, potom existuje N € N takové, ze pro kazdé n > N plati
lan], < €, |bnlp < €.
Navic existuje 0 > 0 tak, ze pro kazdé n € N je |a,|, < 0, |bal, < 0.
Pro libovolné n € N, n > 2N plati

n
E agbp—g
k=0

< max |agby—|, = max{orgixﬁ |akbn—k|p Jnax lakbn—k|p} < €0,

~ 0<k<n
p
protoze
n
k< 5 = n= k>N = |b_kl, <e, ala], <= |arby—i|, < €0,
n
k> 3 >N = |bpilp < 0, a|ax|p, < &= |agbn_i|, < €0.
Pro kazdé p > 0 zvolime ¢ = £ > 0. K tomuto € zvolime N stejné jako vyse a

dostaneme, ze pro kazdé n > 2N plati

Z agbn_k

k=0

<ed=p.

p

Coz znamena, ze tada Y - (D 7_,arb,_k) je konvergentni. Pro jeji soucet C' navic

plati, ze
2N n
c-y (Z b> <
Navic |axb| < p vzdy, kdyz je k + 1 > 2N. Proto
2N 2N
C - (Z ak> (Z bl> < p.
k=0 1=0 »

Plati, ze |S| < 0, |T] <6 a |S — 32N arly < &|T — S0 by, < e
2N 2N 2N 2N 2N
AB—(ZCLk (Zbl):A<B—Zbl>+<A—ZCLk>Zbl,
k=0 =0 =0 k=0 =0
2N 2N 2N 2N 2N
AB—(ZCLk> (Zbl) Smax{ A(B—Zbl) (A_Zak>.zbl } <€(5:p.
k=0 =0 p =0 p k=0 =0 P

Proto |AB — C|, < p. A protoze je toto p libovolné, plati AB = C.

Y
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4.2 Mocninné rady

Nyni muzeme zavést p-adické mocninné rady. Budeme je znacit tak, jak jsme zvykli
z realné analyzy

f(X) = Zaana
n=0

kde a,, € Q,.
A stejné jako v redlné analyze nds bude zajimat polomeér konvergence.

Véta 4.2.1. Necht f(X)=>"",a, X" a definugme

1
P= lim sup m.
Potom plati:
e Pokud p =0, f(x) konverguje pouze pro x = 0.
e Pokud p = oo, f(x) konverguje pro vsechna x € Q.

o Pokud 0 < p < 00 alim, , |an|pp™ = 0, potom f(x) konverguje prdvé tehdy, kdyz
|zl < p-

e Pokud 0 < p < 00 alim, s |an|pp™ # 0, potom f(x) konverguje prdvé tehdy, kdyz
2], < p

Dikaz: Vse plyne z toho, ze p-adickd nekonecna rada konverguje pravé tehdy, kdyz
jdou absolutni hodnoty jejich s¢itancu k nule. Tudiz mocninna tfada konverguje prave
tehdy, kdyz x spliuje podminky, které jsou napsané ve formulaci véty, protoze pak
lim,, o0 |anz™|, = 0. O

Nyni definujme nékteré operace na mocninnych radach, tak aby to odpovidalo vysledkim
z véty 4.1.3.

Definice 4.2.1. Méme dvé mocninné tady S(X) => " a, X" a T(X) = > 7 b, X",
kde a,, b, € Q,. Potom definujeme soucet a soucin téchto rad takto

(S +T)(X) = f: an X" + i b X" = i(an )X,
n=0 n=0 n=0

(S-T)(X) = (Z anX”) : (Z an”> => (Z(ankbk)>X”.

n=0 \ k=0

A v pripadé, kdy by = 0, definugme jeste skladdni mocninnych tad:

S(T(X)=> a, (Z mem> .

=0
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Uvédomme si, ze vysledné fady z definice jsou skutecné definované jednoznacné, tj.
muzeme spocitat libovolny koeficient. U sou¢tu a souc¢inu to plyne z véty 4.1.3. Pro slozeni
plati, ze mocninna fada S(7(X)) a polynom Zi:o an(2F _ by X™)™ maji stejné koefici-
enty u mocnin X" pro vSechna r =1,2,... k.

Nicméné p-adické analyza trochu lisi od realné analyzy v podminkéch, za kterych je
funkce urcena slozenim mocninnych tad stejnd jako slozeni jimi urc¢enych funkei.

Véta 4.2.2. Necht f(X) = > 7 a, X" a g(X) = D02 b, X", by = 0, jsou formdlni
mocninné Tady s koeficienty z Q, a necht h(X) = f(9(X)) je jejich formdlni slozen.
Predpokldadejme, Ze pro x € Q, plati

1. dosadime-li x do g(X), bude g(x) konvergentni rada,
2. stejné tak, dosadime-li ¢islo g(x) do f(X), bude f(g(x)) konvergentni rada,
3. pro vsechna n € N plati |b,z"|, < |g(x)],.

Potom h(x) taky konverguje a plati f(g(x)) = h(z).

V redlné analyze staci, aby |g(z)|, < p, kde p je polomér konvergence f(X). Nicméné
v p-adické analyze je treti podminka skuteéné potieba - protipiiklad muzete najit v [4],
Problem 148, spolu s dukazem této véty.

4.3 Funkce definované mocninnymi radami

Jednim z problému p-adické analyzy je, ze zde nemuzeme vyuzit derivaci tak hezky jako
v realné analyze. Nemdme zde totiz analogii Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, nebot
zde neexistuje nic podobného intervalim.

Navic pro dvé funkce se stejnou derivaci obecné nemusi platit, ze se 1isi pouze o kon-
stantu.

Nicméné funkce definované mocninnymi fadami maji v p-adické analyze spoustu hez-
kych vlastnosti a chovaji se zde velice podobné tomu, jak jsme zvykli z realné analyzy.
Napiiklad jsou spojité uvniti kruhu konvergence (dikaz je stejny jako v redlné analyze,
najit ho muzete napiiklad v [10] v ¢dsti 6.3). A dokonce i jejich derivovéni funguje podobné
jako v realné analyze.

Definice 4.3.1. Méjme otevienou mnozinu U C Q, a funkci f : U — Q,. Potom
rekneme, Ze [ je diferencovatelnd v bodé x € U, pokud limita

oy i J@h) = f(x)
f(xz) = lim T

h—0

existuje a tuto hodnotu nazveme derivaci funkce f v bodé x. Pokud f'(z) existuje pro
kazdé x € U, Tekneme, Ze f je diferencovatelnd na U, a definujeme funkci f': U — Q,,

z— f(x).

Véta 4.3.1. Necht f(X) = > .07 a, X" je mocninnd tada s koeficienty z Q, magici
nenulovy polomeér konvergence. Necht

f(X) = i na, X" 1
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jge formdlni derivace této mocninné rady. Pak pro kazdé x € Q, takové, Ze f(X) konverguje
v bodé X = z, plati, Ze také f'(X) konverguje v bodé X = x. Navic plati, Ze funkce zadand
mocninnou Tadou f(X) md v bodé x derivaci a tato derivace je rovna hodnoté mocninné
rady f'(X) v bodé X = z.

7 toho dostaneme, ze i vicenasobné derivace mocninnych tfad vypadaji v p-adické
analyze stejné jako v redlné analyze:

B(x)=kS () an(Xx)" k.
P00 =43 () anl)
n>k
Pred tim, nez si dokazeme, ze pro dvé p-adické mocninné tady plati, ze pokud se
rovnaji jejich derivace, pak se lis{ pouze v absolutnim ¢lenu, pojdme si piedstavit jesté
jednu jejich vlastnost.

Véta 4.3.2. Méjme dvé mocninné rady f(X), g(X) a p > 0 a predpokladejme, Ze obé
konvergugi pro |z| < p. Nyni predpoklidejme, Ze existuje posloupnost prvki ,, € Q,
lezicich v kruhu konvergence, ktera md ma nekonecné mmnoho mistech nenulové pruky,
konverguje k nule a spliuje f(z,) = g(xm) pro vsechna m. Potom f(X) = g(X).

Diikazy obou vét opét muzete nalézt v [4] (Kapitola 4, strany 105-107) .
Nyni se podivejme na slibovanou vétu.

Véta 4.3.3. Méjme dvé mocninné rady f(X), g(X) a p > 0. Ddle predpokldidejme, Ze
obé konverguji pro |x| < p. Pokud funkce maji funkce f(x) a g(x) definované mocninngmi
radami f(X) a g(X) maji na mnoziné {x € Q, | |z|, < p} stejné derivace, potom existuje
konstanta c € Q, takovd, ze f(X) = g(X) + c.

Diikaz: Necht f(X) = > a, X" a g(X) = > b,X". Pokud se rovnaji derivace téchto
funkci, dostaneme z véty 4.3.1, ze plati

Znanx"_l = fl(z)=¢'(z) = ann$”_1
n=1 n=1

pro vSechna |z| < p. Potom ale z véty 4.3.2 plyne, Ze a,, = b, pro v8echna n > 1. Tudiz
jediné, v ¢em se muzou mocninné fady f(X) a g(X) lisit, jsou jejich absolutni ¢leny, tudiz
se muzou lisit pouze o konstantu. O

Vyhodou p-adickych mocninnych fad je, ze umime tict daleko vice o jejich kotfenech.
Strassmanova véta je pouze jedno z nékolika tvrzeni, které bylo o kofenech p-adickych
funkci definovanych mocninnymi fadami dokazano.

Véta 4.3.4. Strassmanova véta
Necht

f(X) :ZanX" =ag+a X +asX®+ ...
n=0

je nenulovd mocninnd tada s koeficienty z Q, a predpokladejme, Ze lim,,_,o a,, = 0, takze
f(x) konverguje pro viechna x € Z,. Necht N je takové nezdporné celé ¢islo, Ze

lay|, = max |a,|, a |a,|, < |an|, pron > N.
n>0
Potom funkce f : Z, = Q,, definovand x — f(z), md nejuyse N koreni.
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Diikaz: Dukaz povedeme indukei vuci N. Nejprve si musime uvédomit, ze takové N
skutecné vzdy existuje, nebot |a,|, jde k nule.

e Pokud N =0, plati |ag|, > |an|, pro vsechna n > 1. Chceme dokézat, ze v takovém
pifpadé nemd tato mocninnd fada zadny kofen. Tedy neexistuje zddné z € Z,
takové, ze f(x) = 0.

Predpokladejme nyni, ze takové x existuje, tudiz plati
f(z) = ap+ a1 + agz® + - =0,

—a0:a1x+a2m2+a3x3—|—....
Vzhledem k tomu, ze p-adicka absolutni hodnota opa¢nych prvku je stejna, dosta-

neme pomoci vety 4.1.1

laol, = a1 + agz® + azx® + .. .|, < max|a,z"|, < max|a,|,,
n>1 n>1

protoze x € Z,, tudiz |z|, < 1.

To je vsak spor s predpokladem, ze |ag|, > |ay|, pro vsechna n > 1.

e Predpokladejme, Ze je dano prirozené ¢islo N takové, ze pro vSechny mocninné rady,
jejichz koeficienty konverguji k nule, takové, ze koeficient s indexem N —1 > 0, mé
maximalni absolutni hodnotu a zaroven vsechny koeficienty s vétsim indexem maji
mensi absolutni hodnotu, plati, ze maji nejvyse N — 1 kofenu v Z,.

Nyni méjme mocninnou fadu @, X" s vlastnost{ lim,_,. a, = 0, pro kterou
¢islo N splauje |ay|, = max,>¢ |an|p & |an|, < |an|, pro viechna n > N.

Pokud by tato fada neméla zadny kofen v Z,, vétu by automaticky splnovala. Proto
predpokladejme, ze existuje a € Z,, takové, ze f(a) = 0. Z toho dostaneme

) = 1)~ o) = e o) = (2 0) 35 e+

Nyni si zavedeme oznaceni

B ap,r’a™ 1 e-li j <,
o je-li j > n.

Pak pro kazdé n plati lim;_, cj,, = 0, protoze tato posloupnost mé jen konecné
mnoho nenulovych ¢lenu. Protoze a € Z,, x € Z,, plati |o|, < 1, |z], < 1, a proto
ICinlp < |anlp- Coz znamend, ze lim,_, ¢, = 0 konverguje stejnomeérné v j. Podle
véty 4.1.2 muzeme provést zameénu a dostaneme

oo n—1 [e'e] [e'e)
E E aprl "I = E E apxl a1 E xl E akﬂﬂ&
n=1 j=0 §=0 n=j+1 j=0 k=0

Funkei f(z) si proto muzeme napsat jako



kde g(x) je funkce definovand mocninnou radou s koeficienty
oo
b] B Z aj+1+kafk.
k=0

Rada definujici b; skutecné konverguje podle véty 4.1.1, nebot || < 1 a plati
limy 00 @j114% = 0. Z toho téZ dostaneme

1bslp < maxajiiiilp < lanly
pro vSechna j. A zaroven
lbn—1lp = |an + anr0 + ans20® + ], = an],.
A proto, pokud j > N,

|bjlp < Iilgg |@j11k]p < jfznjf}fl |ajlp < lanlp = lbn—1lp-

Tudiz ma funkce g(z) z indukéniho predpokladu nejvyse N — 1 kofenu v Z,. Oviem
nase funkce f(x) ma pouze o jeden kofen vic, «, které jsme si vzali na zacatku.
Funkce f(z) mé proto maximalné N kofent v Z,.

]
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Kapitola 5

Grupa Z;

Mnozina invertibilnich prvka v okruhu celych p-adickych cisel je zajimava z nékolika

divodu. Muzeme totiz pomoci ni vyjddrit vsechny prvky Q) a popsat druhé mocniny

p-adickych ¢isel. Téz v ni lezi netrividlni odmocniny z jedné, jak pozdéji dokézeme.
Prvné se podivejme na to, které prvky Q, jsou invertibilni.

Véta 5.0.1. Z) = {z € Z,| ||, = 1}.

Diikaz: Vzhledem k tomu, ze |abl, = |a|,|b|,, je jasné, ze pokud |a|, < 1, tak nemuze
a~t lezet v Z,, protoze |a |, > 1.

Nyn{ ukazme, ze pro kazdé ¢islo |a|, = 1 existuje a=! € Z,. Protoze je a nenulovy
prvek Q,, md v Q, inverzni prvek. Pro tento inverzni prvek plat{ ||, = |a\;1 =1 A
proto a™! € Z,, a a je tedy invertibilnim prvkem Z,. O

Nyni pojdme ukézat, ze kazdy nenulovy prvek Q, lze zapsat ndsledujicim zpusobem:
Véta 5.0.2. Méyme v € Q, potom existuje jediné n € Z a z € Z; tak, Ze plati:
r=p'z.

Diikaz: Podle definice 2.2.6 (s pfihlédnutim k lemmatu 2.2.4) je absolutni hodnota
libovolného nenulového p-adického éisla 2 tvaru p*, kde k € Z. Polozme z = zpF, pak
plati |z], = |z|,|p"], = p*p™" =1, a tedy 2 € Z. . Proto pokud polozime n = —k, muzeme
psat x = p"z.

Nynf piedpoklddejme, Ze existuji n; € Z, ny € Z a k nim 2, € Z;, 20 € Z, tak, ze
T =pUz ax = p?z. Vzhledem k tomu, ze p* = |z|, = [p"|,|z1] = p™™ ap* = ||, =
|p"2|,]21| = p~"2, musf platit k = —n; = —ny. Tedy dostaneme xp* = 2 a zp* = 2. Je
tedy ny =ng a 21 = 2. O

5.1 Logaritmus a exponencialni funkce

V minulé kapitole jsme se bavili o p-adickych funkcich definovanych pomoci mocninnych
fad a o jejich vlastnostech. Jedny z funkci z redlné analyzy, které umime napsat pomoci
mocninné fady, jsou exponencidlni funkce a logaritmus (ten tedy umime takto vyjadrit
pouze pro z z urcitého intervalu). Navic jsou tyto funkce navzdjem inverzni bijekce, a proto
zadavaji izomorfismus mezi grupou redlnych cisel se s¢itanim a mezi grupou kladnych
redlnych cisel s ndsobenim:

e (R +)—e* € (Ry;-); te (Ry;-)—log(t) € (R;+).
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V této sekci budeme definovat p-adicky logaritmus a exponencidlni funkci za pomoci
jejich mocninnych tad, které pro pripomenuti vypadaji nasledovné:

log(X) = Z (_1)"—17(1)( —~ 1)”’

oo Xn
exp(X) =e* = Z g
n=0 ’

A podivame se, jak se tyto mocninné fady chovaji v p-adické analyze.

5.1.1 p-adicky logaritmus

Nejdtive bychom meéli zjistit polomér konvergence mocninné fady pro nas potencionalni
logaritmus.

Véta 5.1.1. Mocninnd 1ada

s - 35 e 1y

n=1

konverguje p-adicky pouze pro x — 1 € pZ,, tj. x € 1+ pZ,. Jinymi slovy v € B(1,1) =
{r €Z,,|v—1], < 1}.

Dikaz: Nejprve se podivame na polomér konvergence:

|an|p = |%|p = pvp(n)7

vp(n)
n\/ |anlp = ppT-

Up(")

Nyni musime ukdzat, ¢emu se rovna lim, .. p~» . Vime, ze v,(n) je nejvétsi m, takové,
ze p"|n, z ¢ehoz plyne, Ze

_ g = los(@™) _ log(n)
wrln) = log(p) — log(p)’

A z toho jiz odvodime, ze
by(n) _ log(n)
n ~ nlog(p)

Tedy U’T(") konverguje k nule, jak jde n do nekonecna, protoze 0 < # < nkff—&i)

krajni posloupnosti konverguji k nule, jak jde n do nekonecna. Z cehoz plyne

a obé

. Up(n)
lim p~»n =1.
n—oo

Nyni tedy musime ukézat, zda lezi jednicka v kruhu konvergence nebo ne. Kdyz do-
sadime (z — 1) = 1:

iy

= (=1
y B

n=1
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Podle véty 4.1.1 rada konverguje, pravée tehdy, kdyz jeji ¢leny jdou k nule. Coz v tomto
pripadé nenastava, protoze kdyz mame napiiklad n = p™, je absolutni hodnota n-tého
clenu [X], = m.

Takze jednicka nelezi v poloméru konvergence a dostavame to, co jsme chtéli. Rada
ze zadani konverguje pro (z — 1) € B(0,1), tedy pro z € B(1,1), tj. x € 1 4 pZ,. O

Nyni definujme p-adicky logaritmus.

Definice 5.1.1. Na mnoziné 1 + pZ, definujeme p-adicky logaritmus jako funkcilog, ()
danou mocninnou fadou Y, (_17):_1 (X — 1), tedy pro kazZdé x € 1+ pZ, klademe

logp i ) m—l) '

n=1

Pojdme dokdzat, Ze tato funkce mé velice podobné vlastnosti jako v redlné analyze:

Véta 5.1.2. Funkce log,(x) md na mnoziné 1 + pZ, derivaci, pricemz plati
! 1 ~ 717
(log,(x))" = — pro kaZdé x € 1 + pZ,.
x

Diikaz: Funkee log,(1 + ) je na mnoziné pZ, zadand mocninnou fadou

SN

Nyni muzeme vyuzit véty 4.3.1 a soucet geometrické fady. Pro libovolné = € pZ, plati

(log(x)) = i

n=1

nf

-1 n—1,_n-1
E 1 — = .
n—l( ) l1—(—z) 14z

Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni. m

Véta 5.1.3. Pro vsechna x,y € 1+ pZ, plati
log,,(zy) = log,(x) + log, (y)-
Diikaz: Dokdzeme ekvivalentni tvrzeni: pro kazdé x,y € pZ, plati
log, (14 z)(1 +y)) = log,(1+ x) + log,(1 4+ ¥).

Budeme postupovat tak, ze zafixujeme y € pZ, a ukdzZeme, ze obé strany predchozi
rovnosti jako funkce x € pZ, je mozné zadat jako soucet mocninné fady, abychom mobhli
vyuzit vétu 4.3.3. Plati (1+y)(1+2)=1+y+ (1 +y)x € 1 +Z,, a tedy

0 (_ n—1

o (14010 = - E (g = 30 EVS S0 (M gtety

n=01 n=1 k=0
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Pro libovolné n, k € NU {O} polozme

by = Lo (D@ +ykatyn Tk Gelik<nan>1,
a O’ je-li k > n nebo n = 0.

Pak tedy

log,((1+ y)(1+ =) Zank

n=0 k=0

Protoze |y| < 1 Jl+yl,=1alz, <2 5 Plat bk, < HE pn, a tedy lim,, o0 b = 0
konverguje steJnomerne v k. Jiste také platl limy_,o0 by = 0 pro kazdé n. Podle véty 4.1.2
plati

log,((1 +y)(1+ 1)) Zank—ano+ZZ ( )(1+y)k kyn—k,

k=0 n=0 k=1 n=k

Oznacme gy = Y oo 0 buo, g = Y e ! > #(2)(1 + y)ky"* pro kazdé k € N.
Ptedchozi rovnost znamena Ze mocninna rada Y peo 9k X * konverguje na mnoziné pZ, a
ze pro kazdé x € pZ, plati

> gea® =log, (1 +y)(1 + x)).

k=0

Protoze log,(1 + z) je sou¢tem mocninné fady konvergujici pro z € pZ, a log,(1 +y)
je konstanta, dostali jsme, ze obé strany rovnosti, kterou chceme dokazat, jsou dany
mocninnymi fadami konvergujicimi pro x € pZ,.

Nyni mizeme vyuzit faktu, ze log,((1 + y)(1 + x)) je slozenou funkei a muzeme jeji
derivaci spocitat jako derivaci slozené funkce. Pravidlo pro derivovani slozené funkce je
v p-adické analyze totozné s tim v redlné analyze a také se stejné dokazuje. Derivaci podle
proménné x dostaneme uzitim véty 5.1.2 dostavame

1

(I+y)(1+2) = EDEE]

(1 = )
( +y) 1+z

Také plati
(log,(1 + ) +1log(1+y)) = (log,(1 +z)) =

1+z

Podle véty 4.3.3 existuje c € Q, takové, ze log,((1+z)(1+y)) = log,(1+x) +log,(1+
y) +c.

Volbou x = 0 odvodime ¢ = 0, a tim jsme dokazali pozadovanou rovnost. n

5.1.2 p-adicka exponencialni funkce

Stejné jako u logaritmu za¢neme tim, zZe zjistime, pro jaky polomér konvergence mocninnéa
fada pro exponencialni funkci konverguje p-adicky.

Véta 5.1.4. Mocninnd rada
x
R(z) = ZO o)
konverguje v Q, prdvé pro x € pZ, v pripadé, Ze p # 2. Pokud je p = 2, rada R(x)
konverguje v Q, prdavé pro x € 4Z;.
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Diikaz: Podivejme se tedy na polomér konvergence:

|| :‘lv‘ :pvp(n!)7
P D

vp (n!)

{/lanlp =p~ =

Abychom ur¢ili polomér konvergence, musime zjistit, jak vyjadrit v,(n!). Potfebujeme
zjistit, kolik je prirozenych ¢isel m < n takovych, ze p|m. Toto mnozstvi dostaneme, kdyz
si vezmeme L%J , cozZ je nejvetsi celé cislo, které je mensi nebo rovno podilu %. Toto cislo
nam bohuzel nestaci, protoze nékterd ¢éisla muzou byt délitelnd p?. Kolik takovych éisel
existuje dostaneme opét, kdyz si vezmeme L%J Ale samoziejmé muze byt nékteré ¢islo

délitelné i vyssi mocninou p, proto

vy(nl) = 2 EJ .

Tato rada urcité konverguje, protoze od urcitého i bude {%J = 0 pro vsechna j > i.
P

Pomoci nasledujici fady jsme schopni v,(n!) shora odhadnout.

=3 |5 < n-
R Z.le Zzlp p—1

Posledni rovnost plyne z vlastnosti geometrickych rad.
7 toho dostavame, ze

vp(n!) 1

limsup {/|a,|, = limsupp™ = < pr-1,

n—oo n—oo
—1
a tedy polomér konvergence je vétsi nebo roven pr—1.
1 —1
A tada tedy konverguje pro |z|, < pr~T. Nyni zkusme dosadit |z|, > p?=T a podivejme

se, zda Tada muze konvergovat i pro takové x. Vezméme si n = p, kde m je libovolné
prirozené ¢islo, potom

x" P ‘l’|£ —prf pm—ll ;11
T pml - ]| Zpr-t -prt =pro
p

7 ¢ehoz plyne, ze Z:

- nemuze jit k nule pro [z[, > pz’%ll. Takze R(z) konverguje na

B(O,p%). Tudiz skuteéné pro vsechna p # 2 fada R(x) v Q, konverguje pravé pro
xr € pZ, Prop = 2 fada R(x) konverguje v Q, pravé pro vSechna = € 4Z,, protoze
2 —1=1, a proto R(x) konverguje na B(0,271). O

Nyni definujme p-adickou exponencidlni funkci.
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Definice 5.1.2. Necht D = B(O,pﬁ) = {z € Z,| |z|, < pﬁ} Potom p-adickou
exponencidlni funkci definujeme jako:

exp, : D — Qy,

o0 n

SRS

n=0

A ovérme, ze i v p-adické analyze méa podobné vlastnosti jako v realné analyze.
Véta 5.1.5. Méjme w, y leZici v mnozine konvergence exp,(x). Potom plati:
exp,(z + y) = exp,(z) exp,(y).

Dikaz: Vzhledem k tomu, ze i x + y lezi v mnoziné konvergence pro dané p, muzeme
si to rozepsat jako:

_Oo(x+y)n_oo1 —~ (M kg
exp,(r+y) = ) o _ZH L )E Y
n=0 n=0 k=0
0o n 1 nl e o n .Tn_k yk
=22 =) W
| — k! — ) K
fe i (n — k)k! i (n—Fk)Ek
> ..m © _k
_ X Yy
-(X5)(2%)
m=0 k=
Posledni rovnost plyne z véty 4.1.3. [

Nyni nam jiz nic nebrani v definovani p-adické exponencidlni funkce.

5.1.3 log, a exp, jako inverzni funkce

Dulezitou vlastnosti logaritmu a exponencidlni funkce v realné analyze je, ze jsou navzajem
inverznimi funkcemi. Nyni si ukazeme, ze i p-adické alternativy téchto funkei jsou si na
danych mnozinach inverzni.

Véta 5.1.6. Méjme v € Z,, takové, Ze |x|, < pr1. Potom

log, (exp, (7)) = z.

Meéjme x takové, Ze x € 1+ pZ, (pro p =2 méjme x € 1 + 4Z,). Potom

exp,(log, (7)) = z.

Dukaz: Abychom toto mohli dokazat, musime ukazat, ze funkce splnuji vSechny vlast-
nosti z véty 4.2.2 z predchozi kapitoly.

Nejprve pojdme na prvni rovnost. Vzhledem k tomu, Ze z lez{ v definiénim oboru
exp,, tak exp,(r) konverguje. Nyni je potieba ukézat, ze konverguje k nécemu, co je
v definiénim oboru funkce log, (7). Respektive musime ukézat, ze exp,(x) € 1 + pZ,.

Ve vété 5.1.4 jsme ukazali, ze > oo L konverguje pravé pro |z|, < pp%ll. Nyni

n!

ukazeme, ze pro vSechny takové x a n > 1 plati:




;n /v 7/ ~ /7 ~ O ~ 4 ~ ~ 7/ ~ p—
Vzhledem k tomu, ze |n!|, > p?=T a celé ¢islo mensi nez # nemuze byt vétsi nez ;LT%,

_n—1 Y
vime, ze |nl|, > p~»=1. Tudiz

-1
€T €T n—1 n
|z[; - Iilpi < (el <1
alllaly, ~ e = it |
plip p Pl pr-t

|z

P < \zfp.
!y 8

Vzhledem k tomu, ze pro n = 0 je f)—? = 1, plati exp,(z) € 1+ pZ,. Dokonce muzeme
tict, ze pro x € p™Z,, plati exp,(x) € 1 + p"Z,.

A zéroven z toho vime, ze plati i tfeti podminka z véty 4.2.2 - |b,2"|, < |g(x)]p,
n =1 o 7
v nasem piipadé | %[, < |exp,(x)|, = 1. Takze pro |z|, < pr~T mlzeme psét

log, (exp, (7)) = z.

Nyni se podivejme na druhé slozeni funkei. Mame x € 1+ pZ,, takze lezi v defini¢cnim
oboru p-adického logaritmu. Nyni musime dokézat, Ze i log,(z) lezi v definicnim oboru
exp,, a ze i log(x) splituje tieti podminku z véty 4.2.2.

Nejprve si rozsifme definici p-adické valuace na vSechna p-adicka ¢isla. Méjme z € Q,,.
Necht ¢ je éislo takové, ze |z|, = p~¢, potom definujeme v,(z) = c.

Vezméme si ¢ € 1+ p™Z, (kde pro p = 2 musi byt m > 2, pro p # 2 se jedna
o libovolné ptirozené ¢islo). Potom pro n > 1

Up((—l)”l(z — )"

> =nuy(z — 1) —vy(n) > vy(z — 1),

n
protoze
vp(r — 1) > Zp(_ni.
Tato nerovnost mus{ platit, nebot v,(z — 1) je kladné celé ¢islo a U;L’S"l) jepron > 1

mensi nez 1. Vyjimkou je ptipad, kdy p = 2 a n = 2, kdy je zlomek roven jedné, ovsem
pro p = 2 je vady ve(z — 1) > 2.
7 toho dostavame, ze pro n > 1

< |z —1],.
p

Apron=1je |(_1)0¢|p: |z —1],.

Z toho dostévame, ze |log,(z)|, = |x — 1|, a odtud plyne log,(z) € p"Z,, tedy log, ()
lezi v definicnim oboru funkce exp,. A navic z toho plyne, Ze je splnéna i tteti podminka

véty 4.2.2, |W|p < |log,(z)|, = |z — 1[,. TakZe uz mizeme psét
exp,(log,(r)) = z.

[]

7 této vety a diky dukazu, kde jsme dokazali trochu silnéjsi tvrzeni, plyne nasledujici
véta.
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Veéta 5.1.7. Pro kazdé celé m > zﬁ je aditivni grupa p"Z, izomorfni s multiplikationd
grupou 1 + p™ 7,

Diikaz: Timto izomorfismem jsou funkce log, a exp,, jak jsme jiz dokdzali. O
Obzvlast dulezita véc plynouci z této véty je, Ze pro p # 2 plati
aditivni grupa pZ, = multiplikativni grupa 1 + pZ,,.
V pripadé p = 2 musime, kvuli poc¢atecnim podminkam, dat p v druhé mocniné

aditivni grupa 4Z, = multiplikativni grupa 1 + 4Z,.

5.2 7, a netrivialni odmocniny z jedné

Cilem této c¢asti bude ukdzat, ze Z, = G x (14 p™Z,), kde G je grupa vsech odmocnin
z jedné, které lezi v Z,,, a m je nejmensi celé ¢islo takové, ze m > zﬁ' Jak vime z predchozi
¢asti, je m = 1 pro vSechna p # 2 a m = 2 pro p = 2.

Nejprve zacneme zjistovanim, jaké n-té odmocniny z jedné v Q, lez{. Vzhledem k tomu,
ze pro né plati |z[; = [2"|, = [1| = 1, musi vSechny odmocniny z jedné, které lezi v Q,,
lezet v Z,; .

Ptipomenme, ze odmocninu z jedné ¢ nazveme primitivni n-tou odmocninou z jedné,
pokud n je nejmensi ptirozené ¢islo splnujici (" = 1.

Véta 5.2.1. Pro p # 2, Z; obsahuje vsechny n-té primitivni odmocniny z jedné prdvé
tehdy, kdyz n|(p — 1). Odmocniny z jedné lezici v Z, tvori grupu izomorfni s (Z,/pZ,)*.

Diikaz: Nejprve dokdzeme, ze v Z, lezi vSechny kofeny polynomu f(X) = X Pl 1.7
malé Fermatovy véty vime, ze pro a € {1,...,p — 1} plati a»! =1 (mod p). Téz pro né
plati, ze f’(a) = (p—1)a?~? £ 0 (mod p). Tudiz podle Henselova lemmatu kazdy z téchto
prvku ndm zada jeden kofen polynomu f(z), tento polynom m4 stupen (p — 1), tudiz ma
(p — 1) kofenu a my nasli vsechny. Tyto odmocniny z jedné budeme znacit jako (,, kde
a€{l,...,p— 1}, podle toho, s jakym a jsou kongruentni modulo p.

Dokazali jsme, ze v Z, lezi vSechny primitivn{ n-té odmocniny pro n|(p — 1). Nynf
musime ukézat, ze jiné zde nelezi.

Dokazme nyni, ze pokud néjaké ¢ € Z; splinuje (™ = 1 pro m nedélitelné p, musi to
byt jedno ze (, definovanych pred chvili. Pro takové ¢ existuje b € {1,...,p — 1} takové,
7e platf ¢ = b (mod p) a (¢;' =1 (mod p). A oznaéme 3 = (¢, !, potom je 3 kofenem
polynomu g(z) = 2»~Y™ — 1. Plati 3 =1 (mod p) a jednicka spliuje g(1) = 0 (mod p) a
g'(1) # 0 (mod p), tudiz podle Henselova lemmatu existuje jediny kofen polynomu g(z),
ktery je kongruentni s 1 modulo p. OvSsem 1 je kofenem tohoto polynomu, tudiz plati
B=1.Tudiz 1 = (¢ " atedy ¢ = G

Kdyby v Z, existovala primitivni n-td4 odmocnina z jedné pro néjaké n délitelné p, pak
by jeji %—odmocnina byla primitivni p-t4 odmocnina z jedné. Ukazeme, ze p-t4 odmocnina
z jedné v Z; neexistuje.

Pojdme se tedy podivat na variantu, kdy n = p, na kterou jsme nemohli pouzit
Henselovo lemma, protoze f,(r) = prP~1 =0 (mod p).

Nejprve se podivejme na funkci log,:
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o ()@ —1)n
log (z) = .
gp(7) ; -
Pouzijeme Strassmanovu vétu 4.3.4 na pocet kofenu. Bohuzel tuto vétu nemuzeme
pouzit pifmo, ale musime vytvoiit novou funkci f(z) = log,(1+pz), kterd konverguje pro

vSechna = € Z,:

n=1

Jak vime z druhé ¢ésti véty 5.1.6 pro libovolné n > 1 plati v,(n) < n — 1. Oznaéme
an, = (—1)""'Z-. Uvédomme si, ze |a1], = % a pron > 1 je |a,|, = p*™™™ < p~L. Proto
N takové, ze |ay|, = max|a,|, a |a,|, < |an|p, pro n > N, je N = 1. Takze podle véty
4.3.4 ma funkce f(z) na Z, nejvyse jeden kofen, kterym je zfejmé x = 0. Coz znamens,
ze log, ma v 1 + pZ, pouze jeden koren, r = 1.

Kdyz si vezmeme z takové, ze 2P = 1, znamend to, ze x = 1 (mod p). Tudiz plati
x € 1+ pZ,. Ovsem kdyz 2P = 1, pak

0= logp(l) = logp(xp) = plog(x) = logp(x) =0.

Coz znamend, ze r musi byt 1, protoze log, ma v 1 + pZ, pouze jeden koren.
Taky to znamend, Ze odmocniny z jedné tvori v Z grupu izomorfni s (Z/pZ)*. [

Poznamka. NeZ pujdeme ddl, podivejme se na pripad p = 2. Grupa jednotek v Zo je
1+ Zs, tedy kazda odmocnina z jedné v Z5 md nulovy 2-adicky logaritmus. Podivejme se
na log, a opét pouzZijme Strassmanovu vétu 4.3.4, v tomto pripadé je hledané N = 2, takzZe
log, miiZe mit aZ dva kofeny v 1+ 2Zy. Ale my jiz zndme dva koreny: 1 a —1.
Odmocninami z jedné v Zo jsou tudiz pouze 1, které tvori multiplikationi grupu izo-

morfni Z/(A4Z)* .

Nyni, kdyz uz vime, ze odmocniny v jednotlivych Z tvori grupu, a dokonce i vime,
jak tato grupa vypadd, muzeme dokazat nasledujici vétu.

Véta 5.2.2. Oznacme q = p, kdyZ p # 2, a q = 4, kdyz p = 2. Potom kaZdou jednotku
okruhu Z, muzeme napsat jako soucin odmocniny z jedné ze Z, a jednotky z 1 + qZ,, a
to jedinym zpusobem.

Diikaz: Vezméme néjaké ¢islo u € Z7. Vime, ze v kazdé zbytkové tiidé modulo q
nedélitelné p lezi pravé jedna odmocnina z jedné (. Pro p = 2 to mozna neni vidét na
prvni pohled, ale uvédomme si, ze —1 =3+4-(—1) a —1 € Zy, tudiz —1 € 3 + 4Z,.

Potom ¢t = u(~! € 1 + ¢Z,. Takze u = t(. O

Cfmz mimo jiné také dostdvame izomorfismus mezi Z) a G X (14qZy), kde G je mnozina
odmocnin z jedné lezicich v Z,. Jak vime, tato mnozina G je izomorfni s (Z/qZ)*.

5.3 Druhé mocniny v Q7
Abychom pochopili, k éemu ndm muze byt, ze vime, ze je Z} = G x (1 + qZ,), pojdme
se podivat, co ndm to rekne o druhych mocnindch v Q.

Nejprve se podivejme, co diky ¢ésti 5.2 vime o Q.
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Véta 5.3.1. Pokud p # 2:
Q) ZZXZ/(p— 1)L x (1+ pZy,).

V pripadé, Ze p = 2:
QF =Z X Z)2Z x (1 +4Z,).

Diikaz: Z véty 5.0.2 vime, ze Q) = Z x Z,, protoze kazdé z € Q,, muzeme napsat
jedinym zpusobem jako p"u, kde u € Z;'.

Z véty 5.2.2 ale vime, ze Zx = G x (1 + qZ,). Zde G = (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z, pro
p#2.Prop=2je G=(Z/AL)* = Z)2Z. O

Tento izomorfismus ndm pomiuze odhalit, jak vypadaji druhé mocniny v Q,, respektive
¢isla, jejichz druhd odmocnina lezi v Q.

Véta 5.3.2. Méjme prvek a € Q) wvyjddren jako p"u, kde n € Z a u € Z,; potom a je
druhou mocninou pravé tehdy, kdyz jsou splnény obé nasledujici podminky:

1. n je sudé

2. pokud p # 2, u (mod pZ,) je druhou mocninou v (Z/pZ)*, pokud p = 2, u = 1
(mod 822)

Diikaz: Aby bylo a druhou mocninou v Q,, musi byt n sudé a w musi byt druhou
mocninou v Z, . Nejprve se podivejme na ptipad p # 2, protoze v tomto pifpadé muzeme
udélat:

1+ pZ, = exp,(pZ,) = exp,(2pZ,) = (exp,(pZ,))*.

Takze kazdy prvek z 1 + pZ, je druhou mocninou v Z;. Z véty 5.2.2 vime, ze Z, =
(Z/pZ)* x (1+pZy), takze Z) [(1+pZy,) = (Z/pZ)*. Z cehoz plyne, ze aby bylo u druhou
mocninou v Zx, musi byt v (mod pZ,) druhou mocninou v (Z/pZ)*.

Kdyz p = 2:

1+ 8Zy = expy(8Zy) = expy(2 - 4Zy) = (expy(4Z,))>.

Nyni si musime uvédomit, ze Z; /(1 + 8Zy) = Z/27 x Z/27 = (Z/8Z)*. Ale jedinou
druhou mocninou v (Z/8Z)* je jednicka, takze mame vyfesen i piipad p = 2. O

Takto jsme popsali, jak vypadaji druhé mocniny v Qp, coz je velmi uzitecné, jak si
ukazeme v nasledujici kapitole.
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Kapitola 6
Vyuziti p-adickych ¢isel v teorii cisel

6.1 Kvadratické zbytky

Na konci minulé kapitoly jsme popsali druhé mocniny v Q, pomoci druhych mocnin
v urcitych (Z/nZ)*. Vzhledem k tomu, ze v této kapitole se budeme s druhymi mocninami
pracovat, méli bychom si pripomenout, co o téchto druhych mocnindch v (Z/nZ)* vime.

Definice 6.1.1. Kvadratické zbytky: Méjme dvé nesoudélnd cisla a, n. Potom rekneme,
Ze a je kvadraticky zbytek modulo n, pokud eristuje ¢ € 7 takové, Ze a = ¢* (mod n).
V opacném pripadée rekneme, Ze a je kvadraticky nezbytek modulo n.

Druhymi mocninami v (Z/nZ)* jsou tedy tiidy obsahujici kvadratické zbytky modulo

O kvadratickych zbytcich vime nékolik uziteénych tvrzeni:

Véta 6.1.1. Necht’_? je liché prvocislo. Potom existuje prdvé ;%1 kvadratickych zbytki

modulo p a pravé P~ kvadratickyjch nezbytki modulo p.

Véta 6.1.2. Necht p je liché prvocislo. Potom plati, Ze soucin dvou kvadratickijch zbytki
1 dvou nezbytki modulo p je kvadraticky zbytek modulo p. Naopak soucin kvadratického
2bytku a nezbytku modulo p je kvadraticky nezbytek modulo p.

Véta 6.1.3. Plati, Ze —1 je kvadraticky zbytek modulo p prdve tehdy, kdyz je p = 1
(mod 4).

Kdyz dame dohromady véty 6.1.2 a 6.1.3 dostaneme, ze pro p = 1 (mod 4) plati, ze
pokud je a kvadraticky zbytek modulo p, pak je i —a kvadraticky zbytek modulo p.

Naopak pro p = 3 (mod 4) neexistuje zadny kvadraticky zbytek a modulo p takovy,
ze —a je kvadraticky zbytek modulo p.

6.2 Lokalni-globalni princip

Jednim z duvodu, pro¢ jsou p-adickd ¢isla dulezitou soucasti moderni matematiky, je
takzvany lokalni-globalni princip, o kterém si za chvili fekneme vice. Nejdiive se ovsem
pojdme podivat zpatky na absolutni hodnoty na Q.

Uz vime, ze na Q existuje klasickd absolutni hodnota, které se téz nékdy rika absolutni
hodnota v nekoneénu | | . Taky mame trividlni absolutni hodnotu a ostatni p-adické
absolutni hodnoty. Otézka zni jaké dalsi existuji.

Roku 1917 prisel A. Ostrowski s nésledujicim tvrzenim, kterd tuto otdzku vyftesila.
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Definice 6.2.1. Dvé absolutni hodnoty | |1 a | |2 na télese k jsou ekvivalentni, pokud defi-
nuji stejnou topologii na k. Coz znamend, Ze kazZdd mnozZina, kterd je oteviend i vzhledem
k jedné absolutni hodnoté, je otevrend vzhledem k té druhé.

Véta 6.2.1. Ostrowského véta
Kazdd netrividlng absolutni hodnota na Q je ekvivalentni s néjakou absolutni hodnou | |,
kde p je prvocislo nebo nekonecno.

Plati, ze dvé absolutni hodnoty jsou ekvivalentni na k pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x € k plati, ze |z|; < 1, prave tehdy kdyz je i |z|o < 1. Téz plati, ze dvé absolutni hodnoty
jsou ekvivalentni na k pravé tehdy, kdyz existuje a € R, tak, ze pro kazdé x € k plati
|z|¢ = |z|2. Uvadim to zde spise jako zajimavost, ale dukaz tohoto tvrzeni muzete nalézt
v [4].

Prikladem takové absolutni hodnoty ekvivalentni p-adické absolutni hodnoté muze byt
funkce:

| |* : Q — R—i—a
2], — ¢ *@) pro pevné zvolenou konstantu ¢ > 1.

Kdybychom se vratili zpatky k definici 2.1.2, je snadné ovérit, ze se skuteéné jedna
o absolutni hodnotu. Kazda mnozina, kterd je oteviend vzhledem k p-adické absolutni
hodnoté pro konkrétni p, bude oteviend vzhledem k této absolutni hodnoté. Tyto dve
absolutni hodnoty jsou proto ekvivalentni. Muzeme si v§imnou, ze tyto dvé absolutni
hodnoty spliuji: |z|, < 1 < |z|. < 1, protoze |z|¢ = |z,|, pro a splaujici ¢* = p.

Pokud jsou dvé absolutni hodnoty ekvivalentni, tedy zadavaji stejnou topologii, plati,
ze posloupnosti, které jsou cauchyovské vzhledem k jedné absolutni hodnoté, jsou cauchy-
ovské i vzhledem k druhé. To plati samoziejmeé i o konvergentnich posloupnostech, z ¢ehoz
plyne, ze dvé ekvivalentni absolutni hodnoty na QQ, nam daji stejné ziplnéni na Q.

Coz znamena, ze uz tedy zname vsechna ztuplnéni Q a umime s nimi pracovat.

Ve dvacatych letech dvacatého stoleti se zacal némecky matematik Helmut Hasse
zabyvat myslenkou studovani problému v Q pomoci studovéni téchto problému v R a
ve vSech Q,,.

Lokélni-globdlni princip: Reknéme, ze lokalni-globaln{ princip je splnén pro danou
vlastnost néjakého matematického objektu definovaného nad @Q, jestlize plati nasledujici:
objekt mé tuto vlastnost v Q, pravé kdyz ji ma v R a soucasné ve vSech Q,,.

O Q mluvime jako o globalnim télese a o R a Q, mluvime jako o lokalnich télesech.
Nejedna se o vétu, ale spise o filozofii. Nicméné ma tato myslenka vyuziti jak v teorii
¢isel, tak v geometrii.

Napiiklad nemuzeme fict, ze pokud ma polynom s racionalnimi koeficienty koten ve
viech lokélnich télesech, ma ho i v Q (za chvili si ukdzeme piiklad). Nicméné, pokud
polynom nem4 koten v néjakém z lokalnich téles, urcité ho nemuze mit ani v Q.

PRIKLAD: Méjme rovnici
(2% — 2)(z* — 17)(2* — 34) = 0.

Rovnice ma zfejmé feSeni v R. Téz ma zfejmé feseni ve vSech Q,, kde p # 2,17, protoze
z véty 5.3.2 vime, jak vypadaji ¢tverce v Q,. Pokud nenf ¢tvercem v Q, 2 ani 17, znamend
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to, ze se nejednd o kvadratické zbytky modulo p, v takovém ptipadé je pak druhou moc-
ninou 34, protoze sou¢in dvou kvadratickych nezbytku je kvadraticky zbytek. Pro p = 2
je 17 podle véty 5.3.2 druhou mocninou v Qy, pro p = 17 je 2 kvadraticky zbytek, protoze
62 =2 (mod 17).

Rovnice ma tedy feSeni ve vSech lokélnich télesech, ale pritom ho nemé v Q.

Jak vidime, myslenka lokdlniho-globalniho principu skuteéné vidycky neplati, pojdme
se ale podivat na pékny piiklad, kdy tato myslenka naopak plati.

Véta 6.2.2. Racionalni c¢islo x € Q je druhou mocninou pravé tehdy, kdyz je druhou
mocninou v R a ve vsech Q.

Diikaz: Cislo x € Q muzeme napsat jako:

r==4 H pr(@),

p je prvocislo

Pokud se jednd o druhou mocninu v R, zarucuje nam to, ze se jedna o nezaporné cislo.
Pokud se jedna o druhou mocninu v Q,, je v,(z) sudé ¢islo. Tudiz je x druhou mocninou
v Q pravée tehdy, kdyz je druhou mocninou ve vsech lokalnich télesech. O]

A myslenka lokalniho-globalniho principu nema vyuziti pouze, co se tyce druhych mocnin,
ale vSeobecné u kvadratickych forem.

Véta 6.2.3. Hasse-Minkowského véta
Necht Q(z1,...,1,) je kvadratickd forma s raciondlnimi koeficienty. Potom

e pro c € Q% md rovnice Q(xy,...,x,) = ¢ 7eseni v Q prdvé tehdy, kdyz ho md v R
a ve vsech Q, a

e rovnice Q(x1,...,x,) = 0 md reseni Q ruzné od (0,...,0) prdvé tehdy, kdyz md
resent ruzné od (0,...,0) v R a ve vsech Q,.

Muze se zdat, ze se nam touto vétou préace s kvadratickymi formami moc neulehéi,
protoze potiebuje zkontrolovat nekonetné mnoho moznosti. Nicméné jde ukéazat, ze nam
ve skutecnosti staci oveérit feseni pouze v konecné mnoha Q,,.

Jak si za chvili ukédzeme, je tato véta opravdu uzitecna.

6.3 Aplikace Hasse-Minkowského véty

V této posledni ¢asti svoji prace bych chtéla ukazat uzitecnost Hasse-Minkowského véty
tim, ze ji aplikujeme na nékteré znamé kvadratické formy:.

Hasse-Minkowského véta nam ovsem pouze tika, kdy ma dana kvadratickd forma feseni
v Q. V teorii ¢isel nas ale daleko castéji zajima, kdy ma dana kvadratickd forma feseni
v Z. Proto si nejdiive formulujme nésledujici vétu, jejiz diukaz muzete nalézt v [9] na
strané 45.

Véta 6.3.1. Davenport-Casselsova véta

Méjme kvadratickou formu (X1, Xa, ..., Xy) = >, 5a;; XiX; s celociselngmi koeficienty,
kde a;; = a;;. Navic pro tuto kvadratickou formu plati, Ze pro kaZdou n-tici x raciondlnich
cisel existuje n-tice a celych ¢isel takovd, Ze |q(x — a)| < 1. Potom pokud tato kvadratickd
forma vyjadruje néjaké n € Z v raciondlnich ¢islech, vyjadruje toto n @ v celych cislech.
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6.3.1 Soucet dvou, tfi a ¢ty druhych mocnin

V této casti budeme aplikovat Hasse-Minkowského vétu na znamé problémy, které trapily
matematiky nékolik desetileti na prelomu sedmnactého a osmnéctého stoleti. Jedna se
o Fermatovu vétu o souctu dvou druhych mocnin a Lagrangeovu vétu o ¢tyfech ¢tvercich.

Tyto dvé véty maji skutecné zajimavou historii. Ve zacalo jiz ve tfetim stoleti naseho
letopoc¢tu, kdyz Diophantus z Alexandrie publikoval sérii knih nazvanych Aritmetika.
Bohuzel vétsina téchto knih se nedochovala. Ovsem roku 1621 Claude Bachet de Mézirac
vzal zbyvajici knihy, udélal jejich latinsky preklad a s rozsdhlymi komentari je vydal.
Ukéazalo se, ze Diophantus v nékolika svych vétach predpokladal, ze kazdé ptirozené ¢islo
jde napsat jako soucet ¢ty druhych mocnin, ale dukaz se nikde nenasel (je mozné, ze Dio-
phantus dikaz ani nemél, jenom nenasel ¢islo, pro které by to neplatilo a tak predpokladal
pravdivost tohoto tvrzeni). Od vydani Bachetova prekladu Aritmetiky matematici praco-
valy na dikazu tohoto tvrzeni. Nicméné se to povedlo az Josephu-Louisovi Lagrangeovi
v roce 1770 (tedy o vice nez stoleti pozdéji). Vice o tom, jakym zpusobem toto tvrzeni
Lagrange dokazal, se muzete dozvedeét v [1].

Diophantova Aritmetika ovlivnila zdsadnim zpusobem matematiku, kdyz se dostala
do rukou Pierre de Fermata v roce 1636, ¢imz zacala Fermatovo nadseni pro teorii ¢isel.
Béhem svého zivota Fermat napsal na okraje této knihy 48 pozndmek, ve kterych byly
tvrzeni, které Fermat tvrdil, Zze dokdzal, ovSem naznak dukazu v poznadmkach mélo pouze
jediné z téchto tvrzeni. Po Fermatové smrti jeho syn vydal Aritmetiku s poznamkami
svého otce a matematici se nasledné snazili dokézat zbylych 47 tvrzeni. Nékteré tvrzeni
se ukazala nepravdivymi a posledni nevyreSené tvrzeni, znamé jako Velka Fermatova véta,
bylo dokazano az v roce 1994.

A praveé jednim z téchto 48 tvrzeni byla véta dnes znama jako Fermatova véta o souctu
dvou druhych mocnin. Neni jasné, jestli Fermat skuteéné mél dukaz nebo si to pouze
myslel, nicméné skuteény dukaz vymyslel az Leonard Euler v roce 1749 (opét o skoro
stoleti pozdéji). Eulerova prace na tomto dukazu dala zdklad pro dnes jiz zndmy Zakon
kvadratické reciprocity, pracujici s kvadratickymi zbytky, které budeme pouzivat na diukaz
castecné i my.

Cilem nésledujiciho textu je ukazat, jak mocnym néstrojem je Hasse-Minkowského
véta. Diky ni jsem vytvorila pomérné kratké elegantni dukazy téchto dvou tvrzeni, které
jsou pochopitelné i pro stredoskolské studenty.

Predtim, nez se pustime do dukazi, dokazme si toto lemma, které ndm pozdéji usnadni
praci.

Lemma 6.3.1. Necht p je liché prvoéislo. Méjme nulu a dalsich ’%1 ruznych nenulovijch
proki grupy 7./ pZ. Potom libovolny prvek mnoziny Z/pZ muzeme dostat jako soucet dvou,
ne nutné ruznych c¢isel, z této mnoZiny p%l + 1 cisel.

Diikaz: Dukaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze mame mnozinu téchto ;%1 Cisel
a nulu a prvek a € Z/pZ, ktery nejde napsat jako soucet dvou, ne nutné ruznych ¢isel
z této mnoziny.

Potom tato mnozina neobsahuje ani a ani ¢. Tedy téch ’%1 nenulovych ¢isel bylo
vybréno z mnoziny zbylych p — 3 éisel (Z/pZ bez nuly, a a §).

Cislo a jde napsat jako soucet dvou ne nutné riznych prvki Z /pZ prave 7%1 zpusoby.
Vytadili jsme moznosti a = a + 0 = § + §. Ovsem, ze zbyvajicich p — 3 ¢isel jsme porad
schopni udélat p%?’ moznych dvojic, které déavaji v souctu a. Pokud a nejde napsat jako
soucet nékteré z dvojic v nasi mnoziné, znamena to, ze v této mnoziné je nejvyse jeden
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prvek z kazdé z 7%3 dvojic, které davaji za soucet a. Tudiz by nase mnozina mohla mit
nanejvys p%g +1 ¢&isel, coz je spor, protoze nase mnozina ma ’%1 +1 prvku, coz je vice. [

Disledek 6.3.1. Vzhledem k tomu, Ze vime, Ze kvadratickiyjch zbytku modulo liché prvo-
==, znamend to, Ze kazdy nenulovy prvek Z/pZ je bud kvadraticky zbytek, nebo

cislo p je P5=,
jde napsat jako soucet dvou kvadratickiyjch zbytku.

Nyni se jiz muzeme pustit do prvniho slibovaného dukazu.

Véta 6.3.2. Fermatova véta o soucétu dvou druhiych mocnin

Necht p je liché prvoéislo. Potom rovnice x* + y? = p md celociselné Fesend prdvé tehdy,
kdyzp=1 (mod 4).

Diikaz: 7 Hasse-Minkowského véty plyne, ze pokud existuje feseni v Q, pro kazdé ¢ a
v R, potom existuje teseni v Q.

Kvadratickd forma 2% + y? spliiuje podminky z véty 6.3.1. ProtoZe pro libovolné ra-
ciondlni &fslo 2 jsme schopni najit celé éislo a takové, ze [z —a| < 5 = (2 —a)? < 1. Tudiz
pro libovolné z,y € Q jsme schopni najit a,b € Z takové, ze (x —a)? + (y — b)? < 1. Tedy
z véty 6.3.1 vime, ze pokud tato forma vyjadiuje néjaké n € Z v raciondlnich ¢islech,
vyjadiuje ho i v celych cislech.

Nejprve se podivejme na feseni v Qq, kde g # p a ¢ # 2. V takovém piipade p € Z;.
Z lemma 6.3.1 vime, Ze, bud’ je p samo kvadratickym zbytkem modulo ¢, nebo existuji
dva kvadratické zbytky =,y modulo ¢, 0 < z <y < ¢ — 1, takové, ze  +y = p (mod q).
V pripadé, kdy je p kvadratickym zbytkem, staci vzit t = 0ay =p.Pakp—ax =y
(mod q) je kvadraticky zbytek modulo ¢, a tedy podle véty 5.3.2 jsou x i p — = druhé
mocniny v Q,, jejichz souctem je p.

Nyni se podivejme na feseni v Q,. Vzhledem k tomu, Ze p neni druhou mocninou
v Q,, musime ho dostat jako soucet dvou nenulovych druhych mocnin. V ptipadé, kdy
p=1 (mod 4), ndm staci vzit lap—1, p—1= —1 (mod p), protoze pro tato p se jednd
o druhé mocniny podle véty 5.3.2. V druhém pripadé, kdy p = 3 (mod 4), neni —1 druhou
mocninou, tudiz tuto moznost nemame. Pojd'me sporem dokézat, Ze pro tato p neexistuje
v Q, Teseni. Predpokladejme, zZe p jde napsat jako soucet dvou druhych mocnin v Q,.
Nyni vezmeme nejmensi mocninu p takovou, ze po vynasobeni touto mocninou se tyto
prvky stanou celymi p-adickymi ¢isly - tudiz alespon jeden z téchto dvou prvku nebude
délitelny p. Oznacme tato celd p-adicka ¢isla z a y. Timto dostaneme vyjadieni liché
mocniny p jako soucet dvou druhych mocnin ze Z,. Tedy urcité musi platit x +y = 0
(mod p), pricemz alespon jedno z ¢isel x, y neni délitelné ¢islem p, a tedy zadné z nich.
Pak by ovsem pro néjaky kvadraticky zbytek a modulo p existoval kvadraticky zbytek —a
modulo p, coz je spor s tim, ze p = 3 (mod 4), pro které zadné takové a neexistuje. Tudiz
v piipadé p = 3 (mod 4) feseni v Q, neexistuje nikdy.

Nyni se podivejme na posledni pripad, feseni v Q2. V minulém odstavci jsme vylouéili
moznost, ze by $lo p = 3 (mod 4) napsat jako soucet dvou druhych mocnin, proto nyni
budeme pouze dokazovat, ze jde prvocislo p = 1 (mod 4) napsat jako soucet dvou druhych
mocnin i v Q.. Plati, ze p =1 (mod 8) nebop =5 (mod 8). V prvnim piipadé je prvoéislo
podle véty 5.3.2 samo o sobé druhou mocninou v Q. V druhém pripadé muzeme napsat
toto prvocislo jako p = 4 4+ u, kde u = 1 (mod 8), tudiz jde skuteéné napsat jako soucet
dvou druhych mocnin. O

Prirozenou otdzkou nyni je: které dalsi prirozena ¢isla jdou napsat jako soucet dvou
druhych mocnin celych ¢isel?
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Véta 6.3.3. Necht n je prirozené éislo. Potom n = a2 + y? pro néjaké x,y € Z prdvé
tehdy, kdyz kazdé prvocislo p = 3 (mod 4) se v prvociselném rozkladu n objevuje v sudé
Mocnine.

Dukaz: Vzhledem k tomu, Ze se jedna porad o stejnou kvadratickou formu jako v minulé
véteé, opét pro ni plati Davenport-Casselsova véta, tudiz staci oveérit, ze pro kazdé takové
n existuje feseni v Q.

Zacneme hleddnim Fesenim v Q, pro p{n a p # 2. V tomto piipadé je dukaz stejny
jako v minulé vété pro Q,, kde g # p a ¢ # 2. Staci nam opét pouze lemma 6.3.1, protoze
nez,.

Nyni se podivejme na vSechna p | n takové, ze p =1 (mod 4) a hledejme feseni v téchto
Q,. V pifpade, ze p déli n v sudé mocning, je n = p?*u, kde u € Z, . Z predchoziho odstavce
vime, Ze u umime napsat jako soucet dvou druhych mocnin, feknéme a? + b?> = u, kde
a,b € Qp, a proto p**a* + p**b? = n. Pokud p déli n v liché mocning, je n = p*pu, kde
u € Z,;, teknéme v = a + 2, kde 0 < a < p—1a z € pZ, Vime, Ze umime napsat p
jako soucet dvou druhych mocnin, feknéme ¢+ d = p, kde ¢, d jsou druhé mocniny v Q,.
Potom pu = pa + pz = (¢ + (a — 1)p + zp) + d, vzhledem k tomu, ze (a — 1)p + pz € pZ,,
je ¢+ (a — 1)p + zp druhou mocninou, tudiz umime vyjadrit n jako soucet dvou druhych
mocnin v Q,.

Pfejdéme na p | n, p = 3 (mod 4). Pokud p déli n v sudé mocniné, umime toto n
napsat jako soucet dvou druhych mocnin v Q,, ze stejného duvodu jako pro p nedélici
n. Pokud p déli n v liché mocning, plati n = p***'u, kde u € ZX. Predpoklddejme, ze
n = a+0b, pro n¢jaké druhé mocniny a, b € Q,. Opét vynasobme a, b mocninou p takovou,
ze dostaneme cela p-adicka cisla, kde alespon jedno z nich nebude délitelné p, tyto nové
druhé mocniny ozna¢me ¢, d. Potom musi platit np® = ¢ + d, kde a je sudé celé ¢islo,
pro které plati —a < 2k + 1. Vzhledem k tomu, ze p déli n v liché mocniné, dostaneme
ekvivalenci np® = 0 = c¢+d (mod p), coz je, stejné jako v dukaze minulé véty, spor s tim,
ze p = 3 (mod 4), protoze pro tato p neexistuji dva kvadratické zbytky, které by v souc¢tu
déavaly nulu.

A posledni nam zbyva ovéfit existenci feSeni v Q. Mé&jme nase n = 2%u, kde u € Z5.
Moznost, kde p = 3 (mod 4) déli n v liché mocniné jsme jiz vylouéili, tudiz u = 1 (mod 4)
(protoze 3> = 1 (mod 4)). V ptipadé, kdy je k sudé, uz vime, ze n jde napsat jako soucet
dvou druhych mocnin, protoze u uz umime napsat jako soucet dvou druhych mocnin.
Pokud je k liché, musime zjistit, jestli umime napsat jako soucet dvou druhych mocnin
i2u. Ovéem v = 1 (mod 8) nebo u = 5 (mod 8), a v obou piipadech 2u = 2 (mod 8).
Ovsem to znamend, ze 2u — 1 = 1 (mod 8), a tedy se jedna o druhou mocninu v Q. A
rovnost 2u—1+1 = 2u nam dava vyjadieni 2u jako soucet dvou druhych mocnin v Q. [

Abychom dokazali, ze jde kazdé prirozené cislo napsat jako soucet ¢ty druhych moc-
nin, pomuzeme si tim, ze dokdzeme, ze ve skutecnosti vétsinu prirozenych ¢isel je mozné
napsat jako soucet tii druhych mocnin.

Lemma 6.3.2. Prirozené cislo n jde napsat jako soucet tii druhych mocnin celyjch cisel
prdvé tehdy, kdyZ n nent tvaru 4'(7 + 8k), pro Zddnd I,k € Z5.

Dukaz: Vsechna cisla, kterd maji ve svém prvociselném rozkladu vsechna prvocisla
p = 3 (mod 4) v sudé mocniné, jdou napsat jako soucet dvou druhych mocnin, tudiz
i jako soucet tfi druhych mocnin. Proto se budeme zabyvat pouze piipadem, kdy je v
rozkladu c¢isla n nékteré takové prvocislo v liché mocniné.
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Nejprve ovéime, ze na i na tuto kvadratickou formu plati Davenport-Casselsova véta.
Jak jsme jiz fikali v dukazu Fermatovy véty o souc¢tu dvou druhych mocnin, pro kazdé
r € Q umime najit a € Z takova, ze |x — a| < % Tedy pro kazda x,y, z € Q umime najit
a,b,c € Z takové, ze (x — a)? + (y — b)*> + (2 — ¢)* < 2 < 1. TudiZz ndm opét staci overit
reseni v Q.

Pro p 1 n jsme jiz ovérili existenci feseni v Q, pro soucet dvou druhych mocnin, proto
musi existovat i feSeni pro soucet tii druhych mocnin.

Stejné tak prop [ n, p =1 (mod 4) a pro p = 3 (mod 4), které n déli v sudé mocniné,
jsme overili, ze vzdy existuje feSeni v Q, pro soucet dvou druhych mocnin, tudiz urcite
zde najdeme i tii druhé mocniny, které maji za soucet n.

Nyni se podivejme na p = 3 (mod 4), které déli n v liché mocniné. V takovém piipadé
n = p**pu, kde u € Zy, pojdme dokdzat, Ze umime napsat pu jako soucet tif druhych
mocnin v Q,. Vezméme si kvadraticky zbytek 0 < a < p — 1. Z véty 6.1.3 vime, ze —a
neni kvadraticky zbytek, ale potom z dusledku 6.3.1 plyne, Ze nyni existuji kvadratické
zbytky b, ¢, 0 < b < ¢ < p—1 takové, ze b+ ¢ = —a (mod p). Tedy a+b+c =0 (mod p).
A proto urcité existuje k € Z, tak, ze a + b+ (¢ + pk) = pu, ovsem kazdy ze s¢itancu a,
b, ¢ + pk je druhou mocninou v Q,.

Tudiz pro vSechna lichd p mé rovnice 2% + y? + 22 = n feSeni v Q,. Problém tedy
nastane az pro p = 2.

Pojdme se podivat na feeni v Q,. Napisme si n = 4'u, kde [ je celé nezdporné a
4 nedéli u. Potom v — 1 dava po dava po déleni osmi jeden ze zbytku 0, 1, 2, 4, 5,
6. S vyjimkou ¢isla 6 umime kazdy z téchto zbytku napsat jako soucet dvou séitancu
a,b € {0,1,4}, coz jsou druhé mocniny. Vzhledem k tomu, Ze je u —a —b =1 (mod 8),
dostdvame pozadované vyjadieni u jako souctu tif druhych mocnin: (u—a—>b)+a+b = u.

Zbyvéa ndm moznost u = 7 (mod 8), tj u = 748k Pro tuto moznost sporem dokazeme,
7e vyjadfeni pro n neexistuje. Pfedpokladejme, ze n = 447 + 8k) = 2% + 3? + 22, kde
x,y,z € Q, pripadem, kde je nékteré z ¢isel x, y nebo z nulové, se budeme zabyvat
pozdéji. Prepisme si tento soucet na 4"a? + 4°0? + 4'c? = 41(7 + 8k), kde 21 a, 21 b, 2 f c.
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze r» > s > t. Vzhledem k tomu, ze se nemuselo
jednat o cela p-adicka cisla, muzou byt tyto exponenty i nekladné, ale to nas vypocet nijak
neovlivni. Ztejmé [ > t. Miizeme tedy rovnici vydélit 4%: 4"~ 'a? +457th2 +c? = 471 (7+8k).
Pokud by bylol —t =0ar —t > s—1t> 0, muselo by platit ¢ =3 (mod 4), coZ nelze.
Odtud je vidét, ze musi byt s = t. Tedy dostavame 4"ta? + b+ ¢? = 4'=4(7 + 8k). Pokud
jer—t>0al—t>0,musf b*+ ¢> = 0 (mod 4), ale druhé mocniny v Z; jsou vzdy
kongruentni s jednickou modulo 8, tudiZz to neni mozné. Coz znamend, ze bud r —t = 0
nebo [ —t = 0. V prvnim pifpadé dostaneme rovnost a? + b + ¢ = 4:71(7 + 8k). Potom
by musela jedna z rovnost{ a® + b? + ¢ = 0 (mod 4) nebo a* + > + ¢ = 7 (mod 8) a
ani jedna neni mozna. Posledni neprozkoumanou moznosti je l —t =0 ar —t > 0, ale
v tomto pifpadé dostavame rovnost a® +b* = 3 (mod 4), coz opét nejde. Dostdvame tedy
spor s tim, Ze by §lo napsat n = 4(7 + 8k), kde [ € N, k € N, jako soucet tif nenulovych
druhych mocnin v Q.

Nyni se podivejme na moznost, kdy je jedna z druhych mocnin v sou¢tu nulova, kterou
jsme v minulém odstavci nebrali v ivahu. V takovém piipadé umime vyjadrit n jako soucet
dvou druhych mocnin z Qy: n = 22 + y2. Nage n neni druhou mocninou z Q,, tudiz z i y
jsou uréité nenulové. Stejné jako v minulém pifpadé si napisme n = 4'(7+8k) = 4"a%+451?,
kde2fa,2tbal > s,r > s. Nyni vydélime 4° a dostaneme n = 4'=5(7+8k) = 4" *a?+b2.
Nyni muZou nastat tii situace. Pokud je r —s = 0 a [ — s > 0, musi platit a®> +b* = 0
(mod 4), coz uz vime, ze nejde. Déle muze nastat situace opacna: r —s > 0al—s=0.
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Potom by muselo platit 3 = a? (mod 4), coz opét nastat nemtze. Tieti mozZnosti je
r = s = [, pak by muselo platit 7 = a® + b* (mod 8), coz téz nelze.

Proto pravé ¢isla tvaru n = 4Y(7 + 8k) nejdou napsat jako soucet tif druhych mocnin
v Q9 a tudiz ani v Q. O

Véta 6.3.4. Lagrangeova véta o ¢tyrech ¢étvercich
Kazdé prirozené cislo jde napsat jako soucet ctyr druhiych mocnin celych cisel.

Dukaz: Vzhledem k tomu, ze na tuto kvadratickou formu nemuzeme pouzit Davenport-
Casselsovu vétu, pomuzeme si predchozim lemmatem. Jedina ptirozena ¢isla, ktera nejdou
napsat jako soucet ti{ druhych mocnin, jsou &isla tvaru n = 44(7 + 8k). OvSem tato &isla
si miZeme rozepsat na 4'(7 + 8k) = 4! + 4Y(6 + 8k) a z predchoziho lemmatu vime, Ze
¢islo 4(6 + 8k) jde napsat jako soucet tif druhych mocnin. Viechna piirozena éisla jdou
napsat jako soucet ¢tyt druhych mocnin celych ¢isel. O]

Jak vidime, p-adicka cisla a Hasse-Minkowského véta jsou opravdu silnym matematickym

nastrojem. Diky nim jsme schopni vyftesit problémy, které matematici resili celé stoleti,
pouze pomoci zédkladnich znalosti s¢itdni, kongruenci a kvadratickych zbytk.
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Kapitola 7
Zaveér

Doufam, ze z mé prace bylo poznat, ze p-adicka ¢isla jsou krasnou oblasti matematiky
propojujici algebru, analyzu a teorii ¢isel. Navic jsou opravdu uzitecnd, posledni kapitola
ukazovala pouze jednu z mnoha véci, na kterou se p-adicka ¢isla pouzivaji. Jejich aplikaci
muzeme najit napiiklad i ve znamém dukazu Velké Fermatovy véty.

Sveét p-adickych ¢isel se muze zdat ze zacatku zvlastni a nepredstavitelny, nicméné nas
donuti zamyslet se nad nékterymi matematickymi pojmy vice dopodrobna. Napiiklad, co
je to vlastné vzdéalenost mezi dvéma ¢isly a ze to nemusi byt pouze néco, co jde zmérit
pravitkem. Jesté zajimavéjsi je naslednd prace s touto vzdalenosti v p-adické analyze.
V redlné analyze se d& spousta véci vysvétlit obrazkem, ale mnozinu p-adickych cisel
neumime tak jednoduse nakreslit. Na druhou stranu nam ne-archimédovska vlastnost p-
adické absolutni hodnoty spoustu véci usnadnila, naptiklad jsme diky ni mohli formulovat
Strassmanovu vétu o kofenech funkeci definovanych mocninnymi radami, kdezto v realné
analyze nic podobného neplati. OvSem tplné nejkrasnéjsi je, jak ndsledné muzeme znalosti
z p-adické analyzy vyuzit na zkoumani algebraickych struktur na Q,.

Tato prace ma hlavné slouzit jako ivod do problematiky p-adickych ¢isel. J& jsem se
na konci rozhodla zamérit na druhé mocniny v Q,, a vyuziti pii feSeni kvadratickych forem
nad Q, protoze mi byla tato oblast nejblize. Nicméné je to pouze jedna z mnoha oblasti,
ktera by se dala zkoumat. Zajimavé by urcité mohlo byt podivat se na dalsi p-adické
funkce definované mocninnymi fadami ¢i na algebraicky uzaver télesa p-adickych ¢isel.
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