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1 Rekurentńı posloupnosti 9
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Úvod

Diskrétńı posloupnosti nacháźı své uplatněńı v mnoha vědńıch oborech at’ už k výpočt̊um

nebo k modelováńı. Takové posloupnosti slouž́ı k nejjednodušš́ım matematickým mo-

del̊um. I přes jejich jednoduché zadáńı mohou tyto posloupnosti předpov́ıdat populaci

nějakého ekosystému nebo simulovat chaotickou soustavu.

O něco složitěǰśı systémy, které jsou spojité v čase, můžeme modelovat diferenciálńımi

rovnicemi. U jejich řešeńı můžeme rozlǐsovat např́ıklad periodicitu nebo pro nás v teo-

retické části d̊uležitěǰśı stabilitu. Stabilitou řešeńı diferenciálńıch rovnic se zabývá teorie

stability. Tato teorie je podobná jako u posloupnost́ı a v práci ilustrujeme některé jejich

paralely, na kterých založ́ıme rozš́ı̌reńı derivace v praktické části práce.

Zlomkové derivace a zlomkové diferenciálńı rovnice nacházej́ı své uplatněńı v nejr̊uzněǰśıch

vědńıch discipĺınách [10]. Existuje několik možných rozš́ı̌reńı derivaćı, které splňuj́ıćı

určité vlastnosti. Se standardně použ́ıvanými rozš́ı̌reńımi se může čtenář seznámit v [3]

a [6]. My se zaměř́ıme na rozš́ı̌reńı, které přirozeně vyplyne ze studia konvergentńıch

posloupnost́ı a stabilńıch diferenciálńıch rovnic. V práci rozebereme vlastnosti tohoto

rozš́ı̌reńı, uvedeme několik jeho př́ıklad̊u a rozš́ı̌reńı aplikujeme na modelováńı tlumeného

kyvadla.
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Teoretická část

Tato část práce analyzuje některé vlastnosti rekurentńıch posloupnost́ı a diferenciálńıch

rovnic, jako je jejich konvergence a stabilita [9]. Využijeme zde základńı poznatky o po-

sloupnostech [2]. V kapitole 1 předlož́ıme dva př́ıklady rekurentńıch posloupnost́ı, jejichž

podmı́nky pro konvergenci zobecńıme ve speciálńım př́ıpadu Banachovy věty o pevném

bodě. Tyto diskrétńı posloupnosti přeṕı̌seme na diferenciálńı rovnice, jejichž stabilitou

se budeme zabývat v kapitole 2. V kapitole 3 uvedeme věty komplexńı analýzy, jako je

obecná Cauchyho věta, Weierstrassovo kritérium a Taylor̊uv rozvoj. Tyto věty využijeme

následně v části praktické k rozš́ı̌reńı derivace.

1 Rekurentńı posloupnosti

V této práci se budeme soustředit primárně na rekurentně zadané posloupnosti. Tedy

posloupnosti, kde je dán člen a0 a všechny daľśı členy definujeme pomoćı předchoźıch

člen̊u, př́ıpadně i n. Nejzákladněǰśı taková posloupnost s prvńım členem a0 je dána an+1 =

f(an) pro n ≥ 0. Rovnici an+1 = f(an) ř́ıkáme diferenčńı rovnice a a0 je počátečńı

podmı́nka. Jednotlivé členy jsou pak a1 = f(a0), a2 = f(a1) = f(f(a0)), · · · . Proces

opakovaného dosazováńı funkčńıch hodnot do argumentu funkce nazýváme iterace.

Definice 1.1. Pevný bod funkce f(x) je takový bod α ∈ Df , pro který plat́ı α = f(α).

Posloupnosti {a0, an+1 = f(an)} jsou úzce spjaty s těmito pevnými body, nebot’ je

lze numericky určit právě jako lim
n→∞

an. Tato metoda hledáńı pevných bod̊u se nazývá

metoda prosté iterace.

Věta 1.1. Necht’ posloupnost {a0, an+1 = f(an)} konverguje k α a f je v α spojitá. Pak

f(α) = α.

Po rozebráńı př́ıklad̊u uvedeme nutnou podmı́nku pro funkci f a počátečńı podmı́nku

a0, aby prostá iterace tohoto bodu konvergovala právě k jednomu pevnému bodu funkce

f .

Nadále budeme v celé práci uvažovat množinu přirozených č́ısel N i s nulou.
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1.1 Babylonská metoda

Tato metoda umožňuje určit s libovolnou přesnost́ı druhou odmocninu kladného č́ısla

pouze pomoćı triviálńıch aritmetických operaćı a iterace. Jedná se o př́ıpad metody prosté

iterace

Věta 1.2 (Babylonská metoda). Pro posloupnost

{
a0 = b, an+1 =

an + b/an
2

}
, kde b > 1

plat́ı lim
n→∞

an =
√
b.

D̊ukaz. Využijeme faktu, že každá omezená klesaj́ıćı posloupnost konverguje [2]. Všimněme

si, že všechna an jsou kladná, nebot’ f(x) =
x+ b/x

2
je kladná kdykoliv x je kladné.

Protože a0 je kladné, je kladné i a1 a všechny následuj́ıćı členy, tedy ∀n ∈ N : an > 0.

Indukćı dokážeme, že ∀n ∈ N : an >
√
b. Pro b > 1 je b >

√
b =⇒ a0 >

√
b, což je prvńı

krok indukce. Předpokládejme, že an >
√
b pro nějaké n. Pak je (an −

√
b)2 > 0, což je

po roznásobeńı ekvivalentńı

(an)2 + b > 2an
√
b.

Vyděĺıme-li obě strany kladným 2an, dostáváme

an + b/an
2

= an+1 >
√
b

a je tak splněn indukčńı krok. Tedy ∀n ∈ N : an >
√
b, což znamená, že

an >
b

an

2an > an + b/an

an >
an + b/an

2
= an+1.

Máme tak klesaj́ıćı posloupnost omezenou zdola č́ıslem
√
b. Posloupnost tak konverguje

k nějaké limitě, řekněme α. Funkce f(x) =
x+ b/x

2
je pro x > 0 spojitá a tedy podle

věty 1.1 je α takové, že α =
α + b/α

2
=⇒ α =

√
b.

Posloupnost konverguje k
√
b i pro 0 < b < 1, ale neńı zde monotonńı na všech n.

Tento problém lze vyřešit t́ım, že pokud 0 < b < 1, pak zváž́ıme iterace k 1/b > 1,

které p̊uvodńı větou konverguj́ı monotónně k 1/
√
b. Dále stač́ı jen výsledek převrátit a

dostaneme touto metodou
√
b i pro 0 < b < 1.

Pro rychleǰśı konvergenci posloupnosti lze vybrat počátečńı hodnotu a0 co nejbĺıže

hodnotě
√
b. Babylonská metoda nacháźı své uplatněńı př́ımo v kalkulačkách a poč́ıtač́ıch
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pro výpočty odmocnin. Jedná se o lehce implementovatelnou a rychle konverguj́ıćı po-

sloupnost.

⋅
⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Obrázek 1: Babylonská metoda pro b = 100 a 0 ≤ n ≤ 10

1.2 Logistický r̊ust populaćı

Matematika nacháźı svoj́ı aplikaci v biologii často právě při modelováńı populaćı nejr̊uzněǰśıch

společenstev. Uvažujeme-li např́ıklad jednotku času t jako jeden rok, lze předpokládat,

že velikost populace Pt+1 v roce t+ 1 je závislá na velikosti populace Pt v roce t. Tedy lze

vyjádřit Pt+1 = f(Pt). Necht’ P0 znač́ı populaci na začátku našeho měřeńı. Nejjednodušš́ı

a intuitivńı model pro množeńı populace může být např́ıklad

Pt+1 = 2Pt.

Pro počátečńı podmı́nku P0 je Pt = P0 · 2t, jedná se tedy o exponenciálńı r̊ust a populace

roste nade všechny meze. Skutečnost, že takový př́ıpad prakticky nemůže nastat, dobře

zachycuje logistická rovnice ve tvaru

Pt+1 =

(
2− Pt

K

)
Pt, (1.1)

kde K je takzvaná nosná kapacita prostřed́ı. Pro velké K a malé Pt je
Pt
K

zanedbatelná a

lokálně se jedná o exponenciálńı r̊ust. Jde-li ovšem Pt → K, máme Pt+1 ≈ Pt a populace

se kolem nosné kapacity jej́ıho prostřed́ı stabilizuje. Numericky bylo v [1] ukázáno, že

pro K = 500 se pro P0 ∈ (0, 1000) populace stabilizuje v nekonečnu právě v K = 500.

Fakt, že pro některá P0 posloupnost {Pt} konverguje ke K, bychom mohli podobně jako v

předchoźı kapitole dokázat. V tomto př́ıkladě se spokoj́ıme pouze s intuitivńı představou.

Na tomto př́ıkladě lze pozorovat, že vyřešeńım rovnice α =
(

2− α

K

)
α dostáváme

dva pevné body; α = K a α = 0. Je zjevné, že pokud P0 = 0, pak pro všechny t ≥ 0
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je Pt = 0. Ovšem i při libovolně malém P0 > 0 konverguje posloupnost ke K. Proto

pevnému bodu v nule ř́ıkáme nestabilńı pevný bod.

⋅
⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

Obrázek 2: Graf logistické rovnice pro P0 = 100 a K = 500

1.3 Pevné body posloupnost́ı a Banachova věta

V prvńı řadě uvedeme definici stabilńıho pevného bodu funkce [11].

Definice 1.2. Pevný bod α funkce f je stabilńı, pokud ∃δ > 0 takové, že ∀a0 : |a0−α| < δ

konverguje prostá iterace tohoto bodu k α. Tedy {a0, an+1 = f(an)} → α.

Prostá iterace každé počátečńı podmı́nky, která je dostatečně bĺızko α, tedy muśı

konvergovat k α. Následuj́ıćı věta ř́ıká, za jakých podmı́nek na funkci f(x) a a0 konverguje

posloupnost {a0, an+1 = f(an)} k pevnému bodu funkce f . Jedná se o speciálńı př́ıpad

Banachovy věty o kontrakćıch, která ř́ıká, že v neprázdném úplném metrickém prostoru

existuje pro danou kontrakci právě jeden pevný bod [12].

Věta 1.3 (Banachova věta). Necht’ f(x) a f ′(x) jsou spojité na 〈a, b〉, f : 〈a, b〉 → 〈a, b〉

a |f ′(x)| ≤ λ < 1 pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pak ∀x0 ∈ 〈a, b〉 posloupnost {x0 xn+1 = f(xn)}

konverguje k právě jednomu pevnému bodu funkce f na 〈a, b〉.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že existuje právě jeden pevný bod f na daném intervalu. Bez

újmy na obecnosti řekněme, že pevné body nejsou v a nebo b. Je-li tedy f(a) > a a

f(b) < b, pak při definováńı g(x) = f(x)−x je g(a) > 0 a g(b) < 0. Taková funkce g je na

〈a, b〉 spojitá a podle Bolzanovy věty pak existuje α ∈ (a, b) : g(α) = 0 =⇒ α = f(α).

Protože g′(x) = f ′(x)− 1 < 0, funkce g(x) je klesaj́ıćı a toto α je právě jedno.

Pro x0 ∈ 〈a, b〉 je i x1 = f(x0) ∈ 〈a, b〉 a tedy xn ∈ 〈a, b〉∀n ≥ 0. Pro pevný bod α

plat́ı

|α− xn+1| = |f(α)− f(xn)|. (1.2)
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Protože f má na 〈α, xn〉 ⊂ 〈a, b〉 spojitou derivaci, Lagrangeova věta o středńı hodnotě

garantuje existenci nějakého ξn ∈ 〈α, xn〉 takového, že

f ′(ξn) =
f(α)− f(xn)

α− xn
(1.3)

=⇒ |f(α)−f(xn)| = |f ′(ξn)||α−xn|. Dosazeńım do (1.2) a využit́ım faktu, že |f ′(ξn)| ≤ λ

dostáváme ∀n ≥ 0

|α− xn+1| ≤ λ|α− xn|. (1.4)

Indukćı pak lze ukázat, že

|α− xn+1| ≤ λ|α− xn| ≤ λ2|α− xn−1| ≤ · · · ≤ λn+1|α− x0|.

Pravá strana konverguje s λ < 1 k nule a tedy pro výraz nalevo muśı platit xn+1 → α.

Následuj́ıćı věta je snadným testem stability daného pevného bodu.

Věta 1.4. Necht’ f(x) a f ′(x) jsou spojité a necht’ je α pevným bodem funkce f . Pokud

|f ′(α)| < 1, pak pevný bod α je stabilńı.

⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

⋅
⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅
⋅

𝑡

0

1

2

1

2

3

0
0

0

1

2

Obrázek 3: Pevný bod funkce a diagram iterace x0

Na obrázku 3 je naznačena metoda, jak lze graficky vyobrazit členy posloupnosti

{x0, xn+1 = f(xn)}. Od bodu (x0, f(x0)) pokračujeme horizontálně k y = x do (f(x0), f(x0)),

kde vertikálně pokračujeme do (f(x0), f(f(x0))), horizontálně k y = x do (f(f(x0)), f(f(x0)))

atd. V diagramu je už člen x2 = f(x1) = f(f(x0)) relativně bĺızko pevnému bodu

α = f(α).
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1.4 Newtonova metoda tečen

Tato metoda slouž́ı k nalezeńı řešeńı rovnice f(x) = 0. Jedná se speciálńı př́ıpad výpočtu

pevného bodu pomoćı iteraćı.

⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

⋅
⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅
⋅
⋅

𝑡

0

1

2

1

2

3

0
0

0

1

2

Obrázek 4: Newtonova metoda tečen

Geometrická myšlenka Newtonovy metody je následuj́ıćı: Jako prvńı aproximaci řešeńı

rovnice f(x) = 0 zvoĺıme x0. V tomto bodě sestroj́ıme tečnu, jej́ıž kořen x1 lze jednoduše

určit:

f ′(x0)(x1 − x0) + f(x0) = 0 ⇐⇒ x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Dostaneme tak novou aproximaci řešeńı; x1. V tomto budě sestroj́ıme tečnu a jej́ı kořen

bude tvořit daľśı aproximaci:

f ′(x1)(x2 − x1) + f(x1) = 0 ⇐⇒ x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
.

Stejnou metodu opakujeme dále. Tvoř́ıme tak posloupnost

{
x0, xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)

}
.

Označ́ıme-li g(xn) = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, pak za předpokladu konvergence tato metoda pro

spojitou f a f ′ konverguje podle věty 1.1 k α takovému, že α = g(α) ⇐⇒ α = α− f(α)

f ′(α)
,

což za předpokladu f ′(α) 6= 0 je právě řešeńı rovnice f(α) = 0.

Věta 1.5 (Newtonova metoda). Necht’ jsou funkce f, f ′, f ′′ spojité, f ′(α) 6= 0 a α je

kořenem f : f(α) = 0. Pak α je stabilńı pevný bod funkce g(x) = x − f(x)

f ′(x)
, k němuž

posloupnost {
x0, xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
= g(xn)

}
(1.5)

konverguje.
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Babylonská metoda je ve své podstatě př́ıpad Newtonovy metody. Kořenem rovnice

f(x) = x2− b = 0 je
√
b a tedy odpov́ıdaj́ıćı posloupnost konvergujićı k

√
b je podle (1.5)

právě posloupnost

{
x0, xn+1 = xn −

(xn)2 − b
2xn

}
=

{
x0, xn+1 =

xn + b/xn
2

}
.

2 Stabilita diferenciálńıch rovnic

V této kapitole přeṕı̌seme dř́ıve rozebrané diskrétńı posloupnosti na diferenciálńı rovnice,

jejichž stabilitou se budeme zabývat. Naše pozorováńı poté zobecńıme.

2.1 Přepis diskrétńıch konvergentńıch posloupnost́ı

Začněme s logistickou rovnićı z kapitoly 1.2. Častěji se hovoř́ı sṕı̌se o spojité logistické

křivce, než-li pouze o diskrétńıch bodech daných logistickou rovnićı (1.1). Chceme, aby zde

t reprezentovalo spojitou hodnotu. Problém bychom mohli řešit následuj́ıćım zp̊usobem:

Můžeme Pt pro t ∈ N nahradit spojitou funkćı g(t) pro t ∈ R+
0 . Logistická rovnice

(1.1) by poté měla tvar.

g(t+ 1) =

(
2− g(t)

K

)
g(t), (2.1)

kde g(0) = P0 a g(t) : R+
0 → R je spojitá pro t ≥ 0. Dostali jsme tak funkcionálńı rovnici,

jej́ıž řešeńı neńı vždy triviálńı.

V této práci hledáme obecněji uplatitelnou metodu k nalezeńı rozš́ı̌reńı diskrétńı po-

sloupnosti. Zvažme následuj́ıćı postup:

Nejdř́ıve uvažujme, že t je spojitá hodnota v R+
0 . Označ́ıme-li Pt = g(t), můžeme

aproximovat derivaci funkce g(t) jako g′(t) ∼ g(t+1)−g(t) = Pt+1−Pt. To plyne ze vztahu

g′(t) = lim
h→0

g(t+ h)− g(t)

h
, kde můžeme nejmenš́ı možné h zvolit 1, nebot’ Pt = g(t) má

dané hodnoty jen pro přirozená č́ısla. Z logistické rovnice (1.1) tak dostáváme následuj́ıćı

diferenciálńı rovnici:

Pt+1 − Pt =

(
2− Pt

K

)
Pt − Pt  g′(t) = g(t)− g2(t)

K
.

Pro počátečńı podmı́nku P0 = g(0) > 0 a K > 0 má tato rovnice řešeńı

g(t) =
K

1− (1−K/P0)e−t
. (2.2)

I když funkce g(t) nutně prot́ıná body logistické křivky pouze v t = 0, kde P0 = g(0),

funkce g si zachovává jednu d̊uležitou vlastnost spojenou s logistickou rovnićı a to sice,
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že jejich limita v nekonečnu je stejná:

lim
t→∞

Pt = lim
t→∞

g(t) = K.⋅
⋅

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

0

1

2

⋅

𝑡

⋅
⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0

Obrázek 5: Diskrétńı posloupnost Pt (1.1) a spojitá funkce g(t) (2.2)

pro P0 = 100 a K = 500

Obdobného výsledku dosáhneme při stejném postupu i u Babylonské metody. Zde

bychom posloupnost

{
a0 = b, at+1 =

at + b/at
2

}
aproximaćı g′(t) ∼ at+1 − at a g(t) = at

přepsali následovně:

at+1 − at =
at + b/at

2
− at  g′(t) =

b/g(t)− g(t)

2
.

Pro počátečńı podmı́nku g(0) = b > 0 je řešeńım této diferenciálńı rovnice funkce

g(t) =
√
b+ (b2 − b)e−t, (2.3)

jej́ıž limita v nekonečnu opět splývá s limitou posloupnosti Babylonské metody, tedy
√
b.
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𝑡

Obrázek 6: Babylonská metoda a spojitá funkce g(t) (2.3) pro b = 100

V tuto chv́ıli si můžeme zač́ıt vš́ımat určitých spojitost́ı mezi diskrétńımi posloup-

nostmi a jejich odpov́ıdaj́ıćımi diferenciálńımi rovnicemi, respektive jejich řešeńımi.
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Při přepisu konvergentńı rekurentńı posloupnosti {an} → α pomoćı n = t, g′(t) ∼

at+1 − at, g(t) = at plat́ı

lim
n→∞

an = lim
t→∞

g(t) = α. (2.4)

Tuto vlastnost budeme cht́ıt mı́t v praktické části práce zachovanou i pro obecněji zadané

posloupnosti, což využijeme k odvozeńı našeho rozš́ı̌reńı derivace.

Pro základńı tvar rekurentńı posloupnosti {a0, an+1 = f(an)} vypadá odpov́ıdaj́ıćı

diferenciálńı rovnice následovně:

at+1 − at = f(at)− at  g′(t) = f(g(t))− g(t) (2.5)

s počátečńı podmı́nkou g(0) = a0.

Konvergenćı řešeńı diferenciálńıch rovnic se zabývá teorie stability [11], [9]. Obdobně

jako u posloupnost́ı zde definujeme pevné a stabilńı body diferenciálńıch rovnic a určujeme

podmı́nky, za kterých k těmto bod̊um řešeńı rovnic konverguje. V daľśı podkapitole

dokážeme pozoruhodné paralely mezi stabilńımi body diskrétńıch posloupnost́ı z kapi-

toly 1.3 a řešeńı odpov́ıdaj́ıćıch diferenciálńıch rovnic, kterých jsme si mohli všimnout při

konkrétńım rozebráńı logistické rovnice a Babylonské metody.

2.2 Stabilńı body diferenciálńıch rovnic

Definice stability řešeńı diferenciálńı rovnice je velmi podobná definici pevného bodu

diskrétńıch řad [11].

Definice 2.1. Řešeńı f(t) : R+
0 → R diferenciálńı rovnice je asymptoticky stabilńı v fe,

pokud existuje δ > 0 taková, že pokud |f(0)− fe| < δ, pak lim
t→∞

f(t) = fe.

Stabilńı body rovnic (2.2) a (2.3), jsou K a
√
b. Malá výchylka v počátečńı podmı́nce

na funkci tedy nemá dlouhodobý efekt na stabilitu systému, který se vrát́ı do svého bodu

stability.

Následuj́ıćı věta je analogie Banachovy věty 1.3. Diskrétńı posloupnosti jsou zde na-

hrazeny spojitým řešeńım diferenciálńı rovnice. Nadále budeme vždy předpokládat, že

řešeńı diferenciálńı rovnice existuje a je spojité pro t ≥ 0.

Věta 2.1. Necht’ f(x) a f ′(x) jsou spojité na 〈a, b〉 a f : 〈a, b〉 → 〈a, b〉. Pokud pro

všechna x ∈ 〈a, b〉 je f ′(x) < 1, pak pro všechny počátečńı podmı́nky x0 = g(0) ∈ 〈a, b〉
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plat́ı pro řešeńı diferenciálńı rovnice g′(t) = f(g(t))− g(t) : lim
t→∞

g(t) = α, kde α je právě

jeden pevný bod funkce f na 〈a, b〉.

D̊ukaz. V d̊ukazu nejprve uprav́ıme diferenciálńı rovnici, poté ukážeme, že jej́ı řešeńı je

omezené a nakonec, že konverguje k α.

Fakt, že pevný bod α existuje a je jednoznačný, je dán v prvńı polovině d̊ukazu

Banachovy věty 1.3. Bez újmy na obecnosti řekněme, že pevný bod neńı v koncových

bodech a, b a pro počátečńı podmı́nku x0 plat́ı a < x0 < α. Kdyby x0 = α, triviálńım

řešeńım je g(t) = α. Obě strany rovnice g′(x) = f(g(x))− g(x) vyděĺıme f(g(x))− g(x).

Protože f(g(0))−g(0) > 0, existuje alespoň nějaký interval 〈0, t〉 na kterém je f(g)−g > 0.

Integrujeme tedy podle x od 0 do t:∫ t

0

1dx = t =

∫ t

0

g′(x)

f(g(x))− g(x)
dx.

Na pravé straně zavedeme substituci g(x) = τ =⇒ g′(x)dx = dτ, g(0) = x0:

t =

∫ g(t)

x0

1

f(τ)− τ
dτ. (2.6)
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Obrázek 7: Grafická reprezentace upravené diferenciálńı rovnice z (2.6)

Funkce
1

f(τ)− τ
má v τ = α pól prvńıho řádu nebot’ f(τ) − τ má v bodě α nulu

prvńıho řádu. Pro všechna τ ∈ 〈a, b〉 \ {α} můžeme tedy napsat

1

f(τ)− τ
=

a−1
τ − α

+ h(τ), (2.7)

kde h(τ) je spojitá na 〈a, b〉 a a−1 je reziduum funkce
1

f(τ)− τ
v τ = α, které je rovno

1/(f ′(α)− 1).

Dále ukážeme, že g(t) je pro t ≥ 0 omezená funkce. Všimněme si, že
1

f(τ)− τ
> 0

pro a ≤ τ < α. Pokud by někdy platilo α < g(t) < x0 pro t > 0, pak by podle (2.6)

znamenalo, že

t =

∫ g(t)

x0

1

f(τ)− τ
dτ = −

∫ x0

g(t)

1

f(τ)− τ
dτ < 0,
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což je spor, nebot’ t ≥ 0, tedy x0 ≤ g(t) pro t > 0.

Pokud by někde bylo g(t) ≥ α, věta o nabýváńı mezihodnot by kv̊uli g(0) = x0 < α

garantovala existenci nějakého tα ∈ (0, t〉 takového, že g(tα) = α. Pro libovolně malé

ε : 0 < ε < α − x0 plat́ı x0 < α − ε < α a tedy existuje i tε ∈ (0, tα) takové, že

g(tε) = α− ε, které by muselo splňovat podle (2.6):

tε =

∫ α−ε

x0

1

f(τ)− τ
dτ.

Využit́ım (2.7) tak dostáváme

tε =
1

f ′(α)− 1

∫ α−ε

x0

1

τ − α
dτ +

∫ α−ε

x0

h(τ)dτ.

Druhý sč́ıtanec na pravé straně je konečný, nebot’ h(τ) je spojitá na 〈a, b〉 a 〈x0, α− ε〉 ⊂

〈a, b〉 je konečný interval. Prvńı sč́ıtanec je roven

1

f ′(α)− 1
(ln | − ε| − ln |x0 − α|).

Pokud necháme ε → 0, jde ln | − ε| → −∞. Protože
1

f ′(α)− 1
< 0, výraz roste nade

všechny meze, což je spor, protože tε měla být konečná hodnota v (0, tα). Máme tak

horńı omezeńı pro funkci g: g(t) < α. Plat́ı tedy, že x0 ≤ g(t) < α pro t ≥ 0.

Vrát́ıme se znovu k (2.6), kde nyńı v́ıme, že integračńı meze tvoř́ı konečný interval.

Využijeme-li (2.7), dostáváme

t =
1

f ′(α)− 1

∫ g(t)

x0

1

τ − α
dτ +

∫ g(t)

x0

h(τ)dτ.

Druhý sč́ıtanec tak můžeme pro libovolné g(t) ∈ 〈x0, α〉 omezit nějakou konečnou kon-

stantou A:
∫ g(t)
x0

h(τ)dτ ≤
∫ α
x0
|h(τ)|dτ ≤ A. Tedy

t− A ≤ 1

f ′(α)− 1

∫ g(t)

x0

1

τ − α
dτ =

1

f ′(α)− 1
(ln |g(t)− α| − ln |x0 − α|) .

Protože f ′(α)− 1 < 0, g(t) < α, x0 < α, výraz můžeme upravit do následuj́ıćıho tvaru:

(f ′(α)− 1)(t− A) ≥ ln (α− g(t))− ln (α− x0)

e(f
′(α)−1)(t−A) ≥ α− g(t)

α− x0
.

Následnou úpravou a využit́ım g(t) < α dostáváme pro g(t) následuj́ıćı odhad:

α− (α− x0)e(f
′(α)−1)(t−A) ≤ g(t) < α.
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Necháme-li nyńı t → ∞, obě strany odhadu jdou k α a věta o sevřeńı implikuje, že

lim
t→∞

g(t) = α. Pro x0 ∈ (α, b〉 by byl d̊ukaz analogický.

Obdobně jako u diskrétńıch posloupnost́ı zde máme následuj́ıćı test pro stabilńı body

diferenciálńıch rovnic.

Věta 2.2. Pokud α je pevným bodem spojité funkce f a f ′(α) < 1, pak α je stabilńım

bodem řešeńı rovnice g′(t) = f(g(t))− g(t).

Můžeme si všimnout, že v určitém smyslu jsou diferenciálńı rovnice stabilněǰśı, než

samotné posloupnosti, kde je podmı́nkou |f ′| < 1 ⇐⇒ −1 < f ′ < 1. Zvažme např́ıklad

posloupnost

at+1 = r(1− at)at, (2.8)

kde r > 3. Pevný bod funkce f(t) = r(1 − t)t je
r − 1

r
. Derivace f(t) v tomto bodě je

2−r, což pro r > 3 znamená, že f ′
(
r − 1

r

)
< 1, ale

∣∣∣∣f ′(r − 1

r

)∣∣∣∣ > 1. Tedy tento bod je

stabilńı z pohledu diferenciálńı rovnice, ale ne diskrétńı posloupnosti. Tedy posloupnost

at+1 = r(1− at)at nekonverguje k
r − 1

r
, ale řešeńı diferenciálńı rovnice

at+1 − at = (r − 1)at − r(at)2  g′(t) = (r − 1)g(t) + rg2(t),

které s počátečńı podmı́nkou g(0) = x0 má tvar

g(t) =
r − 1

r − (r − (r − 1)/x0)e(1−r)t
, (2.9)

k bodu
r − 1

r
konverguje. Pro r > 3 posloupnost (2.8) je bud’to periodická nebo pro malé

hodnoty nad r = 3,56995 chaotická a nemá žádnou periodu [5].
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Obrázek 8: Chaotická posloupnost (2.8) a stabilńı funkce (2.9) pro x0 = 0,1 a r = 3,57

20



2.3 Přepis Newtonovy metody tečen

V podkapitole 1.4 jsme rozebrali speciálńı př́ıpad iterace pevného bodu, která sloužila k

nalezeńı kořen̊u rovnice: f(x) = 0. Obecně platilo, že pokud posloupnost{
x0, xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)

}
konverguje k α, pak f(α) = 0. V takto speciálně zadané reku-

rentńı posloupnosti můžeme řešeńı odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnice vytvořené přepisem

n = t, g′(t) ∼ xt+1 − xt, g(t) = xt při znalosti f(x) jednoduše určit.

xt+1 − xt = − f(xt)

f ′(xt)
 g′(t) = − f(g(t))

f ′(g(t))
(2.10)

Výraz upravme a integrujme podle t:∫
f ′(g(t))

f(g(t))
g′(t)dt =

∫
−1dt = −t+ c.

Zaved’me substituci f(g(t)) = u =⇒ f ′(g(t))g′(t)dt = du∫
du

u
= ln |u| = −t+ c

u = f(g(t)) = ±c0e−t = c1e
−t.

Předpokládejme stejně jako v kapitole 1.4, že v f ′(α) 6= 0, tedy kolem α je f rostoućı

nebo klesaj́ıćı, existuje zde inverzńı funkce f−1, pro kterou plat́ı f−1(0) = α. Můžeme

tedy vyjádřit g(t) jako

g(t) = f−1(f(x0)e
−t). (2.11)

Tato funkce je řešeńım (2.10), splňuje g(0) = x0 a plat́ı pro ni lim
t→∞

g(t) = f−1(0) = α.

V Babylonské metodě je f(t) = t2 − b a pro t ≥ 0 je f−1(t) =
√
b+ t. Pro počátečńı

podmı́nku x0 = b použit́ım (2.11) dostáváme

g(t) =
√
b+ (b2 − b)e−t,

což odpov́ıdá řešeńı (2.3).

3 Funkce komplexńı proměnné

V této sekci uvedeme jedny ze základńıch vět komplexńı analýzy, které později v praktické

části práce využijeme [2].

21



3.1 Cauchyho věta a jej́ı obecné zněńı

Věta 3.1. Je-li f(z) analytická na celé oblasti D a jej́ı hranici ∂D tvořené po částech

spojitou jednoduchou křivkou, která je orientovaná proti směru hodinových ručiček, pak∫
∂D

f(z)dz = 0. (3.1)

Věta 3.2. Je-li funkce f(z) analytická na D a ∂D, pak pro všechna z0 ∈ D plat́ı

f(z0) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − z0
dz (3.2)

D̊ukaz. Funkce
f(z)

z − z0
neńı analytická pro z = z0 ∈ D a tedy věta 3.1 neńı aplikovatelná.

Definujme novou křivku, která splývá s ∂D, ale před jej́ım uzavřeńım se vydá po γ k

bodu z0, který obkrouž́ı ve směru hodinových ručiček ve vzdálenosti ε od z0 po γε a na

∂D se znovu vrát́ı po γ.

0

⋅ 0⋅
⋅ 0⋅

0

⋅

Obrázek 9: Definice nové křivky, která neuzav́ırá z0

Vytvořili jsme tak novou křivku, která neuzav́ırá z0 a lze tak na ńı aplikovat větu 3.1.

Integrály po γ v opačných směrech se vykrát́ı a z̊ustávaj́ı tak integrály po ∂D a γε:∫
∂D

f(z)

z − z0
dz +

∫
γε

f(z)

z − z0
dz = 0. (3.3)

Kruh γε s poloměrem ε parametrizujeme pomoćı z = z0 + εe−iθ, dz = −iεe−iθdθ, 0 ≤

θ ≤ 2π :∫
γε

f(z)

z − z0
dz =

∫ 2π

0

f(z0 + εe−iθ)

εe−iθ
(
−iεe−iθ

)
dθ = −i

∫ 2π

0

f(z0 + εe−iθ)dθ.

Necháme-li nyńı ε→ 0, pak integrand jde k f(z0) a celý integrál k −2πif(z0). Dosazeńım

do (3.3) a následnou úpravou pak dostáváme (3.2).

Každou derivaci f(z) v bodě z0 lze źıskat opakovanou derivaćı Cauchyho vzorce (3.2),

záměnou operátoru derivace a integrace a využit́ım

dn

dzn0

1

z − z0
=

n!

(z − z0)n+1
.
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Věta 3.3 (Cauchyho obecná věta). Necht’ je funkce f(z0) analytická na D a ∂D. Pak v

bodě f(z0) existuj́ı derivace všech řád̊u a pro n ≥ 0 plat́ı

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
∂D

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (3.4)

3.2 Řady komplexńıch funkćı

Posloupnost komplexńıch funkćı znač́ıme {fn(z)} nebo pouze {fn}. Řadou komplexńıch

funkćı mysĺıme funkci tvořenou součtem:

Fk(z) =
k∑

n=0

fn(z). (3.5)

Rozlǐsujeme zde dva základńı typy konvergence. Bodová a stejnoměrná. V práci si

vystač́ıme s konvergenćı stejnoměrnou:

Definice 3.1 (Stejnoměrná konvergence). Necht’ {fn(z)} je posloupnost funkćı fn(z) :

A → C a f(z) : A → C. Funkce fn(z) pak konverguje na A stejnoměrně k f(z), pokud

pro všechna ε > 0 existuje N ∈ N takové, že pokud n ≥ N , pak |fn(z) − f(z)| < ε pro

všechna z ∈ A.

Ekvivalentně můžeme napsat, že fn konverguje stejnoměrně k f , pokud lim
n→∞

|fn(z)−

f(z)| = 0 pro všechna z ∈ A. U stejnoměrné konvergence jsou zachovány určité vlastnosti.

V práci využijeme hlavně faktu, že stejnoměrná konvergence zachovává spojitost.

Věta 3.4. Necht’ každá z fn(z) je spojitá na A a fn(z) konverguje stejnoměrně k f(z).

Pak f(z) je spojitá na A.

Konečný součet spojitých funkćı je spojitý. Tedy každá z Fk(z) v (3.5) je při spojitosti

každé fn(z) spojitá a můžeme se tak bavit o spojitosti nekonečné řady funkćı.

Protože obecně je složité vyjádřit Fk(z) v nějakém uzavřeném tvaru, je výhodné mı́t

určité podmı́nky, za kterých je stejnoměrná konvergence zaručena, a jejichž platnost se

dá snadněji ověřit. Jednou z nich je Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konvergence.

Věta 3.5 (Weierstrassovo kritérium). Necht’ Mn jsou takové, že pro všechny funkce fn :

A→ C je |fn(z)| ≤Mn pro všechna z ∈ A. Pokud
∑∞

n=0Mn konverguje, pak
∑∞

n=0 fn(z)

konverguje stejnoměrně na A.
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D̊ukaz. Srovnávaćı kritérium garantuje, že řada
∑∞

n=0 fn(z) konverguje absolutně. Tedy

konverguje, řekněme k f(z) =
∑∞

n=0 fn(z). Pro částečný součet Fk(z) =
∑k

n=0 fn(z) plat́ı

|f(z)− Fk(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=k+1

fn(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=k+1

|fn(z)| ≤
∞∑

n=k+1

Mn.

Protože
∑∞

n=0Mn konverguje, konverguje i pravá strana k nule, tedy pro každé ε > 0

existuje nějaké k takové, že
∑∞

n=k+1Mn < ε. Tedy |f(z) − Fk(z)| < ε a
∑∞

n=0 fn(z)

konverguje stejnoměrně k f(z) na A.

3.3 Taylor̊uv rozvoj analytických funkćı

Taylorovy řady umožňuj́ı vyjádřit analytické funkce v okoĺı bodu nekonečným polyno-

mem. Hodnoty funkce můžeme aproximovat zanedbáńım člen̊u polynomu o vyšš́ıch řádech

s libovolně malou odchylkou. Protože při výpočtech polynomů si vystač́ıme se základńımi

aritmetickými operacemi, Taylorovy rozvoje maj́ı jasné využit́ı např́ıklad u výpočt̊u hod-

not trigonometrických a jiných d̊uležitých funkćı.

Za triviálńı př́ıklad Taylorovy řady můžeme považovat geometrickou řadu

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn, (3.6)

která konverguje pro |z| < 1 a pro libovolné r < 1 konverguje stejnoměrně na |z| ≤ r.

Za pomoci této řady můžeme jakoukoliv analytickou funkci zapsat nekonečným polyno-

mem.

Věta 3.6 (Taylor̊uv rozvoj). Je-li funkce f(z) analytická na |z−z0| < ρ, pak pro všechna

taková z lze zapsat hodnotu f(z) řadou

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Pro pevně dané r < ρ jsou koeficienty an určeny vzorcem

an =
f (n)(z0)

n!
=

1

2πi

∮
|ζ−z0|=r

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.

D̊ukaz. Zde
∮
|ζ−z0|=r znač́ı křivkový integrál přes kružnici se středem v z0 a poloměrem

r. Pro |z − z0| < ρ zvolme r = |ζ − z0| takové, že |z − z0| < r < ρ. Pak pro s =
z − z0
ζ − z0

plat́ı |s| < 1. Pro takové z pak zapǐsme

1

ζ − z
=

1

ζ − z0
1

1− ( z−z0
ζ−z0 )

=
1

ζ − z0
1

1− s
.
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Násobek napravo rozepǐsme pomoćı geometrické řady (3.6)

1

ζ − z
=

1

ζ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0
ζ − z0

)n
=
∞∑
n=0

1

(ζ − z0)n+1
(z − z0)n

Obě strany vynásobme výrazem
f(ζ)

2πi
a integrujme po kružnici C = {ζ : |ζ − z0| = r}

podle ζ.
1

2πi

∮
C

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
C

f(ζ)(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
dζ

)
Podle Cauchyho věty 3.2 je toto rovno f(z). V sumě na pravé straně můžeme z integrálu

vytknout členy (z − z0)n, které jsou pro ζ konstantńı.

f(z) =
∞∑
n=0

[(
1

2πi

∮
C

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

)
(z − z0)n

]

Integrál v sumě je roven
f (n)(z0)

n!
podle zobecněného Cauchyho vzorce (3.4) z věty 3.3.

Dostáváme tak Taylor̊uv rozvoj funkce f(z):

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n =

∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Tato řada konverguje na |z − z0| < ρ, ale pro určeńı an integraćı můžeme poloměr

kružnice se středem v z0 vybrat libovolně malý. Daľśı užitečná vlastnost je, že Taylo-

rovy polynomy konverguj́ı i absolutně. To znamená, že pro |z − z0| < ρ konverguje i∑∞
n=0 |an(z − z0)n|.

Věta 3.7. Je-li funkce f(z) analytická na |z−z0| < ρ, pak jej́ı Taylor̊uv rozvoj
∑∞

n=0 an(z−

z0)
n pro všechna z : |z − z0| < ρ konverguje absolutně.

3.4 Funkce Gamma

Tato funkce rozšǐruje funkci faktoriál do všech nezáporných č́ısel. Budeme ji využ́ıvat v

pr̊uběhu celé praktické části. Je definovaná v základńım tvaru jako

Γ(z) =

∫ ∞
0

τ z−1e−τdτ

pro Re(z) > 0. Ekvivalentně můžeme napsat

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

τ ze−τdτ (3.7)
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pro Re(z) > −1. V této oblasti je funkce Γ(z+1) analytická a tedy spojitá. Jako definičńı

obor můžeme zvolit R+
0 . Pro takové t je

Γ(t+ 1) =

∫ ∞
0

τ te−τdτ.

Je splněno Γ(0 + 1) = 1 a dále integraćı po částech s

u = τ t v′ = e−τ

u′ = tτ t−1 v = −e−τ

dostáváme

Γ(t+ 1) =
[
−τ te−τ

]∣∣τ=∞
τ=0

+ t

∫ ∞
0

τ t−1e−τdτ = t · Γ(t) = t · Γ(t+ 1− 1).

Pro t = 1, 2 · · · . Odsud je zjevné, že funkce Γ(t + 1) = t · Γ(t + 1 − 1) splňuje stejnou

rekurentńı vlastnost jako faktoriál, kde obdobně je 0! = 1 a t! = t ·(t−1)! pro t = 1, 2, · · · .

Plat́ı zde tedy Γ(t+ 1) = t!.0

⋅0
⋅⋅ 0⋅

0

⋅

0⋅
0
⋅

⋅ ⋅
⋅

⋅

⋅

Obrázek 10: Funkce t! a jej́ı rozš́ı̌reńı Γ(t+ 1)
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Praktická část

V této části práce se budeme zabývat rozš́ı̌reńım operátoru derivace do všech nezáporných

reálných řád̊u. K tomu využijeme poznatk̊u z části teoretické. Po odvozeńı rozš́ı̌reńı ro-

zebereme některé jeho vlastnosti. Námi uvedenou derivaci poté aplikujeme na konkrétńı

funkce a rozš́ı̌reńı využijeme k modelováńı tlumeného kyvadla pomoćı zlomkové dife-

renciálńı rovnice.

4 Podmı́nka rozš́ı̌reńı operátoru derivace

Existuje několik rozš́ı̌reńı derivaćı, které splňuj́ı určité vlastnosti. Tyto derivace označujeme

někdy za zlomkové derivace. Jedná-li se o rozš́ı̌reńı, je žádoućı, aby tato rozš́ı̌reńı splývala

se standardńı derivaćı v N.

V našem př́ıpadě chceme, aby byla zachována paralela mezi diskrétńımi posloupnostmi

a diferenciálńımi rovnicemi zkoumaná v teoretické části práce. Hlavńı myšlenkou bylo, že

při přepisu posloupnosti {xn} v určitém tvaru na diferenciálńı rovnici źıskanou přepisem

n = t, g′(t) ∼ xt+1 − xt a g(t) = xt je zachována rovnost posloupnosti a řešeńı této

diferenciálńı rovnice g(t) v nekonečnu:

lim
n→∞

xn = lim
t→∞

g(t). (4.1)

Dále budeme požadovat, aby tato vlastnost byla zachována i pro posloupnosti v jiném

zápisu. Použit́ım Taylorova rozvoje funkce a komplexńı analýzy tak odvod́ıme možné

rozš́ı̌reńı derivace.

Definujme rekurentńı posloupnost {xn} jako

x0 = 0,

x1 = x0 + f(z0),

x2 = x1 + f ′(z0)(z − z0) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0)
...,

kde obecně je {
x0 = 0, xn+1 = xn +

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

}
(4.2)

a tedy

xn+1 = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) +
f ′′(z0)

2!
(z − z0)2 + · · ·+ f (n)(z0)

n!
(z − z0)n =
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n∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k.

Podle kapitoly (3.3) je posloupnost {xn} s n→∞ Taylor̊uv rozvoj f(z). Máme tedy, že

lim
n→∞

xn = f(z). Přepisem posloupnosti (4.2) užit́ım n = t, g′(t) ∼ xt+1 − xt a g(t) = xt

dostáváme

g′(t) =
f (t)(z0)

t!
(z − z0)t. (4.3)

Aby byla zachována vlastnost (4.1) muśı platit lim
n→∞

xn = lim
t→∞

g(t) = f(z). Nahrad’me

zde t! funkćı Γ(t+ 1). Předpokládáme-li, že známe rozš́ı̌reńı f (t)(z0) na t ≥ 0, takové, že

pravá strana (4.3) je integrovatelná, exaktńı výraz pro g(t) můžeme źıskat integraćı (4.3)

od 0 do τ podle t: ∫ τ

0

g′(t)dt = g(τ)− g(0) =

∫ τ

0

f (t)(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt.

Pokud τ →∞, pak požadovaná vlastnost (4.1) má formu

f(z) =

∫ ∞
0

f (t)(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt.

Hledáme tedy rozš́ı̌reńı derivace funkce f v bodě z0 takové, aby byla tato vlastnost za-

chována. Jak uvid́ıme v následuj́ıćıch kapitolách, takové rozš́ı̌reńı existuje a je závislé na

daném z.

Věta 4.1. Necht’ je funkce f(z) analytická na |z − z0| < ρ. Pak pro každé takové z 6= z0

existuje rozš́ıřeńı derivace Dt
zf(z0) do všech t ≥ 0 takové, že

f(z) =

∫ ∞
0

Dt
zf(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt. (4.4)

5 Odvozeńı rozš́ı̌reńı derivace

Inspiraci nabereme primárně z obecné Cauchyho věty a Taylorova rozvoje analytické

funkce.

Necht’ je funkce analytická na |z − z0| < ρ. Pak podle Cauchyho obecného vzorce z

věty 3.3 je pro všechna r : 0 < r < ρ a t ∈ N

f (t)(z0) =
t!

2πi

∮
|ζ−z0|=r

f(ζ)

(ζ − z0)t+1
dζ. (5.1)
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Integrál na pravé straně je definovaný i pro necelá t a pokud nahrad́ıme t! za Γ(t + 1),

dostáváme možné rozš́ı̌reńı derivace. Parametrizujme kružnici |ζ − z0| = r pomoćı ζ =

reiθ + z0 pro 0 ≤ θ ≤ 2π. Pak je dζ = ireiθdθ a z (5.1) dostáváme

Γ(t+ 1)

2πi

∫ 2π

0

f(reiθ + z0)

rt+1ei(t+1)θ
ireiθdθ =

Γ(t+ 1)

2π

∫ 2π

0

f(reiθ + z0)

rteitθ
dθ.

Protože f(z) je na |z − z0| < ρ analytická a r < ρ, můžeme v čitateli integrandu zapsat

funkci f(z) jako
∑∞

n=0 an(z − z0)n:

Γ(t+ 1)

2πrt

∫ 2π

0

∑∞
n=0 anr

neinθ

eitθ
dθ =

Γ(t+ 1)

2πrt

∫ 2π

0

∞∑
n=0

anr
nei(n−t)θdθ.

Podle věty (3.7) je řada absolutně konvergentńı, záměna nekonečné sumy a integrálu je

tedy možná [4]. Touto operaćı tak dostáváme

Γ(t+ 1)

rt

∞∑
n=0

anr
n

∫ 2π

0

ei(n−t)θ

2π
dθ. (5.2)

Samotný integrál je roven

ei(n−t)θ

2πi(n− t)

∣∣∣∣θ=2π

θ=0

=
e2πi(n−t)

2πi(n− t)
− 1

2πi(n− t)
=

e−2πit − 1

2πi(n− t)
.

Hlavńı vlastnost této funkce je ta, že jej́ı limita s t → n je 1. Toto lze ukázat např́ıklad

využit́ım L’Hopitalova pravidla:

lim
t→n

e−2πit − 1

2πi(n− t)
= lim

t→n

−2πie−2πit

−2πi
= 1.

Pro všechna ostatńı přirozená č́ısla je ovšem funkce nulová. Označme λn(t) =
e−2πit − 1

2πi(n− t)
,

kde nyńı uvažujeme rozš́ı̌reńı i do t = n s λn(n) = 1 a ∀k ∈ N \ {n} plat́ı λn(k) = 0.

Oprost́ıme-li se od geometrické intuice, v (5.2) můžeme poloměr integrace r nahradit

libovolným nenulovým č́ıslem, řekněme z − z0 6= 0. Zde vstupuje do rovnice parametr z.

Nahrad’me tedy f (t)f(z0) za Dt
zf(z0). Dostáváme tak rozš́ı̌reńı

Dt
zf(z0) =

Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t). (5.3)

Rovnost je zachována pro všechna přirozená č́ısla, nebot’ pro m ∈ N je pravá strana

Γ(m+ 1)

(z − z0)m
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(m),
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kde všechny sč́ıtance jsou nulové kromě sč́ıtance pro n = m, kde λm(m) = 1 a tedy z

řady zbude pouze jeden člen

Dm
z f(z0) =

Γ(m+ 1)

(z − z0)m
am(z − z0)m · 1 = Γ(m+ 1)

f (m)(z0)

m!
= f (m)(z0).

Výraz (5.3) je definovaný pro všechna t ≥ 0. Vystupuje zde parametr z, na kterém je

”t-tá”derivace funkce f v bodě z0 závislá. Je-li rozš́ı̌reńı derivace na takovém parametru

závislé, mluv́ıme o nelokálńım rozš́ı̌reńı. Došli jsme tak k základńımu tvaru možného

rozš́ı̌reńı derivace:

Dt
zf(z0) =

Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t), (5.4)

kde ∀n ∈ N : λn(n) = 1,∀k ∈ N \ {n} : λn(k) = 0.

Na λn(t) uvaĺıme ještě daľśı podmı́nky, které zaruč́ı, že dř́ıve formulovaná podmı́nka

rozš́ı̌reńı derivace bude splněna.

5.1 Podmı́nky funkćı λn(t) a věta o rozš́ı̌reńı derivace

Požadovaná vlastnost rozš́ı̌reńı z (4.4) je ve tvaru

f(z) =

∫ ∞
0

Dt
zf(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt.

V čitateli integrandu substituujeme odvozené rozš́ı̌reńı z (5.4). Podmı́nka (4.4) má

tak tvar

f(z) =

∫ ∞
0

Dt
zf(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt =

=

∫ ∞
0

Γ(t+ 1)

Γ(t+ 1)

(z − z0)t

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t)dt =

∫ ∞
0

∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t)dt. (5.5)

Pro lehč́ı manipulaci s t́ımto výrazem je žádoućı, abychom mohli zaměnit pořad́ı in-

tegrálu a sumy. Následuj́ıćı věta je d̊usledkem Lebesgueovi věty z teorie mı́ry, která určuje

podmı́nku, kdy je možné nekonečnou sumu a integrál zaměnit [4].

Věta 5.1. Pokud jsou funkce fn(t) na t ≥ 0 spojité pro všechna n ∈ N, a jestli

∞∑
n=0

∫ ∞
0

|fn(t)|dt <∞ nebo

∫ ∞
0

∞∑
n=0

|fn(t)|dt <∞,

pak m̊užeme zaměnit pořad́ı integrálu a nekonečné sumy:∫ ∞
0

∞∑
n=0

fn(t)dt =
∞∑
n=0

∫ ∞
0

fn(t)dt.

Toto tvrzeńı plat́ı i pro konečné intervaly integrace.
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Ve větě pracujeme s integrálem absolutńı hodnoty funkce. Ř́ıkáme, že funkce je abso-

lutně integrovatelná, existuje-li integrál jej́ı absolutńı hodnoty, který je konečný. Podobně

jako u diskrétńıch řad absolutńı integrovatelnost implikuje integrovatelnost. Uvaĺıme tedy

na λn(t) podmı́nku v následuj́ıćı větě:

Věta 5.2. Jsou-li λn(t) absolutně integrovatelné na 〈0,∞) a omezené jednou konstantou,

tj.
∫∞
0
|λn(t)|dt < C pro všechna n ∈ N, pak v (5.5) je možné zaměnit pořad́ı sumy a

integrálu: ∫ ∞
0

∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t)dt =
∞∑
n=0

an(z − z0)n
∫ ∞
0

λn(t)dt.

D̊ukaz. Je-li
∫∞
0
|λn(t)|dt < C, pak je∫ ∞

0

|an(z − z0)nλn(t)|dt = |an(z − z0)n|
∫ ∞
0

|λn(t)|dt ≤ C|an(z − z0)n|,

odkud srovnávaćım kritériem dostáváme pro sumu

∞∑
n=0

∫ ∞
0

|an(z − z0)nλn(t)|dt ≤ C
∞∑
n=0

|an(z − z0)n|.

Podle věty 3.7 konverguje Taylor̊uv rozvoj analytické funkce absolutně. Tedy pravá strana

konverguje a pro fn(t) = an(z− z0)nλn(t) je splněna prvńı podmı́nka z věty 5.1. Můžeme

tak zaměnit pořad́ı sumy a integrálu.

Dále budeme požadovat, aby nejen integrály |λn(t)| byly omezené, ale aby taky sa-

motné funkce λn(t) byly omezené jednou konstantou M : |λn(t)| < M pro všechna t ≥ 0.

Za těchto podmı́nek můžeme zapsat (5.5) jako

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n
∫ ∞
0

λn(t)dt.

Levou stranu rovnice zaṕı̌seme Taylorovou řadou f(z):

∞∑
n=0

an(z − z0)n =
∞∑
n=0

an(z − z0)n
∫ ∞
0

λn(t)dt.

Tato rovnost bude rozhodně zachována, pokud si jednotlivé členy nekonečné řady budou

rovny, tedy stač́ı uvalit podmı́nku ∀n ∈ N :
∫∞
0
λn(t)dt = 1.

Nyńı jsme rozebrali všechny podmı́nky na λn(t) z rozš́ı̌reńı derivace Dt
zf(z0) v (5.4).

Všechny naše poznatky a podmı́nky shrneme do základńı věty práce o rozš́ı̌reńı derivace.
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Věta 5.3 (Rozš́ı̌reńı derivace). Necht’ je funkce f(z) analytická na |z − z0| < ρ.

Pak pro všechna z 6= z0 existuje rozš́ıřeńı derivace Dt
zf(z0) do všech t ≥ 0 takové,

že

f(z) =

∫ ∞
0

Dt
zf(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt. (5.6)

Toto rozš́ıřeńı má tvar

Dt
zf(z0) =

Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t), (5.7)

kde λn(t) splňuje podmı́nky:

1. ∀n ∈ N : λn(n) = 1,∀k ∈ N \ {n} : λn(k) = 0,

2. ∀n ∈ N jsou funkce λn(t) spojité a omezené: |λn(t)| < M . Jsou absolutně

integrovatelné:
∫∞
0
|λn(t)|dt < C. Zde M,C nejsou závislé na n.

3. ∀n ∈ N :
∫∞
0
λn(t)dt = 1.

5.2 Konkrétńı př́ıklady funkćı λn(t)

Existuje nekonečně mnoho r̊uzných funkćı λn(t) splňuj́ıćı podmı́nky uvedené výše. V této

kapitole uvedeme tři konkrétńı př́ıklady těchto λn(t).

Inspiraci můžeme vźıt z nárazové funkce v R, která má sv̊uj základńı tvar

Ψ(t) =

exp
(

t2

t2−1

)
, t ∈ (−1, 1)

0, jinak

a je hladká na všech R v tom smyslu, že všechny jej́ı derivace jsou spojité. Chceme-li, aby

funkce měla vrchol v [n, 1] a polovinu ”podstavy”o délce a, kde by připomı́nala funkci

λn(t), můžeme napsat

λn(t) =

exp
(

(t−n)2
(t−n)2−a2

)
, t ∈ (n− a, n+ a)

0, jinak

pro n = 1, 2, · · · a 0 < a < 1. Tato funkce splňuje prvńı dvě podmı́nky na λn(t) z věty

5.3. Nav́ıc konstantu a můžeme vybrat tak, aby byla i třet́ı podmı́nka
∫∞
0
λn(t)dt = 1

splněna.
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V tomto př́ıpadě má podmı́nka tvar:

1 =

∫ ∞
0

λn(t)dt =

∫ n+a

n−a
exp

(
(t− n)2

(t− n)2 − a2

)
dt.

Zavedeńım substituce t− n = ax, dt = adx tak dostáváme

1 =

∫ 1

−1
exp

(
a2x2

a2x2 − a2

)
adx = a

∫ 1

−1
exp

(
x2

x2 − 1

)
dx,

odkud (∫ 1

−1
exp

(
x2

x2 − 1

)
dx

)−1
= a ≈ 0,828...

Stejný vzorec ovšem neplat́ı pro n = 0, kde je
∫∞
0
λ0(t)dt = 0,5. Zde můžeme sestavit

funkci z dvou nárazových funkćı. Jedné se středem v t = 0, výškou 1 a polovinou podstavy

o velikosti 1 a druhé nárazové funkce funkce se středem v 0,5, polovinou podstavy 0,5 s

vrcholem ve výšce b:

λ0(t) =

exp
(

t2

t2−1

)
+ b exp

(
(t−0,5)2

(t−0,5)2−0,25

)
, t ∈ 〈0, 1)

0, 〈1,∞)

.

Pro λ0(t) je tak podmı́nka

1 =

∫ 1

0

exp

(
t2

t2 − 1

)
dt+ b

∫ 1

0

exp

(
(t− 0,5)2

(t− 0,5)2 − 0,25

)
dt

[
1−

∫ 1

0

exp

(
t2

t2 − 1

)
dt

] [∫ 1

0

exp

(
(t− 0,5)2

(t− 0,5)2 − 0,25

)
dt

]−1
= b ≈ 0,657...

0

0

Obrázek 11: Funkce λ0(t) a λn(t) vytvořeny z nárazových funkćı

Tyto funkce jsou skoro všude nulové a tedy i absolutně integrovatelné a splňuj́ı tak

všechny vlastnosti z věty 5.3.

Nárazové funkce jsou sice hladké, ale práce s nimi neńı jednoduchá, nebot’ jejich

neurčitý integrál nemá elementárńı primitivńı funkci. Proto v následuj́ıćıch praktických
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př́ıkladech rozš́ı̌reńı derivace budeme pracovat s podobnými funkcemi, jejichž alespoň

prvńı derivace je spojitá. Tyto funkce maj́ı následuj́ıćı tvar:

λ0(t) =


cos2

(π
2
t
)

+ sin2(πt), t ∈ 〈0, 1〉

0, t ∈ (1,∞)

λn(t) =


cos2

(π
2

(t− n)
)
, t ∈ (n− 1, n+ 1)

0, 〈0, n− 1〉 ∪ 〈n+ 1,∞)

(5.8)

kde n = 1, 2, · · · .

0

0

Obrázek 12: Funkce z (5.8) pro oba př́ıpady rozš́ı̌reńı

Dále lze určit spojitou primitivńı funkci:

∫ τ
0
λ0(t)dt =


2 sin(πτ)− sin(2πτ)

4π
+ τ, τ ∈ 〈0, 1〉

1, τ ∈ (1,∞)

∫ τ
0
λn(t)dt =


0, τ ∈ 〈0, n− 1〉
τ − n+ 1

2
+

sin(πτ + πn)

2π
, τ ∈ (n− 1, n+ 1)

1, τ ∈ 〈n+ 1,∞)

(5.9)
0

0

Obrázek 13: Primitivńı funkce (5.9) k funkci (5.8)

Tyto funkce λn(t) splňuj́ı všechny podmı́nky uvedené ve větě 5.3. Jsou ovšem defi-

novány po částech, s č́ımž se může pracovat obt́ıžněji. Proto uvedeme ještě jednu funkci,

která po částech zadaná neńı.
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Zvolme postup, kdy nejprve najdeme primitivńı funkci, kterou poté zderivujeme a

dostaneme hledanou λn(t). Lze systematicky odvodit, že funkce

fn(t) =
sin(2πt)(1− cos(2πt))

4π3(t− n)2
+

cos(2πt)− 1

2π2t2
(5.10)

tuto primitivńı funkci představuje. Čitatel prvńıho sč́ıtance má ve všech t ∈ N \ {n}

nuly třet́ıho řádu a je vynásoben zde spojitou funkćı
1

4π3(t− n)2
, tedy (fn(k))′ = 0. Pro

t = n je zde pól druhého řádu, tedy funkce zde má nulu prvńıho řádu a v tomto okoĺı lze

zde pomoćı Taylorova rozvoje funkćı sin(2πt) ≈ 2π(t − n) a 1 − cos(2πt) ≈ 2π2(t − n)2

aproximovat výraz jako
2π(t− n) · 2π2(t− n)2

4π3(t− n)2
= t− n,

tedy zde je (fn(n))′ = 1. Dále plat́ı pro všechna n ∈ N, že lim
t→∞

fn(t) = 0 a kv̊uli druhému

sč́ıtanci je lim
t→0

fn(t) = lim
t→0

−2π2t2

2π2t2
= −1. Proto plat́ı i fn(∞) − fn(0) = 1, což je pouze

podmı́nka
∫∞
0
λn(t)dt = 1. Přepsáńım funkce fn(t) z (5.10) na

2 sin(2πt)− sin(4πt)

8π3(t− n)2
+

cos(2πt)− 1

2π2t2

a derivaćı tak źıskáváme možnou funkci λn(t) = (fn(t))′:

cos(2πt)

2π2(t− n)2
− sin(2πt)

2π3(t− n)3
− cos(4πt)

2π2(t− n)2
+

sin(4πt)

4π3(t− n)3
− sin(2πt)

πt2
− cos(2πt)− 1

π2t3
(5.11)

Obrázek 14: Funkce λn(t) z (5.11) s n = 4

Funkce (5.10) a (5.11) vždy uvažujme s rozš́ı̌reńım do bod̊u, kde nejsou definované,

odpov́ıdaj́ıćımi limitami. Konkrétně: ∀n ∈ N\{0} : λn(0) = 0, ∀n ∈ N : λn(n) = 1. Takové

funkce jsou omezené a spojité pro všechna t ≥ 0. Posledńım krokem je ověřit, že λn(t)

jsou absolutně integrovatelné. Ověř́ıme absolutńı integrovatelnost zvlášt’ pro členy, kde se

objevuje n a pro ty, kde n nehraje roli. Pokud jsou obě části absolutně integrovatelné, je

i jejich součet absolutně integrovatelný.
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Pro funkci (5.11), kde figuruj́ı n, zavedeme pro integrál na t ∈ 〈0,∞) substituci

t− n = x =⇒ dt = dx. Pro tuto část je tedy integrál∫ ∞
−n

cos (2πx)

2π2x2
− sin (2πx)

2π3x3
− cos (4πx)

2π2x2
+

sin (4πx)

4π3x3
dx. (5.12)

Označ́ıme-li integrand jako funkci f(x), dostáváme následuj́ıćı odhad∫ ∞
−n
|f(x)|dx ≤

∫ ∞
−∞
|f(x)|dx.

Protože je funkce f(x) sudá, lze napsat
∫∞
−∞ |f(x)|dx = 2

∫∞
0
|f(x)|dx = 2

∫ 1

0
|f(x)|dx +

2
∫∞
1
|f(x)|dx. Funkce f(x) má v nule limitu rovnu jedné, tedy je na 〈0, 1〉 omezená a jej́ı

integrál přes tento interval je také omezený. Integrál přes 〈1,∞) lze omezit absolutńımi

členy součtu. Protože každá z absolutńıch hodnot trigonometrických funkćı je v 〈0, 1〉,

pro integrál na 〈1,∞) dostáváme odhad∫ ∞
1

1

2π2x2
+

1

2π3x3
+

1

2π2x2
+

1

4π3x3
dx.

Tento integrál bez pochyb konverguje, nebot’ primitivńı funkce jsou násobky x−1, x−2,

které jdou k nule s x→∞. Integrál
∫∞
0
|f(x)|dx tedy konverguje. Pro druhou část funkce

z (5.11), kde n nefiguruje, můžeme pokračovat analogicky. Protože ve jmenovateĺıch se

objevuj́ı t2, t3, integrál také konverguje absolutně a proto i integrál celé (5.11) na 〈0,∞)

konverguje absolutně.

Funkce λn(t) ve tvaru (5.11) je užitečná, nebot’ kromě dvou bod̊u neńı definovaná po

částech. Zároveň rovnou známe jej́ı primitivńı funkci z (5.10).

5.3 Vlastnosti rozš́ı̌reńı

Různá rozš́ı̌reńı derivaćı maj́ı r̊uzné vlastnosti. U našeho rozš́ı̌reńı si posloupnost{
x0 = 0, xn+1 = xn +

Dn
z f(z0)

Γ(n+ 1)
(z − z0)n

}
maj́ıćı limitu f(z) zachovává v nekonečnu stej-

nou limitu jako funkce

g(τ) =

∫ τ

0

Dt
zf(z0)

Γ(t+ 1)
(z − z0)tdt, (5.13)

tj. lim
τ→∞

g(τ) = f(z). Nejprve dokážeme dvě d̊uležité vlastnosti uvedeného operátoru

Dt
zf(z0) a poté i funkce g(τ).

Věta 5.4 (Linearita operátoru). Operátor rozš́ıřené derivace Dt
zf(z0) je lineárńım operátorem.

Tedy pro všechna α, β ∈ C plat́ı

Dt
z(αf(z0) + βg(z0)) = αDt

zf(z0) + βDt
zg(z0).
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D̊ukaz. Vyjádř́ıme-li analytické funkce jako f(z) =
∑∞

n=0 an(z−z0)n a g(z) =
∑∞

n=0 bn(z−

z0)
n, pak pro funkci h(z) = αf(z) + βg(z) plat́ı h(z) =

∑∞
n=0(αan + βbn)(z − z0)n a jej́ı

rozš́ı̌reńı derivace v z0 je dáno

Dt
zh(z0) = Dt

z(αf(z0) + βg(z0)) =
Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

(αan + βbn)(z − z0)nλn(t) =

=
Γ(t+ 1)

(z − z0)t

[
∞∑
n=0

(αan(z − z0)nλn(t) + βbn(z − z0)nλn(t))

]
=

=
Γ(t+ 1)

(z − z0)t

[
∞∑
n=0

αan(z − z0)nλn(t) +
∞∑
n=0

βbn(z − z0)nλn(t)

]
=

= α
Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t) + β
Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

bn(z − z0)nλn(t) =

αDt
zf(z0) + βDt

zg(z0).

Dále ukážeme, že uvedené rozš́ı̌reńı derivace je nav́ıc spojité pro t ≥ 0, tedy malá

změna v t vyvolá malý rozd́ıl v derivaci.

Věta 5.5 (Spojitost operátoru). Pro analytickou funkci f(z) na |z−z0| < ρ je pro pevně

dané z 6= z0 z této oblasti operátor Dt
zf(z0) spojitý pro všechna t ≥ 0.

D̊ukaz. Využijeme Weierstrassova kritéria z věty 3.5, abychom ukázali, že f(t) =
∑∞

n=0 an(z−

z0)
tλn(t) konverguje stejnoměrně pro t ≥ 0. Pro omezené λn(t) : |λn(t)| < M máme ma-

jorantu Mn ve tvaru

|an(z − z0)nλn(t)| ≤ |an(z − z0)n|M = Mn.

Taylor̊uv rozvoj konverguje podle věty 3.7 absolutně, tedy
∑∞

n=0Mn konverguje a Weier-

strassovo kritérium tak garantuje stejnoměrnou konvergenci f(t) pro t ≥ 0. Protože

každá z λn(t) je spojitá a an(z − z0)
n jsou v̊uči t konstanty, každá z funkćı fk(t) =∑k

n=0 an(z − z0)nλn(t) je spojitá. Větou 3.4 je tak spojitá i funkce f(t) = lim
k→∞

fk(t) =∑∞
n=0 an(z − z0)nλn(t). Funkce

Γ(t+ 1)

(z − z0)t
je pro z 6= z0 a t ≥ 0 spojitá a tedy i součin

Γ(t+ 1)

(z − z0)t
∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t) = Dt
zf(z0)

je spojitá komplexńı funkce pro t ≥ 0.
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Je-li funkce f(z) reálná a chceme, aby i jej́ı zlomkové derivace byly čistě reálné a

spojité, stač́ı vybrat parametr z > z0. Nyńı dokážeme spojitost samotné funkce g(τ) ze

začátku kapitoly, kterou je rozš́ı̌reńı motivováno.

Věta 5.6 (Spojitost funkce g(τ)). Pro rozš́ıřeńı Dt
zf(z0), je funkce (5.13), jež jde zapsat

jako

g(τ) =

∫ τ

0

∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t)dt (5.14)

spojitá pro τ ≥ 0.

D̊ukaz. Označme In(τ) =
∫ τ
0
λn(t)dt. Dostáváme tak pro integrál odhad |In(τ)| ≤

∫ τ
0
|λn(t)|dt ≤∫∞

0
|λn(t)| < C. Kv̊uli absolutńı konvergenci Taylorova rozvoje f(z) lze podle věty 5.1

zaměnit pořad́ı sumy a integrálu:

g(τ) =
∞∑
n=0

an(z − z0)nIn(τ).

Protože jsou λn(t) spojité, jsou i jej́ı integrály In(τ) spojité. Tedy každá z funkćı gk(τ) =∑k
n=0 an(z−z0)nIn(τ) je spojitá a podle Weierstrassova kritéria 3.5 s majorantami C|an(z−

z0)
n| stejnoměrně konvergentńı k g(τ) na 〈0,∞). Podle věty 3.4 je tak spojitá i funkce

g(τ).

6 Př́ıklady

V této kapitole se zaměř́ıme na praktické př́ıklady dř́ıve formulovaného rozš́ı̌reńı. Všechny

doplňuj́ıćı grafy jsou vytvořeny autorem pomoćı programovaćıho jazyka Python v pro-

gramu Jupyter Notebook.

6.1 Přepis diskrétńıch posloupnost́ı na spojité funkce

Jeden ze základńıch Taylorových polynomů je pro funkci f(z) = ez v okoĺı z0 = 0:

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Tato řada konverguje pro všechna z ∈ C, nebot’ funkce ez je všude analytická. Nav́ıc pro

všechny celoč́ıselné derivace plat́ı f (n)(0) = 1. Nám postač́ı hodnota v z = 1, kde máme

e =
∑∞

n=0
f (n)(0)
n!

(1)n =
∑∞

n=0
1
n!

.
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Na základě toho můžeme definovat posloupnost{
x0 = 0, xn+1 = xn +

fn(0)

n!
(1− 0)n = xn +

1

n!

}
, (6.1)

pro kterou plat́ı lim
n→∞

xn = e. Přepisem na spojitou funkci pomoćı n = t, g′(t) ∼ xt+1 −

xt, g(t) = xt dostáváme

g′(t) =
f (t)(0)

t!
.

Nahrad́ıme t! = Γ(t+ 1) a f (t)(0) = Dt
1f(0) a integrujeme podle t od 0 do τ . Dostáváme

tak pro z0 = 0, z = 1:

g(τ) =

∫ τ

0

Dt
1f(0)

Γ(t+ 1)
dt =

∫ τ

0

∞∑
n=0

anλn(t)dt =
∞∑
n=0

anIn(τ). (6.2)

Zde je an =
1

n!
a plat́ı lim

τ→∞
g(τ) = e. Použijeme dvě r̊uzná In(t). Nejprve jedno definované

po částech pomoćı trigonometrických funkćı z (5.9):

I0(τ) =


2 sin(πτ)− sin(2πτ)

4π
+ τ, τ ∈ 〈0, 1〉

1, τ ∈ (1,∞)

In(τ) =


0, τ ∈ 〈0, n− 1〉
τ − n+ 1

2
+

sin(πτ + πn)

2π
, τ ∈ (n− 1, n+ 1)

1, τ ∈ 〈n+ 1,∞)

(6.3)

0

0

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
Obrázek 15: Posloupnost (6.1) a funkce g(τ) z (6.2) s In(τ) z (6.3)

Použijme ještě druhé možné In(τ), které neńı definované po částech a tedy práce s

ńım může být o něco lehč́ı. Z podkapitoly př́ıklad̊u λn(t) je takové In(τ) podle (5.10) v

následuj́ıćım tvaru:

In(τ) = 1 +
sin(2πτ)(1− cos(2πτ))

4π3(τ − n)2
+

cos(2πτ)− 1

2π2τ 2
(6.4)
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Obrázek 16: Posloupnost (6.1) a funkce g(τ) z (6.2) s In(τ) z (6.4) pro τ ∈ 〈0, 10〉

I když se grafy těchto dvou funkćı poměrně lǐśı, d̊uležité je, že si v nekonečnu po-

nechávaj́ı stejnou limitu.

Jako druhý př́ıklad uved’me geometrickou řadu

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn,

která konverguje pro |z| < 1. Zde je znovu z0 = 0 s an = 1 a např́ıklad pro z = −1

2
je

odpov́ıdaj́ıćı posloupnost {
x0 = 0, xn+1 = xn +

(
−1

2

)n}
(6.5)

osciluj́ıćı a s limitou
1

1 + 1/2
=

2

3
. Obdobným přepisem n = t, g′(t) ∼ xt+1−xt, g(t) = xt

jako u předchoźıho př́ıkladu dostáváme

g(τ) =

∫ τ

0

∞∑
n=0

an(z − z0)nλn(t) =
∞∑
n=0

(
−1

2

)n
In(τ), (6.6)

kde je znovu zachována limita lim
τ→∞

g(τ) =
2

3
. Použijeme stejná In(τ) jako v minulém

př́ıkladě.

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

⋅

⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

⋅

⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Obrázek 17: Posloupnost (6.5) a funkce g(τ) z (6.6) s In(τ) z (6.3) pro τ ∈ 〈0, 10〉

40



⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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Obrázek 18: Posloupnost (6.5) a funkce g(τ) z (6.6) s In(τ) z (6.4) pro τ ∈ 〈0, 10〉

6.2 Rozš́ı̌reńı derivace v bodě

Nyńı rozebereme hlavńı výsledek práce na praktických př́ıkladech.

Mějme funkci f(z) = sin(z). Nultá derivace je vždy pouze funkčńı hodnota v bodě,

tedy např́ıklad v bodě z0 = 0 je f(0) = 0. Dále je f ′(0) = cos(0) = 1, f ′′(0) = − sin(0) =

0, f (3)(0) = − cos(0) = −1, f (4)(0) = sin(0) = 0. Obecně můžeme napsat, že pro n ∈ N

plat́ı f (n)(0) = sin
(π

2
n
)

. Protože liché derivace jsou vždy u funkce sin(z) nulové, liché

členy v Taylorově rozvoji můžeme vynechat. Funkce sin(z) tak jde zapsat jako

sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1.

Podle (5.7) má v z0 = 0 zlomková derivace funkce sin(z) s parametrem z tvar

Dt
z sin(z0)|z0=0 =

Γ(t+ 1)

zt

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1λ2n+1(t). (6.7)

Zde využijeme funkce λn(t) definované v (5.8) a můžeme vynechat λ0(t):

λn(t) =


cos2

(π
2

(t− n)
)
, t ∈ (n− 1, n+ 1)

0, t ∈ 〈0, n− 1〉 ∪ 〈n+ 1,∞)

(6.8)

Zvolme čtyři r̊uzné parametry: z = 1, 2, π, 2π. V následuj́ıćım grafu je křivka (6.7) s

parametrem z = 1 nejsvětleǰśı a s rostoućım parametrem křivka tmavne.
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Obrázek 19: Křivka (6.7) s parametry 1, 2, π, 2π a λn(t) z (6.8) pro t ∈ 〈0, 10〉

Zvolme ještě trigonometrickou verzi λn(t) definovanou v (5.11):

λn(t) =
cos(2πt)

2π2(t− n)2
− sin(2πt)

2π3(t− n)3
− cos(4πt)

2π2(t− n)2
+

sin(4πt)

4π3(t− n)3
− sin(2πt)

πt2
− cos(2πt)− 1

π2t3

(6.9)

Zvolme dva parametry z = π, 2π. V následuj́ıćım grafu je funkce (6.7) s parametrem

z = π světleǰśı.

⋅
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⋅

⋅

⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Obrázek 20: Křivka (6.7) s parametry π, 2π a λn(t) z (6.9) pro t ∈ 〈0, 10〉

Jako druhý př́ıklad mějme funkci f(z) = zez s derivaćı v bodě z0 = 0. V tomto bodě

má funkce Taylor̊uv rozvoj

zez = z

∞∑
k=0

zk

k!
=
∞∑
k=0

zk+1

k!
=
∞∑
n=0

n

n!
zn.

Odsud je zjevné, že f (n)(0) = n, tedy derivace roste s jej́ım řádem lineárně. Zlomková

derivace této funkce s parametrem z má podle (5.7) tvar

Dt
ze
z0 |z0=0 =

Γ(t+ 1)

zt

∞∑
n=0

n

n!
znλn(t). (6.10)

Využijme funkci λn(t) z (6.8) pro parametry z = 1, 2, 3, 4. Znovu zde s rostoućım para-

metrem křivka tmavne.
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Obrázek 21: Křivka (6.10) s parametry z = 1, 2, 3, 4 a λn(t) z (6.9) pro t ∈ 〈0, 10〉

Pro trigonometrickou verzi λn(t) z (6.9) zvolme pouze jeden parametr z =
3

2
.
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Obrázek 22: Křivka (6.10) s parametrem z =
3

2
a λn(t) z (6.9) pro t ∈ 〈0, 5〉

6.3 Rozš́ı̌reńı derivace funkce na intervalu

Řekněme, že máme danou funkci f(x) =
1

2
x2, jej́ıž celoč́ıselné derivace jsou f (0)(x) =

1

2
x2, f (1)(x) = x, f (2)(x) = 1, f (3)(x) = 0 pro všechna x. Zaj́ımaj́ı nás nyńı neceloč́ıselné

derivace této funkce, řekněme na intervalu 〈−1, 1〉. Podle (5.7) je rozš́ı̌reńı derivace v

bodě x s parametrem z v následuj́ıćım tvaru

Dt
zf(x) =

Γ(t+ 1)

(z − x)t

∞∑
n=0

an(z − x)nλn(t),

kde an =
f (n)(x)

n!
. Aby tato rozš́ı̌reńı byla reálná, stač́ı vybrat z tak, aby z > x. Vyberme

např́ıklad z = 2. Protože všechny celoč́ıselné derivace funkce pro n ≥ 3 jsou nulové, stač́ı
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zvážit pouze prvńı tři členy řady. Rozš́ı̌reńı má tedy tvar

Dt
2

(
1

2
x2
)

=
Γ(t+ 1)

(2− x)t

(
1

2
x2λ0(t) + x(2− x)λ1(t) +

(2− x)2

2
λ2(t)

)
(6.11)

Uvažujme funkce λn(t) z (5.8):

λ0(t) =


cos2

(π
2
t
)

+ sin2(πt), t ∈ 〈0, 1〉

0, t ∈ (1,∞)

λn(t) =


cos2

(π
2

(t− n)
)
, t ∈ (n− 1, n+ 1)

0, 〈0, n− 1〉 ∪ 〈n+ 1,∞)

(6.12)

V následuj́ıćıch třech grafech je vždy zobrazena transformace funkce Dt
2

(
1

2
x2
)

s t

z intervalu 〈0, 1〉, 〈1, 2〉 a 〈2, 3〉. S rostoućım t křivka tmavne. Pro všechna t jsou tato

rozš́ı̌reńı pro x ∈ 〈−1, 1〉 spojitá. Osy graf̊u nejsou v poměru 1 : 1.

Obrázek 23: Zlomkové derivace funkce
1

2
x2 z (6.11) pro x ∈ 〈−1, 1〉 a

t v intervalech 〈0, 1〉, 〈1, 2〉 a 〈2, 3〉 s parametrem z = 2.

Jako druhý př́ıklad zvažme rozš́ı̌reńı derivace funkce f(x) = sin(x) na intervalu

〈0, 2π〉. Zvolme tedy např́ıklad parametr z = 3π. Celoč́ıselné derivace jsou f (0)(x) =

sin(x), f (1)(x) = cos(x), f (2)(x) = − sin(x) pro všechna x. Bude nás zaj́ımat rozš́ı̌reńı

derivace pro t ∈ 〈0, 2〉. Pokud použijeme pro rozš́ı̌reńı λn(t) z předchoźıho př́ıkladu

(6.12), můžeme z nekonečného součtu vynechat λ3(t), λ4(t), · · · , protože jsou nulové pro

t ∈ 〈0, 2〉. Zlomková derivace funkce sin(x) má tedy podle (5.7) tvar

Dt
3π sin(x) =

Γ(t+ 1)

(3π − x)t

(
sin(x)λ0(t) + cos(x)(3π − x)λ1(t)−

sin(x)

2
(3π − x)2λ2(t)

)
(6.13)
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Obrázek 24: Zlomkové derivace funkce sin(x) z (6.13) pro x ∈ 〈0, 2π〉 a

t v intervalech 〈0, 1〉 a 〈1, 2〉 s parametrem z = 3π

7 Zlomková diferenciálńı rovnice

V této kapitole ukážeme, jak může vypadat zlomková diferenciálńı rovnice, která použ́ıvá

rozš́ı̌reńı derivace prezentované v této práci. Tyto rovnice nemuśı mı́t řešeńı, které lze

analyticky vyjádřit. Neńı-li řešeńı možno vyjádřit, můžeme ho bud’to aproximovat, nebo

v jeho výpočtu využ́ıt numerických metod.

V této kapitole vyřeš́ıme dvě diferenciálńı rovnice. Jako prvńı př́ıklad mějme rovnici

Dα
z f(x) = f(x), (7.1)

kde 0 < α < 1 a f(x) je reálná funkce. Definičńım oborem této rovnice jsou podle našeho

rozš́ı̌reńı všechna x < z. Jako Dα
z f(x) vyberme rozš́ı̌reńı, které má λn(α) z kapitoly 5.2

definované v (5.8). Pro α ∈ (0, 1) je rozš́ı̌reńı dáno hodnotami f(x) a f ′(x). Exaktńım

vyjádřeńım Dα
z f(x) z definice (5.7) dostáváme z (7.1) následuj́ıćı rovnici

Γ(α + 1)

(z − x)α
[f(x)λ0(α) + f ′(x)(z − x)λ1(α)] = f(x).

Tuto rovnici můžeme vypoč́ıtat klasickými metodami. Rovnici upravme následovně.

Γ(α + 1)

(z − x)α
f ′(x)(z − x)λ1(α) = f(x)

(
1− Γ(α + 1)

(z − x)α
λ0(α)

)
f ′(x)

f(x)
=

1

Γ(α + 1)λ1(α)
(z − x)α−1 − λ0(α)

λ1(α)

1

z − x
Integraćı dostáváme následuj́ıćı vztah

ln |f(x)|+ k =
−(z − x)α

αΓ(α + 1)λ1(α)
+
λ0(α)

λ1(α)
ln |x− z|

Pokud obě strany dáme do exponentu a zváž́ıme, že x < z, dostáváme řešeńı

f(x) = c · exp

(
−1

αΓ(α + 1)λ1(α)
(z − x)α

)
(z − x)λ0(α)/λ1(α). (7.2)
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Jeho validitu můžeme zkontrolovat dosazeńım do p̊uvodńı rovnice. Např́ıklad pro α = 1/2

jsou λ0(α) = 3/2, λ1(α) = 1/2,Γ(α + 1) =
√
π/2 a pro tedy pro rovnici

D1/2
z f(x) = f(x)

dostáváme řešeńı

f(x) = c · exp

(
−8√
π

√
z − x

)
(z − x)3.

Jako druhý př́ıklad zvažme podobnou rovnici se stejným rozš́ı̌reńım:

Dα
z f(x) = f ′(x), (7.3)

kde znovu 0 < α < 1 a x < z. Levou stranu můžeme znovu přepsat a rovnici upravit:

Γ(α + 1)

(z − x)α
[f(x)λ0(α) + f ′(x)(z − x)λ1(α)] = f ′(x)

Γ(α + 1)

(z − x)α
λ0(α)f(x) = f ′(x)

(
1− Γ(α + 1)

(z − x)α
(z − x)λ1(α)

)
.

Pro (z − x)α − Γ(α + 1)λ1(α)(z − x) 6= 0 ⇐⇒ x 6= z − (Γ(α + 1)λ1(α))1/(α−1) můžeme

upravit rovnici s x = t na

f ′(t)

f(t)
=

Γ(α + 1)λ0(α)

(z − t)α − Γ(α + 1)λ1(α)(z − t)

Integraćı přes nějaký interval 〈a, x〉 v definičńım oboru, který neobsahuje singularitu

funkce dostáváme

ln(f(x)) + ln(f(a)) = Γ(α + 1)λ0(α)

∫ x

a

dt

(z − t)α − Γ(α + 1)λ1(α)(z − t)
.

Odsud lze určit f(x) následovně

f(x) = f(a) · exp

(
Γ(α + 1)λ0(α)

∫ x

a

dt

(z − t)α − Γ(α + 1)λ1(α)(z − t)

)
. (7.4)

Integrál v exponentu nemá elementárńı primitivńı funkci. Zde by pak bylo pro konkrétńı

výpočet třeba použ́ıt numerických metod nebo aproximaćı.

8 Aplikace zlomkové derivace

V této kapitole se zaměř́ıme na modelováńı tlumeného oscilátoru pomoćı teorie zlom-

kových derivaćı. Použijeme námi uvedenou zlomkovou derivaci v odpov́ıdaj́ıćı zlomkové
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diferenciálńı rovnici a budeme zkoumat jej́ı řešeńı. Poté tuto rovnici využijeme k mode-

lováńı tlumeného kyvadla s velkou počátečńı výchylkou.

V článku [7] je modelován tlumený oscilátor pomoćı zlomkové diferenciálńı rovnice ve

tvaru
dαu

dtα
+ ωαu(t) = 0, (8.1)

kde 1 < α ≤ 2, ω > 0 s počátečńı podmı́nkou u(0) = 1, u′(0) = 0. Obdobný model

můžeme naj́ıt i v knize [3]. V obou př́ıpadech je pro modelováńı využita Caputova deri-

vace. My využijeme námi uvedenou derivaci Dα
z u(t).

V prvńı řadě ukážeme, jak rovnice (8.1) může modelovat tlumený oscilátor. Pro α = 1

má rovnice tvar

u′(t) = −ωu(t).

Podmı́nku u′(0) = 0 zde zanedbáváme. Řešeńım této rovnice je funkce u(t) = e−ωt, která

pro t ≥ 0 představuje exponenciálńı pokles konverguj́ıćı k nule. Pro α = 2 má rovnice

tvar

u′′(t) = −ω2u(t).

Řešeńım této rovnice je u(t) = cos(ωt), tedy cosinusoida s periodou T =
2π

ω
. Pro α ∈

(1, 2) můžeme tedy očekávat, že řešeńım rovnice bude jakási kombinace těchto funkćı,

tedy klesaj́ıćı exponenciálńı funkce s určitou periodou, která modeluje právě tlumené

oscilátory.

Pro zlomkovou diferenciálńı rovnici

Dα
z u(t) = −ωαu(t) (8.2)

zvolme funkce λn(α) z (5.8). Rozepsáńım tak dostáváme rovnici

Γ(α + 1)

(z − t)α

(
u′(t)(z − t)λ1(α) +

u′′(t)

2
(z − t)2λ2(α)

)
= −ωαu(t)

Tuto rovnici budeme řešit numericky metodou konečných diferenćı na intervalu t ∈

〈0, 10). Zvolme tedy na začátek z = 10. Později ukážeme, jaký efekt má výběr tohoto

parametru na řešeńı rovnice. Všechny následuj́ıćı grafy jsou vytvořené autorem pomoćı

programovaćıho jazyka Python v programu Jupyter Notebook.

47



Obrázek 25: Řešeńı u(t) rovnice (8.2) pro z = 10, ω = π a r̊uzné α ∈ 〈1, 2〉

Z obrázku 25 můžeme vyč́ıst, že ideálńı oscilátor bez tlumeńı pro α = 2 má periodu

2, což odpov́ıdá analytickému výpočtu. Dále, pro α = 1,5 je pokles téměř lineárńı a pro

α = 1 je řešeńım klesaj́ıćı exponenciálńı funkce. Parametr α tedy určuje, jakým zp̊usobem

je daný oscilátor tlumený. Pro α bĺızko 2 je tlumı́ćı śıla malá a oscilátor ztráćı energii

pomalu. Pro α bĺıže 1 je tlumeńı větš́ı a oscilátor ztráćı energii rychleji. S klesaj́ıćım α se

měńı i zdánlivá perioda1 řešeńı rovnice, která neńı konstantńı.

Zaměř́ıme se na př́ıpad α ≤ 1,5, kde je pokles u(t) rychleǰśı a budeme zkoumat, jaký

efekt má na řešeńı rovnice volba parametru z.

0 0

Obrázek 26: Řešeńı u(t) rovnice (8.2) pro α = 1,5, α = 1,3, ω = π a r̊uzné z

Pro α < 1,5 je z obrázku 26 zjevný význam parametru z. V tomto př́ıpadě z regu-

luje, kdy oscilátor ztrat́ı veškerou svoj́ı energii a z̊ustane v klidu s nulovou výchylkou. S

rostoućım z roste i zdánlivá perioda řešeńı a délka intervalu, kde má oscilátor energii. V

praxi tento parametr může např́ıklad u kyvadla nahradit mı́ru odporu atmosféry. Č́ım

1Zde zdánlivou periodou mysĺıme vzdálenost dvou maxim nebo minim funkce u(t) na ose t.
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větš́ı je odpor, t́ım rychleji se dostane kyvadlo do klidového stavu a t́ım menš́ı je tedy z.

Přesnou charakteristiku odporové śıly můžeme tedy popsat r̊uznou kombinaćı z, α.

Zaměřme se nyńı na modelováńı kyvadla z klasické mechaniky pomoćı rovnice (8.2).

Vezmeme v potaz i odpor vzduchu a velké úvodńı vychýleńı kyvadla. Idealizované vzorce

už́ıvané ve středoškolské fyzice tyto dva parametry zanedbávaj́ı.

Naš́ım ćılem je věrohodně namodelovat chováńı takového kyvadla pomoćı zlomkové

diferenciálńı rovnice (8.2).

Základńı diferenciálńı rovnice pro matematické kyvadlo je ve tvaru

θ̈(t) = − g
L

sin(θ(t)).

Pro malé počátečńı úhly θ(0) = θ0, můžeme aproximovat sin(θ) ≈ θ a rovnici vyřešit

analyticky. V takovém př́ıpadě se jedná o ideálńı oscilátor s ω =

√
g

L
, nebot’ θ(t) =

θ0 cos

(√
g

L
t

)
. Śıla odporu vzduchu je opačná pohybu kyvadla a ve standardńıch mode-

lech úměrná rychlosti, v tomto př́ıpadě tedy Fo = −µθ̇(t), kde µ je konstanta popisuj́ıćı

velikost odporu vzduchu [8]. Dostáváme tak rovnici, která modeluje pohyb kyvadla a bere

v potaz odpor vzduchu:

θ̈(t) = −µθ̇(t)− g

L
sin(θ(t)) (8.3)

Pro větš́ı počátečńı úhly, kde nelze aproximovat sinus, nemá tato rovnice analytické řešeńı,

proto j́ı budeme řešit numericky pomoćı metody konečných diferenćı. Nadále budeme

uvažovat L = 1, g = 9, 81 a normalizovat osy y ve vytvořených grafech.

0 0

0 0

Obrázek 27: Řešeńı rovnice (8.3) s µ = 0 a µ = 1 pro r̊uzné θ0

Na obrázku 27 si můžeme všimnout, že v ideálńım př́ıpadě, kdy θ0 je malé (θ0 = 10◦)

a µ = 0, má oscilátor periodu přibližně 2. Toto plyne z aproximace
√
g ≈ π. S rostoućım
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θ0 se zvětšuje zdánlivá perioda i u tlumených oscilátor̊u s µ = 1. Přesně tento efekt měla

aplikace zlomkové diferenciálńı rovnice na oscilátor, viz obrázek 25. Proto je aplikace naš́ı

zlomkové derivace v tomto kontextu užitečná.

Chceme co nejlépe aproximovat normalizovanou funkci θ(t) řešeńım rovnice

Dα
z u(t) = −ωαu(t) (8.4)

Zaměřme se na př́ıpad, kdy θ0 = 100◦, µ = 1. Na obrázku 27 vid́ıme, že takový oscilátor

v t = 10 ztrat́ı téměř veškerou svoj́ı energii. Zvolme tedy z = 10. V př́ıpadě pro ideálńı

kyvadlo je ω =
√
g ≈ π. V (8.4) zvolme tedy ω = π. Tato aproximace je vhodná, nebot’

grafy takovýchto oscilátor̊u máme již vyobrazeny na obrázku 25. Zbývá správě zvolit α,

které zjevně bude menš́ı než 1,5.

0 0

0 0

Obrázek 28: Řešeńı rovnice (8.3) pro θ0 = 100◦, µ = 1 a řešeńı rovnice (8.4)

pro z = 10, ω = π a r̊uzná α

Nejpřesněǰśı aproximaci tlumeného kyvadla dostáváme pro α = 1,3, jak je vidět na

obrázku 28 pro námi zvolené α. Vyjádřeńı modelu zlomkovou diferenciálńı rovnićı (8.4)

je kompaktněǰśı než rovnićı (8.3). Nav́ıc podle argumentu na začátku kapitoly je lépe

patrné, že rovnice (8.4) popisuje tlumený oscilátor, což nemuśı být bez fyzikálńı intuice

z rovnice (8.3) zřejmé.
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Diskuse

Práce nab́ıźı zaj́ımavé rozš́ı̌reńı operátoru derivace do všech nezáporných reálných řád̊u.

Hlavńı vlastnost tohoto rozš́ı̌reńı se lǐśı od standardně použ́ıvaných zlomkových deri-

vaćı rozebraných např́ıklad v [3] a [6]. Za pomoci metod komplexńı analýzy jsme došli

k možnému nelokálńımu rozš́ı̌reńı, které je snadněǰśı na výpočet, než obvykle už́ıvaná

rozš́ı̌reńı. Naše rozš́ı̌reńı použ́ıvá pouze nekonečnou sumu, kterou lze jednoduše aproxi-

movat parciálńımi součty. Pro dobře zvolené λn(t), např́ıklad z (5.8), zbudou nav́ıc z této

nekonečné řady pouze dva členy. Pro neceloč́ıselný řád t ∈ (n, n + 1) s n ∈ N derivace

funkce je třeba znát pouze celoč́ıselné derivace této funkce o řádech n a n + 1. Jedno-

duchost výpočtu uvedeného rozš́ı̌reńı je jedna z výhod oproti standardně použ́ıvaným

zlomkovým derivaćım. Např́ıklad Riemann–Liouvillovo i Caputovo rozš́ı̌reńı použ́ıvá jak

integrál tak derivaci dané funkce [3], [6], což jsou obecně složitěǰśı operátory na výpočet.

Práci by bylo možné rozš́ı̌rit uvedeńım i těchto definic a prodiskutovat jejich vzájemné

výhody a nevýhody i v jiných ohledech.

Daľśı výhodu našeho rozš́ı̌reńı je jeho unikátńı nelokálnost. Standardńı nelokálńı

rozš́ı̌reńı pracuj́ı s parametry, které jsou menš́ı než x. Tedy pracuj́ı s t́ım, v jakém stavu

se systém v minulosti nalézal. Taková rozš́ı̌reńı nacháźı svá využit́ı např́ıklad u popisu

chováńı akumulátor̊u. Kv̊uli jejich pamět’ovému efektu jsou nelokálńı teorie při určováńı

chováńı akumulátoru přesněǰśı, než standardńı lokálńı metody [3].

Naše rozš́ı̌reńı pracuje s parametrem z, který je pro reálná řešeńı vždy větš́ı než x. Dalo

by se tedy ř́ıci, že je závislý na budoućım stavu systému. Tento fakt může být užitečný,

nebot’ můžeme na začátku vybrat stav, ve kterém chceme, aby systém skončil. Náš model

poté urč́ı, jak bude prob́ıhat cesta k námi zvolenému finálńımu stavu. Tento zaj́ımavý

fenomén lze pozorovat např́ıklad u aplikace v kapitole 8. Zde pro α < 1,5 parametr z

určoval, po jaké době ztrat́ı oscilátor veškerou svoj́ı energii.

V kapitole 8 se ukázala být naše zlomková derivace ideálńı, nebot’ podobně jako ky-

vadlo s velkým vychýleńım měnila pro neceloč́ıselné řády svoj́ı zdánlivou periodu. Změna

periody může, ale nemuśı, u tlumených oscilátor̊u nastat. Standardně už́ıvané zlomkové

derivace u tlumených oscilátor̊u si svou periodu zachovávaj́ı [3], [7]. V naš́ı aplikaci bychom

práci mohli rozš́ı̌rit nalezeńım přesného vztahu mezi veličinami z, α, ω a θ0, µ, g, L tak,

aby odpov́ıdaj́ıćı modely byly co nejpřesněǰśı.

V neposledńı řadě můžeme vyzdvihnout flexibilitu uvedeného rozš́ı̌reńı. To je závislé
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na funkćıch λn(t), které muśı splňovat určité vlastnosti popsané v základńı větě práce

5.3. Existuje nekonečně mnoho funkćı, které tyto podmı́nky splňuj́ı. Proto by v aplikaci

takového rozš́ı̌reńı mohly být funkce λn(t) zvoleny tak, aby užitečně nebo co nejpřesněji

popisovaly daný zkoumaný systém. V aplikaci jsme si vystačili s pevně určenými λn(t).

Jak maj́ı být tyto funkce zvoleny, může být předmětem daľśıho výzkumu.

Práci by bylo možno rozš́ı̌rit ještě několika daľśımi zp̊usoby. V teoretické rovině můžeme

uvést v́ıce podmı́nek, které muśı rozš́ı̌reńı splňovat. T́ım může být např́ıklad vlastnost

skládáńı derivaćı, jež se v našem rozš́ı̌reńı nelehce interpretuje: Dα(Dβ) = Dα+β. Dále lze

rozš́ı̌reńı obohatit i o odpov́ıdaj́ıćı zlomkový integrál. Zaj́ımavost́ı je, že v Riemann–Liouvillově

i Caputově rozš́ı̌reńı derivace předcházelo rozš́ı̌reńı integrálu pomoćı Cauchyho vzorce pro

opakovanou integraci.

Po praktické stránce by bylo ideálńı práci rozš́ı̌rit o v́ıce aplikaćı zlomkových derivaćı.

V práci jsme rozebrali aplikaci na tlumené kyvadlo, které bere v potaz odpor vzduchu a

velkou úvodńı výchylku. Tento odpor jsme uvažovali př́ımo úměrný rychlosti kyvadla. Pro

komplikovaněǰśı prostřed́ı popsané např́ıklad v práci [13] uvažujeme, že odpor prostřed́ı

je úměrný neceloč́ıselné derivaci polohy oscilátoru. Tento koncept také označujeme jako

zlomkové třećı śıly [3].

Naše rozš́ı̌reńı můžeme dále aplikovat v několika oborech a využ́ıt zde jeho výhody,

které má oproti standardńım rozš́ı̌reńım. Jedńım z nich je např́ıklad aplikace v kvantové

fyzice a vlnové rovnici [3]. Uvedené rozš́ı̌reńı lze použ́ıt v mnoha daľśıch oborech, kde jsou

využ́ıvány zlomkové derivace, jako např́ıklad v biologii, ekonomii či stroj́ırenstv́ı [10].
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Závěr

V práci jsme představili nelokálńı rozš́ı̌reńı operátoru derivace do všech nezáporných

reálných řád̊u. Hlavńı podmı́nka tohoto rozš́ı̌reńı vyplynula z pozorované paralely mezi

posloupnostmi a odpov́ıdaj́ıćımi diferenciálńımi rovnicemi. Využili jsme metod komplexńı

analýzy jako je obecná Cauchyho věta a Taylor̊uv rozvoj analytické funkce, abychom for-

mulovali základńı tvar tohoto rozš́ı̌reńı. Jeho vlastnosti jsme poté ověřili pomoćı daľśıch

postup̊u s využit́ım Weierstrassova kritéria a Lebesgueovy věty. Uvedli jsme několik

př́ıklad̊u funkćı λn(t), které v tomto rozš́ı̌reńı figuruj́ı. Vyřešili jsme několik př́ıklad̊u,

které jsme doplnili o grafy vytvořené v Pythonu. Uvedenou zlomkovou derivaci jsme

využili k modelováńı tlumeného kyvadla pomoćı zlomkové diferenciálńı rovnice.
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