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Anotace

Hlavnim vysledkem préace je rozsireni operatoru standardni derivace analytickych
funkci do vsech nezapornych redlnych radia. Toto rozsireni je zalozeno na zajimavych
paralelach mezi diskrétnimi posloupnostmi a jejich odpovidajicimi diferencialnimi
rovnicemi. Zkoumani téchto paralel je hlavnim predmétem teoretické c¢asti préce.

V casti praktické jsou k rozsiteni operatoru vyuzity metody komplexni analyzy jako je
Taylortv rozvoj analytické funkce, Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence
nebo Lebesgueova véta. Uvedené rozsiteni je poté aplikovano do fyziky na modelovani

tlumeného oscilatoru.

Klicova slova: konvergentni posloupnosti, stabilita ODE, komplexni analyza,

zlomkova derivace, tlumeny oscilator
Annotation

The main focus of this thesis is to extend the standard derivative operator of analytic
functions to all non-negative orders. This extension is based on interestingly similar
properties of discrete convergent sequences and their appropriate differential equations.
The observation and derivation of these properties is the subject of the theoretical part
of the thesis. In order to extend the derivative operator, methods and theorems of
complex analysis such as Taylor series, Weierstrass M-test and Lebesgues theorem are
utilized. We will then use the introduced fractional derivative to model a damped

oscillator.
Keywords: convergent sequences, stability theory, complex analysis,

fractional derivative, damped oscillator
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Uvod

Diskrétn{ posloupnosti nachazi své uplatnéni v mnoha védnich oborech at uz k vypoctim
nebo k modelovani. Takové posloupnosti slouzi k nejjednodussim matematickym mo-
delim. I pres jejich jednoduché zadani mohou tyto posloupnosti predpovidat populaci

néjakého ekosystému nebo simulovat chaotickou soustavu.

vvvvvv

vvvvvv

stability. Tato teorie je podobna jako u posloupnosti a v préaci ilustrujeme nékteré jejich
paralely, na kterych zalozime rozsiteni derivace v praktické casti prace.

Zlomkové derivace a zlomkové diferencidlni rovnice nachazeji své uplatnéni v nejriznéjsich
védnich disciplindch [10]. Existuje nékolik moznych rozsiteni derivaci, které spliuujici
urcité vlastnosti. Se standardné pouzivanymi rozsitenimi se muze ¢tendr sezndmit v [3]

a [6]. My se zaméfime na rozsiteni, které pfirozené vyplyne ze studia konvergentnich
posloupnosti a stabilnich diferencialnich rovnic. V praci rozebereme vlastnosti tohoto
rozsiteni, uvedeme nékolik jeho prikladu a rozsiteni aplikujeme na modelovani tlumeného

kyvadla.



Teoreticka c¢ast

Tato ¢ast prace analyzuje nékteré vlastnosti rekurentnich posloupnosti a diferencialnich
rovnic, jako je jejich konvergence a stabilita [9]. Vyuzijeme zde zékladni poznatky o po-
sloupnostech [2]. V kapitole 1 predlozime dva piiklady rekurentnich posloupnosti, jejichz
podminky pro konvergenci zobecnime ve specidlnim pripadu Banachovy véty o pevném
bodé. Tyto diskrétni posloupnosti prepiseme na diferencidlni rovnice, jejichz stabilitou
se budeme zabyvat v kapitole 2. V kapitole 3 uvedeme véty komplexni analyzy, jako je
obecnda Cauchyho véta, Weierstrassovo kritérium a Tayloruv rozvoj. Tyto véty vyuzijeme

nasledné v casti praktické k rozsiteni derivace.

1 Rekurentni posloupnosti

V této praci se budeme soustiedit primarné na rekurentné zadané posloupnosti. Tedy
posloupnosti, kde je dan c¢len ay a vSechny dalsi ¢leny definujeme pomoci predchozich
¢lenu, pripadné i n. Nejzakladnéjsi takova posloupnost s prvnim ¢lenem ag je dana a,, 1 =
f(a,) pro n > 0. Rovnici a,+1 = f(a,) tikdme diferencni rovnice a ag je pocdatecni
podminka. Jednotlivé ¢leny jsou pak a; = f(ag),as = f(a1) = f(f(ag)),---. Proces

opakovaného dosazovani funkénich hodnot do argumentu funkce nazyvame iterace.
Definice 1.1. Pevny bod funkce f(z) je takovy bod o € Dy, pro ktery plati a = f(a).

Posloupnosti {ag, a,+1 = f(a,)} jsou tzce spjaty s témito pevnymi body, nebot je
lze numericky ur¢it pravé jako lim a,. Tato metoda hledani pevnych bodu se nazyvé
n—oo

metoda prosté iterace.

Véta 1.1. Necht posloupnost {ag, ani1 = f(a,)} konverguje k o a f je v a spojitd. Pak
fla) =a.

Po rozebrani ptikladu uvedeme nutnou podminku pro funkci f a pocateéni podminku
ag, aby prosté iterace tohoto bodu konvergovala pravé k jednomu pevnému bodu funkce
f.

Nadale budeme v celé praci uvazovat mnozinu prirozenych ¢isel N i s nulou.



1.1 Babylonska metoda

Tato metoda umoznuje urcit s libovolnou pfesnosti druhou odmocninu kladného ¢isla
pouze pomoci trividlnich aritmetickych operaci a iterace. Jedna se o ptipad metody prosté

iterace

a, +b/a,

. },kdeb>1

Véta 1.2 (Babylonskd metoda). Pro posloupnost {ao =b,ap1 =
plat{ im a, = Vb.
n—o0

Diikaz. Vyuzijeme faktu, ze kazdd omezena klesajici posloupnost konverguje [2]. Viimnéme

b
si, ze vSechna a, jsou kladna, nebot f(z) = a +2 [z je kladnd kdykoliv z je kladné.

Protoze ag je kladné, je kladné i a; a vsechny nasledujici ¢leny, tedy Vn € N : a,, > 0.
Indukef dokdzeme, ze Vn € N:a, > vVb. Prob>1je b > Vb = ay > Vb, coz je prvni
krok indukce. Predpoklddejme, ze a, > v/b pro néjaké n. Pak je (a, — v/b)? > 0, coz je
po roznasobeni ekvivalentni

(an)? + b > 2a,Vb.

Vydélime-li obé strany kladnym 2a,,, dostavame

n b n
#_amw/g

a je tak splnén indukéni krok. Tedy Vn € N : a,, > /b, coz znamena, ze

b
Ay > —
n

2a, > a, +b/a,

a, +b/ay,
ay > = ut.

Méme tak klesajici posloupnost omezenou zdola &slem v/b. Posloupnost tak konverguje

b
k ngjaké limiteé, feknéme . Funkce f(z) = * +2 ki je pro x > 0 spojitd a tedy podle
b
vety 1.1 je o takové, ze a = M — a=+b. O]

2
Posloupnost konverguje k v/b i pro 0 < b < 1, ale neni zde monotonni na vsech n.
Tento problém lze vyfesit tim, ze pokud 0 < b < 1, pak zvazime iterace k 1/b > 1,
které puvodni vétou konverguji monoténné k 1/+v/b. Déle staci jen vysledek prevratit a
dostaneme touto metodou vb i pro 0 < b < 1.
Pro rychlejsi konvergenci posloupnosti 1ze vybrat poc¢ateéni hodnotu ag co nejblize

hodnoté v/b. Babylonskd metoda nachézi své uplatnéni piimo v kalkulackdch a pocitacich

10



pro vypocty odmocnin. Jedna se o lehce implementovatelnou a rychle konvergujici po-

sloupnost.

Obrazek 1: Babylonska metoda pro b =100 a 0 <n < 10

1.2 Logisticky rist populaci

Matematika nachézi svoji aplikaci v biologii casto pravé pii modelovani populaci nejruznéjsich
spolecenstev. Uvazujeme-li naptiklad jednotku casu ¢ jako jeden rok, lze predpokladat,
ze velikost populace P, 1 v roce t+ 1 je zavisla na velikosti populace P; v roce t. Tedy lze
vyjadiit Pry1 = f(P). Necht Py znaci populaci na za¢dtku naseho méfeni. Nejjednodussi

a intuitivni model pro mnozeni populace muze byt naptiklad
Py =28,

Pro pocatecni podminku Py je P, = Py -2, jedna se tedy o exponencidlni rust a populace
roste nade vSechny meze. Skutecnost, ze takovy piipad prakticky nemuze nastat, dobre

zachycuje logistickd rovnice ve tvaru
P,
P = (2 - ?t) B, (1.1)

kde K je takzvana nosna kapacita prostiedi. Pro velké K a malé P, je % zanedbatelna a
lokalné se jedna o exponencidlni rust. Jde-li ovsem P, — K, mame P, ~ P, a populace
se kolem nosné kapacity jejtho prostiedi stabilizuje. Numericky bylo v [1] ukdzano, ze
pro K = 500 se pro Py € (0,1000) populace stabilizuje v nekoneénu pravé v K = 500.
Fakt, ze pro nékterda Py posloupnost { P;} konverguje ke K, bychom mohli podobné jako v
predchozi kapitole dokazat. V tomto piikladé se spokojime pouze s intuitivni predstavou.

Na tomto ptikladé lze pozorovat, ze vyfeSenim rovnice o = (2 — %) a dostavame

dva pevné body; o = K a a = 0. Je zjevné, ze pokud Fy = 0, pak pro vSechny ¢t > 0

11



je P, = 0. OvSem i pii libovolné malém F, > 0 konverguje posloupnost ke K. Proto

pevnému bodu v nule fikame nestabilni pevny bod.
I

K d-mmm e ¢ - -0 --0--0--0--0--9

I

Obrazek 2: Graf logistické rovnice pro Py = 100 a K = 500

1.3 Pevné body posloupnosti a Banachova véta

V prvni fadé uvedeme definici stabilniho pevného bodu funkce [11].

Definice 1.2. Pevny bod a funkce f je stabilni, pokud 36 > 0 takové, ze Vay : |ag—a| < 0

konverguje prosta iterace tohoto bodu k a. Tedy {ag, ans1 = f(an)} — a.

Prosta iterace kazdé pocatecni podminky, ktera je dostatecné blizko «, tedy musi
konvergovat k a. Nésledujici véta 11kd, za jakych podminek na funkei f(z) a ap konverguje
posloupnost {ag, a,+1 = f(a,)} k pevnému bodu funkce f. Jednd se o specidlni piipad
Banachovy véty o kontrakcich, kterd tikd, ze v neprazdném tplném metrickém prostoru

existuje pro danou kontrakci pravé jeden pevny bod [12].

Véta 1.3 (Banachova véta). Necht f(z) a f'(x) jsou spojité na {(a,b), f : {a,b) — (a,b)
al|f'(z)] <X <1 provsechna x € (a,b). Pak Vzy € (a,b) posloupnost {xoxni1 = f(zn)}

konverguje k prdvé jednomu pevnému bodu funkce f na (a,b).

Dikaz. Nejprve dokazeme, ze existuje pravé jeden pevny bod f na daném intervalu. Bez
Ujmy na obecnosti feknéme, ze pevné body nejsou v a nebo b. Je-li tedy f(a) > a a
f(b) < b, pak pii definovani g(z) = f(z) —x je g(a) > 0 a g(b) < 0. Takova funkce g je na
(a,b) spojitd a podle Bolzanovy véty pak existuje a € (a,b) : g(a) =0 = a = f(a).
Protoze ¢'(z) = f'(z) — 1 < 0, funkce g(x) je klesajici a toto « je pravé jedno.
Pro xy € (a,b) je iz = f(xo) € (a,b) a tedy z, € (a,b)¥n > 0. Pro pevny bod «
plati
o= Bna] = [£(0) = £ (1.2

12



Protoze f mé na («,x,) C (a,b) spojitou derivaci, Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

garantuje existenci néjakého &, € {(a, x,) takového, ze

fl(&) = fle) = flza) (1.3)

a—x,
= |f(a)—f(x,)| = |f'(&)||a—2,|. Dosazenim do (1.2) a vyuzitim faktu, ze | f/(&,)] < A
dostdvame Vn > 0

| — Tpy1| < AMa— ). (1.4)
Indukci pak 1ze ukazat, ze
| — 2pi1] < M — 2, < Na— 2, 1| < < A Ha — ).
Prava strana konverguje s A < 1 k nule a tedy pro vyraz nalevo musi platit z,,,; — «. [
Nésledujici véta je snadnym testem stability daného pevného bodu.

Véta 1.4. Necht f(x) a f'(x) jsou spojité a necht je a pevnym bodem funkce f. Pokud
|f' ()| <1, pak pevny bod « je stabilni.

Lo
Obréazek 3: Pevny bod funkce a diagram iterace xg

Na obrazku 3 je naznaCena metoda, jak lze graficky vyobrazit ¢leny posloupnosti

{0, Tpi1 = f(zn)}. Od bodu (xg, f(xg)) pokracujeme horizontalné k y = x do (f(x), f(x0)),

kde vertikédlné pokrac¢ujeme do (f(xo), f(f(z0))), horizontélné k y = x do (f(f(z0)), f(f(x0)))

atd. V diagramu je uz ¢len zo = f(x1) = f(f(zo)) relativné blizko pevnému bodu

a= f(a).

13



1.4 Newtonova metoda tecen

Tato metoda slouzi k nalezeni feseni rovnice f(x) = 0. Jednd se speciélni piipad vypoctu

pevného bodu pomoci iteraci.

Obrézek 4: Newtonova metoda tecen

Geometricka myslenka Newtonovy metody je nésledujici: Jako prvni aproximaci reseni
rovnice f(z) = 0 zvolime xy. V tomto bodé sestrojime teénu, jejiz koten z; lze jednoduse

urcit:
f (o)
f/(wo)

Dostaneme tak novou aproximaci feseni; x;. V tomto budé sestrojime tecnu a jeji koren

f/(ZE())(.l’l — IQ) + f(CC()) =0 «<— 1 =29 —

bude tvotit dalsi aproximaci:

f(z1)
f'(x)

fl(ml)(lé —z1)+ f(21) =0 <= x93 =11 —

Stejnou metodu opakujeme dale. Tvorime tak posloupnost {xo,xnﬂ =x, —

S}

Oznaéime-li g(x,) = =, — }f/(fn)), pak za predpokladu konvergence tato metoda pro
‘,L‘n
spojitou f a f’ konverguje podle véty 1.1 k a takovému, ze o = g(a) <= a = a—%7
a

coz za predpokladu f’'(«) # 0 je pravé feseni rovnice f(a) = 0.

Véta 1.5 (Newtonova metoda). Necht jsou funkce f,f', f" spojité, f'(a) # 0 a a je

korenem f: f(a) = 0. Pak « je stabilni pevny bod funkce g(x) = x — %, k némuz
x
posloupnost
{xo,an =, — o) = g(z,) (1.5)
konverguge.

14



Babylonska metoda je ve své podstaté pripad Newtonovy metody. Kofenem rovnice

flx)=2>-b=0je Vb a tedy odpovidajici posloupnost konvergujici k v/b je podle (1.5)

. (r,)> = b Tn+b/z,
praveé posloupnost < g, Tpi1 = Tn — e = 0t =

2 Stabilita diferencialnich rovnic

V této kapitole prepiseme diive rozebrané diskrétni posloupnosti na diferencialni rovnice,

jejichz stabilitou se budeme zabyvat. Nase pozorovani poté zobecnime.

2.1 Prepis diskrétnich konvergentnich posloupnosti

Zacnéme s logistickou rovnici z kapitoly 1.2. Castéji se hovoif spise o spojité logistické
krivee, nez-1i pouze o diskrétnich bodech danych logistickou rovnici (1.1). Chceme, aby zde
t reprezentovalo spojitou hodnotu. Problém bychom mohli fesit nasledujicim zpusobem:

Muzeme P; pro ¢ € N nahradit spojitou funkef g(t) pro t € R{. Logistickd rovnice
(1.1) by poté méla tvar.

ot + 1) = (2 52 o00) 21)

kde g(0) = Pyag(t) : Rf — R jespojitd prot > 0. Dostali jsme tak funkciondlni rovnici,
jejiz Teseni neni vzdy trividlni.

V této praci hledame obecnéji uplatitelnou metodu k nalezeni rozsiteni diskrétni po-
sloupnosti. Zvazme nasledujici postup:

Nejdifve uvazujme, Ze t je spojitd hodnota v RJ. Oznacime-li P, = g¢(t), muzeme

aproximovat derivaci funkce g(t) jako ¢'(t) ~ g(t+1)—g(t) = Piy1— P;. To plyne ze vztahu
gt +h) —g(t)
h

g'(t) = lim , kde muzeme nejmens{ mozné h zvolit 1, nebot P, = g(t) m4

dané hodnoty jen pro piirozend ¢isla. Z logistické rovnice (1.1) tak dostdvame nésledujici

diferencialni rovnici:

By

Prir = P = (2——)Pt—ng’(t)=g(t)—m

K K

Pro pocétecni podminku Py = ¢(0) > 0 a K > 0 mé tato rovnice feseni

B K
1 (1 - K/Pyet

g(t) (2.2)

I kdyz funkce ¢(t) nutné protind body logistické kiivky pouze v ¢t = 0, kde Py = ¢(0),

funkce g si zachovava jednu dulezitou vlastnost spojenou s logistickou rovnici a to sice,

15



ze jejich limita v nekonec¢nu je stejna:

lim P, = lim ¢(t) = K.
t—o0 t—o00

Obrazek 5: Diskrétni posloupnost P, (1.1) a spojita funkce g(t) (2.2)
pro Py =100 a K = 500

Obdobného vysledku dosdhneme pfii stejném postupu i u Babylonské metody. Zde
a;+b/ay

bychom posloupnost {ao =b, a1 = 5

} aproximaci ¢'(t) ~ a1 —ap a g(t) = a;

prepsali nasledovné:

ay + b/(lt

_ b/g(t) —g(t)
5 .

— ag ~ gl(t) 9

Qg1 — Qg =

Pro pocateéni podminku ¢g(0) = b > 0 je feSenim této diferencidlni rovnice funkce

g(t) = b+ (b —b)et, (2.3)

jejiz limita v nekoneénu opét splyva s limitou posloupnosti Babylonské metody, tedy v/b.

Obrézek 6: Babylonskd metoda a spojita funkce g(t) (2.3) pro b = 100

V tuto chvili si muzeme zacit vSimat uréitych spojitosti mezi diskrétnimi posloup-

nostmi a jejich odpovidajicimi diferencialnimi rovnicemi, respektive jejich fesenimi.
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Pii prepisu konvergentni rekurentni posloupnosti {a,} — « pomoci n = t,¢'(t) ~

A1 — Gmg(t) = a; plati

lim a, = lim g(t) = a. (2.4)

n—00 t—o0
Tuto vlastnost budeme chtit mit v praktické ¢asti prace zachovanou i pro obecnéji zadané
posloupnosti, coz vyuzijeme k odvozeni naseho rozsiteni derivace.
Pro zakladni tvar rekurentni posloupnosti {ag,a,+1 = f(a,)} vypadd odpovidajici

diferencidlni rovnice nasledovneé:

ar1 — ap = flar) —ar~ g'(t) = f(g(t)) — g(t) (2:5)

s pocatecni podminkou g(0) = ay.

Konvergenci feseni diferencialnich rovnic se zabyva teorie stability [11], [9]. Obdobné
jako u posloupnosti zde definujeme pevné a stabilni body diferencidlnich rovnic a urcujeme
podminky, za kterych k témto bodum feSeni rovnic konverguje. V dalsi podkapitole
dokazeme pozoruhodné paralely mezi stabilnimi body diskrétnich posloupnosti z kapi-
toly 1.3 a feSeni odpovidajicich diferencialnich rovnic, kterych jsme si mohli vSimnout pti

konkrétnim rozebrani logistické rovnice a Babylonské metody.

2.2 Stabilni body diferencialnich rovnic

Definice stability feSeni diferencialni rovnice je velmi podobnda definici pevného bodu

diskrétnich rad [11].

Definice 2.1. Regeni f(t) : Ry — R diferencialni rovnice je asymptoticky stabilni v f.,

pokud existuje 6 > 0 takova, ze pokud |f(0) — f.| < 0, pak tlim f(t) = fe.
—00

Stabiln{ body rovnic (2.2) a (2.3), jsou K a v/b. Mald vychylka v pocatecni podmince
na funkci tedy nema dlouhodoby efekt na stabilitu systému, ktery se vrati do svého bodu
stability.

Nasledujici véta je analogie Banachovy véty 1.3. Diskrétni posloupnosti jsou zde na-
hrazeny spojitym feSenim diferencialni rovnice. Nadale budeme vzdy predpokladat, ze

reSeni diferencialni rovnice existuje a je spojité pro t > 0.

Véta 2.1. Necht f(x) a f'(x) jsou spojité na {a,b) a f : {a,b) — {(a,b). Pokud pro

vSechna x € (a,b) je f'(z) < 1, pak pro vSechny pocdtecni podminky xo = ¢g(0) € (a,b)
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plati pro Tesent diferencidlni rovnice ¢'(t) = f(g(t)) — g(t) : lim g(t) = «, kde « je pravé

jeden pevny bod funkce f na (a,b). o
Dikaz. V dukazu nejprve upravime diferencidlni rovnici, poté ukazeme, ze jeji feseni je
omezené a nakonec, ze konverguje k a.

Fakt, ze pevny bod «a existuje a je jednoznacny, je dan v prvni poloviné dikazu
Banachovy véty 1.3. Bez jmy na obecnosti feknéme, ze pevny bod neni v koncovych
bodech a,b a pro pocatecni podminku xy plati a < g < a. Kdyby g = «, trivialnim
fesenim je g(t) = a. Obeé strany rovnice ¢'(z) = f(g(z)) — g(z) vydélime f(g(z)) — g(x).
Protoze f(g(0))—g(0) > 0, existuje alespon néjaky interval (0, ¢) na kterém je f(g)—g > 0.
Integrujeme tedy podle x od 0 do ¢:

Azmztzlv@ég?mm“'

Na pravé strané zavedeme substituci g(z) =7 = ¢'(z)dz = dr, g(0) = x¢:

q(t) 1
o f(T) -7

Obrazek 7: Grafickd reprezentace upravené diferencialni rovnice z (2.6)

1 )
Funkce i =r mé v 7 = a pol prvniho fadu nebot f(7) — 7 ma v bodé a nulu
T)—T
prvniho fddu. Pro vSechna 7 € (a,b) \ {a} muzeme tedy napsat
1 a_q

= h 2.7
] (2.7
kde h(7) je spojitd na (a,b) a a_; je reziduum funkce ( v T = «, které je rovno

T)—T

1/(f'(a) = 1).

Déle ukazeme, ze ¢(t) je pro t > 0 omezena funkce. Vsimnéme si, z2e ——— > 0

fr)—7
pro a < 7 < «. Pokud by nékdy platilo o < ¢(t) < xo pro t > 0, pak by podle (2.6)

g(t) 1 zo 1
t= —dT:—/ ———dr <0,
Zo (T) -7 g(t) f(T) -7

znamenalo, ze
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coz je spor, nebot ¢t > 0, tedy zq < g(t) pro t > 0.

Pokud by nékde bylo g(t) > «, véta o nabyvani mezihodnot by kvuli g(0) = zy < «
garantovala existenci néjakého t, € (0,t) takového, ze ¢g(t,) = «. Pro libovolné malé
e:0<e < a—uzplati 1g < o —e < « a tedy existuje i t. € (0,t,) takové, ze

g(te) = a — g, které by muselo splnovat podle (2.6):

a—e 1
A
xo f(7—> -7
Vyuzitim (2.7) tak dostdvame

1 oa—E 1 a—eE
P d h(r)dr.
ff(a)—l/xo T—a”/xo (r)dr

Druhy s¢itanec na pravé strané je koneény, nebot i(7) je spojitd na (a,b) a (xg,a —€) C

(a,b) je kone¢ny interval. Prvni s¢itanec je roven

1(ln\ —¢| —Inlzy — af).

o
f'e) =

Pokud nechdme ¢ — 0, jde In| —¢| — —oo. Protoze < 0, vyraz roste nade

1
fla)—1
v8echny meze, coz je spor, protoze t. méla byt koneénd hodnota v (0,t,). Mdme tak
horni omezeni pro funkci g: g(t) < . Plati tedy, ze xy < g(t) < a pro t > 0.

Vratime se znovu k (2.6), kde nyni vime, ze integrac¢ni meze tvori konecny interval.
Vyuzijeme-li (2.7), dostavame

1 9@ p g(t)
t_f'(@)—l/ — T+/ h(T)dr.

zo zo

Druhy sé¢itanec tak muzeme pro libovolné ¢(t) € (xo, @) omezit néjakou koneénou kon-

stantou A: fjo(t) h(r)dr < [ |h(T)|dT < A. Tedy

1 9tt) 1
t_ASf/(a)—l/mo T_&dT:W(ln|g(t}—a|—ln\xo—a]).

Protoze f'(a) — 1 < 0,9(t) < a, xy < o, vyraz muzeme upravit do nasledujictho tvaru:
(f'(e) =)t —A4) 2 In(a—g(t)) — In(a — z0)

e (@=1)(=4) > a—gt)
o — X

Néslednou tpravou a vyuzitim g(t) < a dostdvame pro g(t) nasledujici odhad:

o — (o — 3)e" @D < gy <,
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Nechame-li nyni ¢t — oo, obé strany odhadu jdou k «a a véta o sevieni implikuje, Ze

tlim g(t) = a. Pro zg € (o, b) by byl dukaz analogicky. O
— 00

Obdobné jako u diskrétnich posloupnosti zde mame nésledujici test pro stabilni body

diferencidlnich rovnic.

Véta 2.2. Pokud « je pevnym bodem spojité funkce f a f'(a) < 1, pak « je stabilnim
bodem teseni rovnice ¢'(t) = f(g(t)) — g(t).

Muzeme si vS§imnout, ze v urc¢itém smyslu jsou diferencialni rovnice stabilnéjsi, nez
samotné posloupnosti, kde je podminkou |f'| < 1 <= —1 < f’ < 1. Zvazme napiiklad
posloupnost

agyr = (1 — ap)ay, (2.8)

—1
"7 Derivace f(t) v tomto bodé je

’ 1
2
(=)
stabilni z pohledu diferencialni rovnice, ale ne diskrétni posloupnosti. Tedy posloupnost
r—1

kde r > 3. Pevny bod funkce f(t) = r(1 — t)t je

> 1. Tedy tento bod je

r—1
2—r, coz pro r > 3 znamena, ze [’ (—) < 1, ale
r

a1 = r(1 — a;)a; nekonverguje k , ale Teseni diferencialni rovnice

a1 — ap = (r—1ag —r(a)’ ~ g'(t) = (r — g(t) + rg* (1),

které s pocateéni podminkou g(0) = zo ma tvar

r—1
g(t) = r—(r—(r— 1)/x0)6(1—r)t7

(2.9)

r—1

k bodu konverguje. Pro r > 3 posloupnost (2.8) je bud'to periodickd nebo pro malé

hodnoty nad r = 3,56995 chaotickd a nema zadnou periodu [5].

ag

1 S

Obrazek 8: Chaotickd posloupnost (2.8) a stabilni funkce (2.9) pro o = 0,1 a r = 3,57
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2.3 Prepis Newtonovy metody tecen

V podkapitole 1.4 jsme rozebrali specialni ptipad iterace pevného bodu, ktera slouzila k

nalezeni kotent rovnice: f(x) = 0. Obecné platilo, ze pokud posloupnost

{a:o, Tptl = Ty — ff/((iﬂn)) } konverguje k «, pak f(a) = 0. V takto specidlné zadané reku-
Tn

rentni posloupnosti muzeme feseni odpovidajici diferencidlni rovnice vytvorené piepisem

n=t,g(t) ~x1 — x4 g(t) = 2, pii znalosti f(z) jednoduse urcit.

B (O DN 010))
=y IO = )

Vyraz upravme a integrujme podle ¢:

o [

Zavedme substituci f(g(t)) =u = f'(g(t))g'(t)dt = du

(2.10)

du
— =Inju|=—-t+c
u

u= f(g(t)) = £coe" = cre".

Predpokladejme stejné jako v kapitole 1.4, ze v f'(a) # 0, tedy kolem « je f rostouci
nebo klesajici, existuje zde inverzni funkce f~!, pro kterou plati f=1(0) = a. MuZeme
tedy vyjadrit g(t) jako
g(t) = [~ (f(zo)e™). (2.11)
Tato funkce je fesenim (2.10), splituje g(0) = x( a plati pro ni tliglo g(t) = f710) = a.
V Babylonské metodé je f(t) = t> —baprot > 0je f~'(t) = v/b+t. Pro pocatecni

podminku zy = b pouzitim (2.11) dostavame

g(t) = Vb + (1? = b)e,

coz odpovida feseni (2.3).

3 Funkce komplexni proménné

V této sekci uvedeme jedny ze zakladnich vét komplexni analyzy, které pozdéji v praktické

casti prace vyuzijeme [2].
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3.1 Cauchyho véta a jeji obecné znéni

Véta 3.1. Je-li f(2) analytickd na celé oblasti D a jeji hranici 0D tvofené po cdstech
spojitou jednoduchou krivkou, kterd je orientovand proti smeéru hodinoviych rucicek, pak

f(z)dz =0. (3.1)

oD
Véta 3.2. Je-li funkce f(z) analytickd na D a 0D, pak pro vsechna zo € D plati
1 f(z)
= — ——d 3.2
f(0) 2 Jop 7 — 20 < (3.2)

Dikaz. Funkce f(2)

neni analytickd pro z = 2y € D a tedy véta 3.1 neni aplikovatelna.
Z— 20

Definujme novou kiivku, kterd splyva s 0D, ale pred jejim uzavienim se vyda po v k

bodu zy, ktery obkrouzi ve sméru hodinovych rucicek ve vzdalenosti € od 2y po 7. a na

0D se znovu vrati po 7.

oD

Obrazek 9: Definice nové kiivky, ktera neuzavira z

Vytvorili jsme tak novou kiivku, kterd neuzavira zy a lze tak na ni aplikovat vétu 3.1.

Integrély po v v opacnych smérech se vykrati a zustdavaji tak integraly po 0D a ~.:

AT O R (3.3)
oD % — <0 Ve Z— 20
Kruh ~, s polomérem e parametrizujeme pomoci z = 2y + ce™%, dz = —iee™df, 0 <

0 <27 :

/ fG) g [T otee™) (—ice™®) df = —i " F(z0 + ce™)dp.

z— 2 0 ce 0
Nechame-li nyni ¢ — 0, pak integrand jde k f(zo) a cely integrél k —2mi f(29). Dosazenim

do (3.3) a ndslednou tpravou pak dostdvame (3.2). O

Kazdou derivaci f(z) v bodé zq lze ziskat opakovanou derivaci Cauchyho vzorce (3.2),

zéménou operatoru derivace a integrace a vyuzitim

d"” 1 n!

Az z— 29 (2 — z)"t1
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Véta 3.3 (Cauchyho obecnd véta). Necht je funkce f(2) analytickd na D a OD. Pak v
bodé f(zo) existuji derivace vSech Tddu a pro n > 0 plati

P = g [ A (3.4)

271 z—zo)t

3.2 Rady komplexnich funkci

Posloupnost komplexnich funkei znaéime {f,(z)} nebo pouze {f,}. Radou komplexnich

funkei myslime funkci tvorenou souctem:

Fi(2) =Y fal2). (3.5)

Rozlisujeme zde dva zakladni typy konvergence. Bodovd a stejnomérnd. V préci si

vystac¢ime s konvergenci stejnomérnou:

Definice 3.1 (Stejnomeérnd konvergence). Necht {f,(z)} je posloupnost funkei f,(z) :
A — Ca f(2) : A — C. Funkce f,(z) pak konverguje na A stejnomérné k f(z), pokud
pro vSechna ¢ > 0 existuje N € N takové, ze pokud n > N, pak |f,(z) — f(2)| < € pro

vSechna z € A.

Ekvivalentné muzeme napsat, ze f, konverguje stejnomérné k f, pokud lim |f,(z) —
n—oo
f(2)| = 0 pro véechna z € A. U stejnomérné konvergence jsou zachovany urcité vlastnosti.

V praci vyuzijeme hlavné faktu, ze stejnomérna konvergence zachovava spojitost.

Véta 3.4. Necht kazdd z f,(z) je spojitd na A a f,(z) konverguje stejnomérné k f(z).
Pak f(z) je spojitd na A.

Kone¢ny soucet spojitych funkef je spojity. Tedy kazdd z Fy(z) v (3.5) je pii spojitosti
kazdé f,(z) spojitd a muzeme se tak bavit o spojitosti nekonecné fady funkei.

Protoze obecné je slozité vyjadrit Fi(z) v néjakém uzavieném tvaru, je vyhodné mit
urcité podminky, za kterych je stejnomérna konvergence zarucena, a jejichz platnost se

da snadnéji ovérit. Jednou z nich je Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence.

Véta 3.5 (Weierstrassovo kritérium). Necht M, jsou takové, Ze pro viechny funkce f, :
A — C je |fu(2)| < M, pro viechna z € A. Pokud )" >, M, konverguje, pak > " fu(2)

konverguje stejnomérné na A.

23



Diikaz. Srovnavaci kritérium garantuje, ze fada Y~ f,(z) konverguje absolutné. Tedy

konverguje, feknéme k f(z) = > "7 fu(2). Pro ¢éstecny soucet Fj(z) = Zizo fn(2) plati

Yo oG D 1REISDY M

n=k+1 n=k+1 n=k+1

|f(z) = Fu(2)] =

Protoze )., M, konverguje, konverguje i pravéd strana k nule, tedy pro kazdé ¢ > 0
existuje néjaké k takové, ze 07\ M, < e. Tedy |f(2) — Fr(2)] < € a Y " fu(2)

konverguje stejnomérné k f(z) na A. O

3.3 Tayloruv rozvoj analytickych funkci

Taylorovy tady umoznuji vyjadrit analytické funkce v okoli bodu nekonecnym polyno-
mem. Hodnoty funkce muzeme aproximovat zanedbanim clenu polynomu o vyssich fadech
s libovolné malou odchylkou. Protoze pii vypoctech polynomu si vystacime se zakladnimi
aritmetickymi operacemi, Taylorovy rozvoje maji jasné vyuziti napiiklad u vypoctu hod-
not trigonometrickych a jinych dulezitych funkei.

Za trivialni ptiklad Taylorovy rfady muzeme povazovat geometrickou radu

1 = .
l—z:ZZ : (3.6)
n=0

ktera konverguje pro |z| < 1 a pro libovolné r < 1 konverguje stejnomérné na |z| < r.

Za pomoci této fady muzeme jakoukoliv analytickou funkci zapsat nekoneénym polyno-

mem.
Véta 3.6 (Tayloruv rozvoj). Je-li funkce f(z) analytickd na |z — zo| < p, pak pro viechna
takovd z lze zapsat hodnotu f(z) Tadou

f(z) = Zan(z — z)".

n=0

Pro pevné dané r < p jsou koeficienty a,, urceny vzorcem

_ ) _ 1 f©)
AT %ﬁ_w = %

Diikaz. Zde f| ¢—zo|=r znac¢i kiivkovy integrdl pres kruznici se stredem v z5 a polomérem
zZ— 20

r. Pro |z — 29| < p zvolme r = |( — 2| takové, ze |z — zp| < r < p. Pak pro s =

plati |s| < 1. Pro takové z pak zapisme

1 1 1 1 1

(—2z (—zl—(Z2) (—zl-s

¢—20
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Nésobek napravo rozepisme pomoci geometrické rady (3.6)

1 1 (22" 1 n
(—z ¢ Z((—Zo) _Z(C—Zo)n+1(2_20)

—Z
0 n=0 n=0

e

~ a integrujme po kruznici C' = {C : [ — z| = 7}
)

el - (44055

Podle Cauchyho véty 3.2 je toto rovno f(z). V sumé na pravé strané muzeme z integrélu

Obé strany vynasobme vyrazem

podle (.

vytknout ¢leny (z — 29)"™, které jsou pro ¢ konstantni.

0 5[ f )]

n=0

f(n) (20)

n!
Dostédvame tak Tayloruv rozvoj funkce f(z):

f(z) = Z / (' )(z —2)" = Zan(z — 2)".

n

Integral v sumé je roven

podle zobecnéného Cauchyho vzorce (3.4) z véty 3.3.

n=0

]

Tato tada konverguje na |z — 29| < p, ale pro urceni a, integraci muzeme polomér
kruznice se sttedem v z, vybrat libovolné maly. Dalsi uzitecnd vlastnost je, ze Taylo-
rovy polynomy konverguji i absolutné. To znamend, ze pro |z — 29| < p konverguje i

2 nzo lan(z = 20)"]-

Véta 3.7. Je-li funkce f(z) analytickd na |z2—z| < p, pak jeji Tayloruv rozvoj y - an(z—

20)" pro vsechna z : |z — 29| < p konverguje absolutné.

3.4 Funkce Gamma

Tato funkce rozsituje funkci faktoridl do vSech nezapornych ¢isel. Budeme ji vyuzivat v

prubéhu celé praktické ¢asti. Je definovana v zakladnim tvaru jako

F(z):/ e Tdr
0

pro Re(z) > 0. Ekvivalentné muzeme napsat
I'(z+1) = / T?eTdr (3.7)
0
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pro Re(z) > —1. V této oblasti je funkce I'(z 4 1) analyticka a tedy spojita. Jako defini¢ni

obor muzeme zvolit RY. Pro takové t je
It+1)= / rte Tdr.
0

Je splnéno I'(0 + 1) = 1 a ddle integraci po ¢astech s

dostavame
T(t+1)= [-7'e ]| + t/ e Tdr =t-T({t)=t-T(t+1-1).
0

Prot =1,2---. Odsud je zjevné, ze funkce I'(t + 1) = ¢ - ['(t + 1 — 1) spliuje stejnou
rekurentni vlastnost jako faktoridl, kde obdobné je 0! = 1 at! =¢-(t—1)! prot =1,2,---.
Plati zde tedy I'(t + 1) = ¢!.

N

Obréazek 10: Funkee ¢! a jeji rozsiteni T'(t + 1)
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Prakticka cast

V této casti prace se budeme zabyvat rozsitenim operatoru derivace do vSech nezapornych
realnych radu. K tomu vyuzijeme poznatku z ¢asti teoretické. Po odvozeni rozsiteni ro-
zebereme nékteré jeho vlastnosti. Nami uvedenou derivaci poté aplikujeme na konkrétni
funkce a rozsiteni vyuzijeme k modelovani tlumeného kyvadla pomoci zlomkové dife-

rencidlni rovnice.

4 Podminka rozsireni operatoru derivace

Existuje nékolik rozsiteni derivaci, které splnuji urcité vliastnosti. Tyto derivace oznac¢ujeme
néekdy za zlomkové derivace. Jedna-li se o rozsiteni, je zadouci, aby tato rozsiteni splyvala
se standardni derivaci v N.

V nasem piipadé chceme, aby byla zachovana paralela mezi diskrétnimi posloupnostmi
a diferencidlnimi rovnicemi zkoumana v teoretické ¢asti prace. Hlavni myslenkou bylo, ze
pii prepisu posloupnosti {z,} v uré¢itém tvaru na diferencidlni rovnici ziskanou prepisem
n =t,9(t) ~ x4 —x a g(t) = z, je zachovdna rovnost posloupnosti a feseni této

diferencidlni rovnice ¢(t) v nekonecnu:

lim z,, = lim g(¢). (4.1)

li
n—00 t—o0
Déle budeme pozadovat, aby tato vlastnost byla zachovana i pro posloupnosti v jiném
zapisu. Pouzitim Taylorova rozvoje funkce a komplexni analyzy tak odvodime mozné
rozsiteni derivace.

Definujme rekurentni posloupnost {z,} jako

Ty = 0,
T1 =129+ f(ZO);
xy =1+ f'(20)(z — 20) = f(20) + ['(20)(2 — 20)
kde obecné je

{330 =0,Tpe1 =Ty + %(z — ZO)"} (4.2)

a tedy

f//(ZO) B

o1 = f(20) + '(20) (2 — 20) + —;



n B (2 )
Zf k‘(' )(z—zo).

k=0

Podle kapitoly (3.3) je posloupnost {z,} s n — oo Tayloruv rozvoj f(z). Mame tedy, ze
lim x, = f(2). Prepisem posloupnosti (4.2) uzitim n = t,¢'(t) ~ 41 — x4 a g(t) = x4
n—oo

dostavame

f(t)(z())

2 (z — 2)". (4.3)

g'(t) =
Aby byla zachovana vlastnost (4.1) musi platit nhjEO Ty = tlggo g(t) = f(z). Nahradme
zde t! funkci T'(t + 1). Piedpokladdme-li, ze zndme rozsiieni f)(z) na t > 0, takové, ze
pravé strana (4.3) je integrovatelnd, exaktni vyraz pro g(t) muzeme ziskat integraci (4.3)

od 0 do 7 podle t:

T ft) ZO
"(t)dt = g — zp)tdt.
g 0= [ L)

Pokud 7 — oo, pak pozadovand vlastnost (4.1) ma formu

F9(z) ‘
/ t—l—l (z — zp)'dt.

Hledame tedy rozsiteni derivace funkce f v bodé z, takové, aby byla tato vlastnost za-
chovana. Jak uvidime v nasledujicich kapitolach, takové rozsiteni existuje a je zavislé na

daném z.

Véta 4.1. Necht je funkce f(z) analytickd na |z — 20| < p. Pak pro kazdé takové z # z
ezistuje rozsireni derivace DL f(zy) do vSech t > 0 takové, Ze

x Dif(zo)

T+ 1) (2 — 20)'dt. (4.4)

f(z) =

5 Odvozeni rozsireni derivace

Inspiraci nabereme primarné z obecné Cauchyho véty a Taylorova rozvoje analytické
funkce.
Necht je funkce analytickd na |z — z| < p. Pak podle Cauchyho obecného vzorce z

vety 3.3 je pro vSechnar: 0 <r<pateN

() = 2% %q . %dg. (5.1)
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Integral na pravé strané je definovany i pro neceld ¢ a pokud nahradime t! za I'(t 4 1),
dostdvame mozné rozsiteni derivace. Parametrizujme kruznici |( — zo| = r pomoci ( =

re? + zy pro 0 < 0 < 27. Pak je d¢ = ire?df a z (5.1) dostdvame

L(t+1) 2 f(re’g + zo) ei® g — Lt+1) 2 f(rew + 20)
TRl M e A i el M= T

de.

Protoze f(z) je na |z — 29| < p analytickd a r < p, muzeme v ¢itateli integrandu zapsat

funkei f(z) jako > 7 an(z — 2zo)™

L(t+1) 27r2n oannmed Lt+1) /%Za ni(n—t)0 19

2t Jo eitd 2mrt

Podle véty (3.7) je fada absolutné konvergentni, zdéména nekoneéné sumy a integralu je

tedy mozné [4]. Touto operaci tak dostavame

F(t—l— 1) 00 27 ei(n—t)@
—_ ar’ de. 5.2
e [ 52
Samotny integrél je roven
i(n—1)0 0=2m B p2mi(n—t) 1 B o= 2mit _
2mi(n —t) |,y 2mi(n—1t) 2mi(n—t) 2mi(n—t)

Hlavni vlastnost této funkce je ta, ze jeji limita s t — n je 1. Toto lze ukézat napiiklad

vyuzitim L’Hopitalova pravidla:

] e—27rit -1 —27Ti6_27rit
lim —— =lim —— = 1.
ton 2mi(n —t)  ton  —2mi
6727rz't -1
Pro vSechna ostatni pfirozend ¢isla je ovéem funkce nulova. Oznacme A, (t) = Dy p—
mi(n —

kde nyni uvazujeme rozsiteni i do t = n s A\,(n) = 1 a Vk € N\ {n} plati A\,(k) = 0.
Oprostime-li se od geometrické intuice, v (5.2) muzeme polomér integrace r nahradit
libovolnym nenulovym ¢islem, feknéme z — 2y # 0. Zde vstupuje do rovnice parametr z.
Nahradme tedy f® f(z) za D%f(z). Dostdvame tak rozsiteni
Nt+1) «
D! f(z) Z an(z — 20)" An(2). (5.3)

Z — ZO 0

Rovnost je zachovadna pro véechna piirozens ¢isla, nebot pro m € N je pravd strana

Z—ZD

1 oo
['(m + Zanz—z[)”)\( ),
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kde v8echny séitance jsou nulové kromé séitance pro n = m, kde A, (m) = 1 a tedy z
rady zbude pouze jeden ¢len
I'(m+1)

(z — z9)™

Vyraz (5.3) je definovany pro vsechna ¢ > 0. Vystupuje zde parametr z, na kterém je

f(m)(Zo)

m)!

DT f(z) = m(z —29)" - 1=T(m+1) = f) ().

"t-t4” derivace funkce f v bodé zy zavisla. Je-li rozsiteni derivace na takovém parametru
zavislé, mluvime o nelokdlnim rozsiteni. Dosli jsme tak k zakladnimu tvaru mozného
rozsiteni derivace: .
DLf(e0) = e Dol = 0" (5.4
kde Vn € N: A\, (n) = 1,Vk € N\ {n} : A\,(k) =0.
Na A, (t) uvalime jesté dalsi podminky, které zaruci, ze diive formulovand podminka

rozsiteni derivace bude splnéna.

5.1 Podminky funkeci )\,(t) a véta o rozSiteni derivace

Pozadovand vlastnost rozsiteni z (4.4) je ve tvaru

o th(Zo) t

z) = ———(z — zp)'dt.
16)= | FE -

V citateli integrandu substituujeme odvozené rozsiteni z (5.4). Podminka (4.4) ma
tak tvar

o th(Z()) n

Y e A N

6= [ =)

o0

_ [TLE+) (2= %) n [ .
— /0 T D oz ;an(z — 20)" A\ (t)dt = /o nz%an(z — 20)" A (t)dt.  (5.5)

Pro lehéi manipulaci s timto vyrazem je zadouci, abychom mohli zaménit potfadi in-

tegralu a sumy. Nasledujici véta je dusledkem Lebesgueovi véty z teorie miry, kterd urcuje

podminku, kdy je mozné nekone¢nou sumu a integral zameénit [4].

Véta 5.1. Pokud jsou funkce f,(t) nat > 0 spojité pro vsechna n € N, a jestli

7;/0 | fa(t)]dt < 00 nebo /0 nzo|fn(t)|dt< 0,

pak muzZeme zaménit poradi integrdlu a nekonecné sumy:

/Ooo ifn(t)dt = i/ooo fa(t)dt.

Toto tvrzeni plati i pro konecné intervaly integrace.
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Ve vété pracujeme s integralem absolutni hodnoty funkce. Rikdme, ze funkce je abso-
lutné integrovatelnd, existuje-li integral jeji absolutni hodnoty, ktery je kone¢ny. Podobné
jako u diskrétnich rad absolutni integrovatelnost implikuje integrovatelnost. Uvalime tedy

na \,(t) podminku v nésledujici véte:

Véta 5.2. Jsou-li A\, (t) absolutné integrovatelné na (0, 00) a omezené jednou konstantou,
tj. fo |An(t)|dt < C pro vsechna n € N, pak v (5.5) je mozné zaménit poradi sumy a

integralu:
/ S (e — ) MOt = 3 an(z — 20)" / (1),
0 n=0 n=0 0

Diikaz. Je-li [[7 X, (t)|dt < C, pak je

/000 lan (2 — 20)" N\ (8)|dt = |an(z — 20) |/ (t)|dt < Clan(z — 20)",

odkud srovnavacim kritériem dostavame pro sumu

Z/ |an(z = 20)" A (B)|dt < C " |an(z — 2)"].
n=0 0 n=0

Podle véty 3.7 konverguje Tayloruv rozvoj analytické funkce absolutné. Tedy prava strana
konverguje a pro f,(t) = a,(z — 20)" A () je splnéna prvni podminka z véty 5.1. Muzeme

tak zaménit poradi sumy a integralu. O

Déle budeme pozadovat, aby nejen integraly |A,(t)| byly omezené, ale aby taky sa-
motné funkce A, (t) byly omezené jednou konstantou M : |\, (t)| < M pro vSechna ¢t > 0.

Za téchto podminek muzeme zapsat (5.5) jako

D=3z — 2)" /0 Tt

n=0
Levou stranu rovnice zapiseme Taylorovou fadou f(z):

Z an(z — 20)" = Z an(z — z)" /OO An(t)dt.

0

Tato rovnost bude rozhodné zachovana, pokud si jednotlivé ¢leny nekonecné fady budou
rovny, tedy staci uvalit podminku Vn € N : fo t)dt = 1.
Nyni jsme rozebrali vSechny podminky na )\n(t) z rozsiten{ derivace D! f(z) v (5.4).

Vsechny nase poznatky a podminky shrneme do zdkladni véty prace o rozsiteni derivace.
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Véta 5.3 (Rozsfieni derivace). Necht je funkce f(z) analytickd na |z — z| < p.

Pak pro vSechna z # zq existuje rozsirent derivace DY f(zy) do viech t > 0 takové,

Ze
. > Dif(zo) t
f(z)= i m(z — zp)"dt. (5.6)
Toto rozsireni md tvar
Dif(z0) = o ;W 20)" A1), (5.7)

kde A\, (t) spliiuje podminky:
1. Vn e N: \y(n) = 1,Vk € N\ {n} : N\, (k) =0,

2. ¥n € N jsou funkce \,(t) spojité a omezené: |\, (t)| < M. Jsou absolutné
integrovatelné: [~ |\, (t)|dt < C. Zde M, C nejsou zdvislé na n.

3. VneN: [[A\,(t)dt = 1.

5.2 Konkrétni priklady funkei \,(t)

Existuje nekoneéné mnoho ruznych funkei A, (¢) spliujici podminky uvedené vyse. V této
kapitole uvedeme tii konkrétni piiklady téchto A, (t).

Inspiraci muzeme vzit z narazové funkce v R, kterd ma svuj zakladni tvar

exp (#5), te(-11)

0, jinak

T(t) =

a je hladka na vSech R v tom smyslu, Ze vSechny jeji derivace jsou spojité. Chceme-li, aby
funkce méla vrchol v [n, 1] a polovinu ”podstavy”o délce a, kde by pripominala funkci

An(t), muzeme napsat

(t—n)*

exp ( —n)2—a
)\n (t) _ (t—n)2—a?

0, jinak

), te(n—a,n+a)

pron =1,2--- a0 < a < 1. Tato funkce splituje prvni dvé podminky na A, (t) z véty
5.3. Navic konstantu a muzeme vybrat tak, aby byla i tfet{ podminka [ \,(t)dt = 1

splnéna.
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V tomto ptipadé ma podminka tvar:

1= /OOO An(t)dt = /nn+ exp ((t(_t;)—ffa?) dt.

Zavedenim substituce t — n = ax, dt = adx tak dostavame

1 2,.2 1 2
a~x X
1= /_lexp (m)adﬂf = a/_lexp ($2 — 1)dl’,
1 22 -1
</ exp( 5 >dx) =a~ 0,828...
1 4 —1

Stejny vzorec ovSsem neplati pro n = 0, kde je fooo Ao(t)dt = 0,5. Zde muzeme sestavit

odkud

funkci z dvou narazovych funkci. Jedné se sttedem v ¢t = 0, vyskou 1 a polovinou podstavy
o velikosti 1 a druhé narazové funkce funkce se stredem v 0,5, polovinou podstavy 0,5 s

vrcholem ve vysce b:

2

(t—0,5)2
Nolt) = exp <t2t_1> + bexp ((t—(l5)—2—0,25>’ t€(0,1) |

0, (1,00)

Pro Ao(t) je tak podminka

1 t2 1 (t o 0 5)2
1= dt + b ! dt
/0 op (t?—l) " /0 eXp((t—0,5)2—0,25)
1 12 1 (t—0,5)2 -1
1— dt ’ dt =b~0,657...
{ /0 P (t2—1) } Uo exp((t—o,5>2—o,25) } !

Ao(t)

1 n—1

Obrazek 11: Funkce \o(t) a A\, (t) vytvoreny z narazovych funkei

Tyto funkce jsou skoro vsude nulové a tedy i absolutné integrovatelné a splnuji tak
vSechny vlastnosti z véty 5.3.
Nérazové funkce jsou sice hladké, ale prace s nimi neni jednoduché, nebot jejich

neurcity integral nema elementarni primitivni funkci. Proto v néasledujicich praktickych
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prikladech rozsiteni derivace budeme pracovat s podobnymi funkcemi, jejichz alespon

prvni derivace je spojita. Tyto funkce maji nésledujici tvar:

cos? <gt) +sin®(wt), te€(0,1)

Ao(t) =
0, t e (1,00)
- (5.8)
cos? (—(t—n)) , te(n—1,n+1)
)‘n(t) = 2
0, (0,n —1)U(n+1,00)
kden=1,2,---.
1 n - 1 n n —|— 1t
Obrézek 12: Funkce z (5.8) pro oba piipady rozsiteni
Déle 1ze urcit spojitou primitivni funkci:
] 2sin(n7) — sin(277) fr re(0.1)
Jo Ao(t)dt = Am
1, T € (1,00)
(
0, 7€ (0,n—1) (5.9)
T - 1 I
Jo An(t)dt = Tont +sm(7r7—|—7rn)’ T€m—1,n+1)
2 27
1, T € (n+1,00)
(

/0 ()t

i n—1 n n+1 T

Obrazek 13: Primitivn{ funkce (5.9) k funkei (5.8)

Tyto funkce A, (t) spliuji vsechny podminky uvedené ve vété 5.3. Jsou ovsem defi-
novany po Castech, s ¢imz se muze pracovat obtiznéji. Proto uvedeme jesté jednu funkci,

ktera po castech zadana neni.
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Zvolme postup, kdy nejprve najdeme primitivni funkci, kterou poté zderivujeme a

dostaneme hledanou A, (t). Lze systematicky odvodit, ze funkce

_sin(2nt)(1 — cos(2nt))  cos(27t) — 1
fnt) = 4m3(t — n)? 2m2t2

(5.10)

tuto primitivni funkei predstavuje. Citatel prvniho séitance mé ve véech t € N\ {n}

1 /
m, tedy (fn(k’)) = 0. Pro

t = n je zde pol druhého radu, tedy funkce zde ma nulu prvniho fadu a v tomto okoli 1ze

nuly tfetiho fadu a je vynasoben zde spojitou funkci
zde pomoci Taylorova rozvoje funkef sin(2nt) ~ 27 (t — n) a 1 — cos(2wt) ~ 27%(t — n)?

aproximovat vyraz jako
27m(t — n) - 272 (t — n)?

—t—
A3 (t —n)? "
tedy zde je (fn(n))" = 1. Dale plati pro vSechna n € N, ze tlim fn(t) =0 a kvali druhému
—00
e =2t iy .
scitanci je %1_{% falt) = lg%m = —1. Proto plati i f,(c0) — f,.(0) = 1, coz je pouze

podminka [ \,(¢)dt = 1. Piepsénim funkce f,(¢) z (5.10) na

2sin(27t) — sin(4nt)  cos(2wt) — 1
8m3(t — n)? 2722

a derivaci tak ziskdvdme moznou funkei A, (¢) = (f.(¢))"

cos(2mt) sin(2mt) cos(4mt) sin(4mt) sin(27t)  cos(2wt) — 1
272(t —n)?  2m3(t —n)3  2n2(t—n)?  An3(t —n)? w2 w23

(5.11)

Obrazek 14: Funkce A\, (t) z (5.11) sn =4

Funkce (5.10) a (5.11) vzdy uvazujme s rozsifenim do bodu, kde nejsou definované,
odpovidajicimi limitami. Konkrétné: ¥n € N\{0} : A\,(0) = 0,¥n € N : \,(n) = 1. Takové
funkce jsou omezené a spojité pro vsechna ¢t > 0. Poslednim krokem je ovérit, ze A, (t)
jsou absolutné integrovatelné. Ovéifme absolutni integrovatelnost zvlast pro éleny, kde se
objevuje n a pro ty, kde n nehraje roli. Pokud jsou obé ¢asti absolutné integrovatelné, je

i jejich soucet absolutné integrovatelny.
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Pro funkeci (5.11), kde figuruji n, zavedeme pro integrél na ¢t € (0,00) substituci
t—n=x = dt =dx. Pro tuto ¢ast je tedy integral

/°° cos (2mx) sin(2mx)  cos(4mx)  sin (4mx)
222 233 2m2a? 433

dx. (5.12)

—-n

Oznac¢ime-li integrand jako funkci f(z), dostdvame nésledujici odhad

| @l < [ i@

Protoze je funkce f(z) suda, lze napsat [~ |f(x)|dz = 2 [7]f(x)|dz = 2f01 |f(x)|dx +
2 floo |f(x)|dz. Funkce f(x) mé v nule limitu rovnu jedné, tedy je na (0, 1) omezend a jeji
integral pres tento interval je také omezeny. Integral pies (1,00) lze omezit absolutnimi
¢leny souctu. Protoze kazda z absolutnich hodnot trigonometrickych funkei je v (0, 1),

pro integrél na (1,00) dostdvame odhad

< 1 1 1 1
/1 222 * 233 * 222 * 4733 de.
Tento integral bez pochyb konverguje, nebot primitivni funkce jsou ndsobky z=1, 272,
které jdou k nule s  — co. Integral [ |f(z)|dz tedy konverguje. Pro druhou ¢ést funkce
z (5.11), kde n nefiguruje, muzeme pokracovat analogicky. Protoze ve jmenovatelich se
objevuji t2, 3, integrdl také konverguje absolutné a proto i integrél celé (5.11) na (0, c0)
konverguje absolutné.

Funkce A, (t) ve tvaru (5.11) je uzitetnd, nebot kromé dvou bodu neni definovand po

¢astech. Zaroven rovnou zname jeji primitivni funkei z (5.10).

5.3 Vlastnosti rozsireni

Ruzn4é rozsiteni derivaci maji ruzné vlastnosti. U naseho rozsiteni si posloupnost
Dn
To = 073371—&-1 =, + zf(ZO)
I'(n+1)
nou limitu jako funkce

(z — zg)”} majici limitu f(z) zachovdva v nekone¢nu stej-

" D f(%) t
= z — z0)'dt 5.13
g(T) 0 F(t—f—l) (Z ZO) ’ ( )
tj. lim g(7) = f(z). Nejprve dokdzeme dvé dulezité vlastnosti uvedeného operatoru
T—00

D! f(z9) a poté i funkce g(7).

Véta 5.4 (Linearita operdtoru). Operdtor rozsirené derivace D' f(zo) je linedrnim operdtorem.

Tedy pro vsechna «, 8 € C plati

D (af(z0) + Byg(z0)) = oD} f(20) + BD.g(z).

36



Diikaz. Vyjadifme-li analytické funkce jako f(z) = > "7 ja,(2—20)" a g(z) = > - bn(z—
zo)", pak pro funkci h(z) = af(z) + Bg(z) plati h(z) = >0 ((a, + b,)(z — 2)" a jeji

rozsiteni derivace v 2 je dano

T(t+1)

(z — )t (aan + Bb) (2 — 20)" An(t) =

n=0

D h(z) = Di(af (z0) + Bg(20)) =

Z aan(z — 20)" A (t) + Bbn(z — ZO)”)\n(t))] =

Z—ZO
T+ | ¢ .
g A DSCCACEER RN +Zﬁb ) n<>]:

Zt__l_zol nZan z—20)" Au(t) + 5(2(11—+2ij (z — 20)"\u(t) =
aD f(2) + BD.g(z0).

O

Déle ukazeme, ze uvedené rozsiteni derivace je navic spojité pro t > 0, tedy mala

zména v t vyvola maly rozdil v derivaci.

Véta 5.5 (Spojitost operatoru). Pro analytickou funkci f(z) na |z — 29| < p je pro pevné

dané z # zy z této oblasti operdtor D' f(zq) spojity pro vsechna t > 0.

Diikaz. Vyuzijeme Weierstrassova kritéria z véty 3.5, abychom ukazali, ze f(t) = >~ a,(2—
20)An(t) konverguje stejnomérné pro ¢ > 0. Pro omezené \,(t) : [\, (t)| < M mdme ma-

jorantu M, ve tvaru
lan (2 — 20)" Ao (t)] < |an(z — 20)"|M = M,,.

Tayloruv rozvoj konverguje podle véty 3.7 absolutne, tedy >~ 7 j M,, konverguje a Weier-
strassovo kritérium tak garantuje stejnomérnou konvergenci f(t) pro ¢t > 0. Protoze
kazda z A, (t) je spojitd a a,(z — z9)™ jsou vuéi ¢t konstanty, kazdd z funkei fi(t) =

22:0 an(z — 20)" A\ () je spojitd. Vétou 3.4 je tak spojitd i funkce f(t) = klim fr(t) =
—00

I'e+1
Yoo oz — 20)" Ay (t). Funkce Die+1) je pro z # zy a t > 0 spojita a tedy i soucin

(Z — Zo)t

Lt +1) Zan 2 — 20)" A\ (t) = DL f(20)

Z — ZO
je spojita komplexni funkce pro ¢ > 0. O]
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Je-li funkce f(z) redlnd a chceme, aby i jeji zlomkové derivace byly ¢isté redlné a
spojité, staci vybrat parametr z > z;. Nyni dokazeme spojitost samotné funkce g(7) ze

zacatku kapitoly, kterou je rozsiteni motivovano.

Véta 5.6 (Spojitost funkce g(7)). Pro rozsireni D' f(z), je funkce (5.13), jez jde zapsat
jako
g(r) = / D " an(z — 20)" Aa(t)dt (5.14)
0 =0

spojitd pro T > 0.

Diikaz. Oznacme I,,(7) = [ An(t)dt. Dostavame tak pro integral odhad |I,,(7)] < [ [An(t)]dt <
S 1A ()] < €. Kvali absolutni konvergenci Taylorova rozvoje f(z) lze podle véty 5.1
zameénit poradi sumy a integralu:

o0

g(1) = Z an(z — 20)" I (7).

n=0
Protoze jsou A, (t) spojité, jsou i jeji integraly I,,(7) spojité. Tedy kazdd z funkei gp(7) =
ZIZZO an(z—20)"I,,(7) je spojita a podle Weierstrassova kritéria 3.5 s majorantami C'|a,, (z—
20)"| stejnomeérné konvergentni k g(7) na (0,00). Podle véty 3.4 je tak spojita i funkce

g(7). 0

6 Piiklady

V této kapitole se zamétrime na praktické priklady diive formulovaného rozsiteni. Vsechny
doplnujici grafy jsou vytvoreny autorem pomoci programovaciho jazyka Python v pro-

gramu Jupyter Notebook.

6.1 Prepis diskrétnich posloupnosti na spojité funkce

Jeden ze zdkladnich Taylorovych polynomi je pro funkci f(z) = e* v okoli zy = 0:

Tato fada konverguje pro vsechna z € C, nebot funkce e* je vsude analytickd. Navic pro

véechny celociselné derivace plati f((0) = 1. Ndm postaci hodnota v z = 1, kde méme

00 (m)(0 n [e's}
€= ano le()(l) = Zn:O %
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Na zakladé toho muzeme definovat posloupnost

™0 1
{% =0, Tp4 :xn+f—(|)(1_0)n:x"+_‘}’
n! n!

(6.1)

pro kterou plati lim z,, = e. Pfepisem na spojitou funkci pomoci n = t,¢'(t) ~ x41 —
n—oo

xy, g(t) = x; dostdvame
f(0)
o

Nahradime t! = I'(t + 1) a f®(0) = D! f(0) a integrujeme podle ¢ od 0 do 7. Dostévame

g'(t) =

tak pro zo =0,z = 1:

g(r) = OT lf)(;]:f()l))dt: /0 T;anAn(t)dt:Zanln(T). (6.2)

n=0

1
Zde je a,, = —a plati lim g(7) = e. Pouzijeme dvé ruzna I,(t). Nejprve jedno definované
n! T—00

po ¢éastech pomoci trigonometrickych funkei z (5.9):

2sin(77) — sin(277)

+7, 7€(0,1)
[O(T) = 47T
1, T € (1,00)
0, 7€ (0,n—1) (6.3)
I(7) = T—n+1+sm(7r7'+7m)’ re(n—1n+1)

2 2m
, T € (n+1,00)

Obréazek 15: Posloupnost (6.1) a funkce g(7) z (6.2) s I,,(7) z (6.3)

Pouzijme jesté druhé mozné I,(7), které neni definované po ¢éstech a tedy prace s
nim muze byt o néco lehéi. Z podkapitoly piikladu A, (t) je takové I,,(7) podle (5.10) v
nasledujicim tvaru:

sin(277)(1 — cos(277))  cos(2nT) — 1

1, =1
(7) + Am3(T —n)? 2272

(6.4)
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Obréazek 16: Posloupnost (6.1) a funkce g(7) z (6.2) s I,(7) z (6.4) pro 7 € (0, 10)

I kdyz se grafy téchto dvou funkci pomeérné lisi, dulezité je, ze si v nekoneénu po-
nechavaji stejnou limitu.

Jako druhy piiklad uvedme geometrickou fadu

1 N
1—2222’

n=0
. : . . 1.
ktera konverguje pro |z| < 1. Zde je znovu zy = 0 s a, = 1 a napiiklad pro z = -5 e
odpovidajici posloupnost
1 n
Ty = 0, Ln+1 = T + —5 (65)
g o 1 2 L ,

oscilujici a s limitou = —. Obdobnym piepisem n = t, ¢'(t) ~ x;11 — x4, g(t) = 24

1+1/2 3
jako u ptredchoziho ptikladu dostavame

g@)::AngaAz—zdnxxﬂ::fé(—%>anﬂ, (6.6)

n=0

2
kde je znovu zachovana limita lim g(7) = 3 Pouzijeme stejna I,(7) jako v minulém
T—00

prikladeé.

wino

Obrazek 17: Posloupnost (6.5) a funkce g(7) z (6.6) s I,,(7) z (6.3) pro 7 € (0, 10)
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Obrazek 18: Posloupnost (6.5) a funkce g(7) z (6.6) s I,,(7) z (6.4) pro T € (0, 10)

6.2 Rozsireni derivace v bodé

Nyni rozebereme hlavni vysledek prace na praktickych prikladech.

Mgjme funkei f(z) = sin(z). Nultd derivace je vzdy pouze funkéni hodnota v bodeé,
tedy napiiklad v bodé zo = 0 je f(0) = 0. Déle je f'(0) = cos(0) = 1, f”(0) = —sin(0) =
0, f®(0) = —cos(0) = —1, f#(0) = sin(0) = 0. Obecné muzeme napsat, ze pro n € N
plati f™(0) = sin (gn> Protoze liché derivace jsou vzdy u funkce sin(z) nulové, liché
¢leny v Taylorové rozvoji muzeme vynechat. Funkee sin(z) tak jde zapsat jako

P S o DA T
sin(z) = ;%(2”—4‘1)'2 +

Podle (5.7) mé v zy = 0 zlomkova derivace funkce sin(z) s parametrem z tvar

: P+~ (D) o,
D! sin(z0)| -0 = = > oo 1)'% g (t). (6.7)
=0 :

3

Zde vyuzijeme funkce \,(t) definované v (5.8) a muzeme vynechat \o(t):

M(t) = cos? (g(t—n)>, ten—1,n+1)

0, te(0,n—1)U{n+1,00)

(6.8)

Zvolme Ctyfi ruzné parametry: z = 1,2, 7, 27, V nésledujicim grafu je kiivka (6.7) s

parametrem z = 1 nejsvétlejsi a s rostoucim parametrem kiivka tmavne.
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Obrazek 19: Kiivka (6.7) s parametry 1,2, 7,27 a A,(t) z (6.8) pro ¢ € (0, 10)

Zvolme jesté trigonometrickou verzi A, (t) definovanou v (5.11):

Mt = cos(2mt)  sin(2mt)  cos(4mt) sin(dmt)  sin(2mt)  cos(2mt) — 1
T om2(t—n)?2 2m3(t—n)3 2m2(t—n)?2  4m3(t —n)3 wt? 23
(6.9)

Zvolme dva parametry z = 7,27. V nésledujicim grafu je funkce (6.7) s parametrem

z = m svétlejsi.

Obrazek 20: Kiivka (6.7) s parametry m, 27w a A,(t) z (6.9) pro ¢ € (0, 10)

Jako druhy piiklad méjme funkci f(z) = ze* s derivaci v bodé zy = 0. V tomto bodé

ma funkce Tayloruv rozvoj

N 7 )

z __ i _ on

=€ —Z’Zk! Z L Znyz‘
k=0 k=0 n=0

Odsud je zjevné, ze f™(0) = n, tedy derivace roste s jejim fddem linedrné. Zlomkové

derivace této funkce s parametrem z ma podle (5.7) tvar

[e.e]

. Lt+1) n .,
Dle®|, o= . Zo "), (6.10)

Vyuzijme funkei A, (t) z (6.8) pro parametry z = 1,2,3,4. Znovu zde s rostoucim para-

metrem kiivka tmavne.
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Obrazek 21: Kiivka (6.10) s parametry z = 1,2,3,4 a \,(t) z (6.9) pro t € (0, 10)

Pro trigonometrickou verzi A, (t) z (6.9) zvolme pouze jeden parametr z = —

3
Obrazek 22: Kiivka (6.10) s parametrem z = 5 8 An(t) z (6.9) pro t € (0,5)

6.3 Rozsireni derivace funkce na intervalu

. 1
Reknéme, ze mame danou funkci f(x) = 5932, jejiz celoéiselné derivace jsou f©(z) =

22, fD(z) =z, fA(z) = 1, f®(z) = 0 pro véechna z. Zajimaji nds nyni neceloéiselné
derivace této funkce, feknéme na intervalu (—1,1). Podle (5.7) je rozsifeni derivace v
bodé x s parametrem z v nasledujicim tvaru

o0

D! f(x) e+ 1) Zanz—x”)\()

z—x) —

f ()
n!
naptiklad z = 2. Protoze vsechny celoc¢iselné derivace funkce pro n > 3 jsou nulové, staci

kde a,, = . Aby tato rozsiteni byla redlna, stac¢i vybrat z tak, aby z > x. Vyberme
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zvazit pouze prvni tii ¢leny fady. Rozsiteni ma tedy tvar

D (%ﬁ) _ 1;2(75_21)2 (%x%(t) @ — ) + & _29”) M(t)) (6.11)

Uvazujme funkce \,(t) z (5.8):

Nolt) = cos® (gt) +sin?(nwt), t€(0,1)

0, t € (1,00) (6.12)

() = cos? (g(t—n)), te(n—1,n+1)

07 <0,n—1>U(n—|—1,oo)

1
V nésledujicich trech grafech je vzdy zobrazena transformace funkce D} (51'2) st
z intervalu (0,1),(1,2) a (2,3). S rostoucim ¢ kiivka tmavne. Pro vSechna ¢ jsou tato

rozsiteni pro z € (—1,1) spojitd. Osy grafu nejsou v poméru 1 : 1.

1
Obréazek 23: Zlomkové derivace funkce §x2 z (6.11) pro z € (—1,1) a

t v intervalech (0, 1), (1,2) a (2,3) s parametrem z = 2.

Jako druhy piiklad zvazme rozsiteni derivace funkce f(z) = sin(z) na intervalu
(0,27). Zvolme tedy napiiklad parametr z = 3. Celoéiselné derivace jsou fO(x) =
sin(z), fM(x) = cos(x), f@(z) = —sin(z) pro véechna r. Bude nés zajimat rozsifeni
derivace pro t € (0,2). Pokud pouzijeme pro rozsiteni \,(t) z predchoziho piikladu
(6.12), muzeme z nekone¢ného souctu vynechat Az(t), Ay(t),- - -, protoze jsou nulové pro

t € (0,2). Zlomkova derivace funkce sin(z) mé tedy podle (5.7) tvar

]%ﬁmw%:é%;g?Gm@ﬂdﬂ+wﬂwﬁﬂ—@M@%—

sin(z)

@w—xf&@O
(6.13)
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y = sin(x)

y = cos(z) N

Obréazek 24: Zlomkové derivace funkce sin(z) z (6.13) pro z € (0,27) a

t v intervalech (0,1) a (1,2) s parametrem z = 37
7 Zlomkova diferencialni rovnice

V této kapitole ukazeme, jak muze vypadat zlomkova diferencidlni rovnice, ktera pouziva
rozSiteni derivace prezentované v této praci. Tyto rovnice nemusi mit feSeni, které lze
analyticky vyjadiit. Neni-li feSenf mozno vyjadiit, mizeme ho bud'to aproximovat, nebo
v jeho vypoctu vyuzit numerickych metod.

V této kapitole vyresime dvé diferencidlni rovnice. Jako prvni ptriklad méjme rovnici

D2 f(x) = f(x), (7.1)

kde 0 < a < 1 a f(z) je redlnd funkce. Definiénim oborem této rovnice jsou podle naseho
rozsiteni vSechna x < z. Jako D¢ f(z) vyberme rozsiteni, které ma A, («) z kapitoly 5.2
definované v (5.8). Pro a € (0,1) je rozsifeni ddno hodnotami f(z) a f’(x). Exaktnim
vyjddienim D¢ f(z) z definice (5.7) dostavame z (7.1) nasledujici rovnici

['(a+1)
(2 —2)"

[f(@)do(@) + f'(2)(z — 2)M ()] = f(z).

Tuto rovnici muzeme vypocitat klasickymi metodami. Rovnici upravme nasledovné.

LD v — on(a) = fla) (1= 2@t Dy g
A ) = ) = 1) (1= (L)
f/(.QT) _ 1 (Z i I)a_l . )\0(0[) 1
flx)  Tla+ DA (a) M)z —x
Integraci dostavame nésledujici vztah
| f(o) + b= —C =2 )y

al'(a+ DA () A(a)
Pokud obé strany dame do exponentu a zvazime, ze x < z, dostavame Feseni

—1
all(a+ 1)\ ()

f(a) = c- exp < (2 — x)a) (2 — z) 0@/, (7.2)
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Jeho validitu muzeme zkontrolovat dosazenim do puvodni rovnice. Napiiklad pro o = 1/2

jsou A\o(a) = 3/2, A\ () =1/2,T(a + 1) = y/7/2 a pro tedy pro rovnici
D f(x) = f(x)

dostavame feseni
f(z)=c-exp (\_/—;\/z — x> (z — )3

Jako druhy priklad zvazme podobnou rovnici se stejnym rozsirenim:

D2 f(x) = f'(z), (7.3)

kde znovu 0 < a < 1 a x < z. Levou stranu muzeme znovu piepsat a rovnici upravit:

1(;(04_4;:)13 [f(@)Ao(a) + f'(z)(z — )M (a)] = f'(x)
Plat1) ey ooy (1o D@tD
A D@t = 1) (1- 1 - o).

Pro (z —2)* = T'(a + DAy(a)(z —2) #0 <= 2 # 2 — (['(a + DA ()@ mizeme

upravit rovnici s x =t na

) I(a + Ao(a)
7 " G-t T+ D)z~ )

Integraci pres néjaky interval (a,z) v definiénim oboru, ktery neobsahuje singularitu

funkce dostavame

dt
a+ DA (a)(z—1t)

In(f(2)) + In(f(a)) =T'(a+ 1)Xo(a) /x (z —t)> = I(

Odsud lze urcit f(z) nasledovné

(@) = f(a) - exp <F(a + 1)o(a) / e F(adf e t)) (14

Integréal v exponentu nema elementarni primitivni funkci. Zde by pak bylo pro konkrétni

vypocet tfeba pouzit numerickych metod nebo aproximaci.

8 Aplikace zlomkové derivace

V této kapitole se zamérime na modelovani tlumeného oscilatoru pomoci teorie zlom-

kovych derivaci. Pouzijeme nami uvedenou zlomkovou derivaci v odpovidajici zlomkové
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diferencialni rovnici a budeme zkoumat jeji feseni. Poté tuto rovnici vyuzijeme k mode-
lovani tlumeného kyvadla s velkou pocatecni vychylkou.
V ¢lanku [7] je modelovan tlumeny oscilator pomoci zlomkové diferencidlni rovnice ve

tvaru

ﬁg +wlu(t) = 0, (8.1)

kde 1 < a < 2,w > 0 s pocatetni podminkou u(0) = 1,4/(0) = 0. Obdobny model
muzeme najit i v knize [3]. V obou piipadech je pro modelovani vyuzita Caputova deri-
vace. My vyuzijeme nami uvedenou derivaci Du(t).

V prvni fadé ukézeme, jak rovnice (8.1) muze modelovat tlumeny oscildtor. Pro a = 1
ma rovnice tvar

u'(t) = —wu(t).

Podminku u/(0) = 0 zde zanedbavéme. Resenfm této rovnice je funkce u(t) = e=**, kterd
pro t > 0 predstavuje exponencialni pokles konvergujici k nule. Pro a = 2 ma rovnice
tvar

u”(t) = —w?u(t).

Resenfm této rovnice je u(t) = cos(wt), tedy cosinusoida s periodou T = 2{ Pro a €
(1,2) muzeme tedy ocekavat, ze FeSenim rovnice bude jakasi kombinace téchto funkci,
tedy klesajici exponencidlni funkce s urcitou periodou, kterda modeluje pravé tlumené
oscilatory.

Pro zlomkovou diferencidlni rovnici
Diu(t) = —wu(t) (8.2)

zvolme funkce \,(a) z (5.8). Rozepsdnim tak dostavame rovnici

D(a+ 1) u(t)

(z =)

(u/(t)(z —t) () + (z — t)2)\2(a)) = —wu(t)

Tuto rovnici budeme fesit numericky metodou kone¢nych diferenci na intervalu t €
(0,10). Zvolme tedy na zacdtek z = 10. Pozdéji ukazeme, jaky efekt m& vybér tohoto
parametru na feseni rovnice. VSechny nasledujici grafy jsou vytvorené autorem pomoci

programovaciho jazyka Python v programu Jupyter Notebook.

47



1.0
0.51
= 0.0
| a=17
—0.5 T 1% T
- a=2
—1.0 —— =
0 6 8 10

1.0

0.51

= 0.0

u

—0.51

—-1.0

Obrazek 25: Reseni u(t) rovnice (8.2) pro z = 10,w = 7 a rizné o € (1,2)

Z obrazku 25 muzeme vycist, ze idealni oscilator bez tlumeni pro o = 2 mé periodu

2, coz odpovida analytickému vypoctu. Dale, pro @ = 1,5 je pokles témér linearni a pro

a = 1 je fesenim klesajici exponencidlni funkce. Parametr « tedy urcuje, jakym zpusobem

je dany oscilator tlumeny. Pro « blizko 2 je tlumici sila mald a oscilator ztraci energii

pomalu. Pro «a blize 1 je tlumeni vétsi a oscilator ztraci energii rychleji. S klesajicim « se

méni i zdanliva periodal feSeni rovnice, kterd neni konstantni.

Zaméiime se na piipad «a < 1,5, kde je pokles u(t) rychlejsi a budeme zkoumat, jaky

efekt ma na TeSeni rovnice volba parametru z.

1.0

0.5
= 0.0
z=10
—0.5 s
z=20
—1.0 y ;
0 10 15 20

1.0

u(t)

—0.51

-1.0

ut
L

0.01

z =10
z=15
z=20

0 5 10 15 20

L

Obrazek 26: Redeni u(t) rovnice (8.2) pro a = 1,5, = 1,3, w = 7 a rtzné 2

Pro a < 1,5 je z obrazku 26 zjevny vyznam parametru z. V tomto pripadé z regu-

luje, kdy oscilator ztrati veskerou svoji energii a zustane v klidu s nulovou vychylkou. S

rostoucim z roste i1 zdanliva perioda feSeni a délka intervalu, kde m4 oscilator energii. V

praxi tento parametr mize napiiklad u kyvadla nahradit miru odporu atmosféry. Cim

1Zde zdanlivou periodou myslime vzdédlenost dvou maxim nebo minim funkce u(¢) na ose t.
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vétsi je odpor, tim rychleji se dostane kyvadlo do klidového stavu a tim mensi je tedy z.
Presnou charakteristiku odporové sily muzeme tedy popsat ruznou kombinaci z, av.

Zaméime se nyni na modelovani kyvadla z klasické mechaniky pomoci rovnice (8.2).
Vezmeme v potaz i odpor vzduchu a velké tvodni vychyleni kyvadla. Idealizované vzorce
uzivané ve stiedoskolské fyzice tyto dva parametry zanedbavaji.

Nasim cilem je vérohodné namodelovat chovani takového kyvadla pomoci zlomkové
diferencidlni rovnice (8.2).

Zéakladni diferencidlni rovnice pro matematické kyvadlo je ve tvaru

é@y:—%gmmoy

Pro malé pocatecni thly 6(0) = 6y, muzeme aproximovat sin(f) ~ 6 a rovnici vyfesit

analyticky. V takovém pripadé se jedna o idealni oscilator s w = \/%, nebot 6(t) =

0y cos (1 / %t) . Sila odporu vzduchu je opa¢na pohybu kyvadla a ve standardnich mode-
lech imérné rychlosti, v tomto piipadé tedy F, = —ué(t), kde pu je konstanta popisujici
velikost odporu vzduchu [8]. Dostavame tak rovnici, kterd modeluje pohyb kyvadla a bere

v potaz odpor vzduchu:

é@:—w@—%mw@) (8.3)

Pro vétsi poc¢atecni ihly, kde nelze aproximovat sinus, nema tato rovnice analytické feseni,
proto ji budeme fesit numericky pomoci metody konecnych diferenci. Nadale budeme

uvazovat L = 1,9 = 9,81 a normalizovat osy y ve vytvorenych grafech.

1.0 1.0
0.51 0.51
< <
= 0.0 = 0.0
T Y
0y =10° 6 = 10°
—0.57 By =100° —0.57 — Gy =100°
~Q 01]117()0 _ 9“:1700
~1.0 : : v : ~1.0 : : : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
t t

Obrézek 27: Resenf rovnice (8.3) s p =0 a p = 1 pro rizné 6,

Na obrédzku 27 si muzeme vsimnout, ze v idedlnim piipadé, kdy 6, je malé (6, = 10°)

a p = 0, md oscilator periodu pfiblizné 2. Toto plyne z aproximace /g ~ 7. S rostoucim
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6y se zvétsuje zdanliva perioda i u tlumenych oscilatoru s u = 1. Pfesné tento efekt méla
aplikace zlomkové diferencialni rovnice na oscildtor, viz obrazek 25. Proto je aplikace nasi

zlomkové derivace v tomto kontextu uzitecna.

Chceme co nejlépe aproximovat normalizovanou funkei (t) Fesenim rovnice
D2u(t) = —wu(t) (8.4)

Zaméime se na piipad, kdy 6y = 100°, u = 1. Na obrazku 27 vidime, ze takovy oscildtor
v t = 10 ztrati témeér veskerou svoji energii. Zvolme tedy z = 10. V ptipadé pro idedlni
kyvadlo je w = /g = 7. V (8.4) zvolme tedy w = 7. Tato aproximace je vhodnd, nebot
grafy takovychto oscilatori mame jiz vyobrazeny na obrazku 25. Zbyva spravé zvolit «,

které zjevné bude mensi nez 1,5.

1.0 1.0
0.5 0.5
< <
= =
< 0.0 £ 004
= a=12 =
= — a=13 =
—0.51 — a=14 =0.5 — a=13
— () — o)
—1.0 - - - - —1.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
t t

Obrézek 28: Reseni rovnice (8.3) pro 6y = 100°, u = 1 a Fedeni rovnice (8.4)

pro z = 10,w = 7 a ruzna «

Nejptesnéjsi aproximaci tlumeného kyvadla dostavame pro a = 1,3, jak je vidét na
obrézku 28 pro nami zvolené a. Vyjadieni modelu zlomkovou diferencidlni rovnici (8.4)
je kompaktnéjsi nez rovnici (8.3). Navic podle argumentu na zacatku kapitoly je lépe
patrné, ze rovnice (8.4) popisuje tlumeny oscilator, coz nemusi byt bez fyzikalni intuice

z rovnice (8.3) ziejmé.
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Diskuse

Prace nabizi zajimavé rozsiteni operatoru derivace do vSech nezapornych realnych radu.
Hlavni vlastnost tohoto rozsiteni se lisi od standardné pouzivanych zlomkovych deri-
vaci rozebranych napiiklad v [3] a [6]. Za pomoci metod komplexni analyzy jsme dosli
k moznému nelokalnimu rozsiteni, které je snadnéjsi na vypocet, nez obvykle uzivana
rozSiteni. NaSe rozsiteni pouzivd pouze nekonecnou sumu, kterou lze jednoduse aproxi-
movat parcidlnimi soucty. Pro dobfe zvolené A, (t), naptiklad z (5.8), zbudou navic z této
nekonecéné rady pouze dva cleny. Pro necelociselny tad ¢t € (n,n + 1) s n € N derivace
funkce je tfeba znat pouze celociselné derivace této funkce o fadech n a n + 1. Jedno-
duchost vypoctu uvedeného rozsiteni je jedna z vyhod oproti standardné pouzivanym
zlomkovym derivacim. Napiiklad Riemann-Liouvillovo i Caputovo rozsiteni pouziva jak
Praci by bylo mozné rozsitit uvedenim i téchto definic a prodiskutovat jejich vzajemné
vyhody a nevyhody i v jinych ohledech.

Dalsi vyhodu naseho rozsiteni je jeho unikatni nelokalnost. Standardni nelok&lni
rozsiteni pracuji s parametry, které jsou mensi nez x. Tedy pracuji s tim, v jakém stavu
se systém v minulosti nalézal. Takova rozsiteni nachdzi sva vyuziti napiiklad u popisu
chovani akumuldtori. Kvili jejich paméfovému efektu jsou nelokdlni teorie pii uréovani
chovani akumuldtoru presnéjsi, nez standardni lokalni metody [3].

Nase rozsiteni pracuje s parametrem z, ktery je pro realné reSeni vzdy vétsi nez x. Dalo
by se tedy ftici, ze je zavisly na budoucim stavu systému. Tento fakt muze byt uzitecny,
nebot muZeme na zac¢itku vybrat stav, ve kterém chceme, aby systém skonéil. N4§ model
poté urci, jak bude probihat cesta k nami zvolenému finalnimu stavu. Tento zajimavy
fenomén lze pozorovat naptiklad u aplikace v kapitole 8. Zde pro a < 1,5 parametr z
urcoval, po jaké dobé ztrati oscilator veskerou svoji energii.

V kapitole 8 se ukézala byt nase zlomkova derivace idealni, nebot podobné jako ky-
vadlo s velkym vychylenim ménila pro necelo¢iselné rady svoji zdanlivou periodu. Zména
periody muze, ale nemusi, u tlumenych oscilatoru nastat. Standardné uzivané zlomkové
derivace u tlumenych oscilatort si svou periodu zachovavaji [3], [7]. V nasi aplikaci bychom
praci mohli rozsitit nalezenim presného vztahu mezi velicinami z,a,w a 6y, i, g, L tak,
aby odpovidajici modely byly co nejpresnéjsi.

V neposledni fadé muzeme vyzdvihnout flexibilitu uvedeného rozsiteni. To je zavislé
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na funkcich \,(t), které musi spliiovat urcité vlastnosti popsané v zakladni vété prace
5.3. Existuje nekoneéné mnoho funkci, které tyto podminky spliuji. Proto by v aplikaci
takového rozsiteni mohly byt funkce A, (t) zvoleny tak, aby uzitecné nebo co nejpresnéji
popisovaly dany zkoumany systém. V aplikaci jsme si vystacili s pevné urcenymi A, (¢).
Jak maji byt tyto funkce zvoleny, muze byt predmétem dalsiho vyzkumu.

Praci by bylo mozno rozsitit jesté nékolika dalsimi zptsoby. V teoretické roviné muzeme
uvést vice podminek, které musi rozsiteni spliiovat. Tim muze byt napiiklad vlastnost
skladani derivaci, jez se v naSem rozsfienf nelehce interpretuje: D%(D?) = D>, Déle lze
rozsiteni obohatit i o odpovidajici zlomkovy integral. Zajimavosti je, ze v Riemann—Liouvillové
i Caputove rozsiteni derivace predchazelo rozsiteni integralu pomoci Cauchyho vzorce pro
opakovanou integraci.

Po praktické strance by bylo idedlni praci rozsitit o vice aplikaci zlomkovych derivaci.
V praci jsme rozebrali aplikaci na tlumené kyvadlo, které bere v potaz odpor vzduchu a
velkou uvodni vychylku. Tento odpor jsme uvazovali pfimo imérny rychlosti kyvadla. Pro
komplikovanéjsi prostiedi popsané napiiklad v préci [13] uvazujeme, ze odpor prostiedi
je umérny necelociselné derivaci polohy oscilatoru. Tento koncept také oznacujeme jako
zlomkové trect sily [3].

Nasge rozsiteni muzeme dale aplikovat v nékolika oborech a vyuzit zde jeho vyhody,
které ma oproti standardnim rozsitenim. Jednim z nich je naptiklad aplikace v kvantové
fyzice a vinové rovnici [3]. Uvedené rozsiteni 1ze pouzit v mnoha dalsich oborech, kde jsou

vyuzivany zlomkové derivace, jako napiiklad v biologii, ekonomii ¢i strojirenstvi [10].
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Zaver

V préci jsme predstavili nelokalni rozsiteni operatoru derivace do vsech nezapornych
realnych fadu. Hlavni podminka tohoto rozsiteni vyplynula z pozorované paralely mezi
posloupnostmi a odpovidajicimi diferencidlnimi rovnicemi. Vyuzili jsme metod komplexni
analyzy jako je obecna Cauchyho véta a Tayloruv rozvoj analytické funkce, abychom for-
mulovali zakladni tvar tohoto rozsiteni. Jeho vlastnosti jsme poté ovérili pomoci dalsich
postupu s vyuzitim Weierstrassova kritéria a Lebesgueovy véty. Uvedli jsme nékolik
prikladu funkei A, (t), které v tomto rozsiteni figuruji. Vytesili jsme nékolik piikladu,
které jsme doplnili o grafy vytvofené v Pythonu. Uvedenou zlomkovou derivaci jsme

vyuzili k modelovani tlumeného kyvadla pomoci zlomkové diferencialni rovnice.
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