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Abstrakt

Cilem této prace je vytvorit pseudondhodnou posloupnost nad koneénym télesem pomoci Mobi-
ovy funkce. U posloupnosti budou zkoumany jejich vlastnosti a testovana nahodnost jejich ¢lenti.
V teoretickém tvodu se nejprve sezndamime s Mobiovou funkei, nésledovat bude teorie o télesech
zahrnujici jejich zakladni vlastnosti nebo rozsiteni téles az se dostaneme ke konectnym télesum.
Kromé uvedené pseudonahodné posloupnosti se v praci seznamime i s jinymi, naptiklad linedrnim
moduldrnim generatorem a posuvnym registrem.

Ve vlastni ¢asti prace, po vygenerovani nékolika pseudonahodnych posloupnosti pomoci Mobi-
ovy funkce, jsem dosel k zavéru, ze je vhodné zvolit generovani nad télesem Fsn. Ziskdme tak
posloupnost ¢isel —1,0,1, kde kazdé z téchto cisel je zastoupeno ve stejném poctu, navic pomoci
autokorelace jsem potvrdil nepravidelnost poradi ¢lenu posloupnosti. Na konec prace jsem jesté do-
dal dukaz, ze druha polovina uvedené posloupnosti nad Fs» je shodnd s tou prvni az na znaménko
¢lent.

Klicova slova

konec¢né téleso, primitivni polynom, pseudonahodna posloupnost, autokorelace

Abstract

The aim of this paper is to create a pseudorandom sequence over a finite field using the Mobius
function. The sequences are then to be examined, their properties and mainly their randomness
tested. The Mobius function is introduced in the theoretical preface along with the theory of
algebraic fields in general and more specifically the theory of finite fields. The paper, apart from
the aforementioned sequences, also touches upon subjects like linear congruential generators and
shift registers.

In the main part of the paper, after generating a number of sequences using the Mdébius function,
I reach the conclusion, that it is preferable to generate sequences in fields of the form F3n», thereby
obtaining a sequence of the numbers —1,0,1, each of which appear in the same amounts. I also verify
the sequences’ randomness using autocorrelation and prove that the second half of any sequence
in F3. is the same as the first, but for the sign of the terms.
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finite field, primitive polynomial, pseudorandom sequence, autocorrelation
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Uvod

Kone¢nd télesa nds doprovazi v mnoha situacich, at uz se jednd o matematiku nebo bézné kazdo-
denni zalezitosti. Jisté nejznaméjsi uplatnéni koneénych téles nalezneme u opravnych kédu a desif-
rovani informaci, naptiklad zprava poslanda z vesmiru musi byt poslana tak, aby bylo jeji desifrovani
na Zemi proveditelné. Kromeé této aplikace jsou konecna télesa uzitecna také pii generovani pseu-
dondhodnych posloupnosti, tj. posloupnosti, jejichz ¢leny je naroéné odhadnout. Resit otdzku
nahodnosti predstavuje obtizny problém, kterym se nezabyva pouze matematika, ale také filo-
sofie. V této praci se na problém nahodnosti budeme divat z pohledu matematického, ukazeme
si nékolik pseudonahodnych posloupnosti, ale predevsim se budeme vénovat pseudonahodné po-
sloupnosti generované nad koneénym télesem pomoci Mobiovy funkce. Jedna se totiz o pomérné
novy pohled na generovani posloupnosti, jenz pochazi z roku 2016. V této praci jsem vytvoril
posloupnosti a zkoumal jejich vlastnosti, zejména jak jsou jeji ¢leny nahodné.



Kapitola 1

Mobiova funkce

Predstavme si funkci f, jejiz predpis zavisi na jiné funkci g, naptiklad tak, ze se s¢itaji nebo nasobi
ruzné hodnoty ¢g. Nagim pranim je funkci g vyjadrit v zavislosti na f, tedy vyjadrit jakousi inverzni
formuli. V této kapitole se podivame na Mobiovu funkci a s ni spojenou Maobiovu inverzni formuli,
ktera nam tesi zminény problém pro jisté funkce. Porozuméni Mobiové funkei bude navic klicové
v jejim uplatnéni jakozto generatoru pseudonahodnych posloupnosti, coz je hlavnim tématem
kapitoly 6. Nejdrive si vSak predstavime zakladni tvrzeni souvisejici s Mobiovou funkei a vyuzijeme
ji pii urcovani hodnot Eulerovy funkce. Na konci kapitoly si ukazeme jeji alternativni vypocet.

1.1 Mobiova funkce

Definice 1.1.1. Mobiovu funkci g : N +— Z definujeme predpisem

1 pron =1,
u(n) =<0 pokud 3d € N,d > 1 : d*|n,
(—=1)* jinak, kde k je pocet riznych prvoécisel v rozkladu éisla n na prvocinitele.

Z definice vyplyva, ze klicové v uréeni hodnoty Mobiovy funkce je znalost rozkladu, pozdéji
uvidime, Ze se nejedné o jediny mozny postup. Uvedme si jesté par pifkladi.

Priklad 1.1.1.

1. u(105) = —1, nebot 105=3-5-7.

2. Pro kazdé n € N délitelné 4 plati u(n) = 0, nebot 4 = 22,

Zacnéme si nyni jiz uvadeét néktera tvrzeni tykajicich se Mobiovy funkce. Asi tim nejznaméjsim je
to nasledujici.



KAPITOLA 1. MOBIOVA FUNKCE

Tvrzeni 1.1.1. Necht g : N+ Z je ddna predpisem

g(n) =Y uld).

din

Potom

1 pokudn =1
g(n) =
0 pron>1

Dikaz. Ptipad n = 1 plyne ptimo z definice. Uvazme proto n > 1. Rozlozime ¢islo n na prvocinitele
jako n = p*ps? - - - p%m. Kazdy délitel d ¢isla n lze tak napsat ve tvaru d = pflp’gQ - pPm kde pro
kazdé 1 < ¢ < m plati 0 < B; < «a;. Ve skutecnosti vsak vsechny takové délitele nebudeme
potiebovat. Budou nas totiz zajimat pouze ty délitelé vétsi jak 1, u nichz gB; < 1, tedy ty, jez
nejsou délitelny druhou mocninou prirozeného ¢éisla vétsi jak 1. To je dano tim, ze v takovém
piipadé by p(n) = 0 a pricteni 0 nezméni hodnotu g(n).

Je jesté tieba rozlisit pocet ruznych prvocisel v rozkladu daného délitele. Délitelu d obsahujicich

0 prvocisel je 1, a to d = 1. Podobné délitelu obsahujicich jedno prvocislo je m, dvé prvocisla (’;‘)

a tak postupné az k déliteli rovnajicimu se ¢islu n. S vyuzitim binomické véty muzeme psat, ze

gy =Y pflp?---pﬁ;"=1+(—1)-m+(—1)2-(7;1)+---+(—1)m

B1,82;---,8m
_ i (m"i Z) (=)f=(1-1)"=0.

i=0

m
V praci se déle vyskytnou pojmy aritmeticka funkce a multiplikativni funkce, které jsou objasnény
nasledujicimi definicemi.
Definice 1.1.2. Funkci f : N +— C nazyvame aritmeticka funkce.

Definice 1.1.3. Rekneme, 7e aritmetickd funkce f : N +— C je multiplikativni, jestlize

L) =1,
2. Ya,b e N,(a,b) =1: f(a-b) = f(a)- f(b).

Mobiova funkce disponuje obéma vlastnostmi vyse zminénych definic.

Tvrzeni 1.1.2. Mobiova funkce je multiplikativni.

10
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Dikaz. Prvni podminka multiplikativni funkce plyne piimo z definice. Stejné tak piipad a = b = 1,
kdy p(ab) =1 = pu(1) - u(1) je ziejmy.

Vytesme nyni piipad, kdy Mobiova funkce v ab nabyva 0. Vyuzijme nesoudélnosti a, b a bez tjmy
na obecnosti piedpoklddejme, 7ze existuje d € N,d > 1 takové, Ze d?|a. Potom pu(a) = 0, jisté
zdroven d?|ab. Z toho pak plyne, ze pu(ab) =0 = p(a) - u(b).

Nakonec zbyva pripad, kdy a > 1, b > 1 a zéroven u(ab) # 0, tedy Ze neexistuje d € N
spliiujici d?|a nebo d?|b. Pro tuto situaci necht ¢islo @ m4 k riznych prvocisel ve svém rozkladu na
prvocinitele a ¢islo b méa v rozkladu [ ruznych prvocisel. Diky nesoudélnosti a, b pak

plab) = (=) = (=1)" - (=1)" = u(a) - pu(b).

1.2 Mobiova inverzni formule

V prubéhu kapitoly jsme narazili na funkci ve tvaru

g(n) = fn),

dn

konkrétné na piipad, kdy f(n) = u(n). V obecnéjsim piipadé f muze byt jakakoliv aritmeticka
funkce. Nabizi se otazka, zda muzeme funkei f(n) zpétné vyjadfiit pomoci g(n). Pokud ano, mohli
bychom v piipadé f(n) = u(n) ziskat novy mozny zpusob vypoctu Mobiovy funkce. A skutecné,
takové vyjddieni pomoci funkce g(n) existuje. Tvrzeni dokazujici existenci zminéného vyjddient
nazyvame Mobiova inverzni formule.

Tvrzeni 1.2.1 (Mdobiova inverzni formule). Necht f, g jsou aritmetické funkce. Pokud

g(n) =Y f(d).

din

) =Y nd) -9 (%)

d|n

potom

Dikaz.

S g (5) =S ula)- fe)

dln din el%
S (S w@ ] - e
eln |z

V tpravé vyrazu jsme vyuzili toho, ze scitdme pres viechny usporadané dvojice (d, e) ptirozenych
¢isel, jejichz soucin je délitelem cisla n.

11
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Nyni je ndm soucet v zdvorce povédomy, nebot podle tvrzeni 1.1.1 je roven 0 pro vsechna d # n,
pro totiz d = n je roven 1. Dostavame tak, ze

>ould)-g(5) = f)

din
[l

Po sezndmeni se s Mobiovou inverzni formuli muzeme konecné vyuzit Mobiovu funkei k dokazani
vypoctu hodnoty Eulerovy funkce. Pfipomenme si jesté jeji definici.

Definice 1.2.1. Necht n € N. Hodnota Eulerovy funkce ¢ : N — N v n ndm udava pocet ¢isel m
takovych, ze 1 <m <mna (n,m)=1.

Definice ndm jednoduse iikd, ze hodnota ¢(n) odpovidd poctu prirozenych ¢éisel nesoudélnych s n,
ktera jsou mensi nebo rovna n.

Priklad 1.2.1.

1. ¢(6) =2 (¢isla 1,5 jsou nesoudélnd s 6).

2. ¢(p) =p—1, kde p € N je prvocislo.

Jak ale pfimo spocitat hodnotu ¢(n) pro libovolné n? K uréeni budeme potiebovat znalost rozkladu
n na prvocinitele. Nésledujici tvrzeni ndm ukazuje, jak hodnotu p(n) zjistit. Predtim si uvedeme
pomocné lemma.

Lemma 1.2.1. Pro kazdé n € N plati

Z o(d) =n.

din

Dikaz. Pro libovolné n € N uvazme mnozinu R = {% | 1 <k <n}. Zlomky v R si upravme do
zakladniho tvaru, kdy citatel bude nesoudélny se jmenovatelem. Potom pro kazdého délitele d ¢isla
n nalezneme zlomek, v jehoz jmenovateli bude d. Kolik takovych zlomku ale je? Zapisme si n jako
n = kd, kde d je nas hledany délitel ve jmenovateli. Pak pocet zlomku takovych, které maji d ve
jmenovateli, odpovidd poctu ¢isel ve tvaru ki, kde 1 <[ < d a zaroven (d, ) = 1, coz je presné ¢(d).
Pokud projdeme ptes vSechny délitele ¢isla n, ziskdme kazdy zlomek z R prdvé jednou, a proto

Z o(d) =n.

din

12
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Tvrzeni 1.2.2. Necht n € N an = p{'py?---pim. Potom

ww=r-(1-5) (=5) - (05)

Dukaz. 7 lemma 1.2.1 vime, ze plati

> p(d) =

din

Nyni pouzijeme Mé&biovu inverzni formuli. Ve formuli budeme uvazovat jen délitele d|n, které
nejsou délitelné druhou mocninou pfirozeného éisla. Polozime-li g(n) = n, potom

pm) = D0 g = (<1 3 (P Y ()

dn i1 i<; Pl bip2
FreNr>1,r2|d

=

Po vhodném vytykani nakonec obdrzime

e () (-2 (-2

Priklad 1.2.2. Pomoci pravé dokazaného vzorce vidime, ze:

@(6):6-(1—%)-(1—%>:2.

Ctenafi se muze jevit zvlastni pocitat hodnoty Eulerovy funkce jakozto soucin n a nékolika ra-
cionalnich cisel, prestoze se pohybujeme v prirozenych ¢islech. Vztah 1.2.2 1ze prepsat na tvar

1 1 1
gon:pmp%"'pfnm'(l——) (1__)<]__—)
(n) =i’} P P Pm

= Hp‘“’l - 1).

1.3 Alternativni vypocet hodnot Mobiovy funkce

Méjme konecnou cyklickou grupu G = (e 27”) grupu n-tych komplexnich odmocnin 1. Dale necht

f(n) je soucet viech prvku G takovych, ze jejich Fad je roven n. Neni obtizné ukazat, ze ¢* je fadu
n pravé tehdy, kdyz (i,n) = 1.

13
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Pro n = 1 obdrzime trividlné f(n) = 1. Méjme tak n > 2. Z lemma 1.2.1 plyne, ze soucet vSech
f(d) pro d|n je roven souctu ) dln ©(d) = n ruznych prvku grupy G. To znamend, Ze soucet vsech
f(d) pro vsechny délitele ¢isla n je roven souc¢tu vsech prvku G. Takze

g(n) =Y f(d) = Ze = ﬁ — 0.

djn k=1 L—emn

Vsimnéme si, ze definice funkce g(n) ndm ddva moznost aplikovat Mébiovu inverzni formuli.
Vezmeme-li v potaz, ze g(n) = 1 pron =1 a g(n) = 0 pron > 1, potom pro libovolné n € N plati,

N > u(d)-g (%) = nln).
dn

Dostavame zajimavé tvrzeni, k némuz dosli panové G. H. Hardy a E. M. Wright.

Tvrzeni 1.3.1 (G. H. Hardy a E. M. Wright). Pro libovolné n € N plati{

pn) = > e

1<k<n
(kmn)=1

K uréeni hodnoty p(n) tak neni potfeba znét rozklad n, lze také pouzit zminény soucet. Ukazme
si dukaz tvrzeni 1.1.1 pomoci definice 1.3.1. Staci si pouze povsimnout, s vyuzitim lemmatu 1.2.1,
ze

n

Z,u(d)zz Z 621'577 _ 627,';'71' _0

din dln 1<k<n 7=1
(k,n)=1

jelikoz soucet vSech komplexnich odmocnin 1 je roven 0.

14



Kapitola 2

Télesa

Teélesa predstavuji v matematice dulezitou algebraickou strukturu. Mezi takové znamé priklady
patii mnoziny Q, R, C spole¢né s operacemi sc¢itani a nasobeni. Zminéna télesa jsou piiklady ne-
konecénych téles. Casto nad télesy uvazujeme néjaké polynomy a nachézime jejich kofeny. Viechna
télesa ovsem nemaji nekoneény pocet prvku. O takovych télesech tikdme, ze jsou koneénd. Nejin-
tuitivneéjsi ukdzkou koneénych téles je téleso F, = Z/pZ, mnozina {0,1,...,p — 1} s klasickymi
operacemi s¢itani a nasobeni zbytkovych tiid modulo prvoéislo p.

Predmétem této kapitoly vSsak budou obecné télesa a povime si také néco o jejich rozsitenich jako
tfeba o jednoduchych nebo algebraickych rozsitenich. Koneénym télesuim se budeme vénovat az
v pristi kapitole.

2.1 Zakladni vlastnosti téles
Definice 2.1.1. Mnozina F' spolu s binarnimi operacemi +, -, pro kterou plati, ze

1. (F,+) tvori komutativni aditivni grupu s neutralnim prvkem 0,
2. (F*,-) tvoii komutativni multiplikativni grupu, kde F* = F' \ {0},

3. Va,b,ce F:a-(b+c)=(b+c¢) -a=ab+ac,

se nazyva téleso. Pokud je mnozina F' koneénd, potom o télese (F, 4+, -) fikdme, ze je konecné.

Priklad 2.1.1.

1. Q,R,C jsou télesa s nekonetnym poctem prvkiu.

2. Z/pZ, kde p € N je prvocislo, je kone¢né téleso obsahujici p prvku.

15
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3. Z metvoii s klasickymi operacemi (+,-) téleso, nebot neexistuje inverzni prvek pro n €
Z ~ {—1,1} vzhledem k nésobeni.

Definice 2.1.2. Necht (F,+,) je téleso a bud (K, +,-) jeho podmnozina, kde operace s¢itani
a nasobeni v K jsou zuzenimi operaci na F'. Pak fekneme, ze K je podtéleso F', jestlize K je také
téleso.

Priklad 2.1.2.

1. R je podtélesem C a Q je podtélesem R.

2. Mnozina Q(v/2) = {a+bv/2 | a,b € Q} tvoii s klasickymi operacemi (+, -) téleso, Q je zfejmé
jeho podtélesem. V nésledujici kapitole uvidime, ze libovolna mnozina Q(\/ﬁ), kde D € Q,
ale VD ¢ Q, s klasickymi operacemi je téleso.

Takovou zakladni vlastnosti télesa a jeho libovolného podtélesa je charakteristika télesa, ktera je
vysveétlena v nasledujici definici.

Definice 2.1.3. Charakteristikou télesa F' rozumime nejmensi prirozené ¢islo n, pro které plati,
ze

kde 1 je neutralni prvek grupy (F*,-). Pokud takové pfirozené n neexistuje, fikame, ze charakte-
ristika télesa F' je rovna O.

Tvrzeni 2.1.1. KaZdé téleso md bud charakteristiku rovnu 0, nebo prvoéisiu.

Dikaz. Predpokladejme, ze F' ma prirozenou charakteristiku a predpoklddejme pro spor, ze je
rovna n = ki, kde k,l € N a k,[ > 1. Potom

1+1+---+1=(14+14---+1)-1+1+---4+1)=0.

(. Y\ J/

-~ -~

n k l

Protoze téleso je oborem integrity, alespon jedna zavorka musi byt rovna 0, coz je spor vzhledem
k minimalité n. O

Priklad 2.1.3.

1. Télesa Q, R, C maji charakteristiku 0.

2. Teleso Z/pZ, kde p je prvocislo, mé charakteristiku p.

Vybaveni znalosti charakteristiky télesa si muzeme detailnéji povédét o specialnim ptipadu podtélesa,
a to o takzvaném prvotélesu, které bude velice dulezité v pristich kapitolach.
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Definice 2.1.4. Necht F je téleso a K je jeho podtéleso. Rekneme, ze K je prvotélesem, jeslize
pro kazdé podtéleso F télesa F' plati K C E.

Definice ndm vlastné iiké, ze prvotéleso je nejmensi podtéleso vzhledem k inkluzi. Nez se dostaneme
k hlavnimu tvrzeni tykajiciho se prvotélesa, je nutné si dokazat, Ze vsSechna télesa obsahuji své
prvotéleso.

Tvrzeni 2.1.2. KaZdé téleso obsahuje své prvoteéleso.

Diikaz. Necht F je téleso. Uvazme mnozinovy prunik vsech podtéles F. Neni obtizné ukazat, Ze
prunik (nekonecného) systému téles je opét téleso. Navic, protoze uvazujeme prunik vsech podtéles,
ziskané podtéleso je jisté minimélni vzhledem k inkluzi. O]

Jak takové prvotéleso vlastné vypada? Ackoliv je definice prvotélesa pomérné obecnd, vSechna
télesa obsahuji ve skutecnosti pouze dva typy prvotéles v zavislosti na jejich charakteristice.

Tvrzeni 2.1.3. Necht F je téleso a bud P jeho prvotéleso.

1. Pokud charakteristika F' je rovna 0, potom P je izomorfni s Q.

2. Pokud charakteristika F' je rovna prvocislu p, potom P je izomorfni s télesem I, télesem
majici p proki.

Dikaz.

1. Protoze 1 € P, potom n-1 € P pro n € Z jsou ruzné prvky, jelikoz charakteristika F' je 0.
To znamend, ze okruh {n -1 |n € Z} je izomorfni s Z. Zfejmeé pak okruh

n-1

QFZ{— |n,meZ A m;«éO}
m-1

je izomorfni s Q, takze Qr je dokonce téleso. Z konstrukce télesa Qr plyne Qp C P. Zaroven
ale P je nejmensi podtéleso, takze P C Qp, coz dohromady dava, ze P = Qp = Q.

2. Vezmeéme si téleso F, = {0,1,...,p — 1} majici prvociselny pocet prvku. Uvazme zobrazeni
¢ : F, — F definované piedpisem ¢(n) — n -1, kde n € {0,1,...,p — 1}. Dané zobrazeni je
pak homomorfismus, nebot

dla+bd)=(a+b)-1=a-1+b-1=0¢(a)+ ¢(b)
¢(ab) = ab-1=(a-1)(b-1) = ¢(a) - H(b).

Ziejmé je dané zobrazeni surjektivni. Ukazeme si, ze je také injektivni, a tudiz bijektivni.

Necht a,b € F, potom ¢(a) = ¢(b) implikuje, ze ¢(a — b) = 0. Polozme ¢ = a — b. Pak
¢(1) = ¢(c ') =d(c) - o(c™') =0,
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coz je spor, nebot 1 je neutrdln{ prvek F,, a vzdy plati, Ze homomorfismus zobrazuje ne-
utralni prvek na neutralni prvek. Nami zvolené zobrazeni je tedy bijektivni a je homomor-
fismus, a tudiz predstavuje izomorfismus. Je jesté potieba zjistit, na jakou mnozinu prvky
zobrazujeme.

Pro prvotéleso vzdy plati P C Im¢. Zaroven n -1 € Im ¢ pro kazdé n € {0,1,...,p — 1},
takze P = Im ¢, coz jsme chtéli dokazat.

2.2 Konstrukce télesa

Od popisu télesa prejdéme k jeho konstrukci. Nejcastéji konstruujeme télesa pomoci okruhiu, a to
témito dvéma postupy:

e Konstrukce podilového téleso pomoci oboru integrity.

e Konstrukce faktorokruhu pomoci oboru hlavnich idedlu.

My se v této praci zaméiime na druhy zptusob konstrukce, nebot mé velkého vyuziti pti konstrukei
konecnych téles. Kdy nam ale tato konstrukce skutecné poskytne téleso?

Tvrzeni 2.2.1. Necht R je obor hlavnich idedli a I jeho idedl. Potom faktorokruh R/I je téleso
pravé tehdy, kdyz I = (p), kde p € I je ireducibilni proek.

Misto idealu generovaném ireducibilnim prvkem bychom mohli uvazit dokonce tzv. maximadini
idedl. Dukaz se opira o véty o izomorfismu okruhtu. Nebudeme se jim zde zabyvat, ¢tenar jej muze
nalézt v [2].

Nejznameéjsim piikladem takto konstruovaného télesa je jisté Z/pZ, obsahujici zbytkové tiidy mo-
dulo prvocislo p. A pravé kongruence je klicova pti pouzivani uvedeného télesa. Ukazeme si totiz,
ze pomoci vySe uvedené konstrukce muzeme vytvaret télesa, ve kterych se s¢itd a nasobi jako
u kongruenci.

Ve vyse zminéném tvrzeni se odkazujeme na ireducibilni prvky idedlu. Zamérime se na ireducibilni
polynomy. Ireducibilni polynom stupné vétsitho nez 1 nemé koten v télese, nad kterym je ireduci-
bilni. U realnych ¢isel vime, zZe polynom s realnymi koeficienty ma koten v C. Existuje ale vzdy
téleso, v kterém mé polynom koten?

Tvrzeni 2.2.2. Necht F je téleso a necht f € F[z] je ireducibilni polynom nad F. Potom eristuge
téleso K obsahugici podteleso izomorfni s F', v némz ma f koren.

Diikaz. Ukézeme, ze faktorokruh K = Flx]/(f) je nasim pozadovanym télesem. Protoze Fz]| je
okruh polynomu nad télesem, jedna se o obor hlavnich idedlu. Navic f je ireducibilnim polynomem,
takze idedl (f) je generovany ireducibilnim prvkem, a tudiz K je téleso.
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Daéle dokazeme existenci podtélesa F izomorfniho s F. Vezméme si zobrazeni ¢ : F' +— F definované
predpisem ¢(a) — a + (f). Ziejmé je zobrazeni ¢ surjektivni, stac¢i dokdzat, ze je injektivni;
predpokladejme a+ (f) = b+ (f) a chceme ukdzat, ze pak a = b. Nas predpoklad primo implikuje,
ze b—a € (f), tedy b — a je délitelné f. Ovsem a,b € F', a proto se jednd o polynomy stupné 0,
avsak polynom délitelny f ma stupen alespon deg f > 1, z ¢ehoz plyne, Ze nutné b — a = 0 neboli
a = b. Timto je dokézéano, ze F C K.

Zbyvéa ukézat existenci prvku 6 € K takového, ze f(0) = 0. Predpokladejme, ze f = a,z" +
A 1"+ - + ag, kde a; € F. Staci zvolit § = x + (f) € K, pficemZ nesmime zapomenout, Ze
pii dosazovani # do f pocitame v K:

= (an2" + () + (@uoa2" ™+ () + - + (a0 + (f))
f+ ) =)
Nulovym prvkem v K je prvek (f). Timto je dukaz hotov. O

Prozkoumejme chovéni télesa K. Vezméme si dva libovolné prvky g+ (f), h + (f) a zjistéme, kdy
jsou si rovny. Pokud totiz g+ (f) = h+ (f), pak g — h € (f), takze rozdil g — h je délitelny f. Toto
pozorovani ndm pripomind chovani faktorokruhu Z/pZ. Ukazme si, ze skuteéné muzeme libovolny
prvek K urcit jednoznacné pomoci zbytku po déleni polynomem f.

Hleddme polynom r € Flx] s vlastnosti 0 < degr < deg f. Existence takového polynomu je
splnéna diky faktu, ze F[z] je euklidovskym oborem, tedy Ze muzeme pouzit Eukliduv algoritmus
pro néjaky polynom g € F[x], abychom nalezli zbytek po déleni g polynomem f.

Zbyvé dokdzat jednoznacnost takového 7. Necht r, 79 € Flz] a0 < r; < ry < deg f, potom rovnost
r1+ (f) = ro+ (f) implikuje ro — ry € (f), takze rozdil 7o — 71 je délitelny f. Nicméné, vlastnost
r1,1mo < deg f vyzaduje rovnost ro — r; = 0, neboli r; = ry. Timto jsme dokézali jednoznacnost
reprezentantu prvku télesa K.

Mame-li tedy libovolny polynom g € F[z]| a pokud 6 je kofen polynomu f v K, potom
g+ (f)=r+{f)=r0),
kde r je zbytek po déleni g polynomem f, coz také muzeme znacit jako r = g (mod f) a0 = z+(f).

Dausledek 2.2.1. Kazdy prvek g télesa K = Flx|/{f), kde F je téleso, f € Flx] ireducibilni
polynom a deg f = n, lze jednoznacéné zapsat pomoci korenu 6 € K polynomu f jako

g = an—lgn_l + an—20n_2 +---+ Qo,

kde = x4+ (f) , a1,as,...,a,1 € F.

Spravné bychom méli ¢leny ag,aq,...,a,_1 zapsat jako tiidy ag + (f), a1 + (f),...,an—1 + {f).
Protoze ovsem existuje izomorfni téleso /' C K, neni tteba pocitat se tifidami.
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Priklad 2.2.1. Podivejme se, jak se pocitd ve faktorokruhu K = Z[z]/{x® + x + 1). Protoze
2?2 + 1 + 1 € Zsx] je ireducibilni, K je téleso. Existuje tedy prvek § € K, jenz je kofenem
22 + x + 1. Podle dusledku 2.2.1 jsou prvky télesa K prvky mnoziny {0,1,6,60 + 1}.

Scitdni prvku K je jednoduché, nebot charakteristika télesa K je 2. Pro néasobeni dostaneme
postupné 62 = —(0+1)=0+1a60-(0+1) =60+ 1+ 60 = 1. Miuzeme tedy sestavit tabulku pro
operace.

|+ [ o [ 1 16 [0+1] - [ 1 [ 6 [6+1]
0 | 0 | 1 | 0 |0+1 T || 1 | 0 |6+1
U | 1 | 0 |6+1] 0 o 0 |6+1] 1
g | 0 |6+1] 0 | 1 6+10+1] 1 | 0
6+10+1] 6 | 1 | 0

Ziskané téleso mé 4 prvky.

Poznamka. Obecné pokud bychom meéli téleso s ¢ prvky a ireducibilni polynom n-tého stupné,
ziskané téleso by mélo ¢" prvki; kazdy prvek lze zapsat jako a,_ 10" + ap,_20" "2 4+ - - + ag, kde
za a; pro 0 <i <n — 1 mame ¢ moznosti, celkem tak ¢" prvku.

Ze zdkladového télesa jsme ziskali rozsirené téleso. Nakousli jsme tim dalsi kapitolu souvisejici
s télesy, a to rozsiteni téles.
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Kapitola 3
Rozsireni téles

Samotna definice rozsiteni téles se ve své podstaté nelisi od definice podtélesa. V prubéhu prace
uvidime, ze ackoliv definice rozsiteni je takika shodnd s definici podtélesa, bude vhodnéjsi v nékte-
rych ptipadech hovorit o vztahu rozsiteni télesa nez o vztahu podtéleso télesa. V téchto pripadech
budeme hovoftit o télesu jako vektorovém prostoru.

3.1 Teéleso jako vektorovy prostor

Definice 3.1.1. Rekneme, ze F je rozsitenim télesa K, jestlize K C F a zérovern F je télesem.
Zde operace na K jsou zuzenimi operaci na F'.

Tvrzeni 3.1.1. Necht F je téleso a K C F jeho podtéleso. Potom F je rozsireni télesa K. Dané
rozsireni znacime F : K.

Pro¢ je ale vyhodné hovorit o rozsiteni télesa, kdyz muzeme stejnou vlastnost popsat pomoci
podtélesa? Odpovéd na tuto otdzku tkvi v pojeti F': K jako vektorového prostoru F nad K.
Tvrzeni 3.1.2. Nechl F : K je rozsiveni télesa (K, +, ). Potom (F,+,-) je vektorovym prostorem
nad K.

Dukaz. Musime ovérit vsechny axiomy vektorového prostoru. Vyjdeme z definice télesa. Z ni ptimo

plyne, ze (F,+) je komutativn{ grupa.

U nésobenti je dukaz nasledujici:
1. V télese K je neutrdlni prvek 1 splnujici 1 -« = a pro kazdé o € F.

2. Pro vSechna a,b € K a o € F plati (a-b)-a=a-(a-b).

3. Pro vSechna a,b € K aa € F plati (a+b)-a=a-a+b-a.

21



KAPITOLA 3. ROZSIRENI TELES

4. Provsechnaa € K aa,8€ Fplatia-(a+8)=a-a+a-f.
]

U vektorovych prostoru nad télesy je pro nas klicové oznaceni dimenze daného vektorového pro-
storu, na které se budeme v praci ¢asto odvolavat.

Definice 3.1.2. Dimenzi vektorového prostoru F' nad K fikame stupen rozsiteni F': K. Znacime
jej [F: K.

Priklad 3.1.1.

1. [C:R] =2, nebot C={a+bi|a,beR}, kde {1,i} je béze.
2. [R: Q] je nekonecny.
Meéjme télesa K C F C L. Piedstavme si situaci, kdy zndme stupné [L : F] a [F' : K] a chceme

z této znalosti odvodit [L : K. Intuitivné si lze predstavit, ze bychom mohli uvazit bazi «;3;, kde
1<i<|[L:F|, 1<j<I[F:K]. Nésledujici tvrzeni ndm nasi hypotézu potvrzuje.

Tvrzeni 3.1.3. Necht K, F, L jsou télesa a K C F C L. Potom
[L: K|]=|[L:F|[F:K].
Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze stupné [L : F|,[F : K] jsou konetné. Necht n = [L : F|

am = [F : K]|. Déle necht je ay,an,...,a, baze L : F a (31, Ps,...,Bn bdze F : K. Libovolny
prvek x € L lze jednoznacné vyjadfit linearni kombinaci

n
xr = E a; 0,
i=1

kde a; € F. Kazdé takové a; lze zaroven vyjadrit jednoznacné linearni kombinaci

m
a; = E bij Bj,
=1

kde b;; € K. Ukazeme, Ze o;3; pro 1 <i <n, 1 < j < m tvoii bazi L : K. Ziejmé kazdy prvek L
lze vyjadrit jejich linearni kombinaci nad K. Zbyva dokazat, ze jsou tyto prvky linearné nezavislé.

Piedpoklddejme spor. Hledejme ¢;; € K, 1 <1i <n, 1 < j < m, kde alespon jedno je nenulové,

splnujici
ZZ%‘ iy =0

i=1 j=1
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Vyraz na levé strané mirné upravime pomoci predchoziho vyjadreni a; na tvar:

n
E a;0; = O,
j=1

kde ovsem a; pro 1 < ¢ < n jsou linedrné nezavislé nad F', a proto musi platit a; = 0. Prvky
a; muzeme zase napsat pomoci baze By, 5o, ..., Bm, coz bude opét implikovat, ze skaldary takové
reprezentace a; budou opét nulové, a proto dostavame ¢;; =0 prol <i<nal<j<m.

Zbyva vytesit piipad, kdy stupen rozsiteni je nekonecny. Pokud [F' : K] je nekonetny, potom
F obsahuje nekoneéné mnoho linearné nezavislych prvka nad K, a tak i L obsahuje nekonecné
mnoho linedrné nezavislych prvka nad K, a tudiz i [L : F] obsahuje nekoneéné mnoho linedrné
nezdvislych prvku nad F. Obdobné postupujeme pro ostatni stupné [L : F| a [L : K]. ]

Uvedené tvrzeni tedy lze aplikovat i na nekonecné stupné, ¢ehoz muzeme vyuzit pri diukazu ne-
konecnosti ostatnich stupnu. U konecnych téles se setkdme pouze s konecnymi rozsirenimi, tj.
rozsitenimi s bazi.

Zakladni povédomi o télesu jako vektorovém prostoru nam nyni bude ndpomocné pii zkoumani
prvniho rozsiteni, a sice algebraického rozsireni.

3.2 Algebraické rozsireni

Méjme rozsiteni L : K. Bude nas nyni zajimat, co znamend, kdyz o € L je algebraické nad K.

Definice 3.2.1. Necht L : K je rozsifeni. O prvku o € L fekneme, Ze je algebraicky nad K,
jestlize existuje nekonstantni polynom f(x) € K{z|, pro ktery je « jeho kofenem.

Definice 3.2.2. Necht L : K je rozsiteni. Pokud kazdy prvek L je algebraicky nad K, pak L : K
se nazyva algebraické rozsiteni.

Nyni si vezméme mnozinu vSech polynomu nad télesem K, které maji jako koten néjaky algebraicky
prvek « z télesa L. Symbolicky tuto mnozinu oznac¢me I, pak

I = {f(x) | f(2) € K[2] A f(a) = 0}

Neni ndhodou, Ze je mnozina nazvéna, jako by by byla idedlem K [x], protoze jim vskutku je. Tento
fakt lze snadno ovérit. Pro dalsi zkoumani I, si jesté dokdzeme jednu dulezitou vlastnost idealu.

Tvrzeni 3.2.1. Kazdy idedl 1, = {f(z) | f(z) € K[z] A f(a) = 0} je generovany jednoznacné
uréenym normovanym polynomem m € 1.

Diikaz. Pro I, = {0}, pak je I, generované 0. Pro netrividln{ I,, si vezméme normovany' polynom

s

mf € I, takze (m) C I,. Pokud se nam podaii ukazat, ze I, C (m), pak jsme hotovi.

Nekonstantni polynom f(x) = apz™ + a,_12" "1 + - -+ + ag je normovany, jestlize a,, = 1.
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Vezméme si libovolny polynom f € I,. Tento polynom si muzeme vyjadfit pomoci m jako f =
gm + 7, kde g,r € K[z] a degr < degm. Potom ovsem r = f — gm € I, diky uzavienosti I, na
scitani. To je ale ve sporu s predpokladem, ze m je polynom nejmensiho stupné v I,. Musi proto
platit pouze pripad, kdy r = 0, neboli ze f = gm € I, tedy 1, C (m).

Zbyva ukazat jednoznacnost m. Necht n € I, je jiny normovany polynom generujici idedl I. Potom
existuji f, g € I, tak, ze m = fn an = gm. Po dosazeni obdrzime rovnost m = fn = fgm. Protoze
m je normovany polynom, potom nutné fg = 1. OvSem polynomy f, g si mohou byt sami inverzni,
pravé kdyz jsou konstantnimi polynomy, ale n, m jsou normované, takze nutné f = g = 1, tedy
m = n, ¢imz je dokazana jednoznac¢nost polynomu m. O]

Vratme se k nasemu idedlu I,,. Podle tvrzeni 3.2 existuje jednoznaéné uréeny polynom m,, generujici
1, jenz nese své jméno.

Definice 3.2.3. Necht L : K je rozsifeni a bud o € L algebraicky prvek nad K. Potom polynom
Ma, spliujici (my) = I, = {f(z) | f(z) € K[z] A f(a) = 0} se nazyva minimalni polynom o.
Stupen polynomu m, se nazyva stupen « nad K.

Zaméime se pravé na minimalni polynom m,, néjakého algebraického prvku o € L nad télesem K.
V dukazu tvrzeni 3.2 byl generator zvolen, jako normovany polynom, takze m,, je jisté normovany.
Muzeme také nahlédnout, ze kazdy prvek idedlu(m,) je délitelny m,, coz ndm nabizi tvrdit, ze
my je ireducibilni. Uvedend a jina tvrzeni tykajici se minimalniho polynomu nyni dokazeme.

Tvrzeni 3.2.2. Necht o € L je algebraicky nad K a necht mq, je jeho minimdini polynom stupné
n € N. Potom

1.VfeK[z]: f(a) =0< mg,lf.

2. my, je treducibilni polynom nad K.

3. Polynom m,, je normovany polynom nejmensiho stupné majici o jako koren.

Dikaz.

1. Vime, ze (m,) generuje idedl I,. To znamend, ze libovolny polynom f € (m,) pravé tehdy,
kdyz mq|f, takze f(a) = 0 pravé tehdy, kdyz f je délitelny my,.

2. Predpokladejme spor, tedy ze 3f, g € K[z] : my = gf a 0 < deg f < degg < degm,. Potom
me(a) = g(a)f(a) = 0. Protoze K[z] je obor integrity, pak g(a) = 0 nebo f(«) = 0, ale to
bylo znamenalo, ze f € (m,) nebo g € (m,), takze by podle piedchoziho tvrzeni platilo, ze
mq|f nebo mgy|g. To je véak nemozné, nebot degm, > degg > deg f.
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3. Opét fesme sporem a bud f € Kl[z] polynom majici nizs{ stupen nez m, a f(a) = 0.
Vydélime-li polynom m, polynomem f, dostaneme m, = fg+ r, kde f,r € K[z] a 0 <
degr < deg f. Mame pak, ze my(a) = f(a)g(a) + r(a) = 0, ale f(a) = 0, takze nutné
r(a) = 0, coz je ve sporu s predpokladem, ze deg f je minimalni mozny.

]

Nasim cilem bude nyni propojit povédomi o algebraickych rozsitenich s popisem télesa jako vek-
torového prostoru. Pro tento popis si jesté zavedeme par pojmu, které lze shrnout pod nasledujici
sekci.

3.3 Rozsiteni generovana koneé¢nym poctem prvku

Generovani rozsiteni pomoci jistého poctu prvka je analogické ke generovani okruhu pomoci
kone¢ného poctu prvki.

Definice 3.3.1. Nejmensi rozsiteni télesa K obsahujici prvky aq, ao,...,a, znaéime K(aq,as,
ey Q).

Definice 3.3.2. Nechf K je téleso. Rekneme, 7e rozifieni L télesa K je generované konetnym
poctem prvku, jestlize existuji prvky oy, ag, ..., a, € L takové, ze L = K(aq, aq, ..., o).

Definice 3.3.3. Jednoduchym rozsirenim télesa K nazyvame takové rozsiteni L, ze existuje prvek
a € L splaujici L = K(a).

Priklad 3.3.1.

1. Teéleso C je jednoduché rozsiteni R generované prvkem i € C.

2. (@(\@7 \/3) je rozdffeni Q generované v/2 a /3. Casem uvidime, ze skuteéné je Q(ﬂ, \/3)

generované obéma prvky.

Omezime se v této sekci na generovani pomoci algebraickych prvku. Uvidime, ze dostaneme jista
kritéria, kdy jsou néjaké rozsiteni konecného stupné, ¢imz dostaneme nase kyzené propojeni vyse
diskutovanych sekci.

Tvrzeni 3.3.1. KaZdé konecné rozsireni L : K je algebraické.
Diikaz. Oznacime-li [L : K] = n, pak baze méa n prvka. Z definice baze plyne, ze pro libovolny

prvek a € L plati, ze prvky 1, , o2, ..., a" jsou linedrné zavislé, jelikoz jich je n + 1. To znamen4,
ze existuji prvky co, ¢y, ..., c, € K, které nejsou vsechny nulové, splnujici

co+ a4 + -+ ™ = 0.

To znamend, ze pro libovolny prvek o € L existuje polynom nad K majici o za kofen a to je
presné definice algebraického prvku. n
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Poznamka. Musime byt opatrni na smér implikace, protoze ne kazdé algebraické rozsiteni je
konec¢né, naptiklad téleso komplexnich ¢isel algebraickych nad @Q neni konecné algebraické rozsitent.

Piiklad 3.3.2. [C : R] = 2 implikuje, ze pro kazdé komplexni ¢islo existuje polynom nad R, jehoz
je kotenem.

3.3.1 Jednoduché rozsireni

Dosud jsme si pouze objasnili, ze rozsiteni L : K si lze vylozit jako vektorovy prostor L nad K. To je
stale prilis obecné pojeti na predstavu, jak se v takovém rozsiteni poc¢ita. V pripadé konecné gene-
rovaného rozsiteni ovSem obdrzime zajimavy ptipad, ktery bude snéze predstavitelnéjsi. Pomuzeme
si pravé miniméalnim polynomem. Za¢neme s jednoduchym rozsitenim. Méjme néjaky algebraicky
prvek a € L nad K a jednoduché rozsiteni K urcené a.. Protoze o je novym prvkem v télese K, je
otazkou, jakych hodnot budou vlastné polynomy nad K v « nabyvat.

Uvazme zobrazeni ¢ : K[z] — K(a), které uréuje hodnoty libovolného polynomu nad K v «, takze
o(f(x)) = f(a), kde f(z) € K|x]. UkdzZeme, Ze dané zobrazeni je homomorfismus. Necht f, g jsou
polynomy nad K. Potom diky tomu, ze polynomy nad télesem tvoii okruh, méame

o(f +9) = (f+9)(a) = fla) +g(a) = o(f) + v(g)
o(f-g) = (fg)(a) = fla)g(a) = o(f)p(g).

Podivejme se na vlastnosti tohoto zobrazeni. Pokud si ur¢ime jadro ¢, obdrzime

Kerp = {f(z) | f(z) € K[z] A f(a) =0},

coz je ale presné definice idealu I, jehoz generatorem je m,,. Podle prvni véty o izomorfismu okruhu
vime, ze K|x]/(m4) = Im @, tudiz Im ¢ je télesem, navic ziejmé Im p C K («) a zdroven « € Im ¢,
ale K(«) je nejmensim télesem obsahujici «, takze dohromady dostavame, ze K(a) = Im .

Tvrzeni 3.3.2. Necht « je algebraicky nad K a necht K(a) je rozsitend télesa K. Potom
K(a) = Klz]/(ma),
kde mo € K|x] je minimdini polynom «.
Vidime, ze dva pohledy ukazuji totéz: muzeme se divat se na prvky jednoduchého rozsiteni jako

na zbytkové tiidy ve tvaru f + (m,), kde f € K[x] je polynom, anebo jako na hodnotu polynomu
s koeficienty z K v «, pficemz « je kofenem polynomu m,.

Vsimnéme si, ze uplné stejné jsme mohli reprezentovat prvky rozsiteni télesa K, které obsahovalo
kofen polynomu f(z) € K[z] ireducibilniho nad K. Navic protoze f(z) je ireducibilni, staci jej
vynasobit inverznim prvkem vedouciho ¢lenu a dostdvame minimalni polynom tohoto kotenu. Toto
pozorovani nam nabizi nové tvrzeni.
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Dusledek 3.3.1. Necht K je téleso, nad kterym je polynom f(x) € Klx] ireducibilng, a necht o je
jeho koren v néjakém rozsirend télesa K. Potom K(«) je rozsirenim K obsahujici o, jehoz pruky
lze reprezentovat jako linedrni kombinaci 1,a,a?,...,a" Y, kde n je stupen f(x).

Ke stejnému zaveéru jsme dosli jiz v predchozi kapitole.

Jelikoz si K (o) muzeme predstavit jako polynomy po déleni polynomem v « ze zbytkem, vyvstavéa
okamzité otazka, jak je to s bazi a dimenzi K («)

Tvrzeni 3.3.3. Necht K(a) : K je rozsifeni uréené algebraickym prvkem o nad K. Oznacime-li
n = deg mg, potom

1. [K(a): K] =n,

2. mnoZina proki B = {1,a,a?, ..., a" '} tvori bdzi K(a) nad K.
Diikaz. Dokazeme, ze B generuje K (a) a zéroven je linedrné nezavisla. Z predchoziho tvrzeni vime,
ze Im p = K(«), takze pro libovolny prvek f € K(«) existuje vzor f(z) tak, ze f = f(«). Jak

bylo tec¢eno, prvky K(«a) lze reprezentovat jako polynomy nad K stupné nejvyse n — 1, takze
deg f(z) < n.

Podivejme se nyni na linedrni nezavislost. Ptedpokladejme, Ze B je linedrné nezavislda mnozina nad
K, takze existuji koeficienty cg, ¢y, ..., c,_1 € K, ne vSechny nulové, splnujici rovnost

o+ cra+ o+ et =0

Protoze existuje ¢; # 0 € K,0 < i < n, potom existuje polynom nizstho stupné jak m, majici o
za koren. To je ale spor, navic protoze je m, ireducibilni, je m, nesoudélny s kazdym netrivialnim
polynomem nizstho stupné, ale podle tvrzeni 3.2.2 je m,, délitelny. Nutné tak musi platit, ze ¢; =0
pro vSechna 0 <17 < n. O

Priklad 3.3.3.
1. Vezméme si Q(v/3). Miniméln{ polynom v/3 nad Q je 2 — 3, jelikoz v/3 je iraciondlni. Podle
3.3.2 1ze téleso Q(v/3) lze reprezentovat jako Q(v/3) = {a + V3 | a,b € Q}.

2. Pokud D € Q, kde VD ¢ Q, pak Q(v/D) = {a +bVD | a,b € Q}. Pokud by VD € Q, pak
Q(vV/D) = Q. Takové roziffeni se nazyvé kvadratické rozsivent.

3. Obecné pokud L je konecné rozsiteni télesa K, pticemz [L : K] = 2 a a € L \ K, pak
rozsiteni K («) se nazyvé kvadratické.
Pomoci tvrzeni 3.3.3 muzeme také formulovat a dokazat nutnou a dostatecnou podminku pro to,
aby prvek « byl algebraicky nad néjakym télesem.

Tvrzeni 3.3.4. Prvek « je algebraicky nad K prdvé tehdy, kdyz rozsireni K(«) : K je konecné.
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Dukaz. Implikaci zprava doleva jsme dokazali u tvrzeni 3.3.1. Pro diukazu druhé implikace mame,
ze « je algebraicky nad K, takze podle tvrzeni 3.3.3 plati [K(«) : K] = n, kde n € N je stupen «
nad K. O

3.3.2 Teéleso generované vice prvky

Od jednoduchého rozsiteni se presuneme k rozsitenim generovanym vice prvky. Piikladem takového
rozsiteni je jiz diive uvedené rozsiteni Q(\/E, \/§) Nejprve urcime jeho stupen rozsiteni nad Q.
Snadno néhledneme, Ze [Q(v/2) : Q] = [Q(v/3) : Q] = 2 s minimalnimi polynomy z? — 2 a 2% — 3,
respektive. Dostdvdme tak, ze [Q(v/2,v3) : Q] = [Q(v2,v3) : Q(v2)] - [Q(v2) : Q] = 2-
[Q(v/2,v3) : Q(v/2)]. Hodilo by se nam tedy urcit stupein [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)]. Abychom tento

stupen urcili, udélame si malou odbocku k tomu, jak chapat generovani pomoci vice prvku.

Tvrzeni 3.3.5. Necht K(«,[) je rozsireni K generované proky o, a (K(«))(8) jednoduché
rozgirend télesa K(«) urcené B. Potom K(«a, ) = (K(«))(f).

Diikaz. Vidime, ze ziejmeé «, § € (K(«))(5), takze (K («))(B) je téleso obsahujici prvky a, g, tudiz
z definice K(«) plyne K(«, ) C (K(«))(8). Podobné vidime, ze K(a) C (K(«))(8), a protoze
(K())(p) je nejmensi téleso obsahujici K («) a 8, dostavame, ze (K («))(8) C K(a, B). O

Dejme si nyni za cil ur¢it stupen rozsiteni télesa generovaného konec¢nym poctem algebraickych

prvku. Méjme kone¢né generované rozsiteni L = K (v, s, ..., qy), kde prvky aq, s, . .., a,, jsou
algebraické nad K, jejichz stupné nad K jsou postupné ny,ns, ..., n,. Z ptedchoziho tvrzeni vime,
S

Koy, g, ... am) = (K(og, a0, .oy 1)) (o).

Stejné z vyse uvedeného tvrzeni plyne, ze

(K(ag,ag,...,¢m-1))(am). = (K(ag, a2, ..., am—2)(@m—1))(am)

Diky tomuto postupu bude schopni odhadnout stupen rozsiteni [L : K]. Dosud jsme vidéli, ze
stupen jednoduchého rozsiteni K(«;) : K je uréen minimalnim polynomem a;. Stejné tak se
muzeme divat nad stupen rozsiteni K (a1, as) : K(aq), protoze stupen [K (aq, ag) @ K(ay)] je roven
stupni [(K(oq)(aa) @ K(aq)], ktery je roven stupni minimalniho polynomu as nad K(«;). Co
kdybychom ale uvazili rozsiteni [K (aq, ag) : K|?

Vyuzijeme tvrzeni 3.1.3 k zodpovézeni této otazky. Ziejmé K C K(ay) C K(aq, an) = (K(a1)) (),
takze nam toto tvrzeni tika, ze

(K (o, ) K] =[K(aq,09) : K(o)] - [K(aq) : K]

Vime, ze [K(on) : K] =n1 a [K(ag, a2) @ K| = [(K(aq))(as2) : K(a1)] < ng, protoze [K(a) : K| =
no a pridanim prvku do télesa muzeme pouze snizit stupen rozsiteni. Kombinaci téchto poznatku
dostaneme, ze

[K(oq,0): K] =[K(ag,09) : K(on)] - [K(aq) : K] < nyg - no.
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Stejnym postupem nakonec dojdeme k tomu, ze

[K(a17a2a-'~,am):K] Snan""er

Diky poslednimu poznatku muzeme formulovat nutnou a dostatetnou podminku pro to, aby
rozsiteni L : K bylo konecné.

Tvrzeni 3.3.6. Rozsireni L telesa K je konecéné pravé tehdy, kdyzZ je L generované konecngm
poctem algebraickych proku nad K.

Diikaz. Pokud L : K je kone¢né rozsiteni, ¢ili [L : K] = n € N, pak existuje baze 31, fa,..., 08, € L
generujici L. Uvazme jednoduchd rozsiteni K (1), K(B2), ..., K(fB,) . Potom pro libovolné z téchto
rozsiteni K (3;) plati, ze [L : K| = [L: K(5;)]-[K(5;) : K|, a protoze L : K je kone¢né, musi nutné
K(B;) : K byt konecné, coz implikuje, ze f1, 5, - .., B, jsou algebraické nad K.

Daéle vidime, ze K (S, fa,...,0n) C L a jelikoz kazdy prvek L lze jednoznaéné vyjadiit pomoci
béze, pak inkluzi obdrzime, ze L = K(B1, B2, ..., ), tedy ze L je generované koneénym poctem
algebraickych prvku.

K dukazu druhé implikace polozme L = K(ai,as,...,qy), kde a; pro 1 < i < m jsou alge-
braické prvky nad K, jejichz stupné nazvéme n; pro 1 < ¢ < m. Pied chvili jsme ukazali, ze
[K(ay, 0, .. ) 2 K] < ning -« ny, tudiz rozsiteni K(aq, ag, ..., an) je koneéné nad K.

]

Vratme se k nasemu pifkladu o rozsfieni Q(v/2,v/3). Z predchoziho tvrzeni vime, ze [Q(v/2,v/3) :
Q] < 4 a zérove vime, 7 [Q(V2,v3) : Q] = [Q(v2,v3) : Q(v2)]- [Q(v2) : Q] = 2+ [Q(V?) : Q)

z ¢ehoz dostavame, ze je dané rozsiteni rovno 2, nebo 4.

Aby bylo rovno 2, musela by v/3 lezet v Q(v/2). Pfedpokladejme tedy, ze existujf a, b € Q tak, aby
a+bv2 = /3. Zjevné b # 0, protoze a € Q ale /3 je iracionalni. Obdobné a # 0, pak by nutné
pro b ve tvaru b = ’5’, kde p,q € Z, (p,q) = 1 a ¢ # 0, platilo

LV2=VE =t =ag

z ¢ehoz bychom dostali, ze 2|q, tedy 4|¢*. Potom ovsem 4|2p?, takze 2|p, ale to je ve sporu
s predpokladem (p,q) = 1.

Predpokladejme tak, ze ab # 0. Po umocnéni obou stran dostavame, ze
a? + 2v/2ab + 2b* = 3

3 — a® — 20
2ab

Oviem 2 ¢ Q, takze v/3 € Q(v/2), tudiz nutné dostavame, ze [Q(v/2,v/3) : Q] =
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3.4 Rozkladové téleso

Poslednim rozsitenim, kterému vénujeme pozornost, je tzv. rozkladové téeleso. Prvné se vSak sezné-
mime s rozsitenim, které nam bude povédoméjsi, a to korenovym rozsirenim.

Definice 3.4.1. Nechf K je téleso a f(z) € K[z]. Rekneme, Ze téleso L je kofenovym roziffenfm
K uréenym polynomem f(x), jestlize

1. KCIL,
2. Jda € L : « je kofen f(z),
3. L=K(a).

Piiklad 3.4.1. Kofenova rozsifenf urcené polynomem z* — 22 —2 € Q jsou Q(i) a Q(v/2), protoze
zt— 2% —2 = (22 +1)(2* - 2).

Definice nam vlastné tika, ze kofenové rozsiteni urcené néjakym polynomem nad libovolnym
télesem je minimalni téleso vzhledem k inkluzi takové, ze obsahuje jeho koten. Podobnd véta vsak
zaznéla pri hledani télesa majiciho alespon jeden koten polynomu, ktery byl nad jistym télesem
ireducibilni. Ukazeme si, ze jsme tehdy ve skutecnosti meéli co do ¢inéni s kofenovym rozsitenim.

Tvrzeni 3.4.1. Necht K je téleso a f(x) € Klx] polynom nad K. Potom eristuje korenové
rozsirend télesa K urcené f(x), které v pripadé, Ze f je ireducibilni nad K, je jednoznacné urcené
az na 1zomorfismus.

Diikaz. Dokazeme si zde pouze existenéni ¢ast, jednoznacnost je dokdzéna napiiklad v [8]. Ozna¢me
L hledané kotenové rozsiteni. Pokud f(z) ma kofen v K, potom ziejmé L = K. Predpoklddejme
tedy, ze f je ireducibilni nad K. Potom K[z]/(f) je téleso obsahujici alespon jeden kofen «
a zdroven je toto téleso izomorfni s jednoduchym rozsifenim K («), takze L = Klo]/(f). O

Priklad 3.4.2.

1. Kofenové rozsfieni uréené polynomem z? — 2 je Q(v/2).
2. Uvézime-li polynom f(x) = x®+2x+ 2 € Zs|x], pak f(x) je zfejmé ireducibiln{ nad Z3. Jeho

kofenové rozsieni je Zs[a]/{a? + 2a + 2).

Pro dalsi pokracovani v praci nebude nicméné tak dulezité korenové rozsiteni jako rozkladové
rozsireni. Na rozdil od kofenového rozsiteni ovsem nebude pozadavek, aby obsahoval kofen poly-
nomu, ale dokonce, aby obsahoval vSechny koteny.

Definice 3.4.2. Nechf K je téleso a f(z) € K|x] polynom stupné n € N. Rekneme, ze L je
rozkladovym rozsitenim uréenym polynomem f(z), jestlize
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1. Jag, a9,...,0, € L tak ze f(z) = apn(x — aq)(x — ) -+ (x — o), kde a,, € K je vedouci
koeficient f(x),

2. L=K(a,as,...,q,).

Rozkladové rozsiteni daného polynom nam umozni rozklad daného polynomu na soucin linearnich
mnohoclentu. Prikladem znamého rozkladového rozsireni jsou komplexni ¢isla s libovolnym realnym
polynomem majici alespon jeden nerealny koten. Podobné jako u kofenového rozsiteni existuje pro
libovolny polynom rozkladové rozsiteni.

Tvrzeni 3.4.2. Necht K je téleso a f(x) € Kl[z] polynom nad K. Potom eristuje rozkladové
rozsirentd urcené polynomem f(x) a toto rozsireni je v pripadé, Ze f je ireducibilni nad K, jedno-
2nacéné uréeno az na zomorfismus.

Dukaz. Dukaz existencni ¢asti provedeme pomoci indukce vzhledem k rozdilu stupné polynomu
a poctu ireducibilnich polynomu v rozkladu f(z) nad K, nazvéme jej n. Aby totiz polynom f(x)
byl rozlozitelny nad néjakym télesem na pouze linedrni polynomy, musi byt n = 0. Pro n = 0 lze
polynom rozlozit na soucin linearnich polynomu nad K, v tomto pripadeé je rozkladovym rozsitenim
piimo K.

Predpoklddejme, ze pro dané n = k tvrzeni plati a uvazme, ze pro polynom f(z) plati n = k + 1.
V rozkladu f(x) je alespon jeden polynom alespon stupné 2, ktery je ireducibilni nad K. Vezméme
si kofenové rozsiteni L télesa K urcené libovolnym takovym ireducibilnim polynomem, které jisté
existuje podle predchoziho tvrzeni. Pro polynom f(z) nad L plati jisté, ze n < k+1, a tak muzeme
uzit indukéniho predpokladu pro n = k. Diky tomu, Zze kofenové rozsiteni je minimalni téleso,
nad kterym existuje kofen daného polynomu, mame zaruceno, ze ziskané rozkladové rozsiteni je
minimalni.

Druhd ¢ast dikazu je k nalezeni v [8]. O
Priklad 3.4.3.

1. Méjme polynom z? — 2, pak kofeny jsou £v/2, tudiz Q(v/2) je jeho kofenovym i rozkladovym
rozsirenim.
2. Ne vzdy je kofenové rozsiteni shodné s rozkladovym rozsifenim. Typickym piikladem je

rozkladové rozsiten uréené polynomem z° —2 = 0. Polynom lze rozlozit na tvar (z—~/2)(z?+
2x + \3’/1), snadno si poté ovérime, ze kofeny daného polynomu jsou

et e a(45) oin(25p0)

Letmym pohledem miuizeme odhadnout, ze danym rozkladovym télesem je Q(+/2,iv/3), jisté
totiz dokdzeme vyjadrit véechny zminéné kofeny pomoci /2,iv/3 a Q. Dokézat bychom to
mohli tim, Ze bychom nalezli stupeii rozsfieni Q(+/2,iv/3) : Q, coz by se dokazovalo obdobné
jako pii hledan{i stupné rozsfieni Q(v/2,v/3) : Q.

Kofenovym rozsifenim urcenym timto polynomem je vsak téleso Q(z1) = Q(xz2).
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Kapitola 4

Konec¢éna télesa

4.1 Zakladni vlastnosti konecnych télesech

V této sekci se zamérime na fundamentalni tvrzeni, jez budou potiebnda v pokracovani o koneénych
télesech, tykajici se zejména rozkladu polynomu nad konecnymi télesy.

V teorii téles jsme se setkali s pojmem charakteristika télesa. Jak vime, charakteristika téles muze
byt rovna bud 0 nebo néjakému prvocislu p. Konecénd télesa maji vzdy prvociselnou charakteris-
tiku. Prvociselna charakteristika p také znamend, Ze je prvotéleso libovolného konecného télesa
izomorfni s F,, télesem majicim prvociselny pocet prvku roven p. Téleso [F), je tak jednoznacné az
na izomorfismus, a tak muzeme s I, pracovat jako s Z,.

S charakteristikou télesa dale souvisi Frobeniovo zobrazeni. Jak uvidime, toto zobrazeni ma klicové
vlastnosti v nasledujicich kapitolach. Zac¢néme jeho definici.

Definice 4.1.1. Pro libovolné téleso F' charakteristiky p > 0 definujme Frobeniovo zobrazeni jako
zobrazeni ¢ : F'+— F's predpisem ¢(a) = a”.

Pravé definované zobrazeni je navic homomorfismus pro nenulovou charakteristiku télesa.

Tvrzeni 4.1.1. Necht F je téleso charakteristiky p. Potom pro libovolné dva proky a,b € F,
a ltbovolné n € N plati

(a+b)P" =a" + "
(ab)P" = a?"bP".

Diikaz. Dokdzeme-li, Ze (a+b)? = aP +bP, potom jsme dokézali, ze (a+b)P" = aP" +b" (staci misto

n—1 n—1 . o -« ~ ’ L
a,b napsat a? ,bP , respektive, a takto muzeme pokracovat, az se dostaneme k prvni mocniné
p). Rozsifme vyraz pomoci binomické véty:

(a+0b)P = (g)a“r <219)ap—1b+ <g>ap—2b2+---+ (]]j)bp.
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Nyni si jiz staci povsSimnout, ze (i) pro 1 < k < p je délitelné p; hodnotu (i) si muzeme rozepsat
jako
b _pp=1)---(p-k+1)
El(p — k)! k! ’
pak v rozkladu tohoto vyrazu na prvocinitele se bude jisté vyskytovat pro takto ohranicené k

prvocislo p, jelikoz k i p — k jsou mensi jak p. Protoze uvazujeme Frobeniovo zobrazeni u télesa
s nenulovou charakteristikou, kazdy ¢len délitelny p je roven 0 a dostavame tak, ze

(a+0b)F = (8)@”4— <p>bpzap+bp.

p

Druha cast tvrzeni pro nasobeni je zifejma, jelikoz staci levou stranu pouze rozepsat a diky komu-
tativité nasobeni upravit na kyzeny tvar. ]

Obdobné jako pii zkouméni zobrazeni télesa K[x]/(f) na K(a) v predchozi kapitole se podivejme
také u Frobeniova zobrazeni na jeho jadro Kerp. K tomu budeme potiebovat jedno pomocné
tvrzeni.

Tvrzeni 4.1.2. Pokud F' je téleso, pak jeho jedingmi idedly jsou {0} a samotné F.

Diikaz. Bud I C F ideédl télesa F. Predpokladejme, Ze I # {0}. Vezméme si nenulovy prvek a € I.
Potom 1 =a-a™! € I, takze kazdy prvek x € F lezi v I, jelikoz x -1 € I. O

Disledek 4.1.1. Frobeniovo zobrazeni nad konecnym telesem F' je izomorfismus.

Dikaz. Ozna¢me ¢ : F — F Frobeniovo zobrazeni. Jiz vime, Zze ¢ je homomorfismem, zbyva
dokazat, ze je dané zobrazeni injektivni a surjektivni. Jadro Ker ¢ je idedlem F' a z ptredchoziho
tvrzeni tak dostavame, ze

Kerp = {a [ ¢(a) =0} = {0},
nebot napiiklad (1) = 1, takze nemuze platit, ze Kerp = F.

Frobeniovo zobrazenf je ziejmé surjektivni, nebot se jednd o injektivni zobrazeni z koneéné mnoziny
do konecné mnoziny stejné kardinality. O

Ptesunme se k hledani vlastnosti jednotlivych grup télesa. Konkrétné k tomu, jak dané prvky grup
generovat pomoci jejich prvku.

Neni prilis prekvapivé, ze ne vzdy dokazeme aditivni grupu vygenerovat z jediného prvku, tedy
ne vzdy je cyklickd. Takovym protiptikladem muze byt libovolny prvek télesa Zs[x]/(x? + x + 1),
kde zjevné nedokazeme vygenerovat prvky pomoci opakovaného scitani jednoho prvku. Co vsak
muze byt prekvapivé je fakt, ze multiplikativni grupa libovolného koneéného télesa lze vygenerovat
pomoci alespon jednoho prvku. Pied dalsim pokracovanim si pfesnéji definujeme pojem generator

grupy.
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Definice 4.1.2. Prvek g koneéné grupy G je primitivnim prvkem G, jestlize jeho ¥ad je roven |G|.

S generovanim grupy a nasledujicim tvrzeni souvisi nasledujici dvé lemmata.
Lemma 4.1.1. Necht G = {a) je cyklickd grupa vddu n. Potom

1. a* generuje cyklickou grupu vddu ﬁ

2. Pro libovolné d|n obsahuje grupa G pravé ¢(d) proki tdadu d.
Diikaz.

1. a® = 1 pravé kdyz n|k. Hleddme tedy nejmens{ piirozené &fslo m spliujici @™ = 1. Musf
proto platit, ze n|mk. Pokud bychom polozili m = n, jisté by n délilo mk. Jakym nejvétsim
prirozenym ¢islem muzeme vydélit n tak, aby n|mk? Odpoveéd je: ¢islem odpovidajici nejvetsi
spolecné casti v rozkladu ¢isel n,k na prvocinitele. To ale presné odpovida nejvétsimu

n

spolecnému déliteli (n, k), takze m = i

2. Protoze d|n, existuje pfirozené k takové, ze n = kd. Z predchoziho lemma vime, ze prvek
a' € {a) mé ¥4d d, jestlize (n,i) = k. Protoze n = kd, lze nejvétsi spolecny délitel prepsat
na (kd,i) = k, ale protoze na pravé strané se nachdzi k, 1ze nejvétsiho spolecného délitele
upravit na tvar (d,7) = 1. Hleddme vSechna ¢ € N spliaujici (d,7) = 1, to je ale ekvivalentni
s definici Eulerovy funkce v d, ¢ili hledany pocet je roven p(d).

A pojdme jiz k samotnému tvrzeni.

Tvrzeni 4.1.3. Grupa I, konecného télesa ¥y s q proky je cyklickd.

Diikaz. Pokud dokazeme existenci primitivniho prvku v 7, budeme hotovi. Grupa F, obsahuje
nejvyse jednu podgrupu libovolného fadu d; uvdzime-li totiz polynom z? — 1 € F[z], hledéni jeho
kofent je ekvivalentni s hleddnim feseni rovnice x¢ = 1, jejiz jednim fesenim je prvek a € [, tddu
d. Ovsem potom libovolny prvek g grupy (a) splituje g¢ = 1. Protoze (a) obsahuje d prvki, tvoii
prvky této cyklické grupy vSechny kofeny polynomu z¢ — 1. Z toho plyne, Ze existuje nanejvyse
jedna podgrupa Fy fadu d.

Z Lagrangeovy véty vsak vime, ze fad d nemuze byt libovolny, ale musi byt délitelem fadu | Fy| =
q— 1. Proto muzeme uvazovat pouze ty podgrupy fadu d|(¢—1). Podle predchoziho lemma existuje
v kazdé cyklické podgrupé fadu d prave p(d) prvki fadu d. Kazdy prvek grupy F; musf mit konecny
rad, takze jejich sjednocenim dostavame, ze

> vld<g-1.

d|(g—1)
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Z prvni kapitoly ale vime, ze
> eld)=q-1,
d|(q—1)
coz nam Tika, ze sjednocenim vsech téchto podgrup dostaneme celou grupu Fy. Nés ovsem zajima
konkrétni ptipad, kdy d = q — 1, jelikoz p(q — 1) > 1, tudiz existuje v [} primitivn{ prvek. ]

Jak je to s poc¢tem prvku konecného télesa? Na rozdil od grup, které mohou mit libovolny pocet
prvku, se u téles setkame s jistym omezenim, které je zpusobeno komplikovanéjsi strukturou, nez
muzeme vidét u grup. K zodpovézeni této otdzky nam pomuze pojeti télesa jako vektorového
prostoru nad jeho podtélesem.

Tvrzeni 4.1.4. KazZdé konecné teleso ma p" prvku, kde p € N je prvocislo a n € N.

Diikaz. Nazvéme naSe konecné téleso F,. Jak jiz bylo naznaceno, pojmeme [, jako vektorovy
prostor nad IF,,. Pak libovolny prvek a € F, 1ze jednoznacné vyjadrit ve formé a = cyaq +cpan+-- -+
Cny, kde n = [F,:F,] a¢; € F, pro 1 <i <n. Bazi mame pfedem urcenou, a tak vSechny prvky
generujeme ruznou volbou ¢y, ¢a, ..., ¢,. Za kazdy takovyto koeficient muzeme dosadit |F,| = p
ruznych prvki, celkem tak ziskame p™ prvku. n

Dukaz tvrzeni ndm dokonce tika konkrétné, ze pocet prvku libovolného koneéného télesa je roven
p", kde p je charakteristika F, a n dimenze [F, : IF,]. Ihned se déle nabizi otazka, zda pro kazdé
prvocislo p a libovolné n € N existuje koneéné téleso. K zodpovézeni této otazky jsme se ve
skutecnosti velice priblizili pii konstrukei télesa K [x]/(f); zvolime-li totiz K = Z, a pokud deg f =
n, potom ziskdme téleso s p" prvky.

4.2 Existence kone¢ného télesa

Problém pii konstrukei konecného télesa jako Z,[z]/(f) spociva v tom, ze nevime, zda existuje
ireducibilni polynom f € Z,[z] libovolného stupné n € N. V prubéhu této sekce si ukazeme, ze
opravdu existuje konecné téleso, jenz je libovolnou prirozenou mocninou prvocisla. Tato sekce bude
zejména vyuzivat polynomu 27—z € F,[z], ktery, jak ndm nésledujici lemma napovid4, je propojen
s konecnymi télesy.

Lemma 4.2.1. Necht F, je téleso s q proky. Potom pro kaZdy prvek o € F, plati o? — o = 0.

Diikaz. Jisté mé kazdy prvek a € F*, konecny fad, jinak by IF, nebylo kone¢né. Z Lagrangeovy
véty dostédvame, ze Fdd kazdého prvku deélf fad |F*,| = ¢ — 1, takze jisté a?~! = 1. To znamen4,
ze kazdy prvek a € Fy je korenem polynomu 7! — 1. Abychom zahrnuli i 0 € F,, stac{ upravit
polynom na tvar ¢ — z, a tudiz a? — a = 0 pro vSechny prvky F,. O

Dejme si nyni za cil nalézt rozkladové téleso urcené polynomem z?—x € F,, kde ¢ = p" je pfirozena
mocnina prvoéisla. Potfebujeme tento polynom rozlozit na soucin linearnich polynomu. Nésledujici
lemma ndm rovnou na tuto otazku odpovida.
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Lemma 4.2.2. Necht F, je koneéné téleso s q proky a f(x) = 29—z € F,[z]. Potom se polynom
f(x) rozkladd nad F, ndsledovné:
2! —x = H(az—a).

ackF,

Diikaz. Z predchoziho lemma vime, ze pro kazdé a € F, je kofenem z¢ — . Polynom x? — x muze
mit vSak nejvyse ¢ kofent, a protoze vSechny prvky IF, jsou kofeny daného polynomu, zddné jiné
neexistuji nad IF,. ProtoZe navic je polynom x?—x normovany, pak ziejmeé Haqu(aZ—a) =gl—x. [J

Piiklad 4.2.1. Mé&jme téleso Fy = Zs[z]/(z? + z + 1) a oznatme a = z + (2% + 2 + 1). Potom
podle piedchoziho tvrzeni je rozklad z* — x € Zy[x] nésledujici

vt — 2z =2(x—1)(z —a)(r —a?).

Polynom z? — x € F,[z] lze tedy rozlozit na soucin linedrnich polynomu nad F,. Kandiddtem
pro hledané rozkladové rozsifeni je tak téleso F, s ¢ prvky. Musime jesté ovéfit minimalitu F,
vzhledem k inkluzi. Ukazeme si, ze rozkladové rozsiteni zminéného polynomu se sklada pouze
z korenu daného polynomu. Dosud jsme nevyuzili predpokladu, ze ¢ = p™ je pfirozend mocnina
prvocisla, kvuli nasledujicimu tvrzeni vSak pochopime, pro¢ jsme tento pozadavek zahrnuli.

Tvrzeni 4.2.1. Necht q = p", kde p je prvocislo a n € N. Rozkladové rozsiveni polynomu f(x) =
29 —x € F,[z] je Fy, konecné téleso s q proky.

Diikaz. Necht K je rozkladové rozsiren{ urcené polynomem 27 — z € F,[z]. Potfebujeme ukdzat,
ze F ={a € K|a?=a} jerovno K a ze ma g prvku. Uvazime-li derivaci polynomu f(z) € F,,
obdrzime polynom f’ = gz* ! — 1. Protoze vSak g = p", dostdvame, Ze f' =0 —1 = —1, a protoze
tim padem f a f’ jsou nesoudélné polynomy, tak f nemd nasobny kofen, a tudiz |F| = q.

Inkluze F' C K je ziejma, k ovéfeni K C F je potieba ukazat, ze F' je téleso. To provedeme
napiiklad tak, ze ukazeme, ze F' je podtélesem K.

1. (F je komutativni grupa vzhledem ke s¢itédni) Vezmeéme si a, b € F', potom (a—b)?—(a—b) =

(
(a—b)P" —(a—b)=a” —b"" —(a—b) =a—b— (a—b) =0, kde jsme vyuzili lemma 4.2.1.
(

2. (F ~{0} je komutativni grupa vzhledem ke ndsoben{) Vezméme si a,b € F', potom (ab™1)? —
1

ab™t = (ab V)" —abt=a”"b P —ab t=ab! —ab ! =0.

Rozkladové rozsiteni je nejmensi téleso, jenz obsahuje vSechny kofeny polynomu, a proto K C F,
jelikoz F' je téleso. Dostavame tak, ze F' = K. O]

Kromé toho, Ze jsme si splnili cil nalézt rozkladové rozsifeni 2" — z, jsme se také dopracovali
k zodpovézeni otazky existence konecného télesa.
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Disledek 4.2.1. Pro libovolné prvocislo p a prirozené cislo n existuje konecné téleso s p™ pruki.
Konecné téleso s p"™ prvky je uréeno jednoznacné az na izomorfismus.

Diikaz. Vezméme s polynom 2" — z € F,, potom jeho rozkladovym télesem je konecné téleso
s p" prvkiu. Druhda c¢ast tvrzeni plyne z faktu, ze rozkladové téleso je urcené jednoznacné az na
izomorfismus. O]

Diky dusledku 4.2.1 je znaceni konec¢ného télesa s ¢ prvky jako F, jednoznacné az na izomorfismus.
V dalsim pokracovani prdce tak budeme rozumét symbolem [, konecné téleso s ¢ prvky, pricemz
jeho charakteristika p je vystizena tim, mocnina jakého prvocisla p je pocet prvku g. Prvotéleso
konecného télesa Iy, kde ¢ = p”, budeme znacit obvyklym zpusobem jako F,,.

Piiklad 4.2.2. Uvazme télesa Zs[z]/(x? + 1) a Z3[z|/(z* + = + 2). Obé télesa maji 32 = 9 prvki
a podle 4.2.1 jsou izomorfni. Pocitani v obou télesech je tak totozné vzhledem k izomorfismu a obé
télesa shrnujeme pod znaceni Fy.

Kdyz uz nyni vime, jak to je s po¢tem prvkiu koneéného télesa a jak konecna télesa vypadaji, nabizi
se vyTesit problém, jak vypadaji podtélesa koneéného télesa.

Tvrzeni 4.2.2. Necht p je proocislo, n € N a Fpn konecné téleso s p™ proky. Potom kazdé podtéleso
telesa Fyn md p™ proku pro m € N takové, Ze min. Navic pro kazdé m|n existuje prdvé jedno
konecné podtéleso s télesa Fpn s p™ pruky.

Diikaz. Téleso Fy» ma charakteristiku p, a tudiz i jeho libovolné podtéleso musi mit tutéz charak-
teristiku. Necht F, je podtéleso télesa F,.. Podtéleso F, je konecné, a proto musi{ mit p™ prvka
pro néjaké m € N. Zbyvéa ukdzat, ze m|n. K tomu postaci uvazovat téleso F,» jako vektorovy
prostor nad IF,. Kazdé konecné téleso s p™ prvky mé své prvotéleso Fp,, ¢imz dostdvame inkluzi
F, CF, C F,» a muzeme pouzit tvrzeni 3.1.3, diky némuz dostaneme, ze n = [Fpn : F)] = [Fpn :
FJF,:F,] = [Fpn : F,] - m, takze m|n.

Necht nyni m|n pro m € N. Pro druhou ¢ast tvrzen{ si vezméme polynomy 2?" —x a 2P" — x nad
F,. Rozkladovd télesa polynomu a?" — z, 27" — z nad F, jsou télesa Fyn, Fym, respektive. Pokud
ukdzeme, ze (p™ — 1)|(p" — 1) a ze i (2" — x)|(2?" — 1), potom je dokdzdna inkluze Fpm C Fyn.

Diky predpokladu m|n existuje d € N spliujici n = md. Potom

P =g = () = 1= (R M ) S (7 - 1| - ),

Obdobné potom existuje r € N splaujici p" — 1 = r(p™ — 1) a dostavame, ze
g1 =D = (P 1= (2P = ) (2T D T2 ),

a proto (2" — x)|(2?" — x), takze existuje pravé jedno podtéleso télesa F,n s p™ prvky. Pokud by
existovalo jesté jiné podtéleso s p™ prvky, pak by polynom 2P" — z mél vice nez p™ kofentl, coz
neni mozné. O]
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Dostavame se postupné mimo jiné také k dukazu, ktery jsme potrebovali, abychom védéli, ze vzdy
existuje ireducibilni polynom nad konecnym télesem I, libovolného stupné, coz také dokazuje, zZe
vzdy jsme schopni sestrojit konecné téleso jako F,[z]/(f), kde f € F [z] je ireducibilni polynom.

Tvrzeni 4.2.3. Pro kazdé m € N existuje ireducibilni polynom nad Fpyn.

Diikaz. Vezméme si konecné téleso Fym, kde ¢ = p”, jehoz existence je zarucena tvrzenim 4.2.1.
Rozsiteni Fym : F, ma stupen m, takze je konecné, a tedy i algebraické. Pokud oznac¢ime av € Fym
primitivni prvek multiplikativni grupy télesa Fym, potom zfejmé F,(a) = Fym, tudiz minimdln{
polynom « nad F, je ireducibilni polynom stupné [F,(a) : F,] = m. O

4.3 Koreny ireducibilnich polynomu a primitivni polynomy

Jak nam ptedchozi tvrzeni 4.2.3 tika, mame garantovano, ze nad libovolnym konecénym télesem
existuje ireducibilni polynom libovolného stupné. V posledni sekci této kapitoly si fekneme, jak
vypadaji kofeny ireducibilniho polynomu nad koneénym télesem a také se podivame na primitivni
polynomy.

Vratme se k nagemu polynomu 27" —z € F,[z]. Ireducibiln{ polynomy totiz dokdzeme najit i v roz-
kladu tohoto polynomu, jak ndm tika néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.3.1. Necht Fu je konecné téleso a f € F,z] ireducibilnd polynom nad F, stupné m € N,
Pak f|(xP" — z) prdvé tehdy, kdyz m|n.

Diikaz. Piedpokladejme, ze f|(zP" — ) a necht F je kofenové rozsiteni uréené f nad F,. Potom
z podminky f|(zP" —z) vime, Ze existuje polynom g nad néjakym rozsitenim [F, takovy, ze 24—z =
gf. Oznacime-li o € F koten f, pak diky tomu vidime, ze o?" —a = g(a) f(a) = 0, tudiz a € F .
Ovsem stupen rozsiten{ [F,(«) : F,] je roven m, protoze polynom a~'f, kde a € F, je vedouci
koeficient f, je minimdlni polynom « stupné m. Ziejmé také F,(a) C F,n, ¢imz dostdvame, ze
n=[Fp:F)=[Fpn:Fy()][F,(a):F,] = [Fpn : Fy()jm, a proto mn.

Naopak nyni predpoklddejme, ze m|n. Opét si vezméme kofenové rozsifeni F' urcené f nad F,
a necht « € F je koren f. Pak, jak jsme si jiz zduvodnili v predchozim ¢ésti diukazu, plati [F,(«) :
F,| = m. Jelikoz | F, | = p, md téleso F,(«) pravé p™ prvki. Navic m|n, a proto je F,(«) podtélesem
F,n. Dusledkem tohoto faktu je, ze o € Fyn, jelikoz av € Fpym C Fpn. m

V prubéhu dukazu tvrzeni 4.3.1 jsme narazili na korenové rozsireni ireducibilniho polynomu stupné
m € N nad konecnym télesem IFpn. Zjistili jsme , ze jeho kofenovym rozsifenim je podtéleso F,m
télesa F,n. Nasledujici tvrzeni uvedeny poznatek jesté zesili.

Tvrzeni 4.3.2. Rozkladovym rozsirenim urcenym ireducibilnim polynomem f nadF,, jehoZ stupen
je roven m € N, je téleso Fym. Oznacime-li navic o € Fym, pak proky a,af, ol aP" L Gsou
koreny f.
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Diikaz. Jako v dukazu tvrzeni 4.3.1 bud F kofenové rozsiteni urcené f nad F, a « € F kofen f :
Pak F, CF,(a) a [F,(a) : F,] = deg f = m, takze F,(a) = Fym. Nyni ukazme, Ze kazdy prvek o'
pro 0 < i < p™ — 1 je také korenem f. Polozme f(z) = a,2™ + ay_12™ "+ -+ - + ag, kde a; € F,

pro 0 < i < m, Dosadme do polynomu obecné o'
F0P) = 4™ + a1 P 4o a0 + ag
= (A" + apm_10™ "+ aja + ao)pi
= (f(a))” =0,

pricemz jsme vyzili faktu, ze Frobeniovo zobrazeni je homomorfismus. Tim jsme dokazali, ze F' je
i rozkladovym rozsifenim. U druhé casti feSeni nam vsak zbyvéa dokazat, ze jsme nalezli vSech m
korenu, tedy ze vSechny tyto kofeny jsou ruzné.

Zvolme 0 <1 < 7 < m a predpokladejme, ze o = o . Potom viak

i—J
o

—a=0.

Opét muzeme vyuzit Frobeniova zobrazeni, abychom ziskali tvar

m

(ozpi_j —a)’ =0

m—4i—j
P —a=0.

Z vlastnost{ minimdlnfho polynomu « nad F, navic plati, ze f|a™"7 — z; a,'f je minim&ln{
polynom « a plati, ze kazdy polynom nad F, majici o za kofen musi byt délitelny a,,!f, a tedy
i f. Dukaz ndm tak zkompletuje tvrzeni 4.3.1, jelikoz podle néj musi platit, ze m|n, ale zjevné m
nedéli m + ¢ — j, protoze m +1i — 5 < m. O]

Poznamka. Tvrzeni 4.3.2 1ze také interpretovat tak, ze pokud a € F,m je kofenem polynomu f,
pak pokud opakované aplikujeme Frobeniovo zobrazeni ¢ nad F,m na o, ¢(a) a tak déle, dostaneme
vSechny zminéné koteny.

Na konci kapitoly jesté zminime specialni piipad ireducibilniho polynomu nad koneé¢nym télesem,
ktery bude hrat klicovou roli pti generovani pseudonahodné posloupnosti pomoci Mobiovy funkee.
Méme tim na mysli primitioni polynom.

Definice 4.3.1. Rekneme, 7e polynom nad I, je primitivni, jestlize je minimalnim polynomem
primitivntho prvku grupy F7,.

Priklad 4.3.1. Méjme ctyiprvkové téleso Fy. Jeho prvky, jak jsme si jiz fekli diive, mizeme napsat
jako 0,1, , + 1, kde « je kofenem polynomu 22 + z + 1 € Zy[z]. Generdtorem tohoto télesa je o
a o+ 1, jelikoz

'=(a+1)?=a
=041
P=(a+1)P =1

!
!
!
Zaroven 22 4+ x + 1 je minimdlni polynom « nad Z,, takze je také primitivhim polynomem.
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Tvrzeni 4.3.3. Pocet primitivnich polynomi nad konecnym télesem F, stupné n je roven

" —1)

Diikaz. Vezméme si téleso Fyn a oznatme « primitivni prvek multiplikativni grupy Fy.. Kazdy
prvek o’ pro 1 <7 < p™ — 1 je primitivnim prvkem, pokud (i,p" — 1) = 1 a jedna se o vSechny
primitivn{ prvky Fy.. Madme tak celkem ¢(p™ — 1) primitivnich prvka.

Necht déle je f(x) primitivn{ polynom nad F, néjakého z téchto prvki. Tento polynom mé n korenu
v F,» podle tvrzeni 4.3.2 a tyto kofeny jsou ziskdny pomoci Frobeniova zobrazeni. Protoze je ale
Frobeniovo zobrazeni automorfismus, kofeny miniméalnich polynomu vSech primitivnich prvku se
opakuji, takze minimdalni polynomy maji vice primitivnich prvki za kofen. Pokud a € F,» je
primitivni prvek, pak podle tvrzeni 4.3.2 maji prvky o' pro 1 <1 < n stejné minimalni polynomy.
Celkove tak ziskavame, ze primitivnich polynomu je

o(p" — 1).
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Kapitola 5

Pseudonahodné posloupnosti

Jak uz ndm néazev napovida, budeme mit v této kapitole co dotcéeni s posloupnostmi. My se zde
zameéfime na posloupnosti pseudonahodné, coz jsou ty, které se ”jevi’jako nahodné - nedokazeme
snadno predpovédét, jaké cislo bude na daném misté v posloupnosti. Ackoliv ke zkoumani pseu-
donahodnych posloupnosti se vyuziva statistiky, nebudeme zabihat do podrobnych detailu. V ka-
pitole si hlavné ukazeme nékteré pseudonahodné posloupnosti a fekneme si, co nas u nich bude
zajimat. Nakonec si povime, jaké maji vyuziti.

5.1 Uvod do pseudonahodnych posloupnosti

Abychom pochopili, jak takovd pseudonahodna posloupnost vypada, za¢neme jeji konstrukei.
Méjme néjakou neprazdnou konecénou mnozinu S C Ny. Pomoci této mnoziny budeme konstruovat
pseudonahodnou posloupnost nésledovné: vezmeme si funkci f: S+ S ag: S — V a pocdatecnt
hodnotu sq € S. Pak posloupnost definovanéd podle predpisu
Un =43 (Sn)a
kde
Sn = f(snfl)a

tvorl pseudondhodnou posloupnost. Mnozinu S chapeme jako wstupni hodnoty pro posloupnost,
zatimco mnozinu V jako vystupni mnozinu.

U pseudondhodnych posloupnosti nas bude zajimat jeji perioda.

Definice 5.1.1. Necht {a;}5°, je posloupnost. Nejmens{ ¢islo p € N spliiujici a; = a;4, pro véechna
1 € Ny nazyvame perioda posloupnosti.

Priklad 5.1.1.
1. Posloupnost {(—1)"}22, m4 periodu p = 2.

2. Posloupnost {i? (mod 3)};—o, posloupnost zbytku druhych mocnin piirozenych éisel po déleni
3, ma periodu p = 4, jelikoz prvni ¢leny vypadaji nasledovné: 0, 1, 1, 0,0,1,1,0.
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5.2 Priklady pseudonahodnych posloupnosti

5.2.1 Linearni kongruentni generator

Ukazme si definici pseudondhodné posloupnosti na konkrétnich ptikladech. Podivejme se na po-
sloupnost f : Ny — Z,, danou predpisem

Sp = f(sp—1) = asp_1 + b (mod m)

kde a,m € N a b € Ny. Protoze je posloupnost definovana rekurentné, musime jesté urcit pocatecéni
prvek sg, v nasem pifpadé nechf sy = 1. Jedna se o posloupnost generovanou linedrni funkei nad
prirozenymi ¢isly modulo pfirozené ¢islo. Zvolme nyni napiiklad a = 2,0 = 1 am = 9. Pak ziskdme
postupné hodnoty

s1=f(1)=3
sp=f(3)=7
s3=[f(7) =6
sy = f(6) =4
55:f(4)=0
s¢ = f(0) =1
st = f(1) =3

Vidime, Ze perioda uvedené posloupnosti je p = 6, nebot s; = s7, a protoze se jedné o kongruenci,
platii s; = s;16 pro vSechna ¢ € N.

Déle bychom mohli zvolit vystupni funkci g : N +— (0, 1) definovanou predpisem

g(Sn_1) _ f(S;;L—l)7

¢imz méame zaruceno, ze jsou jeji hodnoty v intervalu (0, 1), protoze f(n) < m pro vsechna n € Ny.

Ve zvoleném piipadé dand posloupnost neobsahuje vsechny zbytkové tiidy modulo m. Vsimnéme
si vSak, ze pokud (a,m) =1 a b = 0, bude dané posloupnost obsahovat kazdou zbytkovou tiidu
modulo m; pokud totiz x1, 22 € Ny a 1 # x4, pak kongruence az; = azy (mod m) je ekvivalentni
s a(xy — x2) =0 (mod m), ale (a,m) = 1, tedy nutné x; = zo (mod m).

Co se tyce periody, je obecné obtizné ji urcit pro takto zvolenou pseudonahodnou posloupnost. Je
vsak zfejmé, ze jeji maximalni hodnota je m; pokud by m nebyla, pak by v posloupnosti existovalo
m + 1 zbytkovych tiid, coz neni mozné. Pro konkrétni pripad, kdy (a,m) =1 a b = 0 je perioda
maximalni, tedy rovna m.
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5.2.2 Kvadraticky kongruentni generator

Postupujme analogicky pri konstrukei kvadratického generatoru. Zvolme f : Ny — Z,, s predpisem
Sn = f(Sn—l) = asi,l + bs,_1+c¢ (mod m),

kde a,b,c € Ny, a # 0 a m € N. Obdobné jako v predchozim ptipadé ziskdme pseudondhodnou
posloupnost s jistou periodou, kterou je opét obtizné predpovédét. Uvedena posloupnost ma kromé
vyuziti, které je zminéné na konci kapitoly, uplatnéni pti hledani netrivialnich délitelu prirozenych
¢isel, tj. délitelt ruznych od samotného zkoumaného éisla a jednicky, u Pollardovy p metody.

5.2.3 Posuvny registr

Generovani pseudonahodné posloupnosti pomoci tzv. posuvného registru se lisi od téch predchozich
tim, Zze generuje posloupnost jednicek a nul. Vyuziva primitivnich polynomt, s nimiz jsme se
seznamili na konci 4. kapitoly.

Zacneme konkrétnim ptipadem. Zvolme si primitivni polynom f(z) = 23 +x + 1 € Zy[z] a zvolme
pocatecni ¢len posloupnosti jako sg = asaiag, kde ag, ay,as € Zsy, a umistime jej do tzv. registru
ilustrovaném jako jednoiradkova tabulka. Dalsi ¢len posloupnosti ziskame tak, ze uréime az =
a; + ap (mod 2) a obsah registru posuneme doprava, tak ze v ném bude posloupnost azasa;. Dalsi
¢len pak uréime jako ay = as + a; (mod 2), posuneme obsah registru doprava a takto muzeme
pokracovat dale. Ziskdme tedy rekurentni vztah a; 3 = a;41 + a; (mod 2) pro i € Ny.

Vsimnéme si, ze v rekurentnim vztahu odpovida a, 3 vedoucimu koeficientu f(x) a ze je vypocten,
jako soucet ¢lenu posloupnosti nad pozicich i, kde a; je nenulovy koeficient f(z). Tabulka nize
ukazuje obsah registru pro pocatecni stav so = 100, kde novy fddek odpovida nasledujicimu stavu
registru.

ool IRIOI~
(el Nel = B B el HEY Naw)
(el N R e Nl B Nan ) Nan)

Tabulka 5.1: Obsah registru pii generovani pomoci primitivniho polynomu f(x) = 2® + = + 1.

Cely postup lze zobecnit pro libovolny primitivni polynom nad Zs stupné m € N, pricemz budeme
postupovat naprosto totozné: sec¢teme ¢leny posloupnosti na pozicich, kde primitivni polynom ma
nenulové koeficienty, a posuneme obsah registru doprava. Z tohoto postupu také prameni nazev
posuvny registr.
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V nasem pripadé byla perioda posloupnosti stavi registrii rovna 7. Pokud bychom zvolili jiny
pocatecni stav, byla by periody opét 7. Obecné pak lze dokazat, ze pravé diky primitivnimu
polynomu stupné n € N takto vygenerujeme posloupnosti stavu registru s periodou 2" — 1, coz je
maximalni mozné, nebot mame n poli registru, do kterych pfipadne jednicka, nebo nula a po¢éteéni
stav jiz mame zvolen.

Co je ale tou pseudonahodnou posloupnosti? Z tabulky stavu registru si muzeme vybrat libovolny
sloupec a povazovat ji za pseudonahodnou posloupnost délky 2" —1. Co se tyce uplatnéni posuvného
registru nalezneme jej naptiklad v obvodech, kde se pouziva pti sériovych vstupech a paralelnich
vystupech.

5.3 Autokorelace

Budeme zde nyni hovotit o autokorelaci, jenz bude praci provazet nasledujici kapitolu a bude
vyuzivana ke zkoumani ndhodnosti jednotlivych posloupnosti. Existuji samoziejmé sofistikovanéjsi

vvvvvv

metody jsou nad ramec této prace.

Méjme posloupnost A = {a;}2,, B = {b;}52, obé s periodou p. Hodnota tzv. korelace posloupnosti
A, B urcuje, jak moc jsou na sobé zdvislé dané posloupnosti. Zavislosti zde jednoduse rozumime
miru toho, jak dokézeme jednu posloupnost vyjadrit pomoci druhé. Autokorelaci pak chdpeme
korelaci posloupnosti A se sebou sama. Jednoduse feceno nam autokorelace popisuje, jak je po-
sloupnost A zavisla na posloupnosti A, kde A = {a;1,}5°, pro néjaké x € Ny, tedy na posloupnosti,
ktera je posunuta vzhledem k puvodni posloupnosti A. Pravé autokorelace nam dokaze povédeét,
jak jsou hodnoty pseudondhodné posloupnosti na sobé zavislé. Piresny vypocet autokorelace zavisi
na zvolené posloupnosti, takze se k nému vratime az v nésledujici kapitole.

5.4 Vyuziti pseudonahodnych posloupnosti

Ukolem pseudonahodnych posloupnosti je generovat tak ndhodnou posloupnost, jak je to mozné.
Nabizi se tak, ze maji uplatnéni v ruznych telekomunikacich, sifrovacich algoritmech nebo dalsich
zabezpecovacich konceptech. Uvazme naptiklad linedrni kongruentni generator. Vypocet jeho jed-
notlivych hodnot je rychly a zabira malo paméti. Ovsem velikost jednotlivych ¢lenu posloupnosti
se od sebe ptilis nelisi. Problémy linearniho kongruentniho generdtoru jsou malé, ale slozité natolik,
ze jejich zkoumani se nebudeme zabyvat dale.

Ztejmeé nejznaméjsim vyuziti generatoru pseudonahodnych ¢isel objevime u metody Monte Carlo.
Metoda Monte Carlo vyuziva pravé pseudondhodnych cisel k feSseni matematickych problému,
které je jinak obtizné tesit. Jednd se tak o numerickou metodu vyuzivajici ndhodnosti. Takovym
klasickym piikladem je urceni hodnoty 7 pomoci generatoru pseudonahodnych ¢isel.

Necht je dén kruh vepsany do ¢tverce o strané 1 jako na obrdzku 5.1. Piiklad zni nésledovné:
jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny bod ve ¢tverci je uvnitt kruhu? K zodpovézeni této
otdzky je potieba urcit pomér obsahu kruhu a obsahu ctverce. Ten je roven 7. Pokud bychom
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Obrazek 5.1

tedy pouzili Monte Carlo metody k urc¢eni nahodnych bodu ve ¢tverci, pak bychom se s pouzitim
dostatecné mnoho bodu bliZili k hodnoté 7. Po vyndsobeni vysledku ¢tyfmi obdrzime hodnotu .
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Kapitola 6

Pseudonahodna posloupnost generovana
Mobiovou funkci

Casto se generuji tzv. bindrnd pseudondhodné posloupnosti, tj. pseudondhodné posloupnosti tvofené
nulami a jednickami. S jednou takovou posloupnosti jsme se seznamili v predchozi kapitole. V zavér-
ecné kapitole této prace se budu vénovat pomérné novému pristupu ke generovani pseudonahodné
posloupnosti. Navic tato posloupnost nebude generovana nad Zs, jak tomu obvykle byvé, ale nad
libovolnym konecnym télesem s lichou charakteristikou. Vysledny tvar posloupnosti je poté ziskan
aplikovanim Mobiovy funkce, s niz jsme se seznamili hned na zacatku prace. K veskerym vypoctum
jsem pouzil matematicky software SageMath 8.6. a k tvorbé grafu Python verze 3.8.

6.1 Algoritmus generovani

Méjme konecné téleso Fpn a uvazme libovolny primitivni polynom nad FF,. Metoda generovani
pseudonahodné posloupnosti, kterou budeme zkoumat v této kapitole, je zalozena na tom, ze
pomoci primitivniho polynomu dokazeme vygenerovat vSechny nenulové prvky télesa .

Tvrzeni 6.1.1. Necht Fyn je konecéné téleso a f polynom nad F,. Potom f je primitivnim poly-
nomem prdveé tehdy, kdyz

2"V =1 (mod f(z))
' Z 1 (mod f(x)) prol1 <i<p"—1.

Diikaz. Primitivni polynom je minimalni polynom a € F,» nad [F,,. Tuto definici lze ekvivalentné
formulovat tak, Ze minimdlni polynom f generuje celé téleso Fyn, tedy Ze nejmensi k£ € N splnujici
78 =1 (mod f(x)) je n = p™ — 1 a zdroven tak ' =1 (mod f(z)) pro viechna 1 <i < p™ — 1.

[]
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Posledni aparat, ktery potfebujeme k porozumeéni generovani pseudondhodné posloupnosti po-
moci Mobiovy funkcee, je transformace prvku z télesa Fp» do jeho prvotélesa F,. Budeme vyuzivat
nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 6.1.2. Necht F,. je konecné téleso a F, jeho prvotéleso. Pro libovolny prvuek X € Fn

potom plati, Ze
n—1 ]
> XV EF,.
i=0

Diikaz. Klicové v dikazu je pozorovani, ze pro libovolné X € F,» plati implikace: pokud X? = X,
potom X € F,. Rozkladovym rozsifenim F, ur¢enym polynomem z? — z je totiz samo F,. To
znamend, pokud X € F,» a X? — X =0, pak X € F,,.

Dosadme tedy soucet do polynomu z? — x:
n—1 ) p n—1 _ n ) n—1
(S S S

Vyuzili jsme toho, ze Frobeniovo zobrazeni je homomorfismus a také toho, ze XP" = X pro kazdé
X € Fpn. Tim jsme dokézali, Ze uvedeny soucet je prvkem F,,. O

Definice 6.1.1. Zobrazeni Tr : F,. — F, dané predpisem
n—1 _
X)=> X"
i=0
fikame stopa.

Uvazujme nyni . jako vektorovy prostor nad F,. Stopa Tr : Fyn — F, je linedrnim zobrazenim,
nebot pro libovolné prvky a,b € F,n a ¢ € F,, plyne z vlastnosti Frobeniova zobrazeni:

n—1 n—1
Tr(a—{—b):Za—i—b Zapl%—prl—Tr )+ Tr(b)
i=0
n—1 ) n—1 )
Tr(c-a) = Z(c ca)l = Z a? = c-Tr(a).
=0 =0

Obraz linedrniho zobrazeni Tr : F,» — [, je podprostor IF,,. Protoze [F,, je vektorovy prostor nad
F, dimenze 1, mus{ platit bud Im Tr = F,, nebo Im Tr = {0}. Tvrzen{ niZe néds presvédci, ze plati
prvni varianta.

Tvrzeni 6.1.3. Stopa Tr: [y — F, je surjektivni zobrazent.
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Diikaz. Obraz Tr je bud {0}, nebo F,. Ukazme sporem, ze Im Tr nemuze byt {0}. Oznac¢me a € Fn
primitivni prvek multiplikativni grupy a uvazme Vandermondovu matici M s timto prvkem:

1 1 1
a ap pnfl
n—1
M = Oé2 Oﬂp 2p
@n_l Oé(n—l)p Oé(n_l)pn_l

Pomoci tadkovych tprav lze matici M upravit na nulovou, jelikoz predpokladame, ze stopa libo-
volného prvku Fp. je nulovd, z cehoz dostdvame, ze det M = 0. AvSak pro determinant matice M
také plati

det M = H (a” — o).

0<i<j<n—1

Prvek a je fadu p* — 1, a tak prvky o, o, kde 0 < i < j < n — 1, jsou ruzné, takze soucin
jednotlivych rozdilu je nenulovy. To znamena, ze det M # 0, ale to je spor. H

Nakonec je nutné jesté poznamka ohledné modifikace Mobiovy funkce.

Definice 6.1.2. Mobiovu funkei 1 : F), — Z definujeme predpisem

1 pron =1,
un) =<0 pokud n = 0 nebo 3d € N,d > 1: d*|n,
(—=1)* jinak, kde k je pocet riznych prvoéisel v rozkladu ¢éisla n na prvocinitele.

V definici se chovame k prvkum F, jako prvkum Z, = {0,1,...,p — 1} a uvazujeme rozklad
a délitele prave téchto reprezentantu zbytkovych tiid v Z,.

Jsme pripraveni na to si predstavit generovani pseudonahodné posloupnosti nad koneénymi télesy
pomoci Mdébiovy funkce.

Algoritmus: Generovani pseudonahodné posloupnosti Mobiovou funkci nad koneénym
télesem
e Vstup: prvocislo p > 2, prirozené ¢islo n.
e Vystup: pseudondhodnd posloupnost prvku mnoziny {—1,0, 1} délky p™ — 1.
1: Zvolme primitivni polynom konecného télesa F,» nad F,. Nazvéme jej f(z).
2: Oznac¢me « primitivni{ prvek télesa F,[z]/(f(z)), télesa Fyn, a spoctéme X; = o' pro
0<i<p”—1.
3: Pro kazdy prvek X; € Fn, 0 <1i < p™ — 1, uréime hodnotu z; = Tr(X;) € F,.
4: Uréime i-ty prvek posloupnosti jako s; = p(z;) pro 0 <i < p" — 1.
5. Ziskali jsme posloupnost S = {s;}.
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Ukazme si postup na konkrétnim piikladu. Zvolme p = 3 a n = 2. Primitivnim polynomem télesa
F32 nad Zs je napiiklad polynom f(z) = x* + x + 2. Veskeré hodnoty konstrukce pseudondhodné
posloupnosti pak shrnuje tabulka nize.

-ifr]p ot o[ oo | -1

Tabulka vySe nam podéva informace o tom, jaké hodnoty jsou pro jednotlivé prvky generovany.
Ve spravném poradi, tj. poradim, ve kterém jsou prvky télesa postupné generovany pomoci primi-
tivniho polynomu pak dostavame posloupnost

—1|-1]0|-1]1]1]0]|1

6.2 Vlastnosti uvedené posloupnosti

Uvedena posloupnost ma maximélni periodu, a sice p” — 1, pokud si zvolime téleso F,».. Vyssi
periodu jiz mit nemuze; kdyby méla, bylo by v posloupnosti p™ prvkil, nebot nad danym télesem
je hodnota prvku pro konkrétni primitivni polynom jednoznacné urcena. OvSem téleso Fp. ma
pravé p™ — 1 nenulovych prvku, spor.

V takto generované posloupnosti zavisi na volbé télesa. Nevolime téleso charakteristiky 2, jelikoz
nad timto télesem se v posloupnosti nebude vyskytovat —1, protoze u(0) =0 a p(1) = 1. Ukolem
pseudondhodné posloupnosti je generovat posloupnost, ktera se jevi jako co mozné nejnahodnéjsi.
Avsak ne vSechna télesa jsou vhodnd, pokud uvazujeme jednoduché pozadavky jako tfeba rovnost
cetnosti jednotlivych ¢lent posloupnosti. Vytvoril jsem tak tabulku 6.2, ktera zachycuje ¢etnost
jednotlivych ¢lenu posloupnosti pro ruzna télesa a jeden zvoleny primitivni polynom pro kazdé
téleso.

Zakladové téleso Stupen rozsiteni
F 2 3 4 )
v 1[0t 1]0 1 -t]o0o ¢t | -1] 0 [ 1
Fs 31213 9 8 9 27 26 27 81 80 81
Fs 10 1 9| 5 | 50 | 49 | 25 || 250 | 249 | 1250 || 1249 | 625 81
F; 21 |13 |14 || 147 | 97 | 98 || 1029 | 685 | 686 || 7203 | 4801 | 4802
Fi1 44 | 43 | 33 || 484 | 483 | 363 || 5324 | 5323 | 3993 || 58564 | 58563 | 43923

Tabulka 6.1: Pocet jednotlivych ¢lenti posloupnosti generované pomoci Mobiovy funkce nad
konecnymi télesy. Réddek se zédkladovym télesem I, a stupném rozsifeni n odpovida télesu Fn.

Poznamka. Podotknéme, ze ¢etnost ¢lent neni ovlivnéna primitivnim polynomem, jelikoz ten
pouze ovliviiuje poradi clenu posloupnosti.
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Povsiml jsem si, ze pouze u télesa s prvotélesem [F3 je vSech ¢lentu posloupnosti takika stejny pocet.
Pokud se tedy budeme divat na posloupnost jako celou, pak jediné zakladové téleso F3 vyhovuje
podmince, aby byly pocty ¢lenu stejné. V tabulce je ovSem uvedeno pouze nékolik téles, a proto
jsem uvedené rozhodl zjistit, zda plati pro libovolné téleso Fsn. Nésledujicim tvrzenim s dukazem
dokladé moji hypotézu.

Tvrzeni 6.2.1. Pokud je téleso Fyn charakteristiky p # 3, potom posloupnost generovand nad
konecnym télesem IFpn pomoci Mobiovy funkce nent nahodnd.

Diukaz. Predpokladejme, ze p > 3. Dokézeme, ze pravdépodobnost nabyvani hodnoty 0 je vyssi
nez % Podivame se tedy na pravdépodobnost, ze ndhodné zvolené prirozené ¢islo neni délitelné
druhou mocninou zadného prvocisla.

Necht pq,ps, ..., pr jsou viechna ruznd prvocisla mensi nez zvolend charakteristika p > 3. Pravdé-
podobnost, Ze ¢islo nenf délitelné p?, je rovna 1 — ]%, a protoze jsou prvocisla navzajem nesoudélna,
1

pak pro p — oo plati

-1
AL%P@—EO p3>_g<1—p;2> T 1@

=17 _ ;2

kde jsme vyuzili Eulerova tvaru zeta funkce. Pro nasi hledanou pravdépodobnost pak plati

. 6 1

g (= Pe)>1-5=3.
Tedy pro dostatecné velké p tvrzeni plati. Staci tak projit jen koneény pocet prvocisel, abychom se
presvédcili, ze tvrzeni plati pro libovolné p > 3. Pro néktera cisla, jako tieba 7, nefunguje argument
pres pocet nul v posloupnosti, presto vsak tvrzeni plati, protoze pocet —1 je 3, jednicky jsou tii, ale
nuly jsou dvé. Podobné muzeme argumentovat pro ostatni ¢isla. Graf 6.1 na dalsi strané doklada
uvedenou limitu. O]

Jak takové tvrzeni interpretovat? Rikd ndm, ze vyssi prvocisla jako charakteristiku neni vhodné
volit, nebot bude narusena ndhodnost ¢lenii posloupnosti. Pro zvyseni periody posloupnosti se
tak nabizi Tict, ze bude dostateéné zvysit stupen rozsiteni. I toto feseni vSsak neni iplné vhodné,
jak se muzeme presvédcit z tabulky na predchozi strané. Pro téleso s charakteristikou p = 3
vsak hypotéza, ze zvySovani stupné rozsiteni prispiva k délce posloupnosti a zaroven neovliviiuje
¢etnost, vypada nadéjné. Nejprve ukazu, ze uvedena pseudonahodnd posloupnost bude mit vzdy
takika totozny pocet (lisici se pouze o jeden ¢len) jednotlivych ¢lent, pokud zvolime téleso Fsn.
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Obrazek 6.1: Graf vyjadiujici podil poctu cisel, ktera jsou mensi jak cislo p a jsou délitelné
druhou mocninou prirozeného ¢isla, a ¢isla p. Vidime ze pro ¢isla p < 100 neni prilis oc¢ividné, ze
tvrzeni plati, pro vétsi ¢isla se drzi pravdépodobnost nad %

Tvrzeni 6.2.2. Jddro stopy Tr: Fyn — F, obsahuje p™~* proki.

Diikaz. Vezméme si libovolné dva prvky a,b € F,» a predpokladejme, ze Tr(a) = Tr(b). Potom
diky tomu, zZe stopa Tr je linedrni zobrazeni, plati

Tr(a —b) = Tr(a) + Tr(—b) = Tr(b) — Tr(b) = 0,
a proto a = a — b € Ker Tr. Zafixujeme-li si b € Fp», potom mnozina

H={a+b|aecKerTr}

obsahuje stejny pocet prvku jako Ker Tr, protoze rovnost oy +b = s +b implikuje oy = . OvSem
jadro Ker Tr je podgrupa aditivni grupy télesa F,». Z Lagrangeovy véty, prvni véty o izomorfismus
grup a diky faktu, ze Tr je surjekce, plati

n—1

|Fp”| |Fp"|
K T p— p— p—
| Ker Tr| TmTr|  |F, |

o1
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Tvrzeni 6.2.3. Na kazdy prvek F, se aplikovdinim stopy Tr: Fyu — F, zobrazi pravé p™~! proki.

Diikaz. Z izomorfismu Fn / Ker Tr = F,, vidime, ze v rozkladu télesa F,» pomoci jadra KerTr na
tiidy vznikne pravé p riznych tifd a kazda tato tfida musi mit totozny pocet prvki, tedy p»~t. O

Dostévame se tak k dulezitému dusledku.

Disledek 6.2.1. Na kazdy prvek telesa Fs se pomoci stopy Tr : Fsn +— F3 zobrazi z télesa Fan
prdvé 371 proki.

Pokud tedy zvolime téleso Fs., tak na prvky 1,2 € Fy se zobrazi 3"~ ! prvki, na prvek 0 se zobrazi
3771, nebot nezobrazujeme nulovy prvek télesa Fz.. Ovsem u(1) = 1, u(2) = —1 a p(0)0, je nase
pozorovani teoreticky dokdzéano, protoze na —1, 1 se zobrazi 3"~! prvki a na nulu 3! — 1 prvki.

Pro blizsi zkouméni generovani nad Fs» jsem proto vyuzil znalosti z predchozi kapitoly a aplikoval
autokorelaci.

6.3 Autokorelace

Béhem zkoumani autokorelace jsem se zaméril na zavislost hodnoty autokorelace na stupni rozsireni
télesa 5. Nejprve si uvedeme, jak autokorelaci zjistime. Mame-li posloupnost & = {s;} délky L,
potom pro vypocet autokorelace budeme vyuzivat nédsledujictho vztahu:

L-1

Rs(r) =Y 8iSita,

1=0

kde z € Ny vyjadiuje posun, tj. autokorelace s posunem = znamena, ze porovnavame nezavislost
puvodni posloupnosti a posunuté posloupnosti S, = {s;+.}.

Volbou télesa Fss a primitivntho polynomu f(z) = z3 + 2 + 2x + 1 obdrzime graf 6.2, ktery
muzeme vidét na ndsledujici strané. Z grafu muzeme ¢ist, Ze prvky podposloupnosti &1 = {s;}
pro 0 < ¢ < 12 jsou nezavisle generované, jelikoz autokorelace pro ni nabyva hodnoty 0. To
znamena, ze Cleny podposloupnosti §; jsou origindlné generované, a nedokazeme odhadnout ¢lena
podposloupnosti &7 v zavislosti na jejim predchozim ¢lenu. Situace se zméni pro posun x = 13,
kdy clenové posloupnosti S jsou od 13. ¢lenu zavislé na predchozi podposloupnosti S, a lze je
tak lépe odhadnout. Nakonec pro podposloupnost Sy = {s;} pro 14 < j < 26, dostdvame totozny
vysledek jako pro podposloupnost S;.
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Obrazek 6.2: Graf zavislosti autokorelace na posunu vzhledem k puvodni posloupnosti.

Dostavame se k otazce, zda grafy autokorelaci pro libovolné téleso F3» vypadaji podobné jako graf
pro téleso F33. Muzeme se vsak presvédcit z tabulky 6.3 na nésledujici strané, ze pro télesa Fsn
pro n < 10 je charakter grafu zavislosti autokorelace na posunu shodny s tim pro Fss.

Pro posun z = 0 je vidy autokorelace nezdpornd, nebot dostaneme, Ze

R(O0) =Y s7>0.

~
—

<.
Il
o

7 tabulky jsem vSak vypozoroval zajimavé pravidlo: pro posun z je autokorelace zaporna prdvé
v poloviné periody. Zaporna autokorelace zde znamena, ze zavislost je opac¢na, nez kdyby byla
kladnéa. Opacnou zavislosti zde rozumime, ze se lisi znaménkem jednotlivych ¢lent. Vzpomenme
si na nasi posloupnost, kterou jsme vygenerovali na zacatku kapitoly:

—1|-1]0|-1]1]1]0]1
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Hodnota autokorelace

0 <0 0

Fs2 0<:<3 1=4 5 <1<8
33 0<i<12 1=13 14 < <26
Fsa 0<:<39 1 =40 41 <43 <80
35 0<i<120 | 1 =121 122 <4 <242
Fse 0<1<363 | i =364 365 <1 <728
Fs7 0<:<1092 | ¢ =1093 | 1094 < ¢ < 2186
Fss 0<17<3279 | i =3280 | 3281 <17 < 6560

Téleso

Tabulka 6.2: Tabulka ukazuje indexy ¢lenu posloupnosti, pro které je autokorelace rovna 0 a pro
které je zaporna.

Z ni pak snadno vypozorujeme, ze druha polovina posloupnosti je totozna s tou prvni az na
znaménko. Toto pozorovani mé vedlo k zobecnéni pro libovolné téleso Fsn.

Tvrzeni 6.3.1. Necht S = {s;} je posloupnost vygenerovand pomoci Mébiovy funkce nad télesem
F3n, kde n € N. Oznacime-li L = 3" — 1 délku posloupnosti S, potom s, = —SpyL pro vsechna
k € Ny.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze pro libovolny primitivni prvek multiplikativni grupy télesa F,» s cha-

rakteristikou p > 2 plati a + o™ = 0. Méjme polynom x? — 1 € F,[z]. Tento polynom mé pravé
dva koteny v télese [Fpn, a to 1 a —1. VSimnéme si, Ze

01y 2 R
(a’”al) 1=l o1=1-1=0

. =1 C e c e, o P =1 S . .
Protoze ale a2~ # 1, jelikoz « je primitivni prvek, nutné tak o 2~ = —1, ¢imz dostavame, ze

p"+1 1

a+a? =a(l+a7)=0.

Pro libovolné k € N obdobné dojdeme k rovnosti

af + ot = a” (1 +a%) = 0.

Dosadme nyni o* do Tr(X) a upravme vyuzitim ptredchoztho poznatku:

L—1 L—1
Tr(ab) = 3 (") = 3 (k")
=0 1=0

V nasem pifpadé p = 3, a protoze p je liché, pak Tr(a*) = —Tr(a’”paT_l). Zéaroven jedinymi prvky
F3 jsou 0, 1,2, pro néz plati
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Z toho dostavame, ze mohou nastat tyto varianty:
k [
o= pu(Tr(@M) =0 = spr p(Tr(@57)) = 0

nebo -
sp=p(Tr(d®) =+1 = Sppl = w(Tr(a*27)) = 71,

coz jsme presné chtéli ukazat O]

Dusledkem tohoto tvrzeni a piedchoziho pozorovani je, ze takto vygenerovana pseudonahodné
posloupnost méa prvni polovinu ¢lenu originalné zvolenou, kdezto druhou polovinu ziskame pouhou
zaménou znamének.

6.4 Vyuziti

Ziskana pseudonahodna posloupnost muze mit uplatnéni napiiklad v kryptografii, kde vyuzivame
nahodnosti k zabezpeceni informace tak, aby nebylo mozné ji rozlustit. Jestlize naptiklad pouzivame
kédovaci algoritmus, kde pottebujeme néjaky tézce odhadnutelny kli¢, muzeme vyuzit pravé pseu-
donahodnych posloupnosti. Zavisi vSak na kvalité algoritmu, ktery pokud je odhalen, pak jiz Ize
informaci snadno dekdédovat. Tento pristup se lisi od klasického zabezpecovaciho algoritmu RSA,
v némz znalost algoritmu nezarué¢i rozlusténi zpravy. Uvedena posloupnost je tak bezpeéna do té
doby, nez je odhalen algoritmus, pak totiz pro kratké takové posloupnosti neni obtizné vyzkouset
nékolik mélo téles a primitivnich polynomu, kterych pro malé télesa neni moc. Bezpecénost uvedené
posloupnosti muzeme zvysit pravé zvysenim poc¢tu prvki pouzitého télesa.
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Zjistil jsem, ze téleso F3n mi vzdy poskytne diky uvedenému algoritmu posloupnost, kterd ma stej-
nou ¢etnost jednotlivych ¢lent, coz byl jeden z mych pozadavku. Tento pozadavek 1ze opodstatnit
tak, ze bylo mym cilem ziskat posloupnost, u které, kdyz se budu ptat, jaké hodnoty nabyva libo-
volny ¢len takové posloupnosti, mam pravdépodobnost %, ze to uhodnu. Existuji i jiné pohledy na
pozadavky, napriklad aby ziskana posloupnost byla ndhodnou permutaci —1, 0, 1.

Co se tyce nahodnosti clenu posloupnosti pii volbé télesa Fsn, narazil jsem diky autokorelaci na
zajimavy fakt, ze libovolnd takova posloupnost nad F3» bude od poloviny totozna az na znaménko.
Autokorelace pro dvé poloviny této posloupnosti vsak byla nulova, ¢imz jsem dosel k zavéru, ze
¢leny prvni poloviny posloupnosti jsou na sobé nezavislé a taktéz ¢leny druhé poloviny jsou na
sobé nezavislé, ale pouze jedna z polovin posloupnosti je originalni.
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