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Abstrakt

Ćılem práce je uvést čtenáře do studia algebraické teorie č́ısel a aplikovat jej́ı metody
na řešeńı jistých obt́ıžných diofantických rovnic. V prvńı kapitole definujeme kvadratické
zbytky a ukážeme, co s nimi dokážeme řešit a co ne. V daľśıch kapitolách pak představ́ıme
jisté d̊uležité oblasti algebraické teorie č́ısel a na konci naše poznatky zužitkujeme řešeńım
několika vybraných rovnic.

Kĺıčová slova

kvadratický zbytek; č́ıselné těleso; grupa tř́ıd ideál̊u; jednoznačnost rozkladu; diofantické
rovnice.

Abstract

The aim of this thesis is to introduce the reader to algebraic number theory and its ap-
plications in solving certain difficult diophantine equations. In the first chapter we define
quadratic residues and show what they are capable or incapable of. In the rest of our pa-
per we present select important areas of algebraic theory and at the end we solve a few
equations via the theory we present.

Key words

quadratic residue; number field; ideal class group; unique factorization; diophantine equati-
ons.
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3 Diofantické rovnice 21
3.1 Pellova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Thueho rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.4 Těleso Q(
√

86) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Úvod

Úvod

Nalezeńı řešeńı dané diofantické rovnic je častým problémem teorie č́ısel. At’ už čeĺıme
pouhým lineárńım diofantických rovnićım, ku př́ıkladu 2a + 3b = 1, či rovnićım vyšš́ıch
řádu, třeba a3− b3 = 1, máme hned několik nástroj̊u na řešeńı. Můžeme naj́ıt nějaké ome-
zeńı za pomoćı modulárńı aritmetiky, což můžeme využ́ıt v prvńı rovnici, či naj́ıt nějaký
rozklad, což zase užijeme v druhém př́ıkladu. Pokud se začneme dostávat do vyšš́ıch řád̊u
a nebo dokonce budeme mı́t rovnice, které nebudou homogenńı v některých proměnných,
tak nám tyto základńı metody většinou moc nepomohou.

Jedńım zp̊usobem, jak můžeme aplikovat modulárńı aritmetiku na rovnice vyšš́ıch řád̊u,
jsou mocninné zbytky. Nejznáměǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı oblast́ı jsou v tomto ohledu kvadra-
tické zbytky, kterými se zabývá naše prvńı kapitola. Ty nám rozš́ı̌ŕı možnosti jak dokazovat,
že rovnice nemá řešeńı, př́ıpadně určit celoč́ıselná řešeńı, nicméně ani ty nejsou všemocné.

Uvažme následuj́ıćı úlohu:
Nalezněte všechny dvojice celých č́ısel (x, y) splňuj́ıćı:

x2 + 13 = y3.

Jak si ukážeme na př́ıkladu (1.0.10), u rovnic podobného typu dokážeme mnohdy snadno
ukázat, že nemaj́ı řešeńı, na př́ıklad použit́ım modulárńı aritmetiky. Pokud nicméně použijeme
výpočetńı techniky, zjist́ıme, že existuj́ı řešeńı (±70, 17). Pokud má taková rovnice jedno
poměrně netriviálńı řešeńı, nedokážeme s jistotou ř́ıci, zda nemá nějaká daľśı.

Když nám s řešeńım nepomůže modulárńı aritmetika, tak co kdybychom se vrátili k již
zmı́něnému rozkladáńı? Známe vzorec a2 − b2 = (a − b)(a + b), což dokážeme za pomoci
komplexńıch č́ısel rozš́ı̌rit na součet kvadrát̊u: a2+b2 = (a+bi)(a−bi), s komplexńı jednot-
kou však nyńı v klasické teorii č́ısel pracovat neumı́me. Analogicky pokud takto rozlož́ıme
naši rovnici, kde uváž́ıme 13b2 jako čtverec, źıskáme ve výrazech

√
−13, což neńı reálné

č́ıslo a dokonce obsahuje iracionálńı
√
−13. Nyńı nevid́ıme žádnou souvislost tohoto roz-

kladu s celoč́ıselnými řešeńımi naš́ı rovnice. V naš́ı práci se pokuśıme onu souvislost čtenáři
představit.
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Úvod

Použitá značeńı

a | b a děĺı b

D(a, b) největš́ı společný dělitel a, b

a ∼ b a je asociované s b

a+ b
√
m konjugát a+ b

√
m, neboli a− b

√
m

N,Z,Q,R,C množina přirozených, celých, racionálńıch, reálných, komplexńıch č́ısel

Zd okruh zbytk̊u modulo d

R[x] okruh polynomů s koeficienty nad okruhem R

K(a1, . . . , an) nejmenš́ı podtěleso L, které obsahuje těleso K i prvky a1, . . . , an ∈ L
[K : L] stupeň rozš́ı̌reńı tělesa K nad L, t.j. dimenze vektorového prostoru K : L

OK okruh celých algebraických č́ısel tělesa K

Cl(OK) grupa tř́ıd ideál̊u tělesa K

hK řád grupy tř́ıd ideál̊u tělesa K

U(OK) grupa jednotek tělesa K

(a) hlavńı ideál generovaný prvkem a

I
m

lomený ideál
I
m( a

m

)
hlavńı lomený ideál

(a)

m
N(a) norma prvku a

N((a)) norma ideálu generovaného a

I|J ideál I děĺı ideál J
Pα minimálńı polynom α nad K

G/H faktorgrupa G podle H

6



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Kapitola 1

Kvadratické zbytky

V této kapitole si zběžně definujeme kvadratické zbytky a Legendre̊uv symbol a zmı́ńıme
několik souvisej́ıćıch tvrzeńı. Je předpokládána znalost základ̊u modulárńı aritmetiky celých
a racionálńıch č́ısel.

Definice 1.0.1. Bud’te d ∈ N, a ∈ Z. Pokud existuje 0 6≡ x ∈ Zd : x2 ≡ a (mod d), pak
řekneme, že a je kvadratický zbytek modulo d. Pokud takové a neexistuje, tak řekneme, že
a je kvadratický nezbytek modulo d.

Např́ıklad mějme Z5 = {0, 1, 2, 3, 4}. Pokud umocńıme tyto hodnoty na druhou, źıskáme
po řadě 0, 1, 4, 4, 1 (mod 5), tedy 1, 4 jsou kvadratické zbytky modulo 5 a 2, 3 jsou kvad-
ratické nezbytky.

Bez znalosti rozkladu d pouze těžko poṕı̌seme, jak vypadá množina kvadratických
zbytk̊u modulo d, nicméně pro prvoč́ısla a jejich mocniny je to jednodušš́ı. Poté pouze
stač́ı zmı́nit, že č́ıslo a je kvadratickým zbytkem modulo d právě pokud je kvadratickým
zbytkem modulo každé prvoč́ıslé mocniny pk děĺıćı d. Pokud totiž č́ıslo neńı zbyktem mo-
dulo nějakou prvoč́ıselnou mocninu děĺıćı d, tak zjevně neńı zbytkem modulo d, s opačnou
implikaćı nám pomůže Č́ınská zbytková věta. Než se ale pust́ıme na prvoč́ısla, připomeňme
si Malou Fermatovu větu.

Věta 1.0.2. Necht’ p je prvoč́ıslo, p ∈ Z. Pak:

ap ≡ a (mod p).

Nav́ıc pokud p - a, tak můžeme psát ap−1 ≡ 1 (mod p).

Definice 1.0.3. Bud’ p prvoč́ıslo, a ∈ Z. Pak Legendr̊uv symbol
(
a
p

)
definujueme jako:

(
a

p

)
=


1 : pokud a je kvadratický zbytek modulo p,

0 : pokud p | a,
−1 : pokud a je kvadratický nezbytek modulo p.
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Daľśım známým tvrzeńım ohledně kvadratických zbytk̊u je Lagrangeova věta.

Věta 1.0.4. V Zp \ {0} existuje právě p−1
2

kvadratických zbytk̊u a p−1
2

kvadratických ne-
zbytk̊u modulo p.

Legendre̊uv symbol
(
a
p

)
dokážeme př́ımo vyč́ıslit d́ıky takzvanému Eulerovu kritériu,

které plyne z předchoźıch uvedených vět:

Věta 1.0.5. Bud’ p liché prvoč́ıslo, a ∈ Z. Pak:(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

D̊ukaz: Pokud p | a, je tvrzeńı zřejmé. Pro zbylá a máme z (1.0.2): 0 ≡ ap−1 − 1 =

(a
p−1
2 + 1)(a

p−1
2 − 1) (mod p), takže a

p−1
2 ∈ {±1} (mod p). Předpokládejme nejprve, že a

je kvadratický zbytek modulo p. Pak pro nějaké x ∈ Z:

a
p−1
2 ≡ (x2)

p−1
2 ≡ xp−1 ≡ 1,

kde posledńı rovnost plyne z (1.0.2). Kvadratických zbytk̊u je právě p−1
2

a pro p−1
2

zbytk̊u

tvrzeńı plat́ı. Rovnice x
p−1
2 = 1 má v Zp nejvýše p−1

2
kořen̊u, kterými jsou právě zbytky,

tedy pro nezbytky je a
p−1
2 ≡ −1 (mod p). �

Za pomoćı těchto nástroj̊u dokážeme určit kvadratické zbytky modulo prvoč́ıslo. Kva-
dratické zbytky pro mocniny lichého prvoč́ısla p dokážeme ze znalosti zbytk̊u modulo p s
trochou práce spoč́ıtat, nicméně t́ım se zabývat nebudeme.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı Legendrova symbolu je multiplikativita.

Věta 1.0.6. Bud’ p prvoč́ıslo, a, b ∈ Z. Pak:(
a

p

)
·
(
b

p

)
=

(
ab

p

)
.

D̊ukaz: Můžeme použ́ıt Eulerovo kritérium. Máme:(
a

p

)
·
(
b

p

)
≡ a

p−1
2 · b

p−1
2 = (ab)

p−1
2 ≡

(
ab

p

)
(mod p).

�
Nyńı si představ́ıme takzvaný Zákon kvadratické reciprocity. Tuto větu poprvé dokázal

Gauss a dokonce ji nazval
”
zlatou větou“. Sám našel přes 6 d̊ukaz̊u.

Věta 1.0.7. Bud’te p, q r̊uzná lichá prvoč́ısla. Pak:(
p

q

)
·
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

V této práci žádný d̊ukaz neuvedeme, nicméně vyzdvihněme d̊ukaz pomoćı takzvané
dekompozičńı grupy, podán v [10]. Daľśı známý d̊ukaz je veden přes poč́ıtáńı mř́ıžových
bod̊u v obdélńıku za pomoćı takzvaného Eisensteinova lemmatu, které tvrd́ı:(

q

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

2|i b
qi
p
c.

Za pomoćı tohoto faktu je již d̊ukaz nasnadě. Plný d̊ukaz touto metodou jak pro Zákon
kvadratické reciprocity tak i pro Eisensteinovo lemma je k nalezeńı v [1].

Na konec této sekce si ještě ukážeme jedno hezké lemma o součtech kvadrát̊u:

Lemma 1.0.8. Bud’ p ≡ −1 mod 4 a a, b ∈ Z, že p | a2 + b2. Pak p | a, b.

D̊ukaz : Předpokládejme, že p - a, b. Máme a2 ≡ −b2 mod p ⇒ (a
b
)2 ≡ −1 mod p,

protože p - b. Protože p ≡ −1 mod 4, tak
(−1
p

)
≡ (−1)

p−1
2 = −1. To je spor, s t́ım, že

(a
b
)2 ≡ −1 mod p, takže p | a, b. �

Kvadratické zbytky jsou velmi mocným nástrojem, jejich śılu si ukážeme na pár př́ıkladech:

Př́ıklad 1.0.9. Nalezněte všechna prvoč́ısla p, pro která má kongruence x2 ≡ 15 mod p
řešeńı.

Řešeńı: Zřejmě vyhovuj́ı p ∈ {2, 3, 5}. Pokud jiná prvoč́ısla vyhovuj́ı, tak
(
15
p

)
= 1.

Máme:

1 =

(
15

p

)
=

(
3

p

)(
5

p

)
=

(
p

3

)
(−1)

p−1
2
·1
(
p

5

)
(−1)

p−1
2
·2 =

(
p

3

)(
p

5

)
(−1)

3(p−1)
2 =

(
p

3

)(
p

5

)
(−1)

p−1
2 ,

protože p je liché.

Nejprve pro p ≡ 1 (mod 4) máme 1 =
(
p
3

)(
p
5

)
. Pokud máme

(
p
3

)
=
(
p
5

)
= 1, tak p ≡ 1

mod 3 a p2 ≡ 1 mod 5 ⇒ p ≡ −1, 1 mod 5. Dı́ky Č́ınské zbytkové větě existuje pro
kongruence p ≡ 1 (mod 4), p ≡ 1 (mod 3) a p ≡ 1 (mod 5) respektive p ≡ −1 (mod 5)
právě jedno řešeńı modulo 60, dohromady budou dvě. Pak již snadno dopočteme p ≡ 1, 49
(mod 60). Pokud je

(
p
3

)
=
(
p
5

)
= −1, tak p ≡ 1 (mod 4), p ≡ −1 (mod 3) a p2 ≡ −1

(mod 5)⇒ p ≡ 2, 3 (mod 5). Spočteme p ≡ 17, 53 (mod 60).

Nyńı mějme p ≡ −1 (mod 4), pak −1 =
(
p
3

)(
p
5

)
. Pokud

(
p
3

)
= 1 a

(
p
5

)
= −1, tak

p ≡ 1 (mod 3) a p ≡ 2, 3 (mod 5). Pak dopočteme p ≡ 7, resp. 43 (mod 60). Pokud by(
p
3

)
= −1 a

(
p
5

)
= 1, tak je p ≡ −1 (mod 3) a p ≡ 1,−1 (mod 5). Pak p ≡ 11, 59 (mod 60).

Dohromady tedy kongruence má řešeńı, právě když p = 2, 3, 5 a nebo p ≡ 1, 7, 11, 17, 49,
53, 59 (mod 60). �
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Př́ıklad 1.0.10. (Balkán 1998)
Řešte v Z rovnici:

x2 + 4 = y5.

Řešeńı: Všimneme si, že 5 = 11−1
2

. Je tak y5 ≡
(
y
11

)
∈ {±1, 0} (mod 11). Z p̊uvodńı

rovnice pak dopočteme x2 ≡ −3,−4,−5.

Nicméně: (
−3

11

)
≡ (−3)5 ≡ −1 (mod 11),(

−4

11

)
≡ (−4)5 ≡ −1 (mod 11),(

−5

11

)
≡ (−5)5 ≡ −1 (mod 11),

tedy rovnice nemůže mı́t řešeńı. �

Př́ıklad 1.0.11. (iKS, 7. ročńık, N5)
Řešte v prvoč́ıslech p, q rovnici:

p3 + 107 = 2q(17q + 24).

Řešeńı : Pokud je p = 2, tak pravá strana je sudá a levá lichá, spor. Dále bud’ p liché.
Pokud je q = 2, dopočteme p = 5, dále je i q liché. Zřejmě pak 4 neděĺı 2q(17q + 34),
takže pravá strana dává zbytek 2 (mod 4). Muśı ho tedy dávat i strana levá a dopočteme
p ≡ −1 (mod 4). Hlavńım trikem této úlohy je nyńı přič́ıst k oběma stranám 18, na levé
straně budeme mı́t součet třet́ıch mocnin a na pravé zase součet kvadrát̊u:

(p+ 5)(p2 − 5p+ 25) = (5q + 3)2 + (3q + 3)2.

Protože je p ≡ −1 (mod 4), tak p2 − 5p+ 25 ≡ −1 (mod 4). Zřejmě č́ıslo dávaj́ıćı zbytek
−1 (mod 4) má prvoč́ıselného dělitele, který je též −1 (mod 4), protože 1 ·1 ≡ 1 (mod 4).
Existuje proto prvoč́ıslo r ≡ −1 (mod 4), které děĺı levou stranu a proto děĺı i pravou:

r | (5q + 3)2 + (3q + 3)2.

Nyńı dle (1.0.8) plat́ı i:

r | 5q + 3, 3q + 3⇒ r | (5q + 3)− (3q + 3) = 2q.

Je bud’ r = 2, což je spor s r ≡ −1 (mod 4), nebo r = q. Protože q | 5q + 3, tak q = 3,
dopočteme p = 7. Jedinými řešeńımi jsou proto (p, q) = (5, 2), (7, 3). �

Tento př́ıklad byl zadán na korespondenčńım semináři iKS, který řeš́ı středoškoľst́ı
studenti, musel proto mı́t nějaké elementárńı řešeńı. Dá se ukázat, že naše nalezená řešeńı
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

jsou dokonce jediná celoč́ıselná, to však běžnými metodami zjist́ıme těžko. Př́ıklad př́ıvád́ı
na světlo otázku:

”
Co kdybychom daný polynom v q nahradili libovolným polynomem

druhého stupňě?“ Naprostá většina podobných rovnic nebude mı́t takové trikové řešeńı,
proto bychom se chtěli nějak obecněji pod́ıvat na rovnice podobného typu:

ax2 + bx+ c = y3

pro daná a, b, c. Vı́me, že polynom na levé straně můžeme rozložit, pokud však diskrimi-
nant neńı čtvercem, tak se v rozkladu vyskytne iracionálńı č́ıslo a s nimi se v klasické
teorii č́ısel těžko manipuluje. Pokud bychom však přesto chtěli pracovat s t́ımto rozkla-
dem, museli bychom pracovat s č́ıslem

√
b2 − 4ac, které neńı nutně celé a někdy ani nemuśı

být reálné. V daľśıch kapitolách si zavedeme d̊uležité pojmy z algebraické teorie č́ısel, d́ıky
kterým dokážeme rozš́ı̌rit racionálńı č́ısla o

√
b2 − 4ac a źıskáme těleso Q(

√
b2 − 4ac), což si

můžeme představit jako množinu, která obsahuje všechna racionálńı č́ısla, č́ıslo
√
b2 − 4ac

a je uzavřená na sč́ıtáńı a násobeńı. Nebudeme př́ılǐs zab́ıhat do detail̊u, budeme sṕı̌se
uvádět pouze věty d̊uležité při manipulaci s takovými tělesy.

Uvažme již zmı́něný př́ıklad:

Př́ıklad 1.0.12. Řešte v Z rovnici:

x2 + 13 = y3.

Známe řešeńı (±70, 17), nicméně nev́ıme, zda nemá rovnice řešeńı, kde absolutńı velikost
proměnných je moc velká na to, abychom ji v rozumném čase našli. Pomoćı znalost́ı
v následuj́ıćıch kapitolách dokážeme rozložit rovnici v tělese Q(

√
−13) na:

(x+
√
−13)(x−

√
−13) = y3

a dokážeme s takovými výrazy pracovat. Ukážeme, že v jistém smyslu jsou č́ısla x +√
−13, x −

√
−13 nesoudělná, proto množiny všech násobk̊u x +

√
−13 a x −

√
−13, tak-

zvané ideály (x +
√
−13), (x −

√
−13) jsou nesoudělné a proto jsou oba třet́ı mocninou

jiného ideálu, kde pak poměrně jednoduchým výpočtem ukážeme, že (±70, 17) je skutečně
jediné řešeńı dané rovnice.

Zmiňme ještě, že křivku x2+a = y3 pro a ∈ Z\{0} nazveme Mordellovu, pojmenovanou
po Lousi Mordellu, který studoval jejich celoč́ıselné body. Obecně Mordellovy křivky patř́ı
pod eliptické křivky, které maj́ı tvar:

x3 + ax+ b = y2

pro a, b ∈ Z, že křivka neńı singulárńı, neboli že sama sebe neprot́ıná a nemá žádný
”
hrot“.

Tato rovnice se též nazývá Weiestrassovou a Siegel ukazál, že má pouze konečně mnoho
celoč́ıselných řešeńı, konkrétně dokázal horńı (exponenciálńı) hranici pro velikost proměnných
x, y, jsou tedy všechna řešeńı dané Weierstrassovy rovnice teoreticky spočitatelná. Nav́ıc
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pouze rok před Siegelovým výsledkem byla dokázáno, že všechny racionálńı body na elip-
tické křivce tvoř́ı konečně generovanou grupu (se sč́ıtáńım na eliptické křivce). Kromě toho
jich dokážeme mnoho spoč́ıst. Lutz a Nagell ukázali, že pokud je racionálńı bod (x, y) na
eliptické křivce konečného řádu, tak je mř́ıžový a bud’ je y = 0 (tedy má řád 2, t.j. je
2-torsńı), nebo y2 | 4a3 + 27b2, což je diskriminant daného kubického polynomu. Pokud
diskriminant neńı nulový, což je podmı́nka nesingularity, tak existuje pouze konečně mnoho
bod̊u konečného řádu. Ku př́ıkladu (70, 13) je bod nekonečného řádu na x2 + 13 = y3

a tato křivka nemá žádný bod konečného řádu. Za pomoćı sč́ıtáńı bod̊u na křivce dokážeme
spoč́ıst několik racionálńıch bod̊u, pokud

”
zdvojnásob́ıme“ bod (70, 13) naš́ı křivce, tak

źıskáme racionálńı bod (22858837
2744000

, 85289
19600

) a můžeme takto naj́ıt hned několik netriviálńıch
racionálńıch bod̊u.

Zjevně u většiny křivek budou existovat mř́ıžové a racionálńı body nekonečného řádu.
Nalezeńı všech těchto bod̊u je řádově obt́ıžněǰśı problém a vyžaduje již hlubš́ı poznatky
o eliptických křivkách. K uvedeńı do studia eliptických křivek může posloužit [12] či [14],
přičemž v druhé publikaci je i uveden d̊ukaz Lutz-Nagellovy věty.
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Kapitola 2

Algebraická teorie č́ısel

V této kapitole se seznámı́me se základy algebraické teorie č́ısel a v daľśıch kapitolách
se zaměř́ıme na rozklady ideál̊u v č́ıselným tělesech. Po vybudováńı této teorie budeme mı́t
nástroje na řešeńı jistých obt́ıžných diofantických rovnic.

Stručně uvedem uvedeme potřebné definice a tvrzeńı, d̊ukazy sṕı̌se nebudou uvedeny.
Pro podrobněǰśı úvod to algebraické teorie č́ısel a i d̊ukazy zmı́něných tvrzeńı se odkazujeme
na [8]. Předpokládáme základńı znalosti z algebry, např́ıklad z teorie grup, okruh̊u
a rozš́ı̌reńı těles.

2.1 Základy

Definice 2.1.1. Bud’ α ∈ C kořenem polynomu P (x) ∈ Z[x], pak řekneme, že α je alge-
braické č́ıslo.

Definice 2.1.2. Pokud je nav́ıc P (x) normovaný, řekneme, že α je algebraické celé č́ıslo.

Definice 2.1.3. Algebraickým č́ıselným tělesem nazveme libovolné konečné rozš́ıřeńı ra-
cionálńıch č́ısel, neboli těleso tvaru Q(α1, . . . , αn), kde α1, . . . , αn jsou algebraická č́ısla.

Nav́ıc pro libovolné algebraické č́ıselné těleso plat́ı:

Věta 2.1.4. Bud’ K algebraické č́ıselné těleso. Pak existuje algebraické celé č́ıslo α takové,
že K = Q(α).

Definice 2.1.5. Necht’ K je algebraické č́ıselné těleso takové, že [K : Q] = n. Pak řekneme,
že K je těleso stupňě n.

Definice 2.1.6. Bud’ K těleso stupně 2 nad Q. Pak řekneme, že K je kvadratické těleso.

Věta 2.1.7. Bud’ K kvadratické těleso. Pak K = Q(
√
m) pro nějaké m ∈ Z \ {0, 1}

bezčtvercové, t.j. neexistuje prvoč́ıslo, jehož čtverec děĺı m.
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Triviálně je těleso Q algebraické č́ıselné těleso. Daľśı př́ıklady algebraických č́ıselných
těles jsou Q(

√
7) či Q(1 + 3

√
2), nebot’

√
7 a 1 + 3

√
2 jsou kořeny po řadě normovaných

polynomů x2− 7 a x3− 3x2 + 3x− 3. Z těchto tř́ı těles je pouze Q(
√

7) těleso kvadratické.

V racionálńıch č́ıslech jsou algebraická celá č́ısla právě č́ısla celá, nebot’ racionálńı kořeny
normovaného polynomu nad Z[x] jsou vždy celé. V algebraických č́ıselných tělesech můžeme
o trochu obecněji ř́ıci následuj́ıćı:

Věta 2.1.8. Bud’ K algebraické č́ıselné těleso. Pak algebraická celá č́ısla v tělese K tvoř́ı
se sč́ıtáńım a násobeńım okruh OK.

Věta 2.1.9. Bud’ K č́ıselné těleso, [K : Q] = n. Pak existuj́ı α1, . . . , αn ∈ K, že OK =
{a1α1 + · · ·+ anαn|a1, . . . , an ∈ Z}.

Definice 2.1.10. Čı́sla α1, . . . αn z předchoźı věty nazýváme celoč́ıselnou báźı OK.

Vrat’me se k těles̊um Q,Q(
√

7) a Q(1 + 3
√

2). Z našich tř́ı těles je pouze druhé zmı́něné
těleso je kvadratické. Celoč́ısenou báźı tělesa Q je pouze {1}, protože OK = Z. Celoč́ıselnou
báźı Q(

√
7) je {1,

√
7} . Dá se ukázat, že celoč́ıselná báze tělesa Q(1 + 3

√
2) je {1, 3

√
2, 3
√

4}.

Definice 2.1.11. Bud’ R oborem integrity a K těleso, že R ⊆ K. Prvek a ∈ K označ́ıme
jako celý nad R, pokud existuje normovaný polynom nad R, jehož kořenem je a.

Věta 2.1.12. Bud’ R oborem integrity a K těleso, že R ⊆ K. Množina všech prvk̊u a ∈ K
celých nad R tvoř́ı podokruh K. Tento okruh nazveme celým uzávěrem R v tělese K.

Definice 2.1.13. Bud’ R obor integrity a K těleso, že R ⊆ K. Pokud je K pod́ılovým
tělesem R a R je svým celým uzávěrem v K tak řekneme, že R je celouzavřený obor.

Okruh celých č́ısel je celouzavřený, nebot’ jak už jsme zmı́nili, jeho celým uzávěrem
v tělese racionálńıch č́ısel je právě Z.

2.2 Ideály

V elementárńı teorii č́ıslech často klademe d̊uraz na množinu násobku nějakého prvoč́ısla,
jako jsou např́ıklad sudá č́ısla. Vı́me, že pro dvě sudá č́ısla a, b je i a − b sudé č́ıslo a pro
libovolné celé č́ıslo x a sudé č́ıslo a je x·a sudým č́ıslem. Analogické vlastnost́ı maj́ı množiny
všech násobk̊u daného č́ısla. V č́ıselných okruźıch si můžeme zavést množiny s podobnými
vlastnosti, jen násobky nemuśı být celoč́ıselné a nemuśı být násobky celých č́ısel.

Definice 2.2.1. Bud’ (I,+) neprázdná podgrupa aditivńı podgrupy okruhu R, že pro každé
a ∈ I, r ∈ R je r · a, resp. a · r ∈ I. Pak I nazveme ideálem R.

Ideál nazveme pravým resp. levým, pokud r · a ∈ I resp. a · r ∈ I. Pokud plat́ı r · a ∈ I
a zároveň a · r ∈ I pro každá vyhovuj́ıćı a, r, nazveme ideál oboustranným. V této práci
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však pracujeme pouze nad komutativńımi okruhy, tedy pravé a levé ideály rozlǐsovat ne-
budeme.

Jak jsme již nast́ınili, množina násobk̊u libovolného celého k, značena (k), tvoř́ı ideál
v Z. V okruhu Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z} tělesa Q(i) obsahuje ideál (2 + i) všechna č́ısla tvaru
k(2 + i) pro celé k, ale také např́ıklad č́ıslo 5, nebot’ (2 + i)(2− i) = 5.

Definice 2.2.2. Mějme ideál I okruhu R. Pokud je generovaný jediným prvkem v R
řekneme, že je hlavńı.

Abychom mohli dále pokračovat, potřebujeme si zadefinovat, jak se sč́ıtaj́ı a násob́ı
ideály:

Definice 2.2.3. Bud’te I,J ideály okruhu R. Pak jejich součet a součin definujeme
následovně:

� I + J = {a+ b|a ∈ I, b ∈ J },

� I · J = {
∑n

i=1 aibi|ai ∈ I, bi ∈ J , n ∈ N}.

Důležitou vlastnost́ı součtu a součinu ideál̊u je, že výsledkem je též ideál. Pro sč́ıtáńı
je to poměrně jednoduché, pokud a, b ∈ I, c ∈ J , tak a+ c, b+ c ∈ I + J , ale též a+ b ∈
I, 2c ∈ J , protože jsou to ideály, takže (a+ c) + (b+ c) = a+ b+ 2c = (a+ b) + 2c ∈ I+J .
Též pro vyhovuj́ıćı k : ka, kb ∈ I, kc ∈ J ⇒ k(a + b + 2c) ∈ I + J , je tak součet našich
ideál̊u též ideálem. Analogicky se ukáže, že součinem dvou ideál̊u je taktéž ideál.

Poznamenejme, že ideály okruhu R tvoř́ı se sč́ıtáńım i s násobeńım monoid (operace
uvažujeme dle definice výše). Pro sč́ıtáńı je to celkem zřejmé, asociativita (I + J ) +K =
{a + b + c|a ∈ I, b ∈ J , c ∈ K} = I + (J + K) jistě plat́ı a neutrálńı prvek je (0) = {0}.
Násobeńı ideál̊u je taktéž asociativńı, nebot’ (I · J ) · K = {

∑n
i=1 aibici|ai ∈ I, bi ∈ J , ci ∈

K, n ∈ N} = I · (J · K) a neutrálńı prvek je vždy celý okruh R.

Součin dvou hlavńıch ideál̊u okruhu OK dokážeme snadno př́ımo určit a ukážeme si to
ve čtvrté kapitole. V tento moment nás přesný výsledek nicméně tolik nezaj́ımá, bude nám
stačit pouze následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.2.4. Součinem dvou hlavńıch ideál̊u je též hlavńı ideál.

Když pracujeme s násobeńım ideál̊u, tak jistě čtenáře může napadnout idea mocněńı
ideálu, tud́ıž následuj́ıćı definice nepřekvaṕı:

Definice 2.2.5. Necht’ je K algebraické č́ıselné těleso a I je ideál OK, k ∈ N. Potom
definujeme mocninu ideálu Ik následovně:

Ik = I · I · · · I︸ ︷︷ ︸
k

,

kde násobeńı ideál̊u bereme v souladu s (2.2.3).
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Na konec si ještě definujme lomené ideály:

Definice 2.2.6. Necht’ je K algebraické č́ıselné těleso a I je podgrupa K se sč́ıtáńım.
Pokud existuje m ∈ OK, že mI je ideál OK, řekneme, že I je lomený ideál K. Tento ideál
budeme značit I

m
.

Ku př́ıkladu ideál
(
3
2

)
je lomený ideál Q, nebot’ 2

(
3
2

)
= (3).

2.3 Normy

V řešeńı př́ıklad̊u budeme rozkládat ideály na prvoideály. Jak za chv́ıli uvid́ıme, znalost
normy ideálu nám v tomto hodně pomůže.

Definice 2.3.1. At’ α je algebraické č́ıslo a Pα(x) jeho minimálńı polynom nad Q. Označme
α, α2, . . . , αn všechny komplexńı kořeny Pα. Pak řekneme, že α, α2, . . . , αn jsou konjugáty
α.

Definice 2.3.2. At’ K je algebraické č́ıselné těleso stupně n a α ∈ K, jehož minimálńı
polynom je stupně k. Pak normou nenulového č́ısla α rozumı́me:

N(α) = (αα2 · · ·αk)n/k

a nav́ıc N(0) = 0.

Z přechoźı definice též plyne, že normu prvku α dokážeme poměrně snadno spoč́ıst ze
znalosti minimálńıho polynomu nad daným tělesem. Dá se nav́ıc ukázat, že vždy k děĺı
n, neboli je norma racionálńım č́ıslem, př́ıpadně celým, je-li č́ıslo celé algebraické. Nikdy
nebudeme pracovat s v́ıce tělesy zaráz, tedy vždy budeme vědět, v kterém tělese normu
bereme a budeme psát pouze N(α).

Pro př́ıklad mějme Q(
√

2). Č́ısla 2,
√

2, 1 + 2
√

2 maj́ı normy N(2) = 4, N(
√

2) =
−2, N(1+2

√
2) = −7, nebot’ jejich minimálńı polynomy jsou po řadě x−2, x2−2, x2−2x−7.

V kapitole (4) si ukážeme, jak zjistit normu č́ısla a + b
√
m v tělese Q(

√
m) bez potřeby

znalosti minimálńıho polynomu, tato znalost pro nás nyńı neńı podstatná.

Dá se ukázat, že norma v č́ıselné tělese je multiplikativńı, neboli:

Věta 2.3.3. Pro x, y ∈ K plat́ı N(x)N(y) = N(xy).

Nyńı si definujme normu ideálu:

Definice 2.3.4. Necht’ je I nenulový ideál okruhu OK. Pak normou ideálu N(I) rozumı́me
počet prvk̊u faktorokruhu OK/I. Definujeme N((0)) = 0.

Toto č́ıslo je tak celé a až na nulový ideál dokonce přirozené. Pro hlavńı ideály plat́ı:
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Věta 2.3.5. Bud’ K algebraické č́ıselné těleso stupně n a (m) je hlavńı ideál K. Pak:

N((m)) = |N(m)|.

Pro celá č́ısla d́ıky této větě dokážeme určit normu snadno:

Důsledek 2.3.6. Bud’ K č́ıselné těleso stupně n a m celé č́ıslo. Pak

N((m)) = |m|n.

Nyńı si definujme normu lomeného ideálu:

Definice 2.3.7. At’ jsou I,m ∈ OK, že I
m

je lomený ideál. Pak normu lomeného ideálu
definujeme následovně:

N
( I
m

)
=

N(I)

N((m))
.

Definice 2.3.8. Pokud pro lomené ideály A,B okruhu OK existuje ideál C, že A = B · C,
pak řekneme, že ideál B děĺı A a znač́ıme B | A.

Důlěžitým výsledkem je, že norma ideál̊u je multiplikativńı, neboli:

Věta 2.3.9. Necht’ K je č́ıselné těleso a A,B jsou lomené ideály OK. Pak:

N(AB) = N(A)N(B).

Důsledek 2.3.10. Mějme A,B ideály OK. Pak A | B ⇒ N(A) | N(B).

2.4 Prvoideály a jednotky

V celých č́ıslech maj́ı speciálńı význam prvoč́ısla a č́ıslo 1. V č́ıselných tělesech maj́ı po-
dobný význam prvoideály a jednotky.

Definice 2.4.1. Neprázdný nenulový ideál P ⊂ OK nazveme prvoideálem, pokud pro a, b ∈
OK plat́ı a · b ∈ P ⇒ a ∈ P ∨ b ∈ P.

Nadále prvoideály uvažujeme nenulové, neprázdné a negeneruj́ıćı celý okruh.

Věta 2.4.2. Bud’ P prvoideál okruhu OK. Pak N(P) = pj pro nějaké prvoč́ıslo p, j ∈ N.

Důsledek 2.4.3. Bud’ P prvoideál, p prvoč́ıslo a j ∈ N. Pak N(P) = pj ⇐⇒ P | (p).

V okruhu celých č́ısel jsou prvoideály právě ideály generované prvoč́ısly, jak napov́ıdá
jméno.

Nyńı se pod́ıvejme, co se stane, když má prvek nebo ideál OK prvoč́ıselnou normu:
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Věta 2.4.4. Bud’ α ∈ OK, že pro nějaké prvoč́ıslo p je N(α) = ±p. Pak je α ireducibilńı
nad K.

Věta 2.4.5. Bud’ I nenulový ideál OK, že pro nějaké prvoč́ıslo p, j ∈ N, je N(I) = pj.
Pak je I mocnina prvoideálu K.

Dále si definujeme jednotky.

Definice 2.4.6. Bud’ K algebraické č́ıselné těleso. Pak α ∈ OK nazveme jednotkou, pokud
má multiplikativńı inverzi.

Důsledek 2.4.7. Bud’ K algebraické č́ıselné těleso. Pak α ∈ OK je jednotkou právě pokud
N(α) = ±1.

Jednotkami v celých č́ıslech jsou právě ta celá a, splňuj́ıćı a = ±1, neboli ±1.

2.5 Dedekindovy okruhy

V řešeńı diofantických rovnic budeme většinou cht́ıt hledat nějaký rozklad. V celých č́ıslech
existuje jednoznačný rozklad na prvoč́ısla, to již dávno v́ıme. V Dedekindových okruźıch
toto obecně neplat́ı, ku př́ıkladu v okruhu celých algebraických č́ısel tělesa Q(

√
−5), se dá

vyjádřit 6 = 2 ·3 = (1+
√
−5)(1−

√
−5) dvakrát jako součin r̊uzných ireducibilńıch prvk̊u.

Každý ideál Dedekindových okruh̊u ale jednoznačný rozklad na prvoideály má, což v této
práci budeme potřebovat. Pro přesnou definici Dedekindových okruh̊u potřebujeme ještě
definovat Noetherovské okruhy:

Definice 2.5.1. Okruh R nazveme Noetherovským, jestlǐze je každý ideál R konečně ge-
nerovaný.

Dedekindovy okruhy pak definujeme následovně:

Definice 2.5.2. Obor integrity R nazveme Dedekind̊uv okruh, jestlǐze plat́ı:

� R je Noetherovský,

� Každý prvoideál R je maximálńı,

� R je celouzavřený.

Jak jsme již zmı́nili, d̊uležitost Dedekindových okruh̊u lež́ı v následuj́ıćı větě:

Věta 2.5.3. Bud’ R Dedekind̊uv okruh. Pak každý vlastńı ideál okruhu R se dá jednoznačně
vyjádřit jako součin prvoideál̊u.

Pak již nutně plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Důsledek 2.5.4. Bud’ R Dedekind̊uv okruh a A,B jeho ideály. Pak B | A právě pokud
B ⊆ A.

Při řešeńı př́ıklad̊u budeme pracovat pouze nad okruhem celých algebraických č́ısel
daného tělesa. Důvod, proč zmiňujeme Dedekindovy okruhy, je pak zřejmý:

Věta 2.5.5. Bud’ K č́ıselné těleso a OK okruh algebraických celých č́ısel. Pak OK je
Dedekind̊uv.
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2.6 Grupa tř́ıd ideál̊u

Definice 2.6.1. Necht’ K je algebraické č́ıselné těleso a 0 6= α ∈ K. Pak ideál (α) = αOK
nazveme hlavńım lomeným ideálem K.

Věta 2.6.2. Množina GK všech lomených ideál̊u tělesa K tvoř́ı grupu a množina HK všech
hlavńıch lomených ideál̊u K tvoř́ı jej́ı podgrupu.

Definice 2.6.3. Faktorgrupu GK/HK nazýváme grupou tř́ıd ideál̊u tělesa K a znač́ıme ji
Cl(OK).

Definice 2.6.4. Označme hK = |Cl(OK)| řád grupy tř́ıd ideál̊u tělesa K. Řı́káme, že hK
je tř́ıdové č́ıslo tělesa K.

Věta 2.6.5. Označme hK = |Cl(OK)| řád grupy tř́ıd ideál̊u tělesa K. Pak hK je konečné
č́ıslo.

Krom toho, že tř́ıdové č́ıslo je konečné, ho dokážeme i shora ohraničit a tak ho pro
každé těleso teoreticky spoč́ıst. Tř́ıdové č́ıslo je totiž ohraničeno shora takzvanou Hurwi-
tzovou konstantou nebo o trochu silněǰśı Minkowského hranićı. Podrobnosti jeho určeńı
však přesahuj́ı tuto práci a jeho konkrétńı vyč́ısleńı je obecně obt́ıžné i pro moderńı mate-
matiku, proto na zjǐstěńı tř́ıdového č́ısla užijeme Wolfram Mathematica. Postup výpočtu
tř́ıdového č́ısla je s četnými př́ıklady uveden např́ıklad v [4] či [11].

Neutrálńım prvkem této grupy jsou právě hlavńı ideály okruhu OK , tedy můžeme psát
následuj́ıćı výsledek.

Věta 2.6.6. At’ K je algebraické č́ıselné těleso a hK jeho tř́ıdové č́ıslo a I je ideál OK.
Pak je IhK hlavńı ideál.

Pokud je hK = 1, tak řekneme, že je tř́ıdové č́ıslo K triviálńı. V takovém př́ıpadě je
každý ideál okruhu OK hlavńı a každý prvek lze jednoznačně rozložit na ireducibilńı prvky.
Pokud je hK vyšš́ı, tak každý prvek již nemá jednoznačný rozklad a některé ideály nemuśı
být hlavńı.

Např́ıklad v tělese K = Q(
√
−5), kde je hK = 2, jsme si ukázali rozklad 6 dvakrát

jako součin r̊uzných ireducibilńıch prvk̊u. Každý ideál OK sice neńı hlavńı, nicméně součin
každých dvou nehlavńıch ideál̊u již hlavńım ideálem je. Sice plat́ı rovnost ideál̊u (6) =
(2)(3) = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5), ale žádný z těchto ideál̊u neńı prvoideálem. Rozklad na

prvoideály jednotlivých ideál̊u je následuj́ıćı:

� (2) = (2, 1 +
√
−5)2,

� (3) = (3, 1 +
√
−5)(3, 1−

√
−5),

� (1 +
√
−5) = (2, 1 +

√
−5)(3, 1 +

√
−5),

19



Kapitola 2. Algebraická teorie č́ısel

� (1−
√
−5) = (2, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5),

takže ideál (6) má jednoznačný rozklad na prvoideály, což je (2, 1+
√
−5)2(3, 1+

√
−5)(3, 1−√

−5).

Důsledkem předchoźı věty a (2.2.4) je:

Věta 2.6.7. At’ K je algebraické č́ıselné těleso a hK jeho tř́ıdové č́ıslo. Pokud I ∈ OK je
ideál, že pro k ∈ N,D(k, hK) = 1 je Ik hlavńı ideál, pak je I hlavńı ideál.

V kapitole (5) se budeme zabývat pouze př́ıklady, kde je exponent u Ik nesoudělný s
hK . Př́ıpad, kdy je exponent ideálu soudělný s tř́ıdovým č́ıslem je podrobně rozeb́ırán
v [4] v sekci 4.6.3 při řešeńı př́ıkladu x2 − 79 = y3.
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Kapitola 3

Diofantické rovnice

Určeńı jednotek kvadratického tělesa nebo nalezeńı celoč́ıselných řešeńı jistých obt́ıžných
diofantických rovnic, jakou je např́ıklad:

7 = 5a3 + 138a2b+ 1290ab2 + 3956b3,

je pro nás v tento moment prakticky nemožné. Vybaveni arsenálem, který obsahuje tato
kapitola, však již podobným úkol̊um budeme schopni čelit.

3.1 Pellova rovnice

Jednou z nejznáměǰśıch diofantických rovnic je právě Pellova. Známe ji již přes tiśıc let, stu-
doval ji už indický matematik Brahmagupta. V 17. stolet́ı ji podrobně studovali matematici
jako Pierre Fermat a William Brouncker, nicméně jméno nośı po anglickému matematikovi
Johnu Pellovi, když si Leonhard Euler Brounckera a Pella mylně zaměnil a nazval rovnici
Pellovou.

Definice 3.1.1. Bud’ m ∈ N bezčtvercové č́ıslo. Pak rovnici:

x2 −my2 = 1

nazveme Pellovou.

Definice 3.1.2. Pellova rovnice má řešeńı (±1, 0), toto řešeńı nazýváme triviálńım řešeńım.

Věta 3.1.3. Pellova rovnice má netriviálńı řešeńı v N.

Všechna řešeńı Pellovy rovnice jsou parametrizovatelné na základě je tzv. fundamentálnáho
řešeńı:

Definice 3.1.4. O řešeńı (a, b) ∈ N2 Pellovy rovnice řekneme, že je fundamentálńı, pokud
a+ b

√
m je nejmenš́ı přes všechna netriviálńı řešeńı.
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Věta 3.1.5. Bud’ (a, b) fundamentálńı řešeńı Pellovy rovnice x2 −my2 = 1. Pak všechna
jiná netriviálńı řešeńı (±x,±y) splňuj́ı:

x+ y
√
m = (a+ b

√
m)n

pro nějaké n ∈ N, kde ± se mohou lǐsit.

Př́ıklad 3.1.6. Řešme v Z rovnici:

x2 − 2y2 = 1.

Řešeńı: Rovnice je Pellova, takže má triviálńı řešeńı (±1, 0). Vid́ıme, že rovnici splňuj́ı č́ısla
(3, 2). Všechny dvojice přirozených č́ısel (x, y), že x+y

√
2 < 3+2

√
2 jsou (1, 1), (2, 1), (3, 1),

(4, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3). Snadno ověř́ıme, že ani jedna z uvedených dvojic rovnici neřeš́ı,
takže (3, 2) je fundamentálńı řešeńı rovnice x2 − 2y2 = 1. Všechna (±x,±y) splňuj́ıćı naši
rovnici proto splňuj́ı:

x+ y
√

2 = (3 + 2
√

2)n.

�
Kromě

”
klasické“ Pellovy rovnice byly podrobně studovány i rovnice Pellova typu, kde 1 je

nahrazena nenulovou konstantou. Nejv́ıce nás bude zaj́ımat tzv. rozš́ı̌rená Pellova rovnice

Definice 3.1.7. Bud’ m ∈ N bezčtvercové č́ıslo. Pak rovnici:

x2 −my2 = ±1

nazveme rozš́ıřenou Pellovou.

Věta 3.1.8. Rozš́ıřená Pellova rovnice má netriviálńı řešeńı.

I rozš́ı̌rená Pellova rovnice má fundamentálńı řešeńı:

Definice 3.1.9. O řešeńı (a, b) ∈ N2 rozš́ıřené Pellovy rovnice řekneme, že je funda-
mentálńı, pokud a+ b

√
m je nejnǐzš́ı přes všechna netriviálńı řešeńı.

Věta 3.1.10. Bud’ (a, b) fundamentálńı řešeńı rozš́ıřené Pellovy rovnice x2 −my2 = ±1.
Pak všechna jiná řešeńı (±x,±y) splňuj́ı pro nějaké n ∈ N0:

x+ y
√
m = (a+ b

√
m)n,

kde se ± mohou u x, y lǐsit.

Poznámka 3.1.11. Záporná Pellova rovnice, tedy x2−my2 = −1, nemuśı vždy mı́t řešeńı.
To si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu:

Př́ıklad 3.1.12. Bud’ p ≡ −1 (mod 4) prvoč́ıslo. Ukážeme, že následuj́ıćı záporná rovnice
nemá řešeńı:

x2 − py2 = −1.
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D̊ukaz: Uvažme rovnici modulo p. Máme pak x2 ≡ −1 (mod p). Nicméně z př́ıkladu (1.0.5)

je
(−1
p

)
≡ (−1)

p−1
2 = −1, což je spor. �

Pokud nalezneme fundamentálńı řešeńı dané Pellovy rovnice, tak ji máme vyřešenou.
Ta však mohou být velká, př́ıkladem je rovnice x2 − 313y2 = 1, která má fundamentálńı
řešeńı:

32188120829134849 + 1819380158564160
√

313.

Jistě se proto nedaj́ı všechny Pellovy rovnice řešit bez pomoci poč́ıtače. Za pomoćı stroj̊u
však nalezneme řešeńı poměrně rychle. Bylo dokázáno, že pokud je a+b

√
m fundamentálńı

řešeńı př́ıslušné Pellovy rovnice, tak (a, b) = (ci, ji), kde ci, resp. ji, jsou čitatel, resp. jme-
novatel, i-tého parciálńıho řetězového zlomku č́ısla

√
m pro nějaké přirozené i, viz [7].

Existuj́ı algoritmy na rychlé násobeńı velkých č́ısel, za pomoćı kterých dokážeme poč́ıtat
tyto řetězové zlomky a tak naj́ıt fundamentálńı řešeńı.

Na řešeńı netriviálńıch Pellových rovnic budeme použ́ıvat Wolfram Mathematica.

3.2 Thueho rovnice

V této práci budeme též hojně využ́ıvat takzvané Thueho rovnice.

Definice 3.2.1. Bud’ P (x, y) ∈ Z[x] homogenńı ireducibilńı polynom stupně n > 3, k ∈
Z \ {0}. Pak rovnici:

P (x, y) = k

nazveme Thueho.

Věta 3.2.2. Thueho rovnice má konečně mnoho celoč́ıselných řešeńı.

Tuto větu dokázal jako prvńı právě Axel Thue roku 1909, až o pár deśıtek let později
byla dokázána horńı hranice velikosti řešeńı a vznikly poměrně efektivńı algoritmy na řešeńı
těchto rovnic. Horńı hranice na max(|x|, |y|) je totiž polynomiálńı vzhledem k |k|.

Na řešeńı Thueho rovnic budeme použ́ıvát Wolfram Mathematica.
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Kapitola 4

Č́ıselná tělesa

Při řešeńı př́ıklad̊u budeme potřebovat podrobněji prozkoumat tělesa, nad kterými bu-
deme pracovat. Nejprve si představ́ıme několik obecných fakt̊u, která budeme potřebovat
při řešeńı rovnice, v následuj́ıćıch sekćıch budeme popisovat jednotlivá tělesa. V této sekci
si proto např́ıklad ukážeme, jak vypadaj́ı grupy jednotek př́ıslušných těles, či kolik prvk̊u
má grupa tř́ıd ideál̊u.

V kapitole (5) budeme řešit pouze rozkladem nad tělesy kvadratickými. Jak v nich
vypadá okruh algebraických celých č́ısel popisuje následuj́ıćı věta:

Věta 4.0.1. Necht’ m 6= 0, 1 je bezčtvercové celé č́ıslo a K = Q(
√
m) je algebraické č́ıselné

těleso. Pak plat́ı:

OK =

{
Z[
√
m], pokud m ≡ 2, 3 (mod 4),

Z[1+
√
m

2
], pokud m ≡ 1 (mod 4).

Nebot’ minimálńı polynom prvku nad kvadratickým tělesem je nejvýše kvadratický,
dokážeme snadno d́ıky (2.3.2) popsat normu prvku.

Věta 4.0.2. Norma prvku a+ b
√
m ∈ OK tělesa Q(

√
m) vypadá následovně:

� N(a+ b
√
m) = a2 −mb2, pokud m 6≡ 1 (mod 4),

� N(a+ b1+
√
m

2
) = a2 + ab+

(
1−m
4

)
b2, pokud m ≡ 1 (mod 4).

Lemma 4.0.3. Mějme a, b ∈ OK, že (a) = (b). Pak a = ub, kde u je jednotka OK.

D̊ukaz: Protože a ∈ (b), je a | b, analogicky b ∈ (a) ⇒ b | a, tedy a ∼ b, takže a = ub
pro nějakou jednotku OK , jelikož je OK obor integrity. �

Lemma 4.0.4. Bud’te a, b ∈ K, I ideál okruhu OK. Pokud I | (a), I | (b), tak I | (a± b).

D̊ukaz: Pokud I | (a), I | (b) tak jsou a, b ∈ I. Pak i a± b ∈ I, takže I | (a± b). �
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Definice 4.0.5. Pokud pro dva ideály I,J okruhu OK existuje prvoideál P, že P | I,P |
J , tak řekneme, že je P společným dělitelem I,J . Pokud takový prvoideál neexistuje, tak
řekneme, že jsou ideály nesoudělné.

Pokud máme v Z dva ideály (a), (b), kde a, b jsou nesoudělná, tak dle Bezoutovy věty
existuj́ı celá č́ısla x, y, že ax+ by = 1. To znamená, že 1 = ax+ by ∈ (a) + (b). Pokud se v
ideál̊u nacháźı 1, tak zřejmě generuje celý okruh, tedy pro nesoudělná a, b je (a) + (b) = Z.
Analogicky můžeme formulovat:

Věta 4.0.6. At’ jsou I,J ∈ OK a C je jejich nejvěťśı společný dělitel, pak I + J = C.
Speciálně pokud jsou ideály nesoudělné, tak I + J = OK. Zde bereme nejvěťśı společný
dělitel jako ideál děĺıćı I,J , který je vzhledem k inkluzi nejvěťśı.

D̊ukaz: Pokud máme C | I,J , tak nebot’ je OK Dedekind̊uv, tak dle věty (2.5.4) je
I,J ⊆ C. Pak i I + J ⊆ C. Snadno ale nahlédneme, že I | I + J a též J | I + J . Proto
C | I + J ⇒ C ⊆ I + J . Pak už C = I + J . �

Tento výsledek nebudeme při řešeńı př́ıklad̊u využ́ıvat, nicméně by byla škoda ho
neuvést. Nesoudělná č́ısla nesd́ıĺı žádné prvočinitele, tud́ıž pokud součin nesoudělných č́ısel
a, b je n-tá mocnina, tak jsou obě ±n-tá mocnina. Analogicky pro nesoudělné ideály plat́ı:

Věta 4.0.7. Mějme A,B, C nenulové ideály okruhu OK. Pokud pro nějaké k ∈ N plat́ı:

A · B = Ck,

a nav́ıc jsou A,B nesoudělné, tak existuj́ı ideály I,J ∈ OK, že:

A = Ik,
B = J k.

Při řešeńı př́ıkladu budeme muset manipulovat s ideálem generovaným součinem v́ıce
prvk̊u. Jak jsme sĺıbili v druhé kapitole, tento výsledek je poměrne jednoduchý, nicméně
mocný.

Věta 4.0.8. Bud’te a, b ∈ OK. Pak (ab) = (a)(b).

D̊ukaz: Jistě ab ∈ (a)(b)⇒ (a)(b) | (ab). Též v libovolném konečném součtu
∑n

i=1 aibi,
kde ai ∈ (a), bi ∈ (b), n ∈ N je každý sč́ıtanec dělitelný ab, takže (ab) | (a)(b). �

Důsledek 4.0.9. Bud’ a ∈ OK , k ∈ N. pak (ak) = (a)k.

Nyńı poṕı̌seme, jak vypadá grupa jednotek kvadratického tělesa.

Věta 4.0.10. At’ je pro bezčtvercové m > 0,m 6≡ 1 (mod 4) : K = Q(
√
m) těleso a U(OK)

je grupa jeho jednotek. Pak je U(OK) = {a+b
√
m}, kde (a, b) jsou všechna řešeńı rozš́ıřené

Pellovy rovnice a2 −mb2 = ±1.
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Věta 4.0.11. At’ je pro bezčtvercové m < 0 : K = Q(
√
m) těleso a U(OK) je grupa jeho

jednotek. Pak je U(OK) dána:

� U(OK) = {±1,±i}, pokud K = Q(i),

� U(OK) = {±1,±ω,±(ω − 1)}, pokud K = Q(
√

3) a ω = 1+
√
−3

2
,

� U(OK) = {±1} jinak.

4.1 Těleso Q(i)

Prvky tělesa K = Q(i) jsou ve tvaru a + bi, kde a, b ∈ Q. Dle (4.0.1) je okruh celých
algebraických č́ısel Z[i]. Norma prvku a+ bi, a, b ∈ Z je podle (4.0.2):

N(a+ bi) = a2 + b2.

Grupa jednotek U(Z[i]) je množina {a+bi|a2+b2 = ±1, a, b ∈ Z}. Jediná celá č́ısla splňuj́ıćı:

a2 + b2 = ±1

jsou zřejmě (±1, 0), (0,±1), tedy je U(Z[i]) čtyřprková a je rovna {±1,±i}, což korespon-
duje s (4.0.11).

Př́ıkazem NumberFieldClassNumber[Sqrt[-1]] v programu Wolfram Mathematica
źıskáme že grupa tř́ıd ideálu ClK je jednoprvková, což koresponduje s t́ım, že každý ideál
Z[i] je hlavńı.

4.2 Těleso Q(
√
−13)

Prvky tělesa K = Q(
√
−13) jsou ve tvaru a + b

√
−13, kde a, b ∈ Q. Dle (4.0.1) je okruh

celých algebraických č́ısel Z[
√
−13]. Normou prvku a+ b

√
−13 je podle (4.0.2):

N(a+ b
√
−13) = a2 + 13b2.

Grupa jednotek U(Z[
√
−13]) je množina {a+b

√
−13|a2 +13b2 = ±1, a, b ∈ Z}. Jediná celá

č́ısla splňuj́ıćı:
a2 + 13b2 = ±1

jsou zřejmě (±1, 0), pak je U(Z[
√
−13]) = {±1}, což koresponduje s (4.0.11).

Př́ıkazem NumberFieldClassNumber[Sqrt[-13]] v programu Wolfram Mathematica
źıskáme že grupa tř́ıd ideálu ClK je dvojprvková, což znamená, že druhá mocnina libo-
volného ideálu je hlavńı ideál.
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4.3 Těleso Q(
√
−7)

Prvky tělesa K = Q(
√
−7) jsou ve tvaru a + b

√
−7, kde a, b ∈ Q. Dle (4.0.1) je okruh

celých algebraických č́ısel Z[1+
√
−7

2
]. Normou prvku a+ b1+

√
−7

2
je podle (4.0.2):

N
(
a+ b

1 +
√
−7

2

)
= a2 + ab+ 2b2.

Grupa jednotek U(Z[1+
√
−7

2
]) je množina {a+ b1+

√
−7

2
]|a2 +ab+ 2b2 = ±1, a, b ∈ Z}. Jediná

celá č́ısla splňuj́ıćı:
a2 + ab+ 2b2 = ±1

jsou zřejmě pouze (±1, 0), pak je U(Z[1+
√
−7

2
]) = {±1}, což koresponduje s (4.0.11).

Př́ıkazem NumberFieldClassNumber[Sqrt[-7]] v programu Wolfram Mathematica
źıskáme že grupa tř́ıd ideálu ClK je jednoprvková, což koresponduje s t́ım, že každý ideál
Z[1+

√
−7

2
] je hlavńı.

4.4 Těleso Q(
√
86)

Prvky tělesa K = Q(
√

86) jsou ve tvaru a+ b
√

86, kde a, b ∈ Q. Dle (4.0.1) je okruh celých
algebraických č́ısel Z[

√
86]. Normou prvku a+ b

√
86 je podle (4.0.2):

N(a+ b
√

86) = a2 − 86b2.

Grupa jednotek U(Z[
√

86]) je množina {a + b
√

86|a2 − 86b2 = ±1, a, b ∈ Z}. Nejprve si
všimněme, že rovnice

a2 − 86b2 = −1

nemá podle př́ıkladu (3.1.12) řešeńı modulo 43.

Rovnice:
a2 − 86b2 = 1

je Pellova, proto má triválńı řešeńı (±1, 0). Všechna ostatńı řešeńı (±a,±b) jsou dle (3.1.5)
dána:

a+ b
√

86 = (a0 + b0
√

86)k,

kde k ∈ N a (a0, b0) je fundamentálńı řešeńı naš́ı Pellovy rovnice. Toto fundatmentálńı
řešeńı źıskáme v Mathematice př́ıkazem NumberFieldFundamentalUnits[Sqrt[86]] a jest
j́ım (10405, 1122). Všechna ostatńı řešeńı (±a,±b) jsou proto ve tvaru:

a+ b
√

86 = (10405 + 1122
√

86)k,

pro k ∈ N.

Př́ıkazem NumberFieldClassNumber[Sqrt[86]] źıskáme, že grupa tř́ıd ideálu ClK je
jednoprvková, což koresponduje s t́ım, že každý ideál Z[

√
86] je hlavńı.

27



Kapitola 5. Př́ıklady

Kapitola 5

Př́ıklady

V této kapitole použijeme námi vybudovanou teorii k řešeńı vybraných diofantických rov-
nic. Při řešeńı rovnice (5.1) si ukážeme metodu řešeńı rovnic rozkladem nad č́ıselnými
tělesy a jak ukázat, že rovnice nemá celoč́ıslená řešeńı. V př́ıkladech (5.2),(5.4) urč́ıme
všechna řešeńı dané rovnice a nauč́ıme se pracovat jak s netriviálńım tělesem, tak s tělesem
s neobvyklým okruhem celých algebraických č́ısel.

V př́ıkladu (5.6) se pokuśıme zobecnit naše poznatky z přechoźıch tř́ı rovnic a za ome-
zených podmı́nek bude zkoumat, kdy nějaký daný normovaný kvadratický trojčlen může
být třet́ı mocninou.

Konečně v př́ıkladu (5.9) budeme znovu řešit rovnici (1.0.11), tentokrát rozkladem
v tělese Q(

√
86) a pro všechna celá č́ısla. Zat́ımco naše prvé řešeńı bylo relativně jed-

noduché a elegantńı, ted’ už to tak krásné nebude. Budeme muset čelit jak netriviálńım
společným dělitel̊um tak faktu, že grupa jednotek Q(

√
86) je nekonečná.

Př́ıklad 5.0.1. (Balkán 1998)
Řešte v Z rovnici:

x2 + 4 = y5. (5.1)

Řešeńı: Předpokládejme, že (x, y) je řešeńım rovnice. Jistě jsou x, y stejné parity.
Nejprve předpokládejme, že jsou x, y soudělná, t.j. že je oba děĺı prvoč́ıslo p. Pak p2 | 4⇒
p = 2. Máme pak x = 2x1, y = 2y1 pro x1, y1 ∈ Z, dosazeńım źıskáme:

x21 + 1 = 8y51.

Uvažme rovnici modulo 4:
x21 ≡ −1 (mod 4),

což je zřejmě spor. Jsou proto č́ısla nesoudělná, a tak nutně lichá.
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Rozložme nyńı rovnici (5.1) v okruhu Z[i] tělesa Q(i):

(x+ 2i)(x− 2i) = y5.

Tuto rovnost můžeme též brát jako rovnost ideál̊u Z[i]:(
(x+ 2i)(x− 2i)

)
= (y5),

(x+ 2i)(x− 2i) = (y)5.

Kde jsme využili (ab) = (a)(b) a (y5) = (y)5 viz věty (4.0.8) a (4.0.9). Nyńı ukážeme, že
ideály (x + 2i), (x − 2i) jsou nesoudělné. Předpokládejme naopak, že je oba děĺı nějaký
prvoideál P . Máme z (4.0.4):

P | (4i),
p | N(P) | 16,

kde p ∈ P je prvoč́ıslo. Nutně je tedy p = 2. Nicméně je:

N(P) | N((x+ 2i)) = x2 + 4,

což je liché. Žádný takový prvoideál proto neexistuje a ideály jsou nesoudělné.

Dle (4.0.7) je (x+ 2i) = I5, kde I je ideál Z[i]. Dle sekce (4.1) je Cl(Z[i]) = 1, takže je
I hlavńı, I = (a+ bi) pro a, b ∈ Z. Dle (4.0.3) máme pak:

x+ 2i = u(a+ bi)5,

kde u ∈ {±1,±i} jednotka Z[i].

Ukážeme, že žádná x, y nesplňuj́ı (5.1) a to tak, že neexistuje hlavńı ideál I = (a+ bi)
který by splňoval (x+ 2i) = I5, tedy že neexistuje vyhovuj́ıćı celá a, b.

Pokud by pro u = −1, i nebo −i splňovala rovnici x+2i = u(a+bi)5 nějaká a, b ∈ Z, tak
můžeme mı́sto (a, b) uvážit (−a,−b), (−b, a) resp. (b,−a) a źıskáme řešeńı x+2i = (a+bi)5.
Abychom ukázali, že neexistuj́ı vyhovuj́ıćı a, b ∈ Z bez újmy na obecnosti stač́ı uvážit pouze
u = 1.

Máme pak:
x+ 2i = (a+ bi)5.

Protože x ∈ Z a i jsou lineárně nezávislé nad Q, je:

2 = b(b4 − 10a2b2 + 5a4),

tedy b | 2⇒ b ∈ {±1,±2}. Pro žádnou z těchto hodnot nevyhovuje žádné celé a.

Zjistili jsme, že x + 2i nemůže být pátou mocninou hlavńıho ideálu a tedy nemohou
rovnici (5.1) vyhovovat žádná celá x, y. �
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Př́ıklad 5.0.2. Řešte v Z rovnici:

x2 + 13 = y3. (5.2)

Řešeńı: Předpokládejme, že existuj́ı vyhovuj́ıćı x, y. Zřejmě jsou č́ısla r̊uzné parity.
Pokud by y bylo sudé, tak x2 ≡ −1 (mod 4), což je spor. Je proto x sudé a y liché. Pokud
by je dělilo nějaké prvoč́ıslo p, tak p2 | 13, což je spor. Jsou proto č́ısla nesoudělná.

Rozložme nyńı rovnici (5.2) v okruhu Z[
√
−13] tělesa Q[

√
−13] :

(x+
√
−13)(x−

√
−13) = y3.

To můžeme brát i jako rovnost ideál̊u v Z[
√

13]:

(x+
√
−13)(x−

√
−13) = (y)3,

kde opět už́ıváme větu (4.0.8). Nyńı ukážeme, že ideály (x +
√
−13), (x −

√
−13) jsou

nesoudělné. Pokud by existoval prvoideál P , který by dělil oba ideály, tak podle lemmatu
(4.0.4) plat́ı:

P | (2
√
−13),

P | (x+
√
−13),

N(P) | 4 · 13,

N(P) | x2 + 13 = y3,

kde y je liché. Proto N(P) = ±13 ⇒ 13 | y. Z (5.2) by však muselo 13 | x, což je spor s
nesoudělnost́ı x, y. Jsou proto nutně ideály nesoudělné. Z (4.0.7) existuje ideál I okruhu
Z[
√
−13], že:

(x+
√
−13) = I3.

Z (4.2) máme ClK = 2, protože je I3 hlavńı, je i I hlavńı, I = (a + b
√
−13). Dle (4.0.3)

pak:
x+
√
−13 = u(a+ b

√
−13)3,

pro jednotku u, kde podle věty (4.0.11) je u ∈ {±1}. Vid́ıme, že pokud (a, b) je řešeńı pro
u = 1, tak (−a,−b) je řešeńı pro u = −1.

Mějme proto u = 1. Pak:

x+
√
−13 = (a+ b

√
−13)3, (5.3)

z čehož źıskáme:
1 = b(3a2 − 13b2),

takže b ∈ {±1}. Dopočteme jediné možné řešeńı (±2,−1). Dosazeńım těchto dvojic do
(5.3) źıskáme x ∈ {±70}. Pokud tyto hodnotu dosad́ıme do (5.2), źıskáme y = 17.

Rovnice (5.2) má proto pouze dvě celoč́ıselná řešeńı, (±70, 17). �
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Př́ıklad 5.0.3. Řešte v Z rovnici:

x2 − x+ 2 = y3. (5.4)

Předpokládejme, že existuj́ı vyhovuj́ıćı x, y. Nejprve ukážeme, že x 6≡ 4 (mod 7).
Předpokládejme opak, pak y3 = x2 − x + 2 ≡ 0 (mod 7), mějme tedy x = 7k + 4, y = 7l,
pak:

(7k + 4)2 − (7k + 4) + 2 = (7l)3,

7k2 + 7k + 2 = 49l3,

což je nemožné.

Rozložme nyńı rovnici (5.4) v okruhu celých algebraických č́ısel Z[1+
√
−7

2
] tělesa Q(

√
−7):(

x− 1−
√
−7

2

)(
x− 1 +

√
−7

2

)
= y3.

To můžeme brát i jako rovnost ideál̊u v Z[1+
√
−7

2
]:(

x− 1−
√
−7

2

)(
x− 1 +

√
−7

2

)
= (y)3,

kde opět už́ıváme (4.0.8). Nyńı ukážeme, že ideály
(
x − 1−

√
−7

2

)
,
(
x − 1+

√
−7

2

)
jsou ne-

soudělné. Předpokládejme naopak, že existuje prvoideál P , který by dělil oba ideály. Pak
dle (4.0.4) plat́ı:

P | (
√
−7),

N(P) | 7,

ale též:

P | (2x− 1),

N(P) | (2x− 1)2.

Pak 2x ≡ 1 ≡ 8 mod 7⇒ x ≡ 4 mod 7, což neńı možné. Ideály jsou proto nesoudělné.

Dle (4.0.7) pak máme: (
x− 1−

√
−7

2

)
= I3

pro ideál I ∈ OK . Dle (4.3) je ClK = 1, takže I je hlavńı ideál I = (a+b1+
√
−7

2
) pro a, b ∈ Z.

Z lemmatu (4.0.3) je:

x− 1−
√
−7

2
= u

(
a+ b

1 +
√
−7

2

)3
.
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Pro jednotku u. Podle (4.0.11) je u ∈ {±1}. Vid́ıme, že pokud (a, b) je řešeńı pro u = 1,
tak (−a,−b) je řešeńı pro u = −1.

Uvažme proto BÚNO u = 1:

x− 1−
√
−7

2
=
(
a+ b

1 +
√
−7

2

)3
, (5.5)

neboli:

1

2
=

3

2
a2b+

3

2
ab2 − 1

2
b3,

1 = b(3a2 + 3ab− b2),

takže b ∈ {±1} a dopočteme (a, b) = (0,−1), (1,−1). Z (5.5) máme:

x− 1

2
= a3 +

3

2
a2b− 9

2
ab2 − 5

2
b3,

tedy x ∈ {3,−2} a dopočteme (x, y) = (3, 2), (−2, 2).

Rovnice (5.4) má dvě celoč́ıselná řešeńı, (−2, 2), (3, 2). �

Př́ıklad 5.0.4. Bud’te a, b celá č́ısla, že a je liché a a2 < 4b−3. Pokud je a2−4b bezčtvercové
a počet prvk̊u grupy tř́ıd ideál̊u tělesa Q(

√
a2 − 4b) neńı dělitelný třemi, tak má rovnice:

x2 + ax+ b = y3 (5.6)

nejvýše dvě celoč́ıselná řešeńı a pokud −3a2 + 12b+ 12 ani −3a2 + 12b− 12 nejsou čtverce,
tak nemá žádné. Dokažte a určete všechna řešeńı.

Řešeńı: Předpokládejme, že (x, y) pro daná a, b řeš́ı rovnici výše. Nejprve ukážeme, že
2x+ a a a2 − 4b jsou nesoudělná č́ısla. Předpokládejme naopak, že je děĺı nějaké prvoč́ıslo
p a upravme rovnici (5.6) násobeńım čtyřmi na:

(2x+ a)2 + 4b− a2 = 4y3.

Máme p | 2x + a, 4b − a2 ⇒ p | 4y3. Protože je a liché, tak je 4b − a2 liché, tud́ıž je i p
liché a tak p | y3 ⇒ p | y. Dle předpokladu pak p2 | (2x + a)2 a p3 | 4y3, což znamená, že
p2 | 4b− a2, což je spor s t́ım, že je a2 − 4b bezčtvercové. Jsou proto č́ısla 2x+ a a a2 − 4b
nesoudělná.

Nebot’ je a liché, tak a2−4b ≡ 1 mod 4, tud́ıž okruh celých algebraických prvk̊u tělesa
Q(
√
a2 − 4b) je dle (4.0.1) Z[1+

√
a2−4b
2

]. Rozložme v tomto okruhu rovnici (5.6):(
x− −a+

√
a2 − 4b

2

)(
x− −a−

√
a2 − 4b

2

)
= y3,
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což můžeme též brát jako rovnost ideál̊u v Z[1+
√
a2−4b
2

]:(
x− −a+

√
a2 − 4b

2

)(
x− −a−

√
a2 − 4b

2

)
= (y)3, (5.7)

kde už́ıváme (4.0.9). Ukážeme, že ideály (x− −a+
√
a2−4b
2

), (x− −a−
√
a2−4b
2

) jsou nesoudělné.
Předpokládejme naopak, že existuje prvoideál P , který by dělil oba dva. Dle (4.0.4) je:

P | (2x+ a),

P |
√
a2 − 4b,

N(P) | (2x+ a)2,

N(P) | a2 − 4b.

Nicméně jsme ukázali, že 2x + a a a2 − 4b jsou nesoudělné, tud́ıž žádný takový prvoideál
neexistuje a ideály jsou vskutku nesoudělné.

Podle (4.0.9) existuje ideál I ∈ Z[1+
√
a2−4b
2

], že:(
x− −a+

√
a2 − 4b

2

)
= I3.

Ideál I3 je tedy hlavńı. Dle předpokladu je mohutnost grupy tř́ıd ideál̊u nesoudělná se 3,

tud́ıž d́ıky (2.6.7) je I hlavńı ideál, neboli existuj́ı s, t ∈ Z, že I =
(
s+ t1+

√
a2−4b
2

)
, máme

proto: (
x− −a+

√
a2 − 4b

2

)
=
(
s+ t

1 +
√
a2 − 4b

2

)3
,

takže:

x− −a+
√
a2 − 4b

2
= u

(
s+ t

1 +
√
a2 − 4b

2

)3
pro nějakou jednotku u ∈ Z[1+

√
a2−4b
2

].

Předpokládali jsme, že a2 − 4b < −3, tud́ıž je těleso imaginárńı a podle (4.0.11) je
u ∈ {±1}. Pokud (s, t) je řešeńı pro u = 1, tak (−s,−t) je řešeńı pro u = −1. Uvažme
proto u = 1:

x− −a+
√
a2 − 4b

2
=
(
s+ t

1 +
√
a2 − 4b

2

)3
, (5.8)

kde porovnáńım koeficient̊u źıskáme:

−1

2
=

3

2
s2t+

3

2
st2 +

a2 − 4b

8
t3 +

3

8
t3,

−4 = t(12s2 + 12st+ (a2 − 4b)t2 + 3t2),

takže t | 4.
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� t = 1:
Pak 12s2+12s+a2−4b+7 = 0. Toto je kvadratická rovnice v s, tedy máme maximálně
dvě řešeńı pro s a můžeme dopoč́ıst až dvě řešeńı pro x. Aby měla rovnice celoč́ıselné
kořeny, tak má celoč́ıselný diskriminant, tedy:

−3a2 + 12b− 12

je čtvercem. Spočteme:

s =
−3±

√
−3a2 + 12b− 12

6
,

což je celé č́ıslo, nebot’
√
−3a2 + 12b− 12 je liché celé č́ıslo dělitelné třemi. Z (5.8)

dopočteme:

x = s3 +
3

2
s2t+

3(a2 − 4b)

4
st2 +

3(a2 − 4b)

8
t3 +

3

4
st2 +

1

8
t3 − a

2
,

x =
±(2a2 − 8b− 1)

√
−3a2 + 12b− 12− 9a

18
.

Pokud je
√
−3a2 + 12b− 12 celým č́ıslem, tak je dělitelné třemi. Dále je z lichosti a

odmocnina lichá, 9a a (2a2 − 8b− 1) taktéž, tud́ıž 18 děĺı čitatel zlomku a x je celé
č́ıslo.

� t = −1:
Pak 12s2− 12s+ a2− 4b− 1 = 0, což má nejvýše dvě řešeńı. Diskriminantem rovnice
je:

−3a2 + 12b+ 12,

což muśı být čtvercem. Pokud neńı, tak nemůžeme naj́ıt celoč́ıselné s. Spočteme:

s =
3±
√
−3a2 + 12b+ 12

6
.

Z (5.8) dopočteme:

x = s3 +
3

2
s2t+

3(a2 − 4b)

4
st2 +

3(a2 − 4b)

8
t3 +

3

4
st2 +

1

8
t3 − a

2
,

x =
±(2a2 − 8b+ 1)

√
−3a2 + 12b+ 12− 9a

18
,

kde opět snadno ověř́ıme, že x vyjde celé.

� zbylá t:
t je nutně sudé, tedy každý sč́ıtanec výrazu t(12s2+12st+(a2−4b)t2+3t2) je dělitelný
alespoň 8, což je spor.
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Dopočteme, že jediná možná řešeńı (5.6) jsou:

x =
(2a2 − 8b− 1)

√
−3a2 + 12b− 12− 9a

18
, y =

−a2 + 4b− 1

3
,

x =
−(2a2 − 8b− 1)

√
−3a2 + 12b− 12− 9a

18
, y =

−a2 + 4b− 1

3
,

x =
(2a2 − 8b+ 1)

√
−3a2 + 12b+ 12− 9a

18
, y =

−a2 + 4b+ 1

3
,

x =
−(2a2 − 8b+ 1)

√
−3a2 + 12b+ 12− 9a

18
, y =

−a2 + 4b+ 1

3
,

takže má rovnice 0,2 či 4 řešeńı, přičemž čtyři řešeńı má jen pokud −3a2 + 12b+ 12
i −3a2+12b−12 jsou celými čtverci. To znamená, že se dva čtverce lǐśı o 24 a jediná taková
č́ısla jsou 72 − 52, 52 − 1, což je však nemožné, nebot’ ani jeden ze čtverc̊u neńı dělitelný 3.
Až jeden z výraz̊u tedy může být čtvercem, tud́ıž má rovnice nejvýše dvě řešeńı pro každá
dvě vyhovuj́ıćı a, b. �

Poznámka 5.0.5. Pokud by bylo a sudé, a := 2c, tak m̊užeme rovnici (5.6) upravit na:

(x+ c)2 + b− c2 = y3,

což je rovnice, která je podrobně řešena v [11].

Př́ıklad 5.0.6. (iKS, 7. ročńık, N5, rozš́ıřeńı)
Řešte v celých č́ıslech p, q rovnici:

p3 + 107 = 2q(17q + 24). (5.9)

Řešeńı: Předpokládejme, že (p, q) je řešeńım naš́ı rovnice. Nejprve vid́ıme, že p je
liché č́ıslo. Uvažme rovnici (5.9) jako kvadratickou v q, jej́ıž diskriminant muśı být kvadrát
celého č́ısla a:

482 + 4 · 34 · (p3 + 107) = a2.

Vid́ıme, že a je sudé, proto mějme 2x = a a rovnici uprav́ıme na:

x2 − 4214 = 34p3. (5.10)

Všimněme si, že 43 - p, nebot’ jinak 43 | x a tud́ıž 432 | 4214 = 2 ·72 ·43, což je nemožné.
Rovnici (5.10) nyńı rozložme v okruhu Z[

√
86] tělesa Q[

√
86]:

(x+ 7
√

86)(x− 7
√

86) = (102 + 11
√

86)(−102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(19− 2
√

86)p3,

kde 2 = (102 + 11
√

86)(−102 + 11
√

86), 17 = (19 + 2
√

86)(19 − 2
√

86) je rozklad na
prvočinitele v Z[

√
86].
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Tuto rovnost můžeme uvážit i jako rovnost ideál̊u v Z[
√

86]:

(x+ 7
√

86)(x− 7
√

86) = (102 + 11
√

86)(−102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(19− 2
√

86)(p)3,

což plat́ı d́ıky (4.0.8). Nyńı prošetřeme možné prvoideály P , které jsou společnými děliteli
ideál̊u (x+ 7

√
86), (x− 7

√
86). Dle (4.0.4) a (4.0.2) plat́ı:

P | (2x),

P | (14
√

86),

N(P) | 4x2,
N(P) | 142 · 86,

ale též:
N(P) | N((x+ 7

√
86)) = |x2 − 4214| = |34p3|,

protože N((x+ 7
√

86)) = |x2− 4214|. Protože je p liché, tak N(P) - 4. Pokud nějaký prvo-
ideál P děĺı oba ideály, tak N(P) | 2 · 7 · 43. Vı́me však, že 43 - p, takže je bud’ N(P) = 2
nebo N(P) = 7. Nebot’ je dle (4.4) grupa tř́ıd prvk̊u našeho tělesa triviálńı, je P hlavńı.
Plat́ı rozklady 2 = (102 + 11

√
86)(−102 + 11

√
86), 7 = (37 + 4

√
86)(37 − 4

√
86), takže

existuj́ı až čtyři prvoideály, které mohou dělit oba ideály.

Nejprve předpokládejme, že nějaký jejich společný dělitel je normy 7. Pak 7 | 34p3,
neboli 7 | p, p = 7k pro k ∈ N. Pak i 7 | x, x = 7l. Rovnici (5.10) uprav́ıme na:

l2 − 86 = 238k3.

Vı́me, že 43 - p⇒ 43 - k a tedy 43 - l. Dı́ky 17 = (19 + 2
√

86)(19− 2
√

86) rozlož́ıme
v Z[
√

86] na:

(l+
√

86)(l−
√

86) = (102+11
√

86)(−102+11
√

86)(19+2
√

86)(19−2
√

86)(37+4
√

86)(37−4
√

86)k3,

což též můžeme d́ıky (4.0.9) uvážit jako rovnost ideál̊u v Z[
√

86]:

(l+
√

86)(l−
√

86) = (102+11
√

86)(−102+11
√

86)(19+2
√

86)(19−2
√

86)(37+4
√

86)(37−4
√

86)(k)3.
(5.11)

Předpokládejme, že ideály (l +
√

86), (l−
√

86) jsou soudělné, tedy že je děĺı prvoideál
Q. Pak dle (4.0.4):

Q | (2l),
Q | (2

√
86),

N(Q) | 4l2,
N(Q) | 4 · 86.

Protože 43 - k, tak 43 - l a N(Q) | 8. Pokud by bylo k sudé, tak 16 | N((l +
√

86)) =
|l2 − 86| = |238k3| a tak je l sudé a 43 je rozd́ılem dvou sudých č́ısel, to je spor. Je proto
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k liché a 4 - 238k3. Je proto nemožné N(Q) = 4, 8, tedy N(Q) = 2.

Takový prvoideál je až na násobeńı jednotkou generovaný prvkem konjugovaným
s 102 + 11

√
86. Dokonce (102 + 11

√
86) = (−10405 + 11

√
86)(102− 11

√
86), takže (102 +

11
√

86) = (102− 11
√

86), neboli (2) = (102 + 11
√

86)2. Pak uprav́ıme (5.11) na:( l +
√

86

102 + 11
√

86

)( l −
√

86

102 + 11
√

86

)
= (19 + 2

√
86)(19− 2

√
86)(37 + 4

√
86)(37− 4

√
86)(k)3.

Ideály
(

l+
√
86

102+11
√
86

)
,
(

l−
√
86

102+11
√
86

)
jsou pak již nesoudělné. 7 ani 17 neděĺı 4 ·86, takže z každé

dvojice ideál̊u generovaných asociovanými prvky na pravé straně neděĺı oba stejný lomený
ideál. Máme tak čtyři možnosti:

� (19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86) |
(

l+
√
86

102+11
√
86

)
.

Pak (19−2
√

86)(37−4
√

86) |
(

l−
√
86

102+11
√
86

)
. Lomené ideály

(
l+
√
86

(102+11
√
86)(19+2

√
86)(37+4

√
86)

)
,(

l−
√
86

(102+11
√
86)(19−2

√
86)(37−4

√
86)

)
jsou pak nesoudělné a jejich součin je třet́ı mocnina

nějakého ideálu, dle (4.0.7) je každý z nich třet́ı mocninou ideálu. Je nutně:(
l +
√

86

(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)

)
= I3

pro nějaký ideál I. Každý ideál okruhu Z[
√

86] je podle (4.4) hlavńı, I = (a+ b
√

86),
a dle (4.0.3) je:

l +
√

86 = u(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3

pro jednotku u ∈ Z[
√

86], které jsou dle (4.4) ve tvaru ±s ± t
√

86 = (10405 +
1122
√

86)n pro nějaké n ∈ Z. Pokud by |n| > 1, tak můžeme napsat u ve tvaru
(10405+1122

√
86)iv3, kde i ∈ {±1, 0}. Člen v3 se započte do třet́ı mocniny všeobecného

prvku, nemuśıme jej tedy uvažovat. Protože (−1)3 = −1 a (10405 + 1122
√

86)−1 =
10405− 1122

√
86, stač́ı nám uvážit u = (10405 + 1122

√
86)i pro i ∈ {±1, 0}.

– u = 1:
pak máme:

l +
√

86 = (102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 30601a3 + 851346a2b+ 7895058ab2 + 24405252b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

37



Kapitola 5. Př́ıklady

– u = 10405 + 1122
√

86:
pak máme:

l+
√

86 = (10405+1122
√

86)(102+11
√

86)(19+2
√

86)(37+4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

1 = 636806809a3 + 17716510206a2b+ 164296156722ab2 + 507873292572b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:
pak máme:

l+
√

86 = (10405−1122
√

86)(102+11
√

86)(19+2
√

86)(37+4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = a3 + 54a2b+ 258ab2 + 1548b3,

což je Thueho rovnice, která má řešeńı (1, 0), z čehož pak dopočteme l = 18,
neboli x = 126, p = 7 a řešeńı naš́ı p̊uvodńı rovnice (7, 3).

� (19 + 2
√

86)(37− 4
√

86) |
(

l+
√
86

102+11
√
86

)
.

pak (19−2
√

86)(37+4
√

86) |
(

l−
√
86

102+11
√
86

)
. Lomené ideály

(
l+
√
86

(102+11
√
86)(19+2

√
86)(37−4

√
86)

)
,(

l−
√
86

(102+11
√
86)(19−2

√
86)(37+4

√
86)

)
jsou pak nesoudělné a jejich součin je třet́ı mocnina

nějakého ideálu, dle (4.0.7) je každý z nich třet́ı mocninou ideálu. Je nutně:(
l +
√

86

(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)

)
= I3

pro nějaký ideál I. Každý ideál okruhu Z[
√

86] je podle (4.4) hlavńı, I = (a+ b
√

86),
a dle (4.0.3) je:

l +
√

86 = u(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

kde u je jednotka. Analogicky k předchoźımu př́ıpadu stač́ı uvážit u = (10405 +
1122
√

86)i pro i ∈ {±1, 0}.

– u = 1:
pak máme:

l +
√

86 = (102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −39a3 − 1086a2b− 10062ab2 − 31132b3,

což nemá řešeńı modulo 7.
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– u = 10405 + 1122
√

86:
pak máme:

l+
√

86 = (10405+1122
√

86)(102+11
√

86)(19+2
√

86)(37−4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

1 = −811959a3 − 22589394a2b− 209485422ab2 − 647562628b3,

což je Thueho rovnice, která nemá řešeńı.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:
pak máme:

l+
√

86 = (10405−1122
√

86)(102+11
√

86)(19+2
√

86)(37−4
√

86)(a+b
√

86)3,

neboli:
1 = 369a3 − 10266a2b+ 95202ab2 − 294292b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

� (19− 2
√

86)(37 + 4
√

86) |
(

l+
√
86

102+11
√
86

)
.

Nyńı již netřeba opět vše do detailu vysvětlovat, je nutně:(
l +
√

86

(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)

)
= I3

pro nějaký ideál I. Každý ideál okruhu Z[
√

86] je podle (4.4) hlavńı, I = (a+ b
√

86),
a dle (4.0.3) je:

l +
√

86 = u(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

kde u je jednotka. Analogicky k předchoźımu př́ıpadu stač́ı uvážit u = (10405 +
1122
√

86)i pro i ∈ {±1, 0}.

– u = 1:
Pak máme:

l +
√

86 = (102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 369a3 + 10266a2b+ 95202ab2 + 294292b3,

což nemá řešeńı modulo 7.
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– u = 10405 + 1122
√

86:
Pak máme:

l+
√

86 = (10405+1122
√

86)(102+11
√

86)(19−2
√

86)(37+4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

1 = 7678929a3 + 213634374a2b+ 1981163682ab2 + 6124185388b3,

což je Thueho rovnice, která nemá řešeńı.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:
Pak máme:

l+
√

86 = (10405−1122
√

86)(102+11
√

86)(19−2
√

86)(37+4
√

86)(a+b
√

86)3,

neboli:
1 = −39a3 + 1086a2b− 10062ab2 + 31132b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

� (19− 2
√

86)(37− 4
√

86) |
(

l+
√
86

102+11
√
86

)
.

Máme: (
l +
√

86

(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)

)
= I3

pro nějaký ideál I. Každý ideál okruhu Z[
√

86] je podle (4.4) hlavńı, I = (a+ b
√

86),
a dle (4.0.3) je:

l +
√

86 = u(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

kde u je jednotka. Analogicky k předchoźımu př́ıpadu stač́ı uvážit u = (10405 +
1122
√

86)i pro i ∈ {±1, 0}.

– u = 1:
Pak máme:

l +
√

86 = (102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = a3 − 54a2b+ 258ab2 − 1548b3,

což je Thueho rovnice, která má řešeńı (1, 0), z čehož dopočteme l = −18, takže
k = 1⇒ p = 7. Z (5.9) máme řešeńı (7, 3).
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– u = 10405 + 1122
√

86:
Pak máme:

l+
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(102 + 11
√

86)(19−2
√

86)(37−4
√

86)(a+ b
√

86)3

neboli:
1 = −9791a3 − 272394a2b− 2526078ab2 − 7808628b3

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:
Pak máme:

l+
√

86 = (10405−1122
√

86)(102+11
√

86)(19−2
√

86)(37−4
√

86)(a+b
√

86)3,

neboli:
1 = 30601a3 − 851346a2b+ 7895058ab2 − 24405252b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

Nyńı již mějme ideály (l +
√

86)(l −
√

86) nesoudělné. Jistě nemůže 2, 7 ani 17 dělit
dělit 1, ze dvojic (19 + 2

√
86), (19 − 2

√
86) a (37 + 4

√
86), (37 − 4

√
86) proto neděĺı oba

ideály ten stejný lomený ideál. Pro součin S ideál̊u z těchto čtyřech, které děĺı (l +
√

86),

jsou čtyři možnosti, a lomené ideály
(
l+
√
86

S

)
,
(
l+
√
86

(14)/S

)
jsou nesoudělné, jejich součin je třet́ı

mocninou ideálu. Dı́ky (4.0.7) je: ( l +
√

86

S

)
= I3

pro nějaký ideál. Dle sekce (4.4) je každý ideál Z[
√

86] hlavńı, takže I = (a + b
√

86) pro
celá a, b. Je tak dle (4.0.7): ( l +

√
86

S

)
= u(a+ b

√
86)3

pro jednotku u = (10405 + 1122
√

86)i. Jako předt́ım můžeme uvažovat i ∈ {±1, 0}.

� S = (19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86).

l +
√

86 = u(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3.

Máme proto tři možnosti:
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– u = 1:
Pak:

l +
√

86 = (19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli porovnáńım koeficient̊u:

1 = 150a3 + 4173a2b+ 38700ab2 + 119626b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = 10405 + 1122
√

86:
Pak:

l +
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

1 = 3121452a3 + 86841465a2b+ 805334616ab2 + 2489455330b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:
Pak:

l +
√

86 = (10405− 1122
√

86)(19 + 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 48a3 − 1335a2b+ 12384ab2 − 38270b3,

což je Thueho rovnice, která nemá celoč́ıselná řešeńı.

� S = (19 + 2
√

86)(37− 4
√

86).

l +
√

86 = u(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3.

Stač́ı prošetřit tři možnosti:

– u = 1:
l +
√

86 = (19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −2a3 + 45a2b− 516ab2 + 1290b3,

což nemá řešeńı modulo 7.
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– u = 10405 + 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −3980a3 − 110727a2b− 1026840ab2 − 3174174b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405− 1122
√

86)(19 + 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −37640a3 + 1047177a2b− 9711120ab2 + 30019074b3,

což je Thueho rovnice, která nemá celoč́ıselná řešeńı.

� S = (19− 2
√

86)(37 + 4
√

86).

l +
√

86 = u(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3.

– u = 1:

l +
√

86 = (19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 2a3 + 45a2b+ 516ab2 + 1290b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = 10405 + 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 37640a3 + 1047177a2b+ 9711120ab2 + 30019074b3,

což je Thueho rovnice, která nemá celoč́ıselná řešeńı.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405− 1122
√

86)(19− 2
√

86)(37 + 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = 3980a3 − 110727a2b+ 1026840ab2 − 3174174b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

43



Kapitola 5. Př́ıklady

� S = (19− 2
√

86)(37− 4
√

86).

l +
√

86 = u(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3.

opět stač́ı prošetřit tři možnosti pro u:

– u = 1:

l +
√

86 = (19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −150a3 + 4173a2b− 38700ab2 + 119626b3.

což nemá řešeńı modulo 7.

– u = 10405 + 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
1 = −48a3 − 1335a2b− 12384ab2 − 38720b3,

což je Thueho rovnice, která nemá celoč́ıselná řešeńı.

– u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86:

l +
√

86 = (10405− 1122
√

86)(19− 2
√

86)(37− 4
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

1 = −3121452a3 + 86841465a2b− 805334616ab2 + 2489455330b3,

což nemá řešeńı modulo 7.

Nyńı již předpokládejme, že společný dělitel ideál̊u (x+7
√

86), (x−7
√

86) nemá normu
7. Pak jsou bud’ ideály nesoudělné, nebo má jejich společný dělitel normu 2, tedy je bud’

(102 + 11
√

86) či (102− 11
√

86), což je však ten stejný ideál.

Mějme proto (102 + 11
√

86) | (x+ 7
√

86), (x− 7
√

86). Máme pak:(
x+ 7

√
86

102 + 11
√

86

)(
x− 7

√
86

102 + 11
√

86

)
= (10405− 1122

√
86)(19 + 2

√
86)(19− 2

√
86)(p)3,

kde
(

x+7
√
86

102+11
√
86

)
,
(

x−7
√
86

102+11
√
86

)
už jsou v Z[

√
86] nesoudělné a můžeme zanedbat ideál (10405−

1122
√

86). Jistě 17 = (19 + 2
√

86)(19− 2
√

86) neděĺı jeden z činitel̊u, nebot’ by pak 17 | 7,
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což je nemožné. Proto
(

x+7
√
86

102+11
√
86

)
je dělitelný bud’ (19 + 2

√
86) nebo (19 − 2

√
86). Po-

kud by (19 + 2
√

86) |
(

x+7
√
86

102+11
√
86

)
, tak máme součin dvou nesoudělných lomených ideál̊u(

x+7
√
86

(102+11
√
86)(19+2

√
86)

)
,
(

x−7
√
86

(102+11
√
86)(19−2

√
86)

)
roven třet́ı mocnině ideálu, každý je proto třet́ı

mocninou.

Poté:
(x+ 7

√
86) = (102 + 11

√
86)(19 + 2

√
86)I3

pro nějaký ideál I okruhu Z[
√

86]. Dle sekce (4.4) je každý ideál Z[
√

86] hlavńı, existuj́ı
proto a, b ∈ Z, že I = (a+ b

√
86). Pak již za pomoci (4.0.3) máme:

x+ 7
√

86 = u(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(a+ b
√

86)3

pro nějakou jednotku u ∈ Z[
√

86], které jsou dle (4.4) ve tvaru ±s ± t
√

86 = (10405 +
1122
√

86)n pro nějaké n ∈ Z. Pokud by |n| > 1, tak můžeme napsat u ve tvaru (10405 +
1122
√

86)iv3, kde i ∈ {±1, 0}. Člen v3 se započte do třet́ı mocniny všeobecného prvku,
nemuśıme jej tedy uvažovat. Protože (−1)3 = −1 a (10405 + 1122

√
86)−1 = 10405 −

1122
√

86, stač́ı nám uvážit u = (10405 + 1122
√

86)i pro i ∈ {±1, 0}.

� u = 1.
Pak:

x+ 7
√

86 = (102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(a+ b
√

86)3,

což po roznásobeńı a porovnáńı koeficient̊u u
√

86 dá:

7 = 413a3 + 11490a2b+ 106554ab2 + 329380b3,

což je Thueho rovnice, jej́ıž jediné celoč́ıselné řešeńı je (−9, 1), z čehož dopočteme
x = 92. Z rovnice x2 − 4214 = 34p3 máme p = 5 a řešeńı (5, 2) naš́ı p̊uvodńı rovnice.

� u = 10405 + 1122
√

86.
Pak:

x+ 7
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:

7 = 8594525a3 + 239107038a2b+ 2217387450ab2 + 6854401756b3,

což má řešeńı modulo 7 jen pokud 7 | a, b, což je však zřejmě nemožné.
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� u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86.
Pak:

x+ 7
√

86 = (10405− 1122
√

86)(102 + 11
√

86)(19 + 2
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
7 = 5a3 − 138a2b+ 1290ab2 − 3956b3,

což je analogicky nemožné modulo 7.

Nyńı budiž (19−2
√

86) |
(

x+7
√
86

102+11
√
86

)
, pak (19+2

√
86) |

(
x−7
√
86

102+11
√
86

)
. Ideály

(
x+7
√
86

(102+11
√
86)(19−2

√
86)

)
,(

x−7
√
86

(102+11
√
86)(19+2

√
86)

)
jsou už nesoudělné. Jejich součin je třet́ı mocninou ideálu, je proto

dle (4.0.7): (
x+ 7

√
86

(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)

)
= I3

pro nějaký ideál I. Protože grupa tř́ıd ideál̊u tělesa Q(
√

86) je triviálńı, je I hlavńı, I =
(a+ b

√
86). Máme tak:(

x+ 7
√

86

(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)

)
= u(a+ b

√
86)3,

kde u = (10405 + 1122
√

86)i je jednotka, stač́ı uvážit i ∈ {−1, 0, 1}.

Pro u = 1 máme:

x+ 7
√

86 = (102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
7 = 5a3 + 138a2b+ 1290ab2 + 3956b3,

což má řešeńı modulo 7 jen pokud 7 | a, b, což je nemožné.

Pro u = 10405 + 1122
√

86 máme:

x+ 7
√

86 = (10405 + 1122
√

86)(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(a+ b
√

86)3,

neboli:
7 = 103637a3 + 2883270a2b+ 26738346ab2 + 82653740b3,

což má řešeńı modulo 7 jen pokud 7 | a, b, což je nemožné.

Pro u = (10405 + 1122
√

86)−1 = 10405− 1122
√

86 máme:

x+ 7
√

86 = (10405− 1122
√

86)(102 + 11
√

86)(19− 2
√

86)(a+ b
√

86)3,
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neboli:
7 = 413a3 − 11490a2b+ 106554ab2 − 329380b3,

což je Thueho rovnice, která má řešeńı (−9,−1) a x = −92, dopočteme opět p = 5 a řešeńı
p̊uvodńı rovnice (5, 2).

Nyńı již můžeme předpokládat, že (x+7
√

86), (x−7
√

86) jsou nesoudělné. Proto (102+
11
√

86)(−102 + 11
√

86) = (102 + 11
√

86)2 = (2) děĺı právě jeden z ideál̊u. Pokud ale
(2) | (x± 7

√
86), tak:

4 = N((2)) | N((x± 7
√

86)) = |x2 − 4214| = |34p3|,

takže p je sudé. To je nicméně spor, nebot’ pak je v (5.9) levá strana rovnice lichá a prává
sudá.

Rovnice (5.9) má tedy pouze dvě celoč́ıselná řešeńı, (5, 2) a (7, 3). �
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Závěr

Než se rozlouč́ıme, pojd’me se pod́ıvat na to, co vlastně dokážeme metodami, které jsme
v této práci popsali. Dokážeme řešit jisté rovnice rovnice tvaru P (x) = ym pro kvadratický
polynom P ireducibilńı nad Q a pro m nesoudělná s tř́ıdovým č́ıslem okruhu tělesa ra-
cionálnách č́ısel rozš́ı̌reného o diskriminant P . Pokud se zamysĺıme, jistě nás napadne hned
několik rozš́ı̌reńı našich metod. Pokud bychom v (5.6) nahradili 3 obecným celým č́ıslem,
mohli bychom s obt́ıžemi studovat rovnice podobného typu, nicméně by byl problém s roz-
kladem obecného binomického rozvoje. Též bychom se nemuseli omezovat pouze na kvad-
ratická tělesa, v [4] je řešeńı rovnice vedeno rozkladem nad kubickým tělesem, nicméně z
rozklad̊u nad tělesy vyšš́ıch stupň̊u źıskáme netriviálńı soustavy diofantických rovnic, které
nedokážeme obecně řešit.

Jediná tělesa vyšš́ıch stupň̊u, nad kterými můžeme smysluplně pracovat, jsou kruhová
tělesa, tedy rozš́ı̌reńı racionálńıch č́ısel o primitivńı odmocniny z jedné. Podrobněǰśım stu-
diem těchto obor̊u můžeme mimo jiné doj́ıt k d̊ukazu hlavńıho i vedleǰśıch Zákon̊u kvadra-
tické reciprocity, jak bylo provedeno v práci [10]. Tyto obory též můžeme občas využ́ıt při
řešeńı těžš́ıch olympiádńıch úloh, viz. [5]. Pokud bychom hledali př́ıspěvěk v́ıce zaměřený
na řešeńı Pellovy rovnice rozkladem a teorii okolo, opět s mnoha př́ıklady na procvičeńı,
poté můžeme čtenáře zase odkázat na [3].

Pokud bychom chtěli ještě obt́ıžněǰśı výzvu, můžeme nechat y konstantou a expo-
nent neznámou. Neznáměǰśı rovnićı tohoto typu je Ramanujan-Nagellova, která vypadá
následovně:

x2 + 7 = 2n.

V Z[1+
√
−7

2
] můžeme tuto rovnici rozložit na (x+

√
−7)(x−

√
−7) =

(
1+
√
−7

2

)n−2(
1−
√
−7

2

)n−2
.

Na vyřešeńı podobných úloh však potřebujeme obratněji pracovat s algebraickými č́ısly,
např́ıklad modulárńı aritmetiku a p-valuace algebraických celých č́ısel, pro zv́ıdavého čtenáře
se odkazujeme na [2]. Úlohy podobného typu, kde jsou neznámé i v exponentu, budou mı́t
všechny analogický postup řešeńı až na nějaké detaily, např́ıklad jednotky či společné
dělitele, s č́ımž dokážeme pracovat.

Doufám, že čtenář po dokončeńı této práce pochopil śılu algebraické teorie č́ısel a možná
i popřemýšlel o jej́ım daľśım studiu, nebot’ tato oblast matematiky je v́ıce než zaj́ımavá.
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Dostupné z: http://buzzard.ups.edu/courses/2013spring/projects/spencer-ant-ups-
434-2013.pdf
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