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Abstrakt

Cilem prace je uvést ctenare do studia algebraické teorie ¢isel a aplikovat jeji metody
na teseni jistych obtiznych diofantickych rovnic. V prvni kapitole definujeme kvadratické
zbytky a ukazeme, co s nimi dokazeme tesit a co ne. V dalsich kapitolach pak predstavime
jisté dulezité oblasti algebraické teorie ¢isel a na konci nase poznatky zuzitkujeme fesenim
nékolika vybranych rovnic.

Klicova slova

kvadraticky zbytek; ¢iselné téleso; grupa tiid idealu; jednoznacnost rozkladu; diofantické
rovnice.

Abstract

The aim of this thesis is to introduce the reader to algebraic number theory and its ap-
plications in solving certain difficult diophantine equations. In the first chapter we define
quadratic residues and show what they are capable or incapable of. In the rest of our pa-
per we present select important areas of algebraic theory and at the end we solve a few
equations via the theory we present.

Key words

quadratic residue; number field; ideal class group; unique factorization; diophantine equati-
ons.
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Uvod

Uvod

Nalezeni feseni dané diofantické rovnic je ¢astym problémem teorie ¢fsel. Af uz celime
pouhym linedrnim diofantickych rovnicim, ku piikladu 2a 4+ 3b = 1, ¢ rovnicim vyssich
fadu, tfeba a® — b3 = 1, mame hned nékolik ndstroju na feseni. MtiZeme najit néjaké ome-
zeni za pomoci modularni aritmetiky, coz muzeme vyuzit v prvni rovnici, ¢i najit néjaky
rozklad, coz zase uzijeme v druhém ptikladu. Pokud se zacneme dostavat do vyssich radu
a nebo dokonce budeme mit rovnice, které nebudou homogenni v nékterych proménnych,
tak nam tyto zédkladni metody vétsinou moc nepomohou.

Jednim zpusobem, jak muzeme aplikovat modularni aritmetiku na rovnice vyssich radu,
jsou mocninné zbytky. Nejznameéjsi a nejpouzivanéjsi oblasti jsou v tomto ohledu kvadra-
tické zbytky, kterymi se zabyva nase prvni kapitola. Ty nam rozsiti moznosti jak dokazovat,
Ze rovnice nema teSeni, pripadné urcit celo¢iselnd feseni, nicméné ani ty nejsou vSemocné.

Uvazme nasledujici dlohu:
Naleznéte vsechny dvojice celyjch éisel (x,y) spliugjict:

2+ 13 =97,

Jak si ukazeme na ptikladu , u rovnic podobného typu dokdzeme mnohdy snadno
ukazat, ze nemaji feseni, na ptriklad pouzitim modularni aritmetiky. Pokud nicméné pouzijeme
vypocetni techniky, zjistime, Ze existuji feseni (+70,17). Pokud méa takova rovnice jedno
pomérné netrividlni feSeni, nedokdzeme s jistotou tici, zda nema néjaka dalsi.

Kdyz nam s feSenim nepomuze modularni aritmetika, tak co kdybychom se vratili k jiz
zminénému rozkladani? Zndme vzorec a® — bv*> = (a — b)(a + b), coz dokdzeme za pomoci
komplexnich ¢isel rozsiFit na soucet kvadratu: a®+0b* = (a+bi)(a—bi), s komplexni jednot-
kou v8ak nyni v klasické teorii ¢isel pracovat neumime. Analogicky pokud takto rozlozime
nasi rovnici, kde uvazime 13b% jako ¢tverec, ziskdme ve vyrazech v/—13, coz neni redlné
¢islo a dokonce obsahuje iraciondlni v/—13. Nyni nevidime zadnou souvislost tohoto roz-
kladu s celo¢iselnymi feSenimi nasi rovnice. V nasi praci se pokusime onu souvislost ¢tenari
predstavit.



Uvod

Pouzita znaceni

a deli b

nejvétsi spolecény délitel a, b

a je asociované s b

konjugat a + b\/m, neboli a — by/m

mnozina prirozenych, celych, racionalnich, realnych, komplexnich ¢isel
okruh zbytku modulo d

okruh polynomu s koeficienty nad okruhem R

nejmensi podtéleso L, které obsahuje téleso K i prvky aq,...,a, € L
stupen rozsiteni télesa K nad L,t.j. dimenze vektorového prostoru K : L
okruh celych algebraickych ¢isel télesa K

grupa trid idealu télesa K

rad grupy tiid idealu télesa K

grupa jednotek télesa K

hlavni idedl generovany prvkem a

lomeny idedl —
m

(a)

hlavni lomeny idedl —=
m

norma prvku a

norma idealu generovaného a
ideal Z déli ideal J
minimalni polynom « nad K

faktorgrupa G podle H



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Kapitola 1

Kvadratické zbytky

V této kapitole si zbézné definujeme kvadratické zbytky a Legendreuv symbol a zminime
nékolik souvisejicich tvrzeni. Je predpokladana znalost zékladi modularni aritmetiky celych
a racionalnich cisel.

Definice 1.0.1. Budte d € N,a € Z. Pokud existuje 0 # x € Zq : *> = a (mod d), pak
rekneme, Ze a je kvadraticky zbytek modulo d. Pokud takové a neexistuje, tak rekneme, Ze
a je kvadraticky nezbytek modulo d.

Napiiklad méjme Zs = {0, 1,2, 3,4}. Pokud umocnime tyto hodnoty na druhou, ziskdme
po tfadé 0,1,4,4,1 (mod 5), tedy 1,4 jsou kvadratické zbytky modulo 5 a 2,3 jsou kvad-
ratické nezbytky.

Bez znalosti rozkladu d pouze tézko popiseme, jak vypadd mnozina kvadratickych
zbytku modulo d, nicméné pro prvocisla a jejich mocniny je to jednodussi. Poté pouze
stac¢i zminit, ze ¢islo a je kvadratickym zbytkem modulo d pravé pokud je kvadratickym
zbytkem modulo kazdé prvoéislé mocniny p* délici d. Pokud totiz ¢islo neni zbyktem mo-
dulo néjakou prvociselnou mocninu délici d, tak zjevné neni zbytkem modulo d, s opacnou
implikacf ndm pomuze Cinskd zbytkova véta. Nez se ale pustime na prvoéisla, pripomenme
si Malou Fermatovu vétu.

Véta 1.0.2. Necht p je prvocislo, p € Z. Pak:
a’* =a (mod p).
Navic pokud p 1 a, tak mizeme psat a?~! =1 (mod p).
Definice 1.0.3. Bud p prvoéislo, a € Z. Pak Legendriv symbol (%) definujueme jako:

1 : pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,
<2> =1 0: pokud p | a,

—1: pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Dalsim znamym tvrzenim ohledné kvadratickych zbytku je Lagrangeova véta.

Véta 1.0.4. V Z, \ {0} existuje prave ’%1 kvadratickych zbytki a ’%1 kvadratickiyjch ne-
zbytki modulo p.

Legendreuv symbol (%) dokazeme ptrimo vycislit diky takzvanému Eulerovu kritériu,
které plyne z predchozich uvedenych vét:

Véta 1.0.5. Bud p liché prvocislo, a € 7. Pak:

a p—1
— ] =az (mod p).
(5) == o

Diikaz: Pokud p | a, je tvrzeni ziejmé. Pro zbyld a méme z (1.0.2): 0 = ! — 1 =
(@' +1)(a"z —1) (mod p), takie a"= € {£1} (mod p). Predpoklédejme nejprve, 7e a
je kvadraticky zbytek modulo p. Pak pro néjaké x € Z:

p—

,_‘
[\
~—
i
—
=
—_

kde posledni rovnost plyne z (1.0.2)). Kvadratickych zbytku je prave ;%1 a pro ’%1 zbytku

tvrzeni plati. Rovnice 2" = 1mév Z,, nejvyse 21 kofenti, kterymi jsou pravé zbytky,

2
p—1

tedy pro nezbytky je a’z = —1 (mod p). O

Za pomoci téchto nastroju dokazeme urcit kvadratické zbytky modulo prvocislo. Kva-
dratické zbytky pro mocniny lichého prvocisla p dokazeme ze znalosti zbytku modulo p s
trochou prace spocitat, nicméné tim se zabyvat nebudeme.

Dalsi dulezitou vlastnosti Legendrova symbolu je multiplikativita.

Véta 1.0.6. Bud p prvocislo, a,b € Z. Pak:

) G)=G)

Dukaz: Muzeme pouzit Eulerovo kritérium. Mame:

() Q)= 7 =(3) i
U

Nyni si predstavime takzvany Zakon kvadratické reciprocity. Tuto vétu poprvé dokézal
Gauss a dokonce ji nazval ,zlatou vétou“. Sam nasel pres 6 dukazu.

Véta 1.0.7. Bud'te p, q riznd lichd prvocisla. Pak:

()



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

V této préci zadny dikaz neuvedeme, nicméné vyzdvihnéme dikaz pomoci takzvané
dekompoziéni grupy, podan v [10]. Dalsi zndmy dukaz je veden pfes poc¢itani mfizovych
bodu v obdélniku za pomoci takzvaného Eisensteinova lemmatu, které tvrdi:

(Q) i g
— _— (—]_) 2|7« P .
P

Za pomoci tohoto faktu je jiz dukaz nasnadé. Plny diukaz touto metodou jak pro Zdkon
kvadratické reciprocity tak i pro Eisensteinovo lemma je k nalezeni v [I].

Na konec této sekce si jesté ukazeme jedno hezké lemma o souctech kvadratu:

Lemma 1.0.8. Bud p=—1 mod 4 aa,b€Z, Zep|a®>+ > Pakp|a,b.

Diikaz : Predpokladejme, ze p { a,b. Mdme a*> = —b* mod p = ($)*> = —1 mod p,
protoze p t b. Protoze p = —1 mod 4, tak (_71) = (—1)% = —1. To je spor, s tim, ze
(4)* = —1 mod p, takze p | a,b. O

Kvadratické zbytky jsou velmi mocnym néstrojem, jejich silu si ukazeme na par prikladech:

Piiklad 1.0.9. Naleznéte vsechna prvocisla p, pro kterd md kongruence x?> = 15 mod p
resent.

Resend: Ziejmé vyhovuji p € {2,3,5}. Pokud jind prvocisla vyhovuji, tak (%) = 1.
Maéame:

()0 Qe Q- Ao - Qe

protoze p je liché.

Nejprve pro p = 1 (mod 4) mame 1 = (g) (g) Pokud méme (%’) = (g) =1 takp=1
mod3 ap?=1 mod5 = p = —1,1 mod 5. Diky Cinské zbytkové vété existuje pro
kongruence p = 1 (mod 4),p = 1 (mod 3) a p = 1 (mod 5) respektive p = —1 (mod 5)
pravé jedno feSeni modulo 60, dohromady budou dvé. Pak jiz snadno dopocteme p = 1,49
(mod 60). Pokud je (8) = (8) = —1, tak p = 1 (mod 4),p = —1 (mod 3) a p* = —1
(mod 5) = p=2,3 (mod 5). Spocteme p = 17,53 (mod 60).

Nyni méjme p = —1 (mod 4), pak —1 = (%) (g) Pokud (g) =1a (g) = —1, tak
p =1 (mod 3) ap=2,3 (mod 5). Pak dopocteme p = 7, resp. 43 (mod 60). Pokud by
P

P)=—la(f) =1 takjep=—1 (mod 3)ap=1,-1 (mod 5). Pak p = 11,59 (mod 60).

Dohromady tedy kongruence ma feseni, pravé kdyz p = 2,3,5anebop =1,7,11,17,49,
53,59 (mod 60). O
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Piiklad 1.0.10. (Balkdn 1998)
Reste v Z rovnici:

2+ 4 =P

Resend: Vsimneme si, ze 5 = 11—2_1 Je tak y® = (%) € {£1,0} (mod 11). Z puvodni
rovnice pak dopoéteme z? = —3, —4, —5.

Nicméné:

=) = (=3)°=—1 (mod 11)
1) - ’
4 (=4)> = -1 (mod 11)
— ) =(-4) = - mo

11 ’
) = (=5 =1 (mod 11)
—_— = (— = — m

11 ’

tedy rovnice nemuze mit feSeni. [l

Piiklad 1.0.11. (iKS, 7. roénik, N5)
Reste v prvocislech p,q rovnici:

p® 4 107 = 2¢(17q + 24).

Resend : Pokud je p = 2, tak prava strana je sudd a leva lichd, spor. Déle bud p liché.
Pokud je ¢ = 2, dopocteme p = 5, déle je i ¢ liché. Ziejmé pak 4 nedéli 2¢(17q + 34),
takze prava strana davé zbytek 2 (mod 4). Musi ho tedy davat i strana leva a dopocteme
p = —1 (mod 4). Hlavnim trikem této tlohy je nyni piicist k obéma strandm 18, na levé
strané budeme mit soucet tfetich mocnin a na pravé zase soucet kvadratu:

(p+5)(p* — 5p +25) = (5¢ + 3)* + (3¢ + 3)%.

Protoze je p = —1 (mod 4), tak p* — 5p + 25 = —1 (mod 4). Ziejmé ¢islo ddvajicl zbytek
—1 (mod 4) mé prvociselného délitele, ktery je téz —1 (mod 4), protoze 1-1 =1 (mod 4).
Existuje proto prvocislo r = —1 (mod 4), které déli levou stranu a proto déli i pravou:

r| (5q¢ +3)* + (3¢ + 3)%
Nyni dle (1.0.8)) plati i:
r|5¢+3,3¢+3=1r|(5g+3)—(3qg+3) =2q.

Je bud r = 2, coz je spor s r = —1 (mod 4), nebo r = ¢. Protoze q | 5q + 3, tak ¢ = 3,
dopocteme p = 7. Jedinymi feSenimi jsou proto (p, q) = (5,2),(7,3). O

Tento priklad byl zadéan na korespondencnim seminaii iK' S, ktery tesi stfedoskolsti
studenti, musel proto mit néjaké elementarni feseni. D4 se ukazat, Zze nase nalezena feseni

10



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

jsou dokonce jedind celo¢iselnd, to vsak béznymi metodami zjistime tézko. Ptiklad privadi
na svétlo otazku: ,,Co kdybychom dany polynom v ¢ nahradili libovolnym polynomem
druhého stupné?“ Naprostd vétsina podobnych rovnic nebude mit takové trikové resSeni,
proto bychom se chtéli néjak obecnéji podivat na rovnice podobného typu:

ar* +br+c=1y°

pro dana a, b, c. Vime, ze polynom na levé strané muzeme rozlozit, pokud vsak diskrimi-
nant neni ¢tvercem, tak se v rozkladu vyskytne iracionalni ¢islo a s nimi se v klasické
teorii ¢isel tézko manipuluje. Pokud bychom vsSak presto chtéli pracovat s timto rozkla-
dem, museli bychom pracovat s ¢islem /b2 — 4ac, které neni nutné celé a nékdy ani nemusi
byt realné. V dalsich kapitolach si zavedeme dulezité pojmy z algebraické teorie ¢isel, diky
kterym dokazeme rozsitit racionalni ¢isla o v/b? — 4ac a ziskame téleso Q(v/b? — 4ac), coz si
muzeme predstavit jako mnozinu, ktera obsahuje vSechna raciondlni ¢isla, ¢éislo v/b? — 4ac
a je uzaviena na s¢itani a nasobeni. Nebudeme piilis zabihat do detailu, budeme spise
uvadét pouze véty dulezité pri manipulaci s takovymi télesy.

Uvazme jiz zminény piiklad:
Piiklad 1.0.12. Reste v Z rovnici:
2+ 13 =7

Znéme teseni (+70, 17), nicméné nevime, zda nema rovnice feseni, kde absolutni velikost
proménnych je moc velka na to, abychom ji v rozumném ¢ase nasli. Pomoci znalosti
v nésledujicich kapitoliach dokézeme rozlozit rovnici v télese Q(v/—13) na:

(o + VI8 VI =y

a dokazeme s takovymi vyrazy pracovat. Ukazeme, Ze v jistém smyslu jsou ¢isla = +
v —13,x — /=13 nesoudélnd, proto mnoziny vSech nasobku x 4+ +/—13 a x — y/—13, tak-
zvané idedly (x + v/—13), (z — v/—13) jsou nesoudélné a proto jsou oba tieti mocninou
jiného idedlu, kde pak pomérné jednoduchym vypoctem ukézeme, ze (£70, 17) je skutecéné
jediné feseni dané rovnice.

Zmifime jesté, ze kiivku 22+a = y3 pro a € Z\ {0} nazveme Mordellovu, pojmenovanou
po Lousi Mordellu, ktery studoval jejich celociselné body. Obecné Mordellovy kiivky patii
pod eliptické ktivky, které maji tvar:

2} +ax+ b=y

pro a,b € Z, ze kiivka neni singularni, neboli Ze sama sebe neprotina a nema zadny,hrot*.
Tato rovnice se téz nazyva Weiestrassovou a Siegel ukazdl, ze ma pouze konec¢né mnoho
celoc¢iselnych feseni, konkrétné dokézal horni (exponencidlni) hranici pro velikost proménnych
x,y, jsou tedy vSechna feseni dané Weierstrassovy rovnice teoreticky spocitatelna. Navic

11



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

pouze rok pred Siegelovym vysledkem byla dokazano, ze vSechny racionalni body na elip-
tické kiivce tvori koneéné generovanou grupu (se séitdnim na eliptické kiivee). Kromeé toho
jich dokazeme mnoho spocist. Lutz a Nagell ukazali, ze pokud je racionalni bod (z,y) na
eliptické kiivce konetného fddu, tak je mifzovy a bud je y = 0 (tedy md tad 2, t.j. je
2-torsni), nebo y? | 4a® + 27b%, coz je diskriminant daného kubického polynomu. Pokud
diskriminant neni nulovy, coz je podminka nesingularity, tak existuje pouze koneé¢né mnoho
bodu konecného faddu. Ku pitkladu (70, 13) je bod nekoneéného fadu na z? + 13 = ¢3

a tato kfivka nemd zadny bod kone¢ného radu. Za pomoci s¢itani bodu na kiivee dokazeme
spocist nékolik raciondlnich bodu, pokud ,zdvojndsobime“ bod (70, 13) nasi kfivce, tak
ziskdme raciondlni bod (2333837 85289) 5 mizeme takto najit hned nékolik netrividlnich
racionalnich bodu.

Zjevné u veétsiny kiivek budou existovat miizové a racionalni body nekoneéného tadu.
Nalezeni vSech téchto bodu je fadoveé obtiznéjsi problém a vyzaduje jiz hlubsi poznatky
o eliptickych kiivkach. K uvedeni do studia eliptickych kiivek muze poslouzit [12] ¢i [14],
pricemz v druhé publikaci je i uveden dukaz Lutz-Nagellovy véty.

12
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Kapitola 2

Algebraicka teorie cisel

V této kapitole se seznamime se zdklady algebraické teorie ¢isel a v dalsich kapitolach
se zaméiime na rozklady idealu v ¢iselnym télesech. Po vybudovani této teorie budeme mit
nastroje na feSeni jistych obtiznych diofantickych rovnic.

Strucné uvedem uvedeme potiebné definice a tvrzeni, dukazy spise nebudou uvedeny.

N

na [§]. Predpokldaddme zakladni znalosti z algebry, napiiklad z teorie grup, okruhu
a rozsiteni téles.

2.1 Zaklady

Definice 2.1.1. Bud « € C kofenem polynomu P(x) € Z[x], pak rekneme, Ze a je alge-
braické cislo.

Definice 2.1.2. Pokud je navic P(x) normovany, rekneme, Ze « je algebraické celé ¢islo.

Definice 2.1.3. Algebraickym ciselnym télesem nazveme libovolné konecné rozsirent ra-
ciondlnich ¢isel, neboli téleso tvaru Q(ay, ..., a,), kde aq, ..., o, jsou algebraickd ¢isla.

Navic pro libovolné algebraické ¢iselné téleso plati:

Véta 2.1.4. Bud K algebraické éiselné téleso. Pak existuje algebraické celé ¢islo o takové,

Ze K = Q(«).

Definice 2.1.5. Necht K je algebraické éiselné téleso takové, ze [K : Q] = n. Pak ekneme,
Ze K je teleso stupneé n.

Definice 2.1.6. Bud K téleso stupné 2 nad Q. Pak fekneme, Ze K je kvadratické téleso.

Véta 2.1.7. Bud K kvadratické téleso. Pak K = Q(\/m) pro néjaké m € Z\ {0,1}

bezctvercové, t.j. neexistuje prvocislo, jehoz ctverec deli m.

13
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Triviadlné je téleso Q algebraické c¢iselné téleso. Dalsi priklady algebraickych ¢iselnych
teles jsou Q(v7) & Q(1 + v/2), nebot /7 a 1 + v/2 jsou kofeny po fadé normovanych
polynomii 22 — 7 a 2 — 322 4 3z — 3. Z téchto tif téles je pouze Q(v/7) téleso kvadratické.

V racionalnich ¢islech jsou algebraickd cel4 ¢isla prave cisla celd, nebot racionalni koreny
normovaného polynomu nad Z[z] jsou vzdy celé. V algebraickych ¢iselnych télesech muzeme
o trochu obecnéji ici nasledujici:

Véta 2.1.8. Bud K algebraické ciselné téleso. Pak algebraickd celd ¢isla v télese K tvord

se scitanim a ndsobenim okruh Og.

Véta 2.1.9. Bud K ciselné téleso, [K : Q] = n. Pak existuji oy, ...,a, € K, Ze O =
{a1oq + -+ + apaylag, . .., a, € Z}.

Definice 2.1.10. Cfisla a1, ... ap 2 predchozi véty nazyvame celociselnou bazi Ok .

Vratme se k télesim Q, Q(v/7) a Q(1 + ¥/2). Z nasich tif téles je pouze druhé zminéné
téleso je kvadratické. Celocisenou bazi télesa Q je pouze {1}, protoze Ok = Z. Celoéiselnou
bazi Q(v/7) je {1,v/7} . D4 se ukazat, ze celoéiselnd baze télesa Q(1 + +/2) je {1,+/2, V4}.

Definice 2.1.11. Bud R oborem integrity a K téleso, e R C K. Prvek a € K oznacime
jako cely nad R, pokud existuje normovany polynom nad R, jehoZ korenem je a.

Véta 2.1.12. Bud R oborem integrity a K téleso, Ze R C K. MnoZina viech prvki a € K
celyjch nad R tvori podokruh K. Tento okruh nazveme celym uzdavérem R v télese K.

Definice 2.1.13. Bud R obor integrity a K téleso, ¢ R C K. Pokud je K podilovym
telesem R a R je svym celym uzdveérem v K tak rekneme, Ze R je celouzavreny obor.

Okruh celych éfsel je celouzavieny, nebot jak uz jsme zminili, jeho celym uzdvérem
v télese racionalnich ¢isel je prave Z.

2.2 Idealy

V elementdarni teorii ¢islech casto klademe duraz na mnozinu nasobku néjakého prvocisla,
jako jsou napriklad suda cisla. Vime, ze pro dvé suda ¢isla a,b je i a — b sudé ¢islo a pro
libovolné celé ¢islo x a sudé ¢islo a je z-a sudym ¢islem. Analogické vliastnosti maji mnoziny
vsech nésobku daného ¢isla. V ¢iselnych okruzich si muzeme zavést mnoziny s podobnymi
vlastnosti, jen nasobky nemusi byt celoc¢iselné a nemusi byt nasobky celych ¢isel.

Definice 2.2.1. Bud (Z,+) neprdzdnd podgrupa aditivni podgrupy okruhu R, Ze pro kazdé
acZl, reRjer-a, resp. a-r €. PakZ nazveme idedlem R.

Ideal nazveme pravym resp. levym, pokud r-a € Z resp. a-r € Z. Pokud plati r-a € Z
a zaroven a - r € Z pro kazda vyhovujici a,r, nazveme idedl oboustrannym. V této praci
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vSak pracujeme pouze nad komutativnimi okruhy, tedy pravé a levé idedly rozliSovat ne-
budeme.

Jak jsme jiz nastinili, mnozina nasobku libovolného celého k, znacena (k), tvori ideal
v Z. V okruhu Z[i] = {a+bi|a,b € Z} télesa Q(i) obsahuje idedl (24 4) vSechna ¢isla tvaru
k(2 + 1) pro celé k, ale také napriklad ¢islo 5, nebot (2 +14)(2 — i) = 5.

Definice 2.2.2. Méjme idedl T okruhu R. Pokud je gemerovany jedingm prvkem v R
rekneme, Ze je hlavni.

Abychom mohli dale pokracovat, potfebujeme si zadefinovat, jak se sc¢itaji a nasobi
idealy:

Definice 2.2.3. Budte I,J idedly okruhu R. Pak jejich soucet a soucin definujeme
ndsledovné:

e IT+J={a+blacZbe J},
e T-J={>" abila; € I,b; € J,neN}.

Dulezitou vlastnosti souctu a soucinu idealu je, ze vysledkem je téz idedl. Pro scitani
je to pomérné jednoduché, pokud a,b e Z,ce J,tak a+c,b+ce€ L+ J,aletéza+0b e
Z,2c € J, protoze jsou to idedly, takze (a+c)+ (b+c¢) =a+b+2c= (a+b)+2c€ T+ J.
Téz pro vyhovujici k : ka, kb € Z,kc € J = k(a+ b+ 2c) € T+ J, je tak soucet nasich
idealu téz idedlem. Analogicky se ukaze, ze souc¢inem dvou idealu je taktéz idedl.

Poznamenejme, ze idedly okruhu R tvoii se séitdnim i s ndsobenim monoid (operace
uvazujeme dle definice vyse). Pro sc¢itani je to celkem ziejmé, asociativita (Z + J) + K =
{a+b+claeZbe TJ,ce K} =T+ (J+K) jisté plati a neutrdlni prvek je (0) = {0}.
Nésoben{ idedlu je taktéz asociativni, nebot (Z-J) - K = {d 1, aibicila; € Z,b; € T, ¢; €
K,neN} =7 (J-K) aneutrdlni prvek je vzdy cely okruh R.

Soucin dvou hlavnich idealu okruhu O dokézeme snadno piimo uréit a ukazeme si to
ve ¢tvrté kapitole. V tento moment nas presny vysledek nicméné tolik nezajimé, bude nam
stacit pouze nasledujici tvrzeni:

Veéta 2.2.4. Soucinem dvou hlavnich idedlu je téZ hlavni idedl.

Kdyz pracujeme s ndsobenim idealu, tak jisté ¢tenare muze napadnout idea mocnéni
idealu, tudiz nasledujici definice nepiekvapi:

Definice 2.2.5. Necht je K algebraické ciselné téleso a I je idedl O, k € N. Potom
definujeme mocninu idedlu IF ndsledovné:

" =7.7-.-T,
k

kde ndsobeni idedli bereme v souladu s (2.2.3).
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Na konec si jesté definujme lomené idedly:

Definice 2.2.6. Necht je K algebraické éiselné téleso a I je podgrupa K se séitdnim.
Pokud existuje m € Ok, Ze mZ je idedl Ok, rekneme, Ze I je lomeny idedl K. Tento idedl
budeme znacit %

Ku prikladu idedl (%) je lomeny idedl @, nebot 2(%) = (3).

2.3 Normy

V feseni prikladu budeme rozkladat idealy na prvoidealy. Jak za chvili uvidime, znalost
normy idealu nam v tomto hodné pomuze.

Definice 2.3.1. At « je algebraické éislo a P,(x) jeho minimdlni polynom nad Q. Oznacéme
Qa, g, ..., vsechny komplexni koreny P,. Pak rekneme, Ze o, o, ..., ay jsou konjugdty
a.

Definice 2.3.2. At K je algebraické ciselné téleso stupné n a o € K, jehoZ minimdind
polynom je stupné k. Pak normou nenulového ¢isla o rozumime:

N(a) = (aag - az)"*
a navic N(0) = 0.

Z prechozi definice téz plyne, ze normu prvku « dokdzeme pomérné snadno spocist ze
znalosti minimélniho polynomu nad danym télesem. Da se navic ukazat, ze vzdy k déli
n, neboli je norma raciondlnim ¢islem, pripadné celym, je-li ¢islo celé algebraické. Nikdy
nebudeme pracovat s vice télesy zaraz, tedy vzdy budeme védét, v kterém télese normu
bereme a budeme psat pouze N(«).

Pro pifklad méjme Q(v/2). Cisla 2,/2,1 4+ 2v/2 maji normy N(2) = 4, N(v/2) =
—2, N(1+2/2) = —7, nebot jejich minimaln{ polynomy jsou po fadé 2 —2, 2> —2, x> —2x—7.
V kapitole si ukdzeme, jak zjistit normu ¢isla a + by/m v télese Q(y/m) bez potieby
znalosti minimalntho polynomu, tato znalost pro nas nyni neni podstatna.

D4 se ukdazat, ze norma v ¢iselné télese je multiplikativni, neboli:
Véta 2.3.3. Pro z,y € K plati N(x)N(y) = N(zy).
Nyni si definujme normu idedlu:

Definice 2.3.4. Necht je I nenulovy idedl okruhu Oy . Pak normou idedlu N(Z) rozumime
pocet proku faktorokruhu Ok /I. Definujeme N((0)) = 0.

Toto cislo je tak celé a az na nulovy ideal dokonce ptirozené. Pro hlavni idedly plati:

16



Kapitola 2. Algebraicka teorie ¢isel

Véta 2.3.5. Bud K algebraické ciselné téleso stupné n a (m) je hlavni idedl K. Pak:

Pro cela cisla diky této vété dokazeme urcit normu snadno:
Dusledek 2.3.6. Bud K ciselné téleso stupné n a m celé ¢islo. Pak
N((m)) = [m|".
Nyni si definujme normu lomeného idealu:

Definice 2.3.7. At jsou I,m € Ok, Ze % je lomeny idedl. Pak normu lomeného idedlu
definujeme ndsledovneé:
N(I ) _ N(@)

m/ — N((m))’

Definice 2.3.8. Pokud pro lomené idedly A, B okruhu O ezistuje idedl C, 2e A= B -C,
pak Tekneme, Ze idedl B déli A a znacime B | A.

Dulézitym vysledkem je, ze norma idealu je multiplikativni, neboli:
Véta 2.3.9. Necht K je ciselné téleso a A, B jsou lomené idedly Oy . Pak:
N(AB) = N(A)N(B).

Disledek 2.3.10. Méjme A, B idedly Ox. Pak A| B = N(A) | N(B).

2.4 Prvoidealy a jednotky

V celych ¢islech maji specidlni vyznam prvocisla a ¢islo 1. V éiselnych télesech maji po-
dobny vyznam prvoidealy a jednotky.

Definice 2.4.1. Neprdzdny nenulovy idedl P C Ok nazveme prvoidedlem, pokud pro a,b €
Ok platia-beP=acPVbeP.

Nadale prvoidealy uvazujeme nenulové, neprazdné a negenerujici cely okruh.
Véta 2.4.2. Bud P prvoidedl okruhu Ok. Pak N(P) = p’ pro néjaké prvoéislo p, j € N.
Dusledek 2.4.3. Bud P prvoidedl, p prvocisio a j € N. Pak N(P) =p’ <= P | (p).

V okruhu celych ¢isel jsou prvoidedly pravé idedly generované prvocisly, jak napovida
jméno.

Nyni se podivejme, co se stane, kdyz ma prvek nebo ideal O prvociselnou normu:
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Véta 2.4.4. Bud o € Oy, Ze pro néjaké prvocislo p je N(a) = +p. Pak je a ireducibilni
nad K.

Véta 2.4.5. Bud T nenulovy idedl Ok, Ze pro néjaké prvoéislo p,j € N, je N(I) = p/.
Pak je T mocnina prvoidedlu K.

Déle si definujeme jednotky.

Definice 2.4.6. Bud K algebraické éiselné téleso. Pak o € Ok nazveme jednotkou, pokud
md multiplikationi inverzi.

Dusledek 2.4.7. Bud K algebraické ciselné téleso. Pak o € Ok je jednotkou prdavé pokud
N(a) = £1.

Jednotkami v celych ¢islech jsou pravé ta celd a, splnujici @ = &1, neboli £1.

2.5 Dedekindovy okruhy

V teseni diofantickych rovnic budeme vétsinou chtit hledat néjaky rozklad. V celych ¢éislech
existuje jednozna¢ny rozklad na prvocisla, to jiz davno vime. V Dedekindovych okruzich
toto obecné neplati, ku pifkladu v okruhu celych algebraickych éisel télesa Q(v/—=5), se da
vyjadiit 6 = 2-3 = (14 +/=5)(1 —/=5) dvakrét jako sou¢in riiznych ireducibilnich prvkii.
Kazdy ideal Dedekindovych okruhu ale jednoznaény rozklad na prvoidedly mé, coz v této
praci budeme potiebovat. Pro presnou definici Dedekindovych okruhtu potfebujeme jesté
definovat Noetherovské okruhy:

Definice 2.5.1. Okruh R nazveme Noetherovskym, jestlize je kaZdy idedl R konecné ge-
nerovany.

Dedekindovy okruhy pak definujeme nasledovneé:
Definice 2.5.2. Obor integrity R nazveme Dedekindiv okruh, jestlize plati:
e R je Noetherovsky,

e Kazdy prvoidedl R je mazimalni,

e R je celouzavreny.

Jak jsme jiz zminili, dulezitost Dedekindovych okruhu lezi v nasledujici vété:
Véta 2.5.3. Bud R Dedekindiv okruh. Pak kazdy vlastni idedl okruhu R se dd jednoznacné
vyjadrit jako soucin prvoidedli.

Pak jiz nutné plati nasledujici tvrzeni:
Dusledek 2.5.4. Bud R Dedekindiv okruh a A, B jeho idedly. Pak B | A prdvé pokud
BCA.

Pri teseni prikladu budeme pracovat pouze nad okruhem celych algebraickych ¢isel
daného télesa. Duvod, pro¢ zminujeme Dedekindovy okruhy, je pak zfejmy:

Veéta 2.5.5. Bud K ¢iselné téleso a Ok okruh algebraickych celijch cisel. Pak O je
Dedekinduv.
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2.6 Grupa trid ideala

Definice 2.6.1. Necht K je algebraické ciselné téleso a 0 # « € K. Pak idedl (o)) = aOk
nazveme hlavnim lomenym idedlem K.

Véta 2.6.2. Mnozina Gi vsech lomengjch idedlu télesa K tvori grupu a mnozina Hg vSech
hlavnich lomenych idedlu K tvori jeji podgrupu.

Definice 2.6.3. Faktorgrupu G /Hi nazgvdme grupou tiid idedli télesa K a znacime ji

Cl(Ox).

Definice 2.6.4. Oznacme hx = |CU(Ok)| 7dd grupy tiid idedli télesa K. Rikdme, Ze hy
je tridové cislo télesa K.

Véta 2.6.5. Oznacme hx = |Cl(Ok)| 7dad grupy trid idedli télesa K. Pak hy je konecéné
cislo.

Krom toho, ze tfidové ¢islo je konecné, ho dokdzeme i shora ohranicit a tak ho pro
kazdé téleso teoreticky spocist. Tridové cislo je totiz ohrani¢eno shora takzvanou Hurwi-
tzovou konstantou nebo o trochu silnéjsi Minkowského hranici. Podrobnosti jeho urceni
vsak presahuji tuto praci a jeho konkrétni vycisleni je obecné obtizné i pro moderni mate-
matiku, proto na zjisténi tridového cisla uzijeme Wolfram Mathematica. Postup vypoctu
tiidového ¢isla je s cetnymi piiklady uveden napiiklad v [4] ¢i [11].

Neutralnim prvkem této grupy jsou pravé hlavni idedly okruhu O, tedy muzeme psat
nasledujici vysledek.

Véta 2.6.6. Af K je algebraické ciselné téleso a hy jeho tridové cislo a T je idedl O .
Pak je I"< hlavni idedl.

Pokud je hx = 1, tak fekneme, Ze je tiidové cislo K trividlni. V takovém piipadé je
kazdy idedl okruhu O hlavni a kazdy prvek lze jednoznacné rozlozit na ireducibilni prvky.
Pokud je hx vyssi, tak kazdy prvek jiz nema jednoznacny rozklad a nékteré idedly nemusi
byt hlavni.

Napiiklad v télese K = Q(v/—5), kde je hx = 2, jsme si ukézali rozklad 6 dvakrat
jako soucin ruznych ireducibilnich prvku. Kazdy ideal O sice neni hlavni, nicméné soucin
kazdych dvou nehlavnich idedlu jiz hlavnim idedlem je. Sice plati rovnost idedlu (6) =
(2)(3) = (1 4+ v/=5)(1 — \/=5), ale zddny z téchto idedli neni prvoideslem. Rozklad na
prvoidealy jednotlivych idealu je nasledujici:

o (2) =(2,1+v-5)?
e (3)= (3,14 V=5)(3,1 - v=5),
o (1++/-5)=(2,1+v/=5)(3,1++/-5),
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o (1-v=5)=(21+v=5)(3,1—v-5),

takze idedl (6) m4 jednozna¢ny rozklad na prvoidedly, coZ je (2, 1++v/—5)%(3, 14++/=5)(3, 1—
VvV —=5h).

Dusledkem predchozi véty a (2.2.4)) je:

Véta 2.6.7. At K je algebraické ciselné téleso a hi jeho tridové cislo. Pokud T € Ok je
idedl, Ze pro k € N, D(k, hg) = 1 je I* hlavni idedl, pak je T hlavni idedl.

V kapitole se budeme zabyvat pouze piiklady, kde je exponent u Z* nesoudélny s

hg. Piipad, kdy je exponent idedlu soudélny s t¥idovym ¢islem je podrobné rozebiran
v [4] v sekci 4.6.3 pii feseni pifkladu x? — 79 = y3.
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Kapitola 3

Diofantické rovnice

Urceni jednotek kvadratického télesa nebo nalezeni celoc¢iselnych feseni jistych obtiznych
diofantickych rovnic, jakou je napiiklad:

7 = 5a® + 138a%b + 1290ab? + 39560,

je pro nas v tento moment prakticky nemozné. Vybaveni arsendlem, ktery obsahuje tato
kapitola, vSak jiz podobnym tkolum budeme schopni éelit.

3.1 Pellova rovnice

doval ji uz indicky matematik Brahmagupta. V 17. stoleti ji podrobné studovali matematici
jako Pierre Fermat a William Brouncker, nicméné jméno nosi po anglickému matematikovi
Johnu Pellovi, kdyz si Leonhard Euler Brounckera a Pella mylné zaménil a nazval rovnici
Pellovou.

Definice 3.1.1. Bud m € N bezctvercové ¢islo. Pak rovnici:
22 —my? =1
nazveme Pellovou.
Definice 3.1.2. Pellova rovnice md reseni (£1,0), toto feseni nazgvdme trividlnim resenim.
Véta 3.1.3. Pellova rovnice ma netrivialng reseni v N.

Vsechna teseni Pellovy rovnice jsou parametrizovatelné na zakladeé je tzv. fundamentalnaho
reseni:

Definice 3.1.4. O reseni (a,b) € N? Pellovy rovnice vekneme, Ze je fundamentdlnd, pokud
a + by/m je nejmensi pres vsechna netrivialni resent.
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2

Véta 3.1.5. Bud (a,b) fundamentdlni Feseni Pellovy rovnice x* — my?* = 1. Pak viechna

jind netrividlni Tesent (£x, ty) spliugi:
x +yvm = (a+bym)"
pro néjaké n € N, kde £ se mohou lisit.

Piiklad 3.1.6. Resme v Z rovnici:
22— 2% =1.

Reseni: Rovnice je Pellova, takze ma trivialn{ fesenf (&1, 0). Vidime, Ze rovnici spliiuji ¢isla
(3,2). Vsechny dvojice piirozenych éisel (z,y), 7e +yv/2 < 3+2v/2 jsou (1,1),(2,1), (3,1),
(4,1),(1,2),(2,2),(1,3). Snadno ovéfime, ze ani jedna z uvedenych dvojic rovnici nefest,
takze (3,2) je fundamentdlni feSenf rovnice x? — 2y? = 1. Vsechna (4=, +y) splitujici nasi
rovnici proto splnuji:

r+yv2=(3+2vV2)"
U

Kromé ,klasické“ Pellovy rovnice byly podrobné studovany i rovnice Pellova typu, kde 1 je
nahrazena nenulovou konstantou. Nejvice nas bude zajimat tzv. rozsitend Pellova rovnice

Definice 3.1.7. Bud m € N bezctvercové ¢islo. Pak rovnici:
r? —my? = +1
nazveme rozsirenou Pellovou.
Véta 3.1.8. Rozsitend Pellova rovnice ma netrividlni resend.
I rozsitena Pellova rovnice ma fundamentalni reSeni:

Definice 3.1.9. O rveseni (a,b) € N? rozsirené Pellovy rovnice tekneme, Ze je funda-
mentalni, pokud a + b\/m je nejniZsi pres vSechna netrividlni resend.

Véta 3.1.10. Bud (a,b) fundamentdlni reseni rozsirené Pellovy rovnice > — my? = +1.
Pak viechna jind tesent (x, +y) spliugi pro néjaké n € Ny:

ey = (a+ by)",
kde se += mohou v x,y lisit.

Poznamka 3.1.11. Zdpornd Pellova rovnice, tedy x> —my? = —1, nemusi vidy mit Fesent.
To si ukdZeme na ndsledujicim prikladu:

Priklad 3.1.12. Bud p = —1 (mod 4) prvocislo. Ukdzeme, Ze ndsledujici zdpornd rovnice
nemd resent:
2 2 _
¢ —py* = —1.
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Diikaz: Uvazme rovnici modulo p. Mame pak % = —1 (mod p). Nieméné 7 prfkladu (L.0.5)
je (%1) = (_1)112;1 = —1, coz je spor. 3

Pokud nalezneme fundamentélni feseni dané Pellovy rovnice, tak ji mame vyfesenou.
Ta vSak mohou byt velkd, ptikladem je rovnice z? — 313y? = 1, kterd m4 fundament4ln{
feSent:

32188120829134849 + 1819380158564160+/313.
Jisté se proto nedaji vSechny Pellovy rovnice fesit bez pomoci pocitace. Za pomoci stroju
vSak nalezneme fesen{ pomérné rychle. Bylo dokdzdno, ze pokud je a+ by/m fundamentalni
feseni prislusné Pellovy rovnice, tak (a,b) = (¢, j;), kde ¢;, resp. j;, jsou ¢itatel, resp. jme-
novatel, i-tého parcidlnfho fetézového zlomku ¢isla /m pro néjaké prirozené i, viz [7].
Existuji algoritmy na rychlé nasobeni velkych ¢isel, za pomoci kterych dokazeme pocitat
tyto fetézové zlomky a tak najit fundamentdalni reseni.

Na feSeni netrividlnich Pellovych rovnic budeme pouzivat Wolfram Mathematica.

3.2 Thueho rovnice

V této praci budeme téz hojné vyuzivat takzvané Thueho rovnice.

Definice 3.2.1. Bud P(z,y) € Z[z] homogenni ireducibilni polynom stupné n > 3, k €
7\ {0}. Pak rovnici:
P(z,y) =k

nazveme Thueho.

Veéta 3.2.2. Thueho rovnice md konecné mnoho celociselnijch resent.

Tuto vétu dokazal jako prvni pravé Axel Thue roku 1909, az o par desitek let pozdéji
byla dokézana horni hranice velikosti feSeni a vznikly pomérné efektivni algoritmy na reseni
téchto rovnic. Horni hranice na max(|z|, |y|) je totiz polynomiédlni vzhledem k |k|.

Na feseni Thueho rovnic budeme pouzivat Wolfram Mathematica.

23



Kapitola 4. Ciselns télesa

Kapitola 4
Ciselna télesa

Pri teseni ptikladu budeme potfebovat podrobnéji prozkoumat télesa, nad kterymi bu-
deme pracovat. Nejprve si predstavime nékolik obecnych faktu, kterda budeme potiebovat
pri TfeSeni rovnice, v nasledujicich sekcich budeme popisovat jednotliva télesa. V této sekci
si proto napiiklad ukazeme, jak vypadaji grupy jednotek piislusnych téles, ¢i kolik prvku
ma grupa tiid idealu.

V kapitole budeme fesit pouze rozkladem nad télesy kvadratickymi. Jak v nich
vypada okruh algebraickych celych cisel popisuje nasledujici véta:

Véta 4.0.1. Necht m # 0,1 je bezctvercové celé ¢islo a K = Q(y/m) je algebraické éiselné
téleso. Pak plati:

O — Z[\/m],  pokud m=2,3 (mod4),
e ZE™ 0 pokud m =1 (mod 4).

Nebot minimalni polynom prvku nad kvadratickym télesem je nejvyse kvadraticky,
dokdzeme snadno diky (22.3.2)) popsat normu prvku.

Véta 4.0.2. Norma proku a + by/m € Ok télesa Q(v/m) vypadd ndsledovné:
e N(a+bym)=a*—mb?  pokud m #1 (mod 4),
e N(a+ b%) =a®+ ab+ (1_7"“>b2, pokud m =1 (mod 4).
Lemma 4.0.3. Méjme a,b € Ok, Ze (a) = (b). Pak a = ub, kde u je jednotka Of.

Dikaz: Protoze a € (b), je a | b, analogicky b € (a) = b | a, tedy a ~ b, takze a = ub
pro néjakou jednotku O, jelikoz je Ok obor integrity. O

Lemma 4.0.4. Budte a,b € K, T idedl okruhu Oy . Pokud I | (a),Z | (b), tak Z | (a £b).
Diikaz: Pokud Z | (a),Z | (b) tak jsou a,b € Z. Pakia+tbe Z, takze Z | (a+£b). O
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Definice 4.0.5. Pokud pro dva idedly Z,J okruhu O existuje prvoidedl P, Ze P | Z, P |
J, tak tekneme, Ze je P spolecnym deélitelem I, J. Pokud takovy prvoidedl neexistuje, tak
rekneme, Ze jsou idedly nesoudélné.

Pokud mame v Z dva idedly (a), (b), kde a, b jsou nesoudélnd, tak dle Bezoutovy véty
existuji celd ¢isla x,y, ze ax + by = 1. To znamend, ze 1 = ax + by € (a) + (b). Pokud se v
idedlu nachdzi 1, tak ziejmé generuje cely okruh, tedy pro nesoudélnd a,b je (a) + (b) = Z.
Analogicky muzeme formulovat:

Véta 4.0.6. Af jsou I,J € Ok a C je jejich nejuétsi spolecny délitel, pak T + J = C.
Specidlné pokud jsou idedly nesoudélné, tak T + J = Ok. Zde bereme nejvétsi spolecny
delitel jako ideal delici Z, T, ktery je vzhledem k inkluzi nejvetsi.

Diikaz: Pokud mame C | Z,J, tak nebot je Ok Dedekinduv, tak dle véty (2.5.4) je
Z,J CC.PakiZ+ J CC. Snadno ale nahlédneme, ze Z | Z + J a téz J | Z + J. Proto
C|IT+TJ=CCIT+J.PakuzC=Z+J. O

Tento vysledek nebudeme pri feseni piikladu vyuzivat, nicméné by byla Skoda ho
neuvést. Nesoudélna ¢isla nesdili zadné prvocinitele, tudiz pokud soucin nesoudélnych ¢isel
a, b je n-t4 mocnina, tak jsou obé +n-td4 mocnina. Analogicky pro nesoudélné idedly plati:

Veéta 4.0.7. Méjme A, B, C nenulové idedly okruhu Ok. Pokud pro néjaké k € N plati:
A-B=CF
a navic jsou A, B nesoudélné, tak existuji idealy T, J € Ok, Ze:
A=1"
B=J"

Pti teseni piikladu budeme muset manipulovat s idedlem generovanym soucinem vice
prvki. Jak jsme slibili v druhé kapitole, tento vysledek je pomérne jednoduchy, nicméné
mocny.

Véta 4.0.8. Budte a,b € Ok. Pak (ab) = (a)(b).

Dikaz: Jisté ab € (a)(b) = (a)(b) | (ab). Téz v libovolném koneéném souctu y ., a;b;,
kde a; € (a),b; € (b),n € N je kazdy scitanec délitelny ab, takze (ab) | (a)(b). O

Disledek 4.0.9. Bud a € Ok, k € N. pak (a*) = (a)*.
Nyni popiseme, jak vypada grupa jednotek kvadratického télesa.

Véta 4.0.10. At je pro bezétvercovém > 0,m £ 1 (mod 4) : K = Q(y/m) téleso aU(Ok)
je grupa jeho jednotek. Pak je U(Ok) = {a+by/m}, kde (a,b) jsou vSechna fesend roz§irené
Pellovy rovnice a* — mb* = 1.
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Véta 4.0.11. At je pro bezétvercové m < 0 : K = Q(y/m) téleso a U(Ok) je grupa jeho
jednotek. Pak je U(Ok) ddna:

e U(Ok) = {%1,£i}, pokud K = Q(i),

o U(Ok) = {*1,+w,+£(w — 1)}, pokud K = Q(v/3) aw = =2,

2

e U(Ok) = {£1} jinak.

4.1 Téleso Q1)

Prvky télesa K = Q(i) jsou ve tvaru a + bi, kde a,b € Q. Dle (4.0.1) je okruh celych
algebraickych ¢isel Z[i]. Norma prvku a + bi, a,b € Z je podle (4.0.2)):

N(a + bi) = a* + b°.
Grupa jednotek U(Z[i]) je mnozina {a+bi|a®*+b*> = +1,a,b € Z}. Jedin4 celd ¢isla spliujict:
a® + b = +1

jsou ziejmeé (£1,0), (0, £1), tedy je U(Z[i]) ctyiprkova a je rovna {+1, +i}, coz korespon-

duje s (4.0.11]).

Piikazem NumberFieldClassNumber [Sqrt[-1]] v programu Wolfram Mathematica
ziskame ze grupa tiid idealu Clk je jednoprvkova, coz koresponduje s tim, ze kazdy ideal
Z[i] je hlavni.

4.2 Téleso Q(+/—13)

Prvky télesa K = Q(1/—13) jsou ve tvaru a + bv/—13, kde a,b € Q. Dle (4.0.1)) je okruh
celych algebraickych ¢isel Z[v/—13]. Normou prvku a + by/—13 je podle (4.0.2)):

N(a+bvV/—13) = a* + 13b*.
Grupa jednotek U(Z[+/—13]) je mnozina {a+bv/—13|a®*+13b* = +1,a,b € Z}. Jedina celd
¢isla spliujict:
a’ + 130" = £1
jsou ziejmé (£1,0), pak je U(Z[v/—13]) = {£1}, coz koresponduje s (4.0.11)).
Prikazem NumberFieldClassNumber [Sqrt[-13]] v programu Wolfram Mathematica

ziskame ze grupa ttid idedlu Cly je dvojprvkova, coz znamena, ze druhd mocnina libo-
volného idealu je hlavni idedl.
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4.3 Téleso Q(v/—T7)

Prvky télesa K = Q(v/—7) jsou ve tvaru a + by/—7, kde a,b € Q. Dle (4.0.1) je okruh
celych algebraickych ¢isel Z[Hzﬂ] Normou prvku a + bHTﬁ je podle (4.0.2)):

1+ =7
2

N(a—I—b >:a2+ab—|—2b2.

Grupa jednotek U(Z[*¥="]) je mnozina {a+b*¥Y="][a® +ab+ 20> = £1,a,b € Z}. Jedind
celd ¢isla splnujici:

a’+ab +2b* = £1
jsou ziejmé pouze (£1,0), pak je L{(Z[HT‘E]) = {£1}, coz koresponduje s (4.0.11]).

Piikazem NumberFieldClassNumber [Sqrt[-7]] v programu Wolfram Mathematica
ziskame ze grupa tiid idedlu Clg je jednoprvkova, coz koresponduje s tim, ze kazdy ideal
Z[HT‘E] je hlavni.

4.4 Téleso Q(~/36)

Prvky télesa K = Q(+/86) jsou ve tvaru a+bv/86, kde a,b € Q. Dle (#.0.1) je okruh celych
algebraickych ¢isel Z[v/86]. Normou prvku a + bv/86 je podle (#.0.2):

N(a + bV/86) = a* — 861,
Grupa jednotek U(Z[v/86]) je mnozina {a + bv/86]a*> — 860> = +1,a,b € Z}. Nejprve si

vSimnéme, Ze rovnice

a® — 86b° = —1
neméa podle ptikladu (3.1.12)) feseni modulo 43.

Rovnice:
a® —86b° =1

je Pellova, proto ma trivalni feseni (£1,0). VSechna ostatni feseni (+a, £b) jsou dle (3.1.5))

dana:
a—+ b\/8_ = (CLO + bo\/%)k,

kde k € N a (ag, by) je fundamentélni feseni nasi Pellovy rovnice. Toto fundatmentalni
feSeni ziskame v Mathematice piikazem NumberFieldFundamentalUnits [Sqrt [86]] a jest
jim (10405, 1122). Vsechna ostatni feseni (+a,+b) jsou proto ve tvaru:

a4 bv/86 = (10405 + 1122+/86)",
pro k € N.

Piikazem NumberFieldClassNumber [Sqrt[86]] ziskdme, ze grupa tiid idedlu Cly je
jednoprvkovd, coz koresponduje s tim, ze kazdy idedl Z[+/86] je hlavni.
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Kapitola 5
Priklady

V této kapitole pouzijeme nami vybudovanou teorii k feSeni vybranych diofantickych rov-
nic. PTi feSeni rovnice si ukazeme metodu feSeni rovnic rozkladem nad ¢iselnymi
télesy a jak ukdzat, Ze rovnice nemd celocislend feseni. V pifkladech (5.2)),(5.4) urcime
vSechna TeSeni dané rovnice a nauc¢ime se pracovat jak s netrivialnim télesem, tak s télesem
s neobvyklym okruhem celych algebraickych cisel.

V piikladu (5.6)) se pokusime zobecnit nase poznatky z prechozich tif rovnic a za ome-
zenych podminek bude zkoumat, kdy néjaky dany normovany kvadraticky trojélen muze
byt treti mocninou.

Koneéné v piikladu budeme znovu fesit rovnici (1.0.11), tentokrdt rozkladem
v télese Q(v/86) a pro viechna celd Gisla. Zatimco nase prvé feseni bylo relativné jed-
noduché a elegantni, ted uZ to tak krasné nebude. Budeme muset celit jak netrividlnim
spolecnym déliteliim tak faktu, ze grupa jednotek Q(v/86) je nekonecna.

Priklad 5.0.1. (Balkdn 1998)
Reste v Z rovnici:
24 =P (5.1)

Resent: Predpokladejme, ze (x,y) je TeSenim rovnice. Jisté jsou x,y stejné parity.
Nejprve predpokladejme, Ze jsou x,y soudélnd, t.j. Ze je oba déli prvocislo p. Pak p? | 4 =
p = 2. Mame pak x = 2x1,y = 2y, pro x1,y; € Z, dosazenim ziskame:

2]+ 1 =38yl

Uvazme rovnici modulo 4:
r2=-1 (mod 4),

coz je zfejmé spor. Jsou proto ¢isla nesoudélnd, a tak nutné liché.
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Rozlozme nyni rovnici v okruhu Z[i] télesa Q(i):

(z + 2i)(z — 2i) = °.

Tuto rovnost muzeme téz brat jako rovnost idedlu Z[i]:
(G +20)(@ - 20)) = &),
(z + 2i) (2 — 2i) = (y)°.

Kde jsme vyuzili (ab) = (a)(b) a (y°) = (y)° viz véty ([£.0.8) a (4.0.9). Nyni ukdzeme, ze
idedly (x + 2i), (x — 2i) jsou nesoudélné. Predpoklddejme naopak, ze je oba déli néjaky
prvoideal P. Mame z (4.0.4):

P | (44),
p| N(P) |16,
kde p € P je prvocislo. Nutné je tedy p = 2. Nicméné je:
N(P) | N((z + 2i)) = 2* + 4,
coz je liché. Zadny takovy prvoidedl proto neexistuje a ideély jsou nesoudélné.
Dle je (x +2i) =I5, kde Z je idedl Z[i]. Dle sekce je ClU(Z[i]) = 1, takze je
7 hlavni, Z = (a + bi) pro a,b € Z. Dle (4.0.3) mame pak:
x + 2i = ula + bi)®,
kde u € {£1, £i} jednotka Z]i].

Ukézeme, ze zadné z, y nesplnuji (5.1]) a to tak, ze neexistuje hlavni idedl Z = (a + bi)
ktery by splitoval (z + 2i) = Z°, tedy Ze neexistuje vyhovujici celd a, b.

Pokud by pro u = —1,i nebo —i splitovala rovnici x+2i = u(a+bi)® néjakd a, b € Z, tak
muzeme misto (a, b) uvazit (—a, —b), (—b,a) resp. (b, —a) a ziskdme feseni z+2i = (a+bi)°.
Abychom ukazali, ze neexistuji vyhovujici a, b € Z bez jmy na obecnosti sta¢i uvazit pouze
u=1.

Mame pak:
T+ 2i = (a+ bi)°.

Protoze x € Z a i jsou linedrné nezavislé nad Q, je:
2 = b(b* — 10a%b* + 5a*),

tedy b| 2= b€ {£1,4+2}. Pro zddnou z téchto hodnot nevyhovuje zadné celé a.

Zjistili jsme, ze x + 2¢ nemuze byt patou mocninou hlavniho idedlu a tedy nemohou
rovnici (5.1)) vyhovovat zadna celd x, y. [ |
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Piiklad 5.0.2. Reste v Z rovnici:
2? +13 = y°. (5.2)
Reseni: Ptedpokladejme, 7ze existuji vyhovujici x,y. Zfejmé jsou ¢isla rizné parity.
Pokud by y bylo sudé, tak x> = —1 (mod 4), coZ je spor. Je proto z sudé a y liché. Pokud
by je délilo n&jaké prvocislo p, tak p* | 13, coZ je spor. Jsou proto ¢isla nesoudélnd.
Rozlozme nyn{ rovnici v okruhu Z[v/—13] télesa Q[v/—13] :
(z+V=13)(z = V~13) = ¢,
To muzeme brét i jako rovnost idedlt v Z[v/13]:
(¢ +V=13)(x — vV~13) = (y)°,

kde opét uzivame vétu (4.0.8). Nyni ukdzeme, ze idedly (z + +/—13), (z — +/—13) jsou
nesoudélné. Pokud by existoval prvoideal P, ktery by délil oba idealy, tak podle lemmatu

plati:
P | (2vV—13),
P (z+V—13),
N(P) | 4-13,
N(P) | * +13 =57,

kde y je liché. Proto N(P) = +£13 = 13 | y. Z (5.2)) by vsak muselo 13 | z, coz je spor s
nesoudélnosti x,y. Jsou proto nutné idedly nesoudélné. Z (4.0.7)) existuje idedl Z okruhu

I/ —13], ze:
(x ++/—13) = T°.
Z ([4.2) mame Clyx = 2, protoze je Z° hlavni, je i Z hlavni, Z = (a + b\/—13). Dle (4.0.3)

pak:
x+ V=13 = u(a + bv/—13)%,

pro jednotku u, kde podle véty (4.0.11)) je u € {£1}. Vidime, ze pokud (a, b) je feSeni pro
u =1, tak (—a, —b) je teseni pro u = —1.

Mé¢jme proto u = 1. Pak:

T +v—13 = (a + bv/—13)?, (5.3)

7 Cehoz ziskame:

1 = b(3a® — 13b%),

takze b € {£1}. Dopocteme jediné mozné feseni (£2,—1). Dosazenim téchto dvojic do
(5.3) ziskdme = € {£70}. Pokud tyto hodnotu dosadime do (5.2)), ziskdme y = 17.

Rovnice (5.2)) ma proto pouze dvé celoc¢iselna feseni, (£70,17). |
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Piiklad 5.0.3. Reste v Z rovnici:
vt —x+2=y> (5.4)

Predpokladejme, ze existuji vyhovujici z,y. Nejprve ukdzeme, ze © # 4 (mod 7).
Piedpoklddejme opak, pak y> = 22 —x +2 = 0 (mod 7), mé&jme tedy z = Tk + 4,y = 7,
pak:

(Th+4)* — (Tk+4) +2 = (T1)°,
Tk + Tk 4+ 2 = 493,

COZ je nemozneé.

Rozlozme nyni rovnici (5.4)) v okruhu celych algebraickych ¢isel Z[Hﬁ] telesa Q(v/—T7):

(m_l;ﬁ)(m_l%ﬁ) 3

2 -

To muzeme brat i jako rovnost idealu v Z[—Hﬁ]

(- =) (- )

kde opét uzivame (4.0.8). Nyni ukdzeme, ze idedly (x — 1_ﬁ), (x — 1Jr—‘ﬁ) jsou ne-

2 7
soudélné. Predpokladejme naopak, ze existuje prvoideal P, ktery by délil oba idealy. Pak

dle (4.0.4)) plati:

ale téz:
Pl (2x —1),
N(P) | (2z — 1)%

Pak 22 =1=8 mod 7= 2 =4 mod 7, coz neni mozné. Idealy jsou proto nesoudélné.

Dle (4.0.7) pak mame:
1 — /—
(x — —7> -7
2
proidedl Z € Ok. Dle (4.3)) je Clx = 1, takze Z je hlavni ideal Z = (a—i—bHTﬁ) proa,b € Z.

Z lemmatu (4.0.3)) je:

€xr —

LT (oo Y
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Pro jednotku u. Podle (4.0.11)) je u € {#1}. Vidime, ze pokud (a,b) je feseni pro u = 1,
tak (—a, —b) je Feseni pro u = —1.

Uvazme proto BUNO u = 1:

1— /=7 14+ /=73
T (T 5
2 2
neboli:
1 1
== §a2b + §ab2 -
2 2 2 2
1 = b(3a® + 3ab — b?),
takze b € {£1} a dopocteme (a,b) = (0, —1), (1, —1). Z (5.5) mame:
1 3 9 5
r— - =a+ —a’b— =ab® — =b°,
2 2 2 2
tedy x € {3, —2} a dopocteme (x,y) = (3,2),(—2,2).
Rovnice (5.4) ma dvé celo¢iselnd Feseni, (—2,2), (3, 2). [ |

Priklad 5.0.4. Bud'te a,b celd ¢isla, Ze a je liché a a®> < 4b—3. Pokud je a>—4b bezétvercové
a pocet prokiu grupy trid idedli télesa Q(va? — 4b) nend délitelny tremi, tak ma rovnice:

2* +ar+b=1y (5.6)

nejuyse dvé celoéiselnd veseni a pokud —3a? +12b+ 12 ani —3a® + 12b — 12 nejsou étverce,
tak nemd Zadné. DokazZte a urcete vsechna resend.

Resend: Ptedpokladejme, ze (2,%) pro dand a, b feif rovnici vyse. Nejprve ukdzeme, ze
22 + a a a® — 4b jsou nesoudélnd &fsla. Predpoklddejme naopak, Ze je délf néjaké prvocislo
p a upravme rovnici ([5.6)) ndsobenim ¢tyfmi na:

(22 + a)® 4 4b — a® = 49°.

Méme p | 2x + a,4b — a* = p | 43°. Protoze je a liché, tak je 4b — a? liché, tudiz je i p
liché a tak p | y> = p | y. Dle piedpokladu pak p? | (22 + a)? a p? | 493, coz znamend, Ze
p? | 4b — a?, coz je spor s tim, Ze je a® — 4b bezétvercové. Jsou proto ¢isla 2 +a a a® — 4b
nesoudélna.

Nebot je a liché, tak a® —4b =1 mod 4, tudiz okruh celych algebraickych prvki télesa
Q(Va2 — 4b) je dle (4.0.1]) zZ[Hve—=1b “;2_4[’] Rozlozme v tomto okruhu rovnici (5.6]):

(x_—a—l—\/M>(x_—a— 2a2—4b) 3

9 =Y,
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~ o - s~ T . 710 vVa2—
coz muzeme téz brat jako rovnost idedli v Z[H4—=1]:

(3: _ —a+var - 41)) (:c _—a— 2a2 — 4b) ~ () (5.7)

2

kde uzivame ({£.0.9). Ukézeme, ze idealy (z — =2ta*=1b) (5 — =a=va?—1b) jsou nesoudélné.
Predpokladejme naopak, ze existuje prvoideal P, ktery by délil oba dva. Dle je:
P | (2x + a),
P | Va2 — 4b,
N(P) | (2x + a)?,
N(P) | a® — 4b.

Nicméné jsme ukazali, Ze 2o + a a a® — 4b jsou nesoudélné, tudiz zadny takovy prvoidedl
neexistuje a idealy jsou vskutku nesoudélné.

Podle (£0.9) existuje idedl T € Z[HVe=1] ze:

(x _—a+ \/2a2 — 4b> _

Ideél Z3 je tedy hlavni. Dle predpokladu je mohutnost grupy tiid idedlii nesoudélnd se 3,
tudiz diky (2.6.7)) je Z hlavni idedl, neboli existuji s,t € Z, ze T = <8 4 ¢ltva —db ”52_4b>, mame

proto:
( —a+\/a2—4b) ( +t1+\/a2—4b)3
T — s _—
2 2 ’

takze:

—a++Va?—4b ( +t1—|—\/a2—4b>3
=uls+t———
2 2
1+\/a274b]
=

l’ —
pro néjakou jednotku u € Z]

Predpokladali jsme, Ze a®> — 4b < —3, tudiz je téleso imagindrni a podle ([4.0.11)) je
u € {£1}. Pokud (s,t) je feseni pro u = 1, tak (—s,—t) je feseni pro u = —1. Uvazme

proto u = 1:
- SV WUy N
2 - (s L > ’
kde porovnanim koeficientu ziskdme:

(5.8)

€xr —

1 3, 3, a’—4b, 3,
S P e B M B
5 it st gt

—4 = t(125% + 125t + (a® — 4b)t* + 3t%),
takze t | 4.
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o t=1:
Pak 1252 +12s+a?—4b+7 = 0. Toto je kvadratickd rovnice v s, tedy mdme maximalné
dveé feseni pro s a muzeme dopocist az dvé feseni pro . Aby méla rovnice celociselné
koreny, tak mé celociselny diskriminant, tedy:

—3a% 4+ 120 — 12

je ¢tvercem. Spocteme:

—34++v—3a2+ 12b — 12
s = ,

6

coz je celé ¢islo, nebot v/—3a2 + 12b — 12 je liché celé ¢&islo délitelné tiemi. Z ([5.8)
dopocteme:

3 3(a? — 4b) 3(a? — 4b) 3 1 a

_ 3,92, ola—4ab) 5 Ida" —43Y) 3 9 o 1l @

T =S5 +2st+ 1 st® + 3 t+4st~|—8t 5
 4(202—8b— 1)V =3aZ + 120 — 12 — 9a
= B .

Pokud je v/—3a2 + 12b — 12 celym ¢islem, tak je délitelné tfemi. Déle je z lichosti a
odmocnina lichd, 9a a (2a* — 8b — 1) taktéz, tudiz 18 délf citatel zlomku a z je celé
cislo.

o t=—1:
Pak 1252 — 125+ a% —4b—1 = 0, coZ ma nejvyse dvé feseni. Diskriminantem rovnice
je:
—3a” + 12b + 12,

coz musi byt ¢tvercem. Pokud neni, tak nemuzeme najit celoc¢iselné s. Spoc¢teme:

3+ +vV—3a%+ 120 + 12
s = :

6
Z (5.8)) dopocteme:
3 3(a? — 4b) 3(a? — 4b) 3 1 a
3 2 2 3 2 3
— S o g2 O T P2y S8 D
T =35+ 28 + 1 st” + 3 + 43 + 3 5%
+(2a% — 8b+ 1)v/—3aZ + 126 + 12 — 9a

18 ’
kde opét snadno ovérime, ze x vyjde celé.

e zbyla t:
t je nutné sudé, tedy kazdy séitanec vyrazu t(12s%412st+ (a? —4b)t>+3t?) je délitelny
alespon 8, coz je spor.
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Dopocteme, zZe jedind moznd feseni ([5.6) jsou:

(22> —8b—1)vV—=3a®+12b— 12 — 9a  —ad?+4b—1
"= I8 | =T
- —(2a®> —8b—1)v/—=3a®> + 120 — 12— 9a _ —a®+4b—1
" E | =Ty
_ (2a% — 8b+ 1)v/—3a? + 12b + 12 — 9a B —a®+4b+1
"= I8 ’ =T
o —(2a —8b+ 1)V/—3a% + 1254 12 — 9a )= —a® +4b+1
18 ’ 3 ’

takZe md rovnice 0,2 ¢i 4 feSeni, piicemz Etyfi feSeni méa jen pokud —3a® + 12b + 12

i —3a?+12b—12 jsou celymi ¢tverci. To znamend, Ze se dva ¢tverce lisi 0 24 a jedind takova
¢isla jsou 72 — 52,52 — 1, coz je vSak nemozné, nebot ani jeden ze étverct neni délitelny 3.
Az jeden z vyrazu tedy muze byt ¢tvercem, tudiz mé rovnice nejvyse dvé feseni pro kazda
dvé vyhovujici a, b. |

Poznamka 5.0.5. Pokud by bylo a sudé, a := 2c, tak muzeme rovnici (5.6) upravit na:
(x+c)?+b—c2 =y
coz je rovnice, kterd je podrobné resena v [11)].

Priklad 5.0.6. (iKS, 7. roc¢nik, N5, rozsirent)
Reste v celych cislech p, q rovnici:

p° +107 = 2¢(17q + 24). (5.9)

Reseni: Predpokladejme, ze (p,q) je Tesenim nasi rovnice. Nejprve vidime, ze p je
liché ¢islo. Uvazme rovnici jako kvadratickou v ¢, jejiz diskriminant musi byt kvadrat
celého cisla a:

48% +4-34- (p* +107) = a*.

Vidime, Ze a je sudé, proto méjme 2x = a a rovnici upravime na:
r? — 4214 = 34p°. (5.10)

Vsimnéme si, ze 43 1 p, nebot jinak 43 | x a tudiz 432 | 4214 = 2-7%-43, coz je nemozné.
Rovnici ((5.10) nynf rozlozme v okruhu Z[/86] télesa Q[v/86:

(2 + TV86)(x — 7v/86) = (102 + 11v/86)(—102 + 11v/86)(19 + 2v/86)(19 — 2v/86)p°,

kde 2 = (102 + 114/86)(—102 4 111/86),17 = (19 + 2v/86)(19 — 21/86) je rozklad na
prvocinitele v Z[v/86].
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Tuto rovnost mizeme uvazit i jako rovnost idealtt v Z[/86]:
(2 + 7V/36)(z — 7v/36) = (102 + 11v/86)(—102 + 11v/86)(19 + 2v/86)(19 — 2v/36)(p)?,

coz plati diky (4.0.8). Nyni prosetfeme mozné prvoideédly P, které jsou spolec¢nymi déliteli
idedlu (z + 7v/86), (x — 7+/86). Dle (4.0.4) a (4.0.2)) plati:

P (2z),
P | (14V/86),
N(P) | 4a?,
N(P) | 14* - 86,
ale téz:
N(P) | N((x 4 7V86)) = |22 — 4214] = |34p?|,
protoze N((z +7v/86)) = |2 —4214|. Protoze je p liché, tak N(P) { 4. Pokud néjaky prvo-
ideal P deéli oba idedly, tak N(P) | 2-7-43. Vime vsak, ze 43 { p, takze je bud N(P) =2
nebo N(P) = 7. Nebot je dle (4.4) grupa t¥id prvki naseho télesa trividlni, je P hlavni.

Plati rozklady 2 = (102 + 11/86)(—102 4 11v/86),7 = (37 + 4v/86)(37 — 41/86), takze
existuji az ¢tyti prvoidedly, které mohou délit oba idedly.

Nejprve predpokladejme, Ze néjaky jejich spoletny délitel je normy 7. Pak 7 | 34p3,
neboli 7| p,p = 7k pro k € N. Pak i 7| 2,z = 7l. Rovnici (5.10)) upravime na:
I? — 86 = 238k".

Vime, 7e 43 1 p = 43t k a tedy 43 1 I. Diky 17 = (19 4+ 2v/86)(19 — 21/86) rozlozime
v Z[v/86] na:

(I4/86)(1—/86) = (102+11v/86)(—102411v/86)(19+2v/86)(19—2v/86) (37+4+/86) (37— 41/86) k>,
coz téz muzeme diky (£.0.9) uvazit jako rovnost idedli v Z[v/86]:

(14/86)(1—/86) = (102+11v/86)(—102411v/86)(19+2v/86)(19—2v/86) (37+4+/86) (37—41/86) (k)*.
(5.11)
Piedpokladejme, Ze idedly (I + v/86), (I — v/86) jsou soudélné, tedy Ze je déli prvoidedl
Q. Pak dle (4.0.4):

Q[ (20),

Q | (2v86),
N(Q) | 412,
N(Q) | 4 - 86.

Protoze 43 1 k, tak 43 1 1 a N(Q) | 8. Pokud by bylo k sudé, tak 16 | N((I + v/86)) =
|12 — 86| = |238k3| a tak je [ sudé a 43 je rozdilem dvou sudych éfsel, to je spor. Je proto
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k liché a 4 1 238k*. Je proto nemozné N(Q) = 4,8, tedy N(Q) = 2.

Takovy prvoidedl je az na nasobeni jednotkou generovany prvkem konjugovanym
s 102 + 11v/86. Dokonce (102 4 114/86) = (—10405 + 114/86)(102 — 11/86), takze (102 +
11v/86) = (102 — 114/86), neboli (2) = (102 + 111/86)?. Pak upravime (5.11)) na:

(10;:f3%> (10; ; fﬁ%) = (19 +2V/86)(19 — 2/86) (37 + 4v/86) (37 — 4v/86) (k)*.

ldedly (5E55 ), (050 ) jsou pak jiz nesoudalné. 7 ani 17 nedel 4-86, takze 7 kazdé
dvojice idealu generovanych asociovanymi prvky na pravé strané nedéli oba stejny lomeny

ideal. Mame tak ¢tyfi moznosti:

o (19 + 2/86)(37 + 4v/36) | (mﬁff)

1++/86
Pak (19—2+/86)(37—4+/86) | (102+11W) Lomené idealy <(102+11@)(19+2m)(37+4\/%)

(1027 117/55) (g%) ET1v) jsou pak nesoudélné a jejich soucin je tieti mocnina

néjakého idedlu, dle (4.0.7)) je kazdy z nich tfeti mocninou idedlu. Je nutné:

I+ /86 _
(102 4 11v/86) (19 + 2v/86)(37 + 41/86) )

pro néjaky ideal Z. Kazdy idedl okruhu Z[v/86] je podle (4.4) hlavni, Z = (a+b\/86),

a dle (4.0.3) je:
[+ /86 = u(102 + 11v/86)(19 + 2v/86)(37 + 4v/86)(a + bV/86)?

pro jednotku u € Z[v/86], které jsou dle (4.4) ve tvaru +s + tv/86 = (10405 +
1122v/86)™ pro néjaké n € Z. Pokud by |n| > 1, tak muzeme napsat u ve tvaru

)

(104054-1122v/86)0?, kde i € {£1,0}. Clen v* se zapocte do tieti mocniny vieobecného

prvku, nemusime jej tedy uvazovat. Protoze (—1)% = —1 a (10405 + 11221/86)~! =
10405 — 11224/86, staci ndm uvazit v = (10405 + 1122/86)" pro i € {+1,0}.

—u=1:
pak méame:
[+ /86 = (102 4 11v/86) (19 + 2v/86)(37 + 4/86)(a + bv/86)°,
neboli:

1 = 30601a® + 851346a°b + 7895058ab® + 2440525263,

coz nema feSeni modulo 7.
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— u = 10405 + 1122+/86:

pak méame:
[+/86 = (104054 1122v/86) (1024 11v/86) (194 2v/86) (37 + 4v/86) (a + bv/86)?,
neboli:

1 = 636806809a> + 17716510206a>b + 164296156722ab* + 507873292572b°,

coz neméa feSeni modulo 7.

— u = (10405 + 1122/86) ! = 10405 — 11221/36:

pak méame:
1++/86 = (10405 — 1122v/86) (102 4 11v/86) (19 4 2v/86) (37 + 4v/86) (a + bv/86)?,
neboli:

1 = a® + 54a®b + 258ab® + 1548b°,

coz je Thueho rovnice, kterd mé feseni (1,0), z ¢ehoz pak dopocteme [ = 18,
neboli x = 126, p = 7 a feSeni nasi puvodni rovnice (7, 3).

o (19+2v/86)(37 — 4v/36) | (%)

1—+/86 4 1nd 1+/86
pak (19—21/86)(37+4v/86) | <m>. Lomené ideély (102+11\/£T6)(19+2\/%)(374\/%)>,

(021 115%5) (g%) AV jsou pak nesoudélné a jejich soucin je tfeti mocnina

néjakého idedlu, dle (4.0.7)) je kazdy z nich tfeti mocninou ideédlu. Je nutné:
I+ /86 _
(102 + 114/86)(19 + 21/86)(37 — 4/86)
pro né&jaky idedl Z. Kazdy ideal okruhu Z[v/86] je podle (&.4) hlavni, T = (a + bv/86),
a dle (4.0.3) je:
[+ /86 = u(102 + 11v/86)(19 + 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bV/86)?,

kde u je jednotka. Analogicky k predchozimu piipadu stacéi uvazit v = (10405 +
11224/86)° pro i € {+£1,0}.

—u=1:
pak mame:
[+ V86 = (102 4 11v/86)(19 + 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bv/86)?,
neboli:

1 = —39a® — 1086a*b — 10062ab® — 311325,

coz nema feSeni modulo 7.
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— u = 10405 + 1122+/86:
pak méame:

[+/86 = (104054 1122v/86) (102 + 11v/86) (19 + 2v/86) (37 — 4v/86) (a + bv/86)?,
neboli:
1 = —811959a> — 22589394a%b — 209485422ab* — 6475626285,

coz je Thueho rovnice, ktera nemé teSeni.

— u = (10405 + 1122+/86) ! = 10405 — 11221/86:

pak mame:
[+/86 = (10405 — 1122v/86) (102 +11v/86) (19 + 2v/86) (37 — 4v/86) (a + bv/86)°,

neboli:
1 = 369a> — 10266a%b + 95202ab® — 2942925,

coz neméa reSeni modulo 7.

o (19 — 2v/86)(37 + 4v/86) | (M)

102+11v/86
Nyni jiz netieba opét vse do detailu vysvétlovat, je nutneé:

I+ v/86 _
(102 + 111/86) (19 — 2v/86)(37 + 4v/86) |

pro néjaky ideal Z. Kazdy idedl okruhu Z[v/86] je podle (#.4) hlavni, Z = (a+bv/86),
a dle (4.0.3) je:

[+ /86 = u(102 + 11v/86)(19 — 2v/86)(37 + 4v/86)(a + b/86)?,

kde u je jednotka. Analogicky k predchozimu piipadu stac¢i uvazit v = (10405 +
11224/86)¢ pro i € {&1,0}.

—u=1
Pak mame:
[+ /86 = (102 4 11v/86)(19 — 2v/86) (37 + 4v/86)(a + bv/36)?,
neboli:

1 = 369a® + 10266a2b + 95202ab? 4 2942923,

coz nema feSeni modulo 7.
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— u = 10405 + 1122+/86:
Pak méame:

[+1/86 = (104054 1122v/86)(102+ 11/86) (19 — 2v/86) (37 +4v/86) (a + bv/86)°,
neboli:

1 = 7678929¢> + 213634374ab + 1981163682ab? 4+ 61241853885,

coz je Thueho rovnice, kterd nemé reseni.

— u = (10405 + 1122+/86) ! = 10405 — 11221/86:

Pak mame:
[+/86 = (10405 — 1122v/86) (102 +11v/86) (19 — 2v/86) (37 + 4v/86) (a + bv/86)°,

neboli:
1 = —39a® + 1086a*b — 10062ab* + 311320°,

coz neméa feSeni modulo 7.

o (19— 2/36)(37 — 4/36) | (M)

102+11+/86
Méme:

I+ /86 _
(102 4 111/86)(19 — 21/86)(37 — 41/86) |

pro néjaky ideal Z. Kazdy idedl okruhu Z[v/86] je podle (4.4) hlavni, Z = (a+bv/86),
a dle (4.0.3) je:

[+ /86 = u(102 4+ 11v/86)(19 — 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bv/36)?,

kde u je jednotka. Analogicky k predchozimu piipadu stac¢i uvazit v = (10405 +
1122v/86)° pro i € {+£1,0}.

—u=1
Pak mame
l + /86 = (102 + 11v/86)(19 — 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bv/86)?,
neboli:
1 =a® — 54a®b + 258ab* — 154807,
coz je Thueho rovnice, kterd ma feseni (1,0), z ¢ehoz dopocteme | = —18, takze

k=1=p="7.7 (5.9) mame feseni (7,3).
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— u = 10405 + 1122+/86:
Pak méame:

[ +/86 = (10405 + 1122v/86) (102 + 11v/86) (19 — 2v/86) (37 — 4v/86) (a + bv/36)*

neboli:
1 = —9791a® — 272394a°b — 2526078ab* — 7808628b°

coz nema teSeni modulo 7.

— u = (10405 + 1122v/86) ™' = 10405 — 1122+/86:

Pak mame:
1+/86 = (10405 — 1122v/86) (1024 11v/86) (19 — 2v/86) (37 — 4v/86) (a+ bv/86)°?,

neboli:
1 = 30601a® — 851346a%b + 7895058ab? — 2440525263,

coz neméa reSeni modulo 7.

Nyni jiz méjme idedly (I + v/86)(l — v/86) nesoudélné. Jisté nemuze 2,7 ani 17 délit
deélit 1, ze dvojic (19 + 2v/86), (19 — 2v/86) a (37 + 4v/86), (37 — 41/86) proto nedéli oba
idedly ten stejny lomeny idedl. Pro souc¢in S idedlu z téchto étyfech, které deli (I + v/86),

jsou ¢tyTi moznosti, a lomené idedaly (H‘S/%) <l(41“4\)/7§> jsou nesoudélné, jejich soucin je treti
mocninou idedlu. Diky (4.0.7) je:

(43

pro néjaky idedl. Dle sekce ([&.4]) je kazdy idedl Z[v/86] hlavni, takze T = (a + b\/86) pro
celd a, b. Je tak dle (4.0.7):

(l +§/%> = u(a + bV/86)?

pro jednotku u = (10405 4 1122+/86)". Jako piedtim mizeme uvazovat i € {41,0}.
o S = (194 2v/86)(37 + 41/86).
I+ /86 = u(19 + 2v/86)(37 + 4v/86) (a + bv/86)°.

Méme proto tfi moznosti:
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I+ v/86 = (19 + 2V/36)(37 + 4V/36) (a + bV/36)?,

neboli porovnanim koeficientu:
1 = 150a® + 4173a*b + 38700ab* + 1196266,

coz nema teSeni modulo 7.

— w = 10405 + 11221/86:
Pak:

I+ v/86 = (10405 + 1122v/86) (19 + 2v/86) (37 + 4v/86)(a + bv/36)?,
neboli:
1 = 31214520 + 86841465ab + 805334616ab* + 248945533002,

coz neméa feSeni modulo 7.

— u = (10405 + 1122/86) 1 = 10405 — 1122+/86:
Pak:

[+ /86 = (10405 — 1122+/86) (19 + 2v/86) (37 + 4v/36) (a + bv/86)°,

neboli:
1 = 48a® — 1335a%b + 12384ab® — 382700,

coz je Thueho rovnice, kterda nema celo¢iselna treseni.

e S = (19 +286)(37 — 41/86).
[+ /86 = u(19 + 2v/86)(37 — 4v/86)(a + b/86)°.
Staci prosetrit tii moznosti:

—u=1

[+ v/86 = (19 + 2V/86)(37 — 4v/86)(a + bv/86)°,

neboli:
1 = —2a® 4 45a%b — 516ab* + 129063,

coz nema teSeni modulo 7.
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— u = 10405 + 1122+/86:

[ + /86 = (10405 + 1122v/86)(19 + 2v/86)(37 — 4v/86) (a + bv/86)?,

neboli:
1 = —3980a® — 110727ab — 1026840ab* — 3174174b°,

coz nema feSeni modulo 7.

— u = (10405 + 1122v/86) " = 10405 — 1122+/86:

I+ /86 = (10405 — 1122v/86)(19 4 2v/86)(37 — 4v/86)(a + b/86)?,

neboli:
1 = —37640a> + 1047177a*b — 9711120ab® + 30019074b°,

coz je Thueho rovnice, kterda nema celociselna reseni.
= (19 — 2v/86)(37 + 4v/86).
I+ /86 = u(19 — 2v/86)(37 + 4v/36) (a + bv/86)>.

I+ /86 = (19 — 2V/86)(37 + 4v/86)(a + bV/86)?,

neboli:
1 = 2a® + 45a%b + 516ab® + 12900,

coz neméa reSeni modulo 7.

— w = 10405 + 1122+/86:

[+ /86 = (10405 + 1122v/86)(19 — 2v/86)(37 + 4v/36) (a + bv/36)?,

neboli:
1 = 376400 + 1047177a*b 4+ 9711120ab® + 30019074°,

coz je Thueho rovnice, kterda nema celo¢iselna reseni.

— u = (10405 + 1122/86) ! = 10405 — 11221/36:

I+ /86 = (10405 — 1122v/86)(19 — 2v/86)(37 + 4v/86)(a + bv/86)?,

neboli:
1 = 3980a® — 110727a%b + 1026840ab* — 3174174b°,

coz nema feSeni modulo 7.
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o S = (19— 2v/86)(37 — 4V/86).
I+ /86 = u(19 — 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bv/86)°>.
opét staci prosetfit tfi moznosti pro u:
—u=1:

I+ V86 = (19 — 2v/86)(37 — 4v/86)(a + bV/36)*,

neboli:
1 = —150a> + 4173ab — 38700ab> + 1196265°.

coz neméa reSeni modulo 7.

— u = 10405 + 1122+/86:

[+ /86 = (10405 + 1122v/86)(19 — 2v/86)(37 — 4v/36)(a + bv/86)?,

neboli:
1 = —48a® — 1335ab — 12384ab® — 387200°,

coz je Thueho rovnice, ktera nema celociselna reseni.

— u = (10405 + 1122+/86) " = 10405 — 11221/86:

[+ /86 = (10405 — 1122v/86)(19 — 2v/86)(37 — 4v/86)(a + b/86)?,

neboli:
1 = —3121452a> 4 86841465a%b — 805334616ab* + 24894553300,

coz neméa feSeni modulo 7.

Nyni jiz predpoklddejme, ze spolecny délitel idedlu (x4 7v/86), (z — 7+/86) nem& normu
7. Pak jsou bud ideély nesoudélné, nebo m4 jejich spoleény délitel normu 2, tedy je bud
(102 + 114/86) ¢i (102 — 114/86), coz je vsak ten stejny idedl.

Méjme proto (102 + 11v/86) | (z + 7v/86), (x — 7+/86). Mame pak:

x + 7/86 T — 786
102 + 1186 ] \ 102 + 1186

) = (10405 — 1122/86)(19 + 2v/36)(19 — 2/86)(p)?,

kde ( - éﬁi%) : < - 52;71\1/3%0 uz jsou v Z[v/86] nesoudélné a muzeme zanedbat idedl (10405—

11221/86). Jisté 17 = (19 + 24/86)(19 — 21/86) nedéli jeden z ¢initel, nebot by pak 17 | 7,
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coz je nemozné. Proto (M> je délitelny bud’ (19 4+ 2v/86) nebo (19 — 2v/86). Po-

102+11+/86
kud by (19 4+ 2v/86) | (%), tak mame soucin dvou nesoudélnych lomenych idealu
<(102+11%\)/(?T;+2\/%)>7 <(102+11f/_£;/(§72\/%)) roven treti mocniné idealu, kazdy je proto treti
mocninou.
Poté:

(z + 7v/86) = (102 + 11v/86)(19 + 2/86)Z°

pro né&jaky idedl Z okruhu Z[v/86]. Dle sekce (4.4]) je kazdy idedl Z[+/86] hlavni, existuji
proto a,b € Z, ze T = (a + b\/86). Pak jiz za pomoci (4.0.3) méme:

= + 7v/86 = u(102 + 11v/86)(19 + 2v/86)(a + bv/86)*

pro néjakou jednotku u € Z[v/86], které jsou dle ([&4) ve tvaru £s & t/86 = (10405 +
11221/86)" pro néjaké n € Z. Pokud by |n| > 1, tak miizeme napsat u ve tvaru (10405 +
1122v/86)0°, kde i € {#1,0}. Clen v* se zapocte do tieti mocniny vieobecného prvku,
nemusime jej tedy uvazovat. Protoze (—1)° = —1 a (10405 4+ 1122v/86)"! = 10405 —
1122+/86, staci nam uvazit u = (10405 + 1122+/86) pro i € {£1,0}.

o yu=1.
Pak:
x4 7TV/86 = (102 + 11V/86)(19 + 2v/86)(a + bV/86)?,

coz po roznasobeni a porovnani koeficientu u /86 da:
7 = 413a® + 11490ab + 106554ab* + 329380b°,
coz je Thueho rovnice, jejiz jediné celociselné teseni je (—9,1), z ¢ehoz dopocteme
x = 92. Z rovnice 2% — 4214 = 34p® mdme p = 5 a fesen{ (5, 2) nasi ptvodni rovnice.
o u = 10405 + 1122+/86.
Pak:
x + 7v/86 = (10405 + 1122v/86)(102 + 11v/86)(19 4 2v/86)(a + bv/86)?,
neboli:

7 = 859452543 + 239107038a%b + 2217387450ab* 4+ 68544017565,

coz m4 feseni modulo 7 jen pokud 7 | a, b, coz je vSak zFejmé nemozné.
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o u = (10405 + 1122/86)~ = 10405 — 1122/86.
Pak:

T+ 7v/36 = (10405 — 1122v/86)(102 + 11v/86)(19 + 2v/86) (a + bv/86)?,

neboli:
7 = 5a® — 138a2b + 1290ab® — 39565,

coz je analogicky nemozné modulo 7.

. S 2+7/36 z—7v/86 < 2+7v/86
Nyni budiz (19-2v/86) | (7554555, pak (19+2v/86) | (2555 ) Wdedly (it e )

< T 1%@” \/%)) jsou uz nesoudélné. Jejich soucin je tfeti mocninou idealu, je proto
dle :
( x + 7/86 ) _ 73
(102 4 11v/86)(19 — 2/86)

pro néjaky ideal Z. Protoze grupa tiid idedlu télesa Q(+/86) je trividlni, je Z hlavni, Z =
(a + bV/86). Mame tak:

x + 7v/86 B ;
((102+11\/%)(19_2\/%>> — u(a + bv/86)?,

kde u = (10405 + 1122/86)" je jednotka, staci uvazit i € {—1,0,1}.
Pro u = 1 mame:

z + TV/86 = (102 + 11v/86)(19 — 2v/86)(a + bv/86)*,

neboli:
7 = 5a® + 138a*b + 1290ab’ 4 3956b°,

coz m4 Feseni modulo 7 jen pokud 7 | a,b, coz je nemozné.
Pro u = 10405 4 1122+/86 méame:

T 4 7v/86 = (10405 + 1122v/86)(102 + 11v/86) (19 — 2v/86)(a + bv/86)°,

neboli:
7 = 1036370 + 2883270ab + 26738346ab> + 826537400,

coz m4 Feseni modulo 7 jen pokud 7 | a,b, coz je nemozné.
Pro u = (10405 + 11224/86)~! = 10405 — 1122+/86 mame:
T 4 7v/86 = (10405 — 1122v/86)(102 + 11v/86)(19 — 2v/86)(a + bv/86)°,
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neboli:
7 = 413a® — 11490a%b 4+ 106554ab* — 3293800,

coz je Thueho rovnice, kterd ma feseni (=9, —1) a x = —92, dopocteme opét p = 5 a FeSeni
puvodni rovnice (5, 2).

Nynf jiz mizeme piedpoklédat, ze (x+7v/86), (x—7v/86) jsou nesoudélné. Proto (102+
114/86)(—102 + 114/86) = (102 + 114/86)? = (2) déli pravé jeden z idedli. Pokud ale
(2) | (z £ 7/86), tak:

4= N((2)) | N((z £ 7V86)) = |2* — 4214| = [34p?|,

takze p je sudé. To je nicméné spor, nebot pak je v (5.9) leva strana rovnice liché a prava
suda.

Rovnice (5.9) mé tedy pouze dvé celociselna feseni, (5,2) a (7,3). [
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Nez se rozlouéime, pojdme se podivat na to, co vlastné dokdZeme metodami, které jsme
v této praci popsali. Dokdzeme Fesit jisté rovnice rovnice tvaru P(z) = y™ pro kvadraticky
polynom P ireducibilni nad Q a pro m nesoudélna s tridovym c¢islem okruhu télesa ra-
cionalnéch ¢isel rozsiteného o diskriminant P. Pokud se zamyslime, jisté nas napadne hned
nékolik rozsiteni nasich metod. Pokud bychom v (/5.6) nahradili 3 obecnym celym ¢islem,
mohli bychom s obtizemi studovat rovnice podobného typu, nicméné by byl problém s roz-
kladem obecného binomického rozvoje. Téz bychom se nemuseli omezovat pouze na kvad-
ratickd télesa, v [4] je feSeni rovnice vedeno rozkladem nad kubickym télesem, nicméné z
rozkladu nad télesy vyssich stupnu ziskdme netrivialni soustavy diofantickych rovnic, které
nedokazeme obecné fesit.

Jedind telesa vyssich stupnu, nad kterymi muzeme smysluplné pracovat, jsou kruhova
télesa, tedy rozsiteni racionalnich ¢isel o primitivni odmocniny z jedné. Podrobnéjsim stu-
diem téchto oboru muzeme mimo jiné dojit k dukazu hlavniho i vedlejsich Zakonu kvadra-
tické reciprocity, jak bylo provedeno v praci [10]. Tyto obory téZ muzeme obc¢as vyuzit pii
feseni tézsich olympiadnich tloh, viz. [5]. Pokud bychom hledali ptispévék vice zaméfeny
na teseni Pellovy rovnice rozkladem a teorii okolo, opét s mnoha piiklady na procvicend,
poté muzeme ¢tendfe zase odkazat na [3].

vvvvvv

nent neznamou. Neznaméjsi rovnici tohoto typu je Ramanujan-Nagellova, ktera vypada
nasledovné:
T =2"

\Y% Z[HT\E} miizeme tuto rovnici rozlozit na (x-+v/=7)(z—v/=7) = (H\F)n i <1_*F>n 2.
Na vyteseni podobnych tloh vSak potifebujeme obratnéji pracovat s algebraickymi ¢isly,
naptiklad modularni aritmetiku a p-valuace algebraickych celych ¢isel, pro zvidavého ¢tenare
se odkazujeme na [2]. Ijlohy podobného typu, kde jsou neznamé i v exponentu, budou mit
vSechny analogicky postup feSeni az na néjaké detaily, naptiklad jednotky ¢i spolecné
délitele, s ¢imz dokézeme pracovat.

Doufam, ze ¢tenar po dokonceni této prace pochopil silu algebraické teorie ¢isel a mozna
i popfemyslel o jejim dalsim studiu, nebot tato oblast matematiky je vice nez zajimava.
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