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Anotace

Cilem mé prace je predstavit ¢tenaii matematickou teorii popisujici fraktalni
mnoziny. Jednd se o tvod do fraktdlni geometrie, podany formou srozumi-
telnou studentum strednich skol se zdjmem o matematiku. V praci shrnuji
zakladni poznatky z teorie miry, které jsou nezbytné pro pochopeni problema-
tiky, a doplnuji je o své tvahy, jez smétuji ctenatfe k porozuméni odbornému
tématu a k premysleni nad vyznamem definic a vét. V praktické ¢asti uzijeme
ziskané teoretické poznatky k vypoctum Hausdorffovy dimenze fraktalnich
mnozin.
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Annotation

The aim of my thesis is to present the mathematical theory behind the pro-
perties of fractal sets. It is a brief introduction into fractal geometry, written
in an understandable manner and therefore accessible to high school students
interested in mathematics. In this work I summarize the basics of measure
theory, which are essential for the readers’s comprehension of the topic, and
add my personal reflections to make the readers think about the meanings of
the definitions and theorems. In the practical part we use the fresh knowledge
to find out the Hausdorff dimensions of fractal sets.
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Uvod

Pojmu fraktal poprvé pouzil roku 1975 francouzsko-americky matematik
Benoit Mandelbrot [Hyk01] [enc20a]. Svou teorii popsal v knize Fraktdly:
Tvar, ndhoda a dimenze [ManT75], velky zdjem vzbudila jeji rozsirend verze
Fraktdlni geometrie prirody [Man82]. Ve své praci Mandelbrot navazal na
clanek z roku 1938 Prirodni dualita statistického rozloZeni ceského geografa
a statistika Jaromira Kor¢dka [Kor4l]. Kor¢dk empiricky popsal rozlozeni
ruznych piirodnich a demografickych jevi v prostiedi a vSiml si zakonitosti
v jejich zdanlivé chaotickém usporddani [Imrl6]. To vedlo Mandelbrota k
propojeni Cisté matematické teorie fraktalu s dalsimi védnimi disciplinami,
zabyvajicimi se piirodnimi i socialnimi jevy [Imrl6]. Fraktaly vsak pronikly
také do umeéni. Dnes je takzvané studium fraktéalu, jehoz zaklady Mandelbrot
a jeho predchudci polozili, krasnou oblasti matematiky s interdisciplinarnim
dosahem.

Fraktalni mnoziny vsak byly znamy uz o stoleti diive. V obdobi
kolem roku 1870 do oblasti zajmu matematiky pronikly spojité funkce, které
vsak nemély v zadném bodé derivaci. S prvnimi piiklady téchto funkei ptisli
Bernhard Riemann a Karl Weierstrass [Hyk01]. Kiivky, které jsou grafickou
reprezentaci téchto funkei bez derivace, maji fraktalni strukturu [Gra03].

Roku 1904 predstavil svédsky matematik Helge von Koch spojitou
kiivku (zndmou jako Kochova hvézda), ke které ovsem nelze sestrojit tecnu
v zadném jejim bodé [Gra03|. Zde chci poukédzat na souvislost se zminénymi
funkcemi bez derivace. Narozdil od nich ma Kochova hvézda velmi nazornou
geometrickou interpretaci. Je vhodné poznamenat, ze Kochova kiivka dobte
ilustruje jednu z moznych vlastnosti fratalti: prestoze se jedna o ,,nekonecné
slozity utvar“ z hlediska diferencovanosti, vznika opakovanim jednoduchych
kroku (viz obrézek 2.1 na strané 21). Polozme si nyni otdzku, jak defi-
novat fraktal. Protoze klasické tivahy o sobépodobnosti nepopisuji vSechny
fraktalni utvary, je definice fraktalu pomérné fluidni. Dulezitym meznikem



OBSAH OBSAH

v definovani fraktalni struktury bylo zavedeni Hausdorffovy, neboli fraktalni
miry roku 1918 némeckym matematikem a zakladatelem moderni topologie
Felixem Hausdorffem [Haul8]. S touto mirou tzce souvisi pojem fraktalni
dimenze, jejiz hodnota je pro vétsinu fraktalu ostie vétsi nez dimenze topo-
logicka.

Zamérem této prace je srozumitelnou formou vysvétlit zaklady ma-
tematické teorie stojici za pojmem fraktal.

Nejprve je tieba ivodu do teorie miry. Na takto pevném podkladu
je néasledné mozné vystavet teorii ozrejmujici nutnost zavedeni Hausdorffovy
miry. Vysvétleny budou vlastnosti Hausdorffovy miry a jeji uziti, k cemuz se
vaze stézejni pojem Hausdorffova dimenze.

Druha c¢ast této prace se soustiedi na vypocty fraktdlnich dimenzi
znamych fraktélnich mnozin a mnou navrzeného fraktéalu.



Kapitola 1

Mira a jeji vlastnosti

V této kapitole se vyddme od intuitivni predstavy miry (tedy co bychom
chtéli, aby mira spliovala) k formalni{ definici, kterda obsahne nase pozadavky
na vlastnosti miry a zaroven miru jasné a presné definuje.

1.1 Kazdodenni miry

V bézném zivoté casto mérime ruzné véci a je pro nas prirozené méfit napf.
rozméry obrazu v jednotkach délky, ale objem vody na uvafeni Spaget v
jednotkach krychlovych. Zkusime si koncept méreni zobecnit.

Definice 1.1.1. Zobrazenim f mnoziny A do mnoziny B rozumime cokoli,
co kazdému prvku a € A pritadi pravé jeden prvek z B. Ten pak znacCime

f(a).

Predstavme si, ze chceme mérit délku usecky. Prilozime pravitko
a zjistime, ze délka tsecky je 2 cm. Shrime si to; vstupni hodnotou byla
usecka a vystupem pak jeji délka v centimetrech. Muzeme tedy definovat
délku usecky jako zobrazeni, které kazdé usecce pritadi jeji délku v centime-
trech. Zde je mnozinou A mnozina vSech tsecek a mnozinou B je mnozina
kladnych redlnych ¢isel.

Nyni se zamysleme nad tim, co od méreni délky tsecky ocekdvame.
Ztejmé predpokladame, ze spojenim usecek ruznych délek vznikne tsecka o
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délce rovné souctu délek puvodnich usecek. Dalsi predpoklad, ktery se ndm
zdé samoziejmy, je pozadavek, aby prazdna mnozina méla nulovou délku.

Pro ptrehlednost budeme zapisovat tsecky pomoci intervalu.
Predstavme si, Zze méfend tsecka lezi na ciselné ose a jeji krajni body jsou
urceny &isly 1,41 a 3,14. Zavedme zobrazeni f, které kazdému uzavienému
intervalu ptiradi délku odpovidajici usecky. Potom f((1,41;3,14)) = 1,73
a obecné f({a;b)) = b — a. Prvni predpoklad tedy zapiseme f({a;b)) =
f({a;7)) + f((r;b)) pro libovolné r € (a;b). Druhy predpoklad lze zapsat
jako f({a;a)) = 0.

Pozndmka. V definici zobrazeni f jsme mlcky predpoklddali, ze a < b.
Rozsitime-li vSak definici o f({(a;0)) = b —a i pro a > b (tzn. hodnota f
bude zdpornd), je zapis prvniho predpokladu platny pro libovolné realné r 1.

Nase zobrazeni délka ziejmé dokdze mérit (tj. priradit méfené
mnoziné kladné realné ¢islo) jakoukoli kone¢nou kiivku. Pokud vsak zob-
razime mnozinu 10 bodu zakreslenych na papite, hodnota délky bude 0.
Naopak bude-li vstupem ¢tverec o strané 2 cm, vystupni hodnota neptjde
vyjadrit zadnym realnym cislem; muzeme ji znac¢it symbolem oco. Tyto vlast-
nosti jsou inspiraci pro zavedeni Hausdorffovy dimenze,

k cemuz se dostaneme v kapitole 3.

1.2 Mira

Definice 1.2.1. Zobrazeni u: P(X)? — (0; 00) nazveme mirou na mnoziné
X, pokud

(1) (@) =0
(i) p(A) <> 22, p(Ag), kdykoli A C U | Ay (o-subaditivita).

Pozndmka. Znacenim (0; co) myslime zleva uzavieny interval (0; co) sjedno-
ceny s {oo}. Symbol oo je v teorii miry dodefinovdn pro mnoziny, jejichz
mira je vétsi nez jakékoli redlné cislo.

Pozndmka. Ve vétsiné textu je tato mira nazyvana vnéjsi mirou, pojmem
mira se pak mysli 4 omezend pouze na pu-méritelné mnoziny. K propojeni

Ltoto zobrazeni uz véak nebude mirou - viz definice 1.2.1
2P(X) je potenénf mnozina neboli mnozina viech podmnozin mnoziny X

10
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této miry a vnéjsi miry se dostaneme za chvili, pro zacatek mi piijde srozu-
mitelnéjsi zacit vnéjsi mirou.
Pozndmka. Ze subaditivity plyne, ze u(A) < u(B), kdykoli A C B.

Abychom zavrsili intuitivni tvod do teorie miry, zbyva rozebrat
definici miry na piikladu délky. Mnozinou X je zde mnozina redlnych ¢isel,
vizuélné ¢iselnd osa, potenéni mnozinu P(X) (mnozina podmnozin X) tvoii
podmnoziny realnych ¢isel. Je vidno, ze zdaleka ne vsem podmnozinam lze
prifadit délku intervalu. Podminka (i) je zfejmd, podminka (ii) tikd, ze délka
intervalu je vzdy mensi nebo rovna souctu délek intervali, které dohromady
dany interval pokryvaji. To je zobecnéni pozadavku, aby soucet délek tsecek
byl roven délce tsecky vzniklé spojenim puvodnich.

Neékolikrat byl zminén pojem méritelnost. Lidové feceno to zna-
menad, zda je pomoci dané mnoziny mozné mérit jiné mnoziny, jak vyplyva
z definice nize. Zajimavé pripodobnéni je také toto: , u-méritelnd mnozina je
nuz, ktery roziizne kazdou mnozinu aditivné“|[Net16].

Definice 1.2.2. Necht p je mira na mnoziné X. Mnozinu A C X nazveme
u-meritelnou, jestlize pro kazdou mnozinu B C X plati:

p(B) = p(BNA)+ p(B\ A)
Pozndmka. Vsimnéme si, ze mnozina A je p-méfritelna, prave tehdy kdyz je
p-méfitelnd i mnozina X \ A.
Métitelné mnoziny maji nékteré pekné vlastnosti. Naptiklad
métitelnost je uzaviend na spocetnd sjednoceni i spocetné pruniky.
Véta 1.2.1 (Vlastnosti méfitelnych mnozin). Necht { A}, je posloupnost
u-meritelnych mnoZin.
1. Sjednoceni U2 | Ay a prunik N2, Ay jsou p-méritelné.

2. Pokud jsou mnoziny { A}, disjunktni, tak
M( U Ak) = u(Ay)
k=1 k=1

Diikaz. 1. Nejprve ukazeme, ze sjednoceni dvou p-méfitelnych mnozin je
p-métitelné. Musime tedy ukézat rovnost

p(B) = (BN (A1 U A)) + p(B\ (A1 U Ay))

11
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kde B je libovolna (tzv. testovaci) podmnozina X a A;, Ay jsou u-
méritelné mnoziny z posloupnosti {A}72 . Ze o-subaditivity
(podminky (ii) v definici 1.2.1) plyne nerovnost

1(B) < u(BN (AU Az)) + (B \ (A1 U Ay))
takze staci dokézat nerovnost opacnou.

1(B)

p(B M AL+ p(B\ Ay)
(BN AL+ p((B\ A1) N Asz) + p((B\ Ar) \ Az)

> (BN (AU Az)) + pu(B\ (A1 U A4y))
V tpravé jsme vyuzili postupné p-méritelnosti mnozin A; a A a toho,
ze BN(A1UA) C(BNA)U((B\ A1)NAsy), coz diky o-subaditivite
dava nerovnost v poslednim tadku.

Pozndmka. Jak jiz bylo uvedeno, ziskand nerovnost je postacujici, ne-
bot opa¢nd nerovnost plyne ze o-subaditivity. Ovsem mohli bychom
rovnou odvodit rovnost, napr. takto

(BN A+ p((B\ A1) N As) =
= p((BN(A1UA)) N Ay + p((BN (AU Ag)) \ Ay)
= (BN (A UA;)).

Pro lepsi predstavu o sjednocenich a prunicich mnozin pomuze nacrtnout
si Vennuv diagram.

Celkoveé dostavame, ze pokud jsou Aj, Ay p-métitelné mnoziny, je u-
méfitelné i sjednoceni A; U Ay. Z matematické indukce pak plyne, ze
sjednoceni koneéného poctu p-métitelnych mnozin je p-méritelné.

2. Zajimavym zpusobem ukazeme, ze i prunik kone¢né mnoha
p-méfitelnych mnozin je p-méritelny. A sice tak, ze prevedeme pripad
pruniku na pripady, které jiz mame dokazané, totiz ze mnozina je
p-métitelnd, jen pokud je p-métitelny i jeji doplnék, a ze sjednocent
p-métitelnych mnozin je p-métitelné. Vyjdéme z rovnosti mnozin

X\ (A NAy) = (X\A4) U (X N\ A)
Jelikoz oba doplnky X\ A;, X\ Az jsou p-métitelné, je i jejich sjednoceni
p-méfitelné. To je ale rovno dopliku X \ (A; N Ay) mnoziny (A; N As),
ktera je tudiz také u-meéritelnd, coz jsme chtéli ukazat. Proto je prunik
konecné mnoha p-métitelnych mnozin p-métitelny.

Pro rozsiteni p-métitelnosti na spocetna sjednoceni potiebujeme
nasledujici lemma.

12



1.2. MIRA KAPITOLA 1. MIRA A JEJI VLASTNOSTI

Lemma 1.2.2. Necht {A}32, je posloupnost podmnozin mnoziny X .
Definugme By, = A\ Uf;ll A;. MnoZinu By, si lze predstavit laicky jako
to, co zbyde z Ay, po odebrdni vsech predchozich mnozin v posloupnosti.
Dusledkem je, Ze mnozZiny By jsou po dvou disjunktni
a UZO \ B = U, Ak Snadno nahlédneme rovnost

= (A5 U Uk L Aj)E, kde M€ znaci doplnek X \ M.

3. Diky lemmatu 1.2.2 lze z posloupnosti p-métitelnych mnozin, o kterych
nic vic nepredpokladame, vyrobit posloupnost po dvou disjunktnich
mnozin pouze pouzitim koneéného sjednoceni a dopliku. Uzavienost
p-métitelnosti na koneéna sjednoceni a doplnék jsme vSak jiz dokazali,
takze nic nebrani vytvoreni posloupnosti p-méfitelnych disjunktnich
mnozin. To se brzy bude hodit, nebot pro disjunktni mnoziny dokazeme
uzavienost p-meétitelnosti na spocetnd sjednoceni - a podle lemmatu
1.2.2 nahradime sjednoceni disjunktnich mnozin sjednocenim mnozin
ne nutné disjunktnich.

Necht tedy { B, }22, je posloupnost po dvou disjunktnich y-méfitelnych
mnozin a Cy = 0, C; = \J._, B, B = U, By Necht £ C X je
libovolna (tzv. testovaci) mnozina. Pisme

uwENC) =
= p((ENCj) N Bj) +pu((ENC) \ By) =
=uw(ENB;)+u(ENC;_y).

Pozndmka. Uvédomme si, ze pro platnost rovnosti (E N C;) \ B; =
E N Cj-1 je nezbytnd podminka disjunktnosti. Bez toho bychom se v
dtikazu d4l nedostali. Ted se kone¢éné ozfejmila nutnost lemmatu 1.2.2.

Podobné bychom pokracovali pro C;_; atd. Indukei tedy dostaneme
rovnost

J
WENC, :E: ENB,)
n=1

Z p-méfitelnosti Cj az (E\ C;) D (E\ B) ( nebot C; C B) dostaneme

J
WE) = w(ENC)) + u(E\ C;) 2: ENB,)+ u(E\ B)

13
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Vyuzijeme o-subaditivity a pro j — oo dostavame
[ee]

W(E) > Y (BN B,) + p(E\ B)
n=1

> p(|J(ENBL) +u(E\ B)

n=1

= u(ENB) 4+ pu(E\ B) = p(E).

Pozndmka. Pouzili jsme mnozinovou rovnost |J~ (E N B,) = EN B,
ktera je dusledkem zfejmé rovnosti AN (BUC) = (ANB)U(ANC)
(distributivita sjednoceni a pruniku).

Dusledkem je vztah p(E) > p(E), avsak je jasné, ze nastava rovnost.
Protoze jsou znaménka > v 1.1 obklicena znaménky =, musi i misto
nich nastat rovnost, aby celkovéa rovnost platila.

7 toho pak
w(E) = w(ENB)+ u(E\ B)

tedy mnozina B = |J,_, B, je p-méfitelnd, coz jsme chtéli dokédzat.
Dokézali jsme, ze spocetna sjednoceni p-métitelnych disjunktnich
mnozin jsou pu-métitelna, a diky lemmatu 1.2.2 jsou vsechna spocetnd
sjednoceni p-métitelnych mnozin p-méritelna.

4. Stejné tvrzeni o spocetnych prunicich dokézeme opét trikové, analo-
gicky s dukazem p-métitelnosti koneénych pruniku p-métitelnych
mnozin. Diky mnozinové rovnosti

XA\ A= JX\ A

kde spocetné sjednoceni doplnku p-meéritelnych mnozin, které je

z predchoziho p-méfitelné, je rovno dopliku spocetného pruniku u-
métitelnych mnozin, je tento doplnék p-métitelny, a tedy i samotny
spocetny prunik je pu-méfitelny.

Dokézali jsme, ze spocetna sjednoceni a spocetné pruniky
p-métitelnych mnozin jsou p-métitelné, ¢imz je vlastnost 1. z véty 1.2.1
dokézéana.

5. Nyni dokézeme, Ze pro disjuntni p-méritelné mnoziny
plati p(Upe; Ax) = > ieq #(Ax). Navdzeme na rovnici 1.1, ze které

14
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mimo predchoziho dusledku vyplyva jesté rovnost

> WENB,) + u(ENB) = p(|J(ENB,)) + uE\ B)
n=1 n=1

> _nENB) = JENB.)

n=1 n=1

Nahradme v posledn{ rovnosti mnozinu £ mnozinou B = |J'7, B,
ktera je sjednocenim po dvou disjunktnich p-méritelnych podmnozin

X. Dostavame
00 o
> u(B) = u(l B (1.2)
n=1 n=1

Vlastnosti 1.2 se tika o-aditivita a jesté se s ni setkame. Dukaz véty
1.2.1 je timto dokoncen.

]

1.3 Prostor s mirou

V této ¢asti propojime nasi zndmou (vnéjsi) miru s pojmem, ktery je ve
vétsiné publikaci oznacovan jako mira. V ramci celé této prace nejsou znalosti
z této sekce nezbytné, avsak slouzi k lepsimu pochopeni souvislosti

a k pozdéjsi orientaci v odbornych publikacich.

Definujeme nové pojmy: o-algebra, métitelny prostor a prostor s
mirou.

Definice 1.3.1 (0-algebra). Necht X je mnozina a P(X) jeji potenéni mno-
zina (mnozina vSech podmnozin X). Pak systém podmnozin A C P(X)
zvéme o-algebrou, pokud plati

L.heA

2. Jestlize A € A, pak také A° € A

3. Pro kazdou posloupnost {4,}°; mnozin z A plati, ze | J,-, 4, € A

15
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Rikdme, ze A je o-algebrou na X, neboli ze dvojice (X, .A) tvoii
meéritelny prostor.

Pro o-algebru plati, Ze je uzaviena vzhledem ke spocetnym sjed-
nocenim, spoc¢etnym prunikim a k rozdilu mnozin. V definici se pritom
mluvi pouze o uzavienosti na doplnék a spocetnd sjednoceni. Odvodime,
ze podminky 1., 2. a 3. jsou podminkami nutnymi, avSak postacujicimi.

V ¢asti 1.2 jsme se setkali s rovnosti

X\ (VA= &\ A
k=1 k=1

ktera propojuje sjednoceni a prunik. Vidime, ze doplnék spocetného pruniku
mnozin z A je roven spoc¢etnému sjednoceni mnozin z A, a tedy taktéz patii
do A. A protoze A je uzaviend vzhledem k doplikum, je i (o, Ax v A,
takze A je uzaviend i vzhledem ke spocetnym (tedy i koneénym) prunikum.
Uzavienost vzhledem k rozdilu mnozin vyplyva ze vztahu

A\ B=An B

Zbyva konecné zadefinovat miru, jak je bézné nazyvana.
Definice 1.3.2 (Mira (nejcastéji)). Necht (X, .A) je méfitelny prostor. Zob-
razeni p : A +— (0; 00) nazyvame mira, jestlize
L (@) =0

2. Je-li {A,,}>°, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z A, pak

M(U Ap) = ZM(An)

(o-aditivita)

Trojici (X, A, 1) nazyvame prostor s mirou. Mira tedy narozdil
od vnéjsi miry musi byt definovana na néjakém métitelném prostoru, kterym
je o-algebra na néjaké mnoziné. Oznaceni métitelny prostor neni vibec
nadhodné, nebot vsechny mnoziny v o-algebie jsou pu-méfitelné.

Tvrzeni 1.3.1. Vsechny podmnoziny X tvorici o-algebru A jsou
pu-méritelné, pricemz p je mira definovand na (X,.A).
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1.3. PROSTOR S MIROU KAPITOLA 1. MIRA A JEJI VLASTNOSTI

Dikaz. Méjme libovolnou mnozinu A € A a libovolnou testovaci mnozinu
B € A. Vlastnost 2. v definici 1.3.2 zfejmé implikuje platnost stejného
vztahu i pro koneénd sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin (muzeme zvolit
v8echny zbyvajici mnoziny v posloupnosti {A,,}°° | prazdné).

N(U Ap) = ZN(An) (1.3)

Sestrojme tedy mnoziny B N A a B\ A, které jisté lezi v A. Ziejmé maji
prazdny prunik, tedy jsou disjunktni. Proto muzeme podle rovnosti 1.3 psat

W(B) = u((BNA)U(B\ A)) = u(BNA) + u(B\ A),

¢imz jsme ukazali, ze libovolna A € A je p-métitelnd, tedy vSechny mnoziny
o-algebry jsou p-méritelné. O]

Muzeme si polozit opacnou otazku, totiz zda pro (vnéjsi) miru p na
X plati, ze vSechny p-métitelné mnoziny tvoii o-algebru.

Tvrzeni 1.3.2. Necht p je (vnéjsi) mira na X a S je mnoZina viech
w-meritelnych mnozin. Pak S je o-algebra na X .

Diikaz. Ovérime vlastnosti o-algebry. S je podmnozinou P(X), nebot mira
i je definovdna na X. Dale prazdnd mnozina () je p-méfitelnd, protoze pro
vsechny B C X plati u(B) = 0+ u(B) = (BN O) + u(B\ 0), takze ) € S.
Déle je-li A € S, je A p-méiitelnd, a tedy u(B) = p(BNA) + (B \ A) =
u(B\ A°) + (BN A°), takze 1 A € S.

Zbyva dokéazat uzavienost S vzhledem ke spocetnym sjednocenim.

To ale znamena ukazat, ze sjednoceni spocetné mnoha p-méfitelnych mnozin
je p-métitelné, coz 1ikd jiz dokazand véta 1.2.1. Tedy S je skutecné o-algebra.
O

Vnéjsi mira p se na S stdvd mirou, nebot vlastnost 2. z definice
1.3.2 jsme jiz dokézali ve véte 1.2.1 a vlastnost 1. je zfejma.

Tim je zavrSeno propojeni vnéjsi miry a miry. Zavérem je, ze
omezime-li (vngjsi) miru p pouze na mnozinu métitelnych podmnozin X, je
tato zuzend (vnéjsi) mira mirou v bézném slova smyslu, tzn. zizend mira a
mnozina méfitelnych podmnozin X tvoii prostor s mirou
(zapisujeme (X, S, ps)).

Umluva. V dalsich ééstech tohoto textu budeme z praktickych duvodu uzivat
nazvu mira pro vnéjsi miru.

17



1.4. PRIKLADY MER KAPITOLA 1. MIRA A JEJI VLASTNOSTI

1.4 Priklady meér

Sila dukazu vlastnosti miry a p-métitelnych mnozin tkvi v jejich obecnosti.
V dukazech jsme vychazeli pouze z uvedenych predpokladu, a proto lze
dokazané vlastnosti aplikovat na uplné libovolny matematicky objekt
splinujici dané podminky. Abstraktni pristup nejenze Setii praci s dokazova-
nim stejné vlastnosti v mnoha specifickych piipadech, ale umoznuje vyslovit
dokazana tvrzeni i o jesté nemyslenych objektech.

V nasem pifpadé to pak znamens, ze at si vymyslime sebezbésilejsi
zobrazeni, které vsak bude spliovat definici miry, budou pro néj vsechny
dokazané vlastnosti miry platit.

Pro ilustraci uvedeme nékteré znamé piiklady mér [Mall6] [Net16].

1. Pocitaci mira na N pritadi kazdé podmnoziné N pocet jejich prvku.

1p({1:2;3;5;8}) =5 fip(n € Njn = 2k, k € N) = oo

2. Pravdépodobnostni mira je mira P, jejimz oborem hodnot je (0; 1).
Pravdépodobnostni prostor €2 je mnozinou vSech elementarnich jevu
(vysledku), které mohou nastat. V teorii pravdépodobnosti se
podmnoziny () nazyvaji jevy a pravdépodobnostni mira jim ptifazuje
pravdépodobnost, s jakou nastanou [Roz18]. Vsimnéme si, ze
s pravdépodobnosti zachazime intuitivné jako s mirou, napt. pravdépo-

dobnost, ze na kostce padne 1 nebo 2, pocitame jako soucet P(1)+ P(2)
3

3. Hausdorffova mira slouzi k méteni objektt (mnozin) v n-rozmérném
prostoru. Kterou vlastnost objektu zrovna métime, zavisi na dimenzi
Hausdorffovy miry, tato mira je tedy zobecnénim pocitaci miry, délky,
plochy i objemu. Navic s ni jsme schopni mérit v topologickych di-
menzich neméfitelné fraktaly. Hausdorffova mira je klicovym pojmem
této préace, a proto je ji vénovana kapitola 3.

3Z4jemctim doporucuji skvély a srozumitelny seridl Matematického korespondenéniho
semindie [Roz18]. Najdete ho na https://prase.cz/index.php nebo na odkazu v bibliografii.
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Kapitola 2

Fraktaly

Cilem této kapitoly je zprostiedkovat rozvahu nad fraktalnimi mnozinami.
Zacneme od nasich predstav fraktalu zalozenych na zkuSenosti a intuici a
pokusime se tyto ptredstavy zobecnit a zmatematizovat. Zamyslime se nad
meérenim délky, plochy ¢i objemu fraktali, na coz navazeme v nasledujici
kapitole.

Namisto uvedeni formalni definice fraktalu bez pottebnych prere-
kvizit se pokusime slozit intuitivni obrazek fraktalu.

2.1 Fraktalni struktury v prirodé

Zda se, ze piiroda si fraktdly velmi oblibila. Vyskytuji se jak ve formé
sobépodobnych utvaru, tak jako nesobépodobné, nybrz pouze fraktalné
slozité a diferencované tutvary.

Podstatnou odnoz fraktalu tvori sobépodobné utvary, které vznikaji
opakovanim stale stejné struktury na vsech trovnich. To znamena, ze drobny
vyTez je jen zmenseninou celého fraktalu, neboli ze priblizenim fraktalu
ziskame obraz celého fraktalu. Kazdéd jeho ¢ast tak obsahuje informaci o
celku. Lze si to predstavit i tak, ze kdybychom se nahodou ocitli na fraktélu,
nepoznali bychom, v jakém méritku se nachézime.

Princip sobépodobnosti je hojné vyuzivan v piirodé, coz je z ekono-
mického hlediska velmi logické - k zakédovani slozitych struktur staci malé
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mnozstvi informace. Piikladem muze byt ruzice kvétaku, snéhova vlocka
nebo tvar blesku na obloze. V lidském téle se fraktdlné vétvi prudusky a
prudusinky plic, krevni i lymfatické cévy, fraktalni strukturu maji jatra, led-
viny i sliznice stfev. Nesmime zapomenout ani na nervovou soustavu vcetné
mozku. Zajimavé je, ze fraktalni princip se objevuje nejen ve statickych tva-
rech, ale i v prubéhu biochemickych déju - na jedné strané imunitni reakce a
mnozeni bakterif ¢i §ifenf infekce na strané druhé [KIi15].

Pojem fraktdl vsak nezahrnuje pouze sobépodobné utvary. Mysli se
jim jakékoli velmi slozité, rozruznéné a zakiivené tvary a plochy, takové, které
si 1 pod znaénym zvétSenim zachovavaji drsnou strukturu. Pobfezni linie
Norska ¢i Velké Briténie i zc¢efend motska hladina vykazuji znaky fraktalu
[Sanl17].

Avsak zadna fraktalni struktura v prirodé neni geometricky doko-
nald, nerozruznuje se donekonecna, jako je tomu u abstraktnich fraktalu.
Fraktal je samoziejmé pouhym vyplodem lidské mysli, ve viditelném svété se
nevyskytuje. Mnoho zivych i nezivych soustav vsak bezchybny fraktal dobre
napodobuje, a to je duvodem, proc¢ je zajimavé fraktaly zkoumat nejen pro
jejich matematickou krasu.

2.2 Matematické fraktaly

2.2.1 Kochova hvézda

Jednim z nejznamejsich fraktalu je Kochova kiivka. Vznika iteraci (opa-
kovénim) tohoto kroku:

1. Vezméme tsecku a rozdélme ji na tietiny.
2. Nad prostiedni tfetinou vztycme rovnostranny trojihelnik.

3. Umazme zdkladnu trojihelnika (prostfedni tfetinu usecky).

Tento postup nyni opakujeme na vSech nové vzniklych tseckach. Slozenim
ti1 Kochovych kfivek v rovnostranny trojihelnik vznikda Kochova hvézda.

Kochova hvézda je typickym ptikladem sobépodobného fraktalu.
Proto se s ni snadno pocita.
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AR

Obrazek 2.1: Vychozi trojihelnik a prvni tii iterace Kochovy hvézdy

Ze zvlastni vlastnosti nekoneéného opakovani stejného vzorce a v
podstaté nekonecného zakfivovani muzeme usuzovat na podobné zvlastni
vlastnosti, co se métreni tyce. Intuitivné, zkratka protoze je to kiivka, zkusime
zmérit jeji délku. Odvodime vzorec pro délku n-té iterace, oznacme ji d,.
Jednotkou délky je zde strana puvodniho trojihelniku.

& do =3-1

_ 1

ody=3-4-3
< d2 =3 42 (%)
o dy=3-4%-(3)°

o dy=3-4". (L)

Pro n — oo je skutecnda délka obvodu Kochovy hvézdy rovna

3. him (2)"
lim (5)"

Jelikoz vsak % > 1, je délka obvodu Kochovy hvézdy vétsi nez kterékoli
realné cislo, v teorii miry pouzivame symbol co. Délku Kochovy kiivky tedy
muzeme povazovat za nekone¢nou. Na druhou stranu nyni postrada smysl
pocitat obsah ¢i objem této kiivky, nebot je nejspis nulovy.

Kochovu ktivku jsme definovali pomoci iterace urcitého kroku.
Obréacenym zpusobem tvorby opét sobépodobného fraktalu je rekurze, kterd
neni ni¢im jinym, nez tzv. vnorovanim objektu do sebe sama.
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2.2.2 Sierpinského trojuhelnik

Tento znamy fraktalni obrazec, nékdy nazyvany Sierpinského koberec, je de-
finovan takto:

1. Méjme plny rovnostranny trojuhelnik.

2. Vyjméme z néj mensi trojuhelnik urceny stfednimi piickami puvodniho
trojuhelnika.

3. Ve vsech nové vzniklych plnych trojihelnicich provedme stejnou akci
a tento krok opakujme.

A A

AA

A A
t& L4140
AA AA
A A A A

A“A AAAAAAAA

Obrazek 2.2: Vychozi trojihelnik a tti rekurze Sierpinského trojihelnika

Narozdil od Kochovy kiivky, ktera se neustale plosné rozrusta,
puvodné plo$ny trojuhelnik postupné mizi. Proto se nabizi otdzka obsahu
Sierpiniského trojihelnika. Necht S, znaéf obsah n-tého rekurzivntho vykres-
leni a jednotkou obsahu je obsah puvodniho trojihelnika.

o Sy=1

oS =1-3

0 Sy=5-3-1.1.¢9

© 53252—32‘(%)2'152
Ze zéapisu je patrny postup: Z predchézejici rekurze odstranime z kazdého
plného trojuhelnika mensi trojihelnik o ¢tvrtecnim obsahu - celkové pro k

plnych trojuhelniku v dané rekurzi odstranime k-krat obsah ¢tvrtiny z k-
tiny obsahu dané rekurze Sierpinského trojihelniku. Upravou dostaneme, ze
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odstranime celkem k k-tin ¢tvrtin obsahu dané rekurze Sierpinského
trojihelnika, rekurzivni vzorec ! tedy muzeme zjednodusit na
1 3

Sn = Sn—l - ZSn—l = an—l-

7 tohoto rekurzivniho predpisu uz snadno uréime vzorec pro n-ty clen:

3\ "
=)
4
Zatimco se n blizi k nekone¢nu, obsah Sierpinského trojihelnika se

limitné blizi nule. Perfektni Sierpinského trojuhelnik mé tedy nulovy obsah.
Ptejdéme tedy o dimenzi nize; jakou ma délku?

Zda se to irelevantni, pocitat délku zdanlivé plosného utvaru.
Kazdopadné je tfeba nejdiiv najit kiivku, ktera cely Sierpinského trojihelnik
vykresli, a poté vypocitat délku té kiivky. Takova kfivka existuje a pracovné
ji budeme iikat Sierpinského kiivka 2, pfestoze je pouhou analogii kiivky
zvané Sierpinského, kterd misto trojihelniku vypliuje ¢tverec. Vznika iteraci
podobné jako Kochova kfivka, postup je néasledujici:

1. Méjme rovnou usecku.

2. Nahrad'me ji lomenou ¢arou opisujici obvod poloviny pravidelného
Sestithelniku, a to podle orientace usecky; prostifedni ¢ast nahradivsi
lomené ¢ary bude rovnobézna s nahrazenou useckou. Dale plati:

(a) Sméruje-li usecka severovychodné, bude nahrazena lomenou ¢arou
vypouklou smérem sikmo dolu.

(b) Je-li tisecka vodorovnd, bude nahrazena lomenou ¢arou vypouklou
nahoru.

(c) Smeéruje-li tusecka jihovychodné, bude nahrazena lomenou ¢arou
vypouklou smérem Sikmo dol.

3. S nové vzniklymi tseckami opakujme predchozi kroky.

Pro predstavu pomuze obrazek.

Ldefinovany pomoci piedchozi ¢lenu
2y angli¢tiné pod ndzvem Sierpinski arrowhead curve
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Obréazek 2.3: Prvnich 6 iteraci ,Sierpinského kiivky*

Obrazek 2.4: | Sierpinského kiivka® 7. fadu
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Proces tvorby této kiivky si muzeme predstavit jesté jinak: stavajici
kfivku zmensime na % a presuneme ji do horni poloviny obrazu. Poté ji
za pravy a levy dolni roh ,rozbalime® smérem doli, neboli zobrazime ji v
otoceni o 120° se stiedem v pravém dolnim rohu a o 240° se stiedem v

levém dolnim rohu, jak je vyobrazeno nize. Tato kiivka je v limité totozné

Z N

Obrazek 2.5: Alternativni pohled na tvorbu ,Sierpinského kiivky*

s Sierpinského trojuhelnikem. Dikaz tohoto tvrzeni vsak znacné presahuje
odbornost této prace. Vsimnéme si vsak, ze se kiivka zda byt odpuzovana
bilymi trojihelniky, které jsme pted chvili vyjimali v rekurzich Sierpiniského
trojuheniku. Fakt, ze kfivka nikdy nezasahne do prazdnych trojuhelniku,
jehoz dukaz zde pomineme, si lze predstavit pomoci vyse popsaného ,rozba-
lovani* kiivky.

Jaka by byla délka této kiivky? Pocitejme; v kazdém kroku se kiivka
prodlouzi o polovinu své délky, pro n-tou iteraci tedy dostavame délku (%)”,
coz se limitné blizi nekoneénu.

Piitom Sierpiniského trojuihelnik neni nekonecné rozsahly, aby jej
néjak neslo zmérit. Potiz je v tom, Ze jsme dosavadné mérili pouze délku
a obsah, coz jsou miry v celo¢iselnych dimenzich. Muzeme si predstavit, ze
se Sierpinského trojihelnik sklada z urc¢itého materialu ¢i hmoty, u které
vsak nemuzeme urcit konecnou délku ani nenulovy obsah, avSsak muzeme
spocitat jakousi analogii délky a obsahu, miru, ktera je vlastni utvaru o di-
menzi Sierpinského trojihelnika.
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Kapitola 3

Hausdorffova dimenze

Zasadni koncept v teorii miry uvedl roku 1918 némecky matematik Felix
Hausdorff ve své publikaci Dimension und duferes MafS [Haul8]. Definoval
s-rozmérnou Hausdorffovu miru, ktera je vnéjsi mirou na metrickém prostoru
(pro nase ucely budeme pracovat s podmnozinami R") a zobecrniuje pojem
délky, plochy i s-rozmérného objemu, avSsak s vubec nemusi byt pfirozené
¢islo.

Touto stézejni kapitolou nas budou provazet pojmy Hausdorffova
mira a Hausdorffova dimenze.

3.1 Prerekvizity

Definice Hausdorffovy miry muze na prvni pohled pusobit désivé. Proto
nejprve vysvétlime vSechny potfebné pojmy a c¢asti definice, a s pojmem
Hausdorffova mira se potom setkame jako se starou znamou.

3.1.1 Relace usporadani

Relaci na mnoziné chapeme jako néjaky vztah ¢i podminku, ktera se tyka
dvou prvkil mnoziny a je pro né bud pravdivd, nebo nepravdivd. Piikladem
mohou byt relace na celych cislech; relace vétsi nez, rovna se nebo je
délitelem. Uvédomme si, ze muze zalezet na potradi prvku v relaci. Mezi
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relace tykajici se mnozin patii napt. relace je podmnozinou.

Definice 3.1.1. Uspordddni je relace R (na néjaké mnoziné X), kterd je:

1. reflexivni; Vo € X : xRx, tedy kazdy prvek mnoziny je v relaci sm se
sebou

2. tranzitivni; Vz,y,z € X : xRy A yRz = xRz, neboli pokud jsou je x v
relaci s y, které je v relaci se z, je nutné x v relaci se z.

3. antisymetricka; Ve,y € X : xRy N yRx = x = y, tzn. je-li mozné
prohodit poradi prvku v relaci, pak se prvky nutné rovnaji.

Poznamka. Vsimnéme si, ze tranzitivita i antisymetrie pracuji s implikaci;
dusledek musi byt pravdivy, jen pokud je splnéna predchozi podminka (pro
tranzitivitu je to Ry A yRz). Pokud tato podminka neplati, je tiplné jedno,
zda zéver plati ¢i ne (v pripadé tranzitivity zda plati xRz).

Déle poznamenejme, ze v definici usporadani neni zminéno, ze by
vSechny prvky musely byt porovnatelné, tedy ze by pro kazdé dva prvky z,y
platilo x Ry nebo yRz (nebo oboji).

Definice 3.1.2. Mnozinu, na které je definovano usporadani, nazvéme
usporadanou. Pokud jsou navic kazdé dva prvky mnoziny porovnatelné,
nazyva se uplné usporddand.

Pozndmka. Nékdy se pro rozliseni pouziva oznaceni cdstecné usporadand
mnozina pro usporadanou mnozinu.

Priklad 3.1.3. » Relace < je usporddanim na mnoziné R. Mnozina
realnych cisel je iplné usporadana.

» Relace C je uspofdddnim na mnoziné P(N) podmnozin mnoziny
prirozenych ¢isel. Potenéni mnozina P(X) je jen ¢astecné usporadana,
protoze napft. neplati ani {2,5,8} C {3,42,1024}, ani {3,42,1024} C
{2,5, 8}, tedy ne vSechny podmnoziny jsou porovnatelné.

Zaméime se nyni na mnozinu realnych ¢&isel R, nebot ndsledujici
pojmy potfebujeme mit definované pravé na ni.

Definice 3.1.4. Méjme usporadani < na R. Neprazdna podmnozina
A C R je zdola omezend, pokud existuje k € R takové, ze pro vSechna a € A
plati £ < a. Prvek k pak nazyvame dolni mez mnoziny A.
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Pozndmka. Zde je dulezité, ze mnozina A je neprazdné. O prvcich préazdné
mnoziny bychom totiz mohli vyslovit cokoli.

Pozndmka. Dolnich mezi muze byt dle definice nekoneé¢né mnoho.

Definice 3.1.5. Nechft A C R a < je uspoiddani na R. Prvek = € A je
minimdlnim prvkem mnoziny A, pokud pro Va € A : x < a.

Pozndmka. Tato mnozina je pak zfejmé zdola omezena a z je jednou z jejich
dolnich mezi.

Kuptikladu minimélnim prvkem mnoziny pfirozenych cisel je
¢islo 1. Nemusime vsak chodit daleko, abychom zjistili, Ze ne vSechny zdola
omezené mnoziny maji minimalni prvek. Vezméme mnozinu kladnych
redlnych ¢isel RT. Zjevneé je zdola omezend, dolni mezi je napt. —4. M4 vSak
minimalni prvek?

Tvrzeni 3.1.1. Mnozina kladnych redlngch ¢isel Rt = {z € Rz > 0} nemd
minimum.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje prvek r € RT takovy, ze pro
vsechna x € R plati: jestlize x < r, tak 2 = r. Pak ale existuje prvek § € R,
ktery je ostie mensi nez r, coz je spor s predpokladem, Ze r je minimum.
Minimalni prvek mnoziny kladnych redlnych ¢isel tedy neexistuje. ]

Podobné bychom ukézali, Ze zadny otevieny interval redlnych cisel
nemd minimum. Proto se zavadi nésledujici pojem.

Definice 3.1.6. Méjme zdola omezenou podmnozinu A C R. Pokud pro jeji
dolni mez A\ € R plati, ze kazda dalsi dolni mez k < A, pak A je nejuyssi dolni
mez neboli infimum mnoziny A. Znacime inf A = \.

Pozndmka. Ma-li mnozina minimum, je toto zaroven jejim infimem.

Tvrzeni 3.1.2. Kazdd zdola omezend podmnozina A redlngjch ¢isel md infi-
mum.

Diikaz. Sestrojme A = ag, ajas... tak, ze najdeme nejvyssi celé ¢islo ag, které
A a analogicky pro dalsi a;. Kvuli zpusobu sestrojeni je A ziejmé dolni mezi.
Pokud existuje dolnf mez k > X\, pak k— X > 0, atedy ' k—\ > 107" > 0 pro

Ipodle podminky zndmé jako Archimédova vlastnost
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néjaké n € N. To znamend, ze muzeme a,, zvysit o 1, anebo pokud a, =9,
muzeme zvysit o 1 nékteré predchozi a,, < 9. Coz je spor s definici X. Tedy
A je nejvyssi dolni mezi, neboli infimem A. O

Analogicky definujeme omezenost shora, maximalni prvek mnoziny

cvv s

3.1.2 Prumér mnoziny bodu

Prumérem v této souvislosti myslime geometricky prumér, napf. prumeér
kruznice ¢ koule. Definice pruméru coby usecky prochéazejici stredem vsak
na méné pravidelna télesa ¢i utvary nestaci. Pro ucely meéreni nekulatych
teles v R™ dodefinujeme prumér jako nejdelsi tusecku, jejiz koncové body lezi
na povrchu télesa (analogicky na obvodu utvaru). To souhlasi s nasi intuicf -
napf. prumeérem krychle bude jeji télesova thlopticka.

Tato ,definice“ je vsak prtilis volna, aby stacila na nase abstraktni
pojeti mnozin v prostoru. Zaprvé, mnoziny mohou mit roztodivné tvary a
nemusi byt viibec jasné, kterd usecka je nejdelsi. Zadruhé, abstraktni mnoziny
bodu nemuseji byt tak jasné uchopitelné jako znam4 télesa, predevsim vubec
nemuseji mit jasné ohraniceny okraj, jedna-li se o tzv. oteviené mnoZiny 2.
V neposledni fadé jesté nevime, co presné myslime pojmem vzdélenost a v
jakém prostoru se pohybujeme!

Pro ucely této prace pouze lehce nastinime, jaké pozadi potfebujeme
pro ptresnou definici pruméru télesa. Zobecnénim 3-rozmérného prostoru, ve
kterém zijeme, poc¢itame a méiime prumeéry téles, je metricky prostor. Me-
tricky prostor tvori mmnozina spolu se zobrazenim metrikou, ktera se chova
tak, jak bychom ocekavali od funkce prirazujici vzddlenost dvéma bodum v
dané mnoziné. Metrika tedy splnuje nékteré intuitivni podminky: jeji hod-
noty (vzdéalenosti) jsou nezaporné; vzdalenost od bodu A do bodu B je stejna
jako vzdalenost z B do A; pokud je vzdéalenost dvou bodu nulova, jsou tyto
body totozné; a spliiuje trojihelnikovou nerovnost [enc20c].

Prostor R™ je metrickym prostorem a s vlastnostmi jemu piislusné
metriky pracujeme pfirozené, proto timto ukonc¢ime exkurz do obecnych met-
rickych prostoru a budeme se vénovat znamému n-rozmérnému prostoru R™.

Zanalogie otevienych intervalii
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Hodnotam euklidovské metriky v R™ budeme tikat vzdalenost a znacit je
rovnymi zavorkami.

Definice 3.1.7. Necht M je mnoZzina bodt v prostoru R™. Primér mnoziny
M definujeme jako nejnizsi horni mez vzdalenosti mezi body mnoziny M.
Zapisujeme:

diam(M) = sup{| XY |; X,Y € M}

Pozndmka. Zde se hodi pouzit supremum, nebot diky nému muzeme defino-
vat prumér i na otevienych mnozinach.

3.2 Hausdorffova mira

Hausdorffova mira umoznuje méfit velmi malé a geometricky slozité
podmnoziny R". Je definovand pomoci pruméru vhodnych pokryti mnoziny.

Definice 3.2.1. Necht A CR", 0 < s <00 a0 < § < oo. Definujme

:inf{ia(s)(dwmc) A C UCj,dz’am C; §5},

kde
,/Ts/2

a(s) = =——-.
() I'(s+1)
Zde je T'(s) = [; e a*'dx, (0 < s < 00), zndmd gamma funkce.

Pozndmka. Hi muzeme nazvat Hausdorffovou ,,predmirou‘.

Vysvétleni definice. Normalizaéni konstanta «a(s) je pouzita, aby Hausdorf-
fova mira odpovidala obsahu 2-rozmérnych ttvarta a objemu vicerozmérnych
téles 1. Nestarejme se tedy nyni o konstantu af(s), ale nahlédnéme smysl
Hausdorffovy predmiry. Je to funkce, kterd pro danou mnozinu najde

vsemozna pokryti koulemi o pruméru mensim nebo rovnym ¢§ a seéte jim
prisouzené ,objemy“, které jsou definovany vzorcem o(s) (%) Dulezité
je, ze pokryvacich tvaru muze byt nekoneéné mnoho (spocetné). Funkce #;
poté z téchto souctt objemu vezme jejich infimum, tzn. bud’ nejmensi soucet,

3jedna se o pracovni pieklad anglického premeasure, jak je v nékterych cizojazyénych
publikacich oznacovéna

4ptesnéji, pokud n je piirozené é&fslo, je a(n) rovno objemu (Lebesqueové vnéjsi mife)
n-rozmeérné jednotkové koule
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nebo hodnotu, ke které se soucty shora limitné blizi (protoze ruznych pokryti
mnoziny A je mnoho a nemusi existovat jedno dokonalé pokryti, které doko-
nale obepind mnozinu A 5).Tim je dosazeno aproximace skutecného objemu
mnoziny s presnosti danou velikosti 9.

Definice 3.2.2. Méjme A a s z definice 3.2.1 a definujme s-rozmeérnou
Hausdorffovu miru na R™

H*(A) = im H3(A) = sup Hj(A).
Pozndmka. Zatimco se § blizi nule, zvysuji se ndroky na prumeér pokryvacich
mnozin, tj. jejich prumér musi byt mensi a mensi, ¢imz se omezuje pocet
vhodnych pokryti, takze H3(A) se zmensujici se § rozhodné neklesd, coz
zduvodnuje pouziti suprema.

Véta 3.2.1. H?® je mira (0 < s < o00).

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze Hj je mira. Ziejmé se jedna o zobrazeni z P(X)
do (0;00), tzn. hodnoty H§ jsou nezdporné. Dale chceme ukdzat H3 () = 0.
Rozdélme to na ptipady s > 0 a s = 0. Pro s > 0 pokryjeme prazdnou
mnozinu kouli o jistém poloméru r > 0, ktery muzeme libovolné zmensovat.
Potom H3(0) = a(s)(5)*, piicemz kdyz r — 0, blizi se § k nule a 0° = 0, tedy
H3(0) = 0. Jestlize s = 0, hodi se domluvit se, ze velikost prazdné mnoziny
umocnénd na 0 bude 0, tj. |#|° = 0.

Zbyva dokazat o-subaditivitu H3. Z definice ‘Hj zfejmé, ze pokud

A C U A, je Hi(A) < H5 (U2 Ag). Proto stacéi dokazat, ze pro posloup-
nost {4y}, podmnozin R™ plati

'H;( @ Ak> < i%;(Ak). (3.1)

Pro kazdé Ay najdéme mnoziny {C}}52, takové, ze Vj € N : diam Cf < .
Potom mnoziny {C}}%._; pokryvaji celé Uy, Ay. Proto

Vezmeme-li infima z obou stran nerovnice, dostaneme pozadovanou
nerovnost 3.1.

5 sz . ~ 7 .. ’ ’ ~ 7
°zde se nabizi analogie s otevienymi intervaly redlnych ¢isel
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Pro dukaz, ze H® je mira, pouzijeme nerovnosti

Hi(JAa) < Z% (4) < S
k=1 k=1
kde H3(Ay) < H*(Ay) vyplyvé z pozndmky u definice 3.2.2. Nechdme § — 0

a dostaneme - .
’H( U Ak> <Y H(A).
k=1 k=1

Zbyvajici vlastnosti miry vyplyvaji pro H*® z jiz dokdzanych vlastnosti 3.
O

Véta 3.2.2. Necht ACR" a 0 < s <t< oo. Plati

1. Pokud H*(A) < oo, tak H'(A) = 0.
2. Pokud H'(A) > 0, tak H*(A) = cc.

Diikaz. Vsimnéme si, ze 2. implikace automaticky vyplyva z 1. Dokazeme 1.
implikaci. Necht tedy H*(A) < oo a § > 0. Najdeme mnoziny {C;}32,, které
splnuji diam C; < (5 a zaroven pokryvaji mnozinu A. Dokonce existuji takové

mnoziny {C} }j 1 Z

i (dmmc) < HY(A) + 1, (3.2)

nebot H*(A) < oo, takze 1 Hi(A) je koneénd, a proto vezmeme-li takové

pokryti {C;}52,, které se limitné blizi infimu z definice H3(A), dokdzeme
sumu 77 a(s) (%) obemknout v jednotkovém intervalu.

Déle z jiz zndmého vztahu H*(A) > H3(A) spolu s nerovnosti 3.2
dostavame

f:a (dmmc) < HA) 41 (3.3)
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Nerovnost 3.3 tedy stoji na predpokladu H*(A) < oco. Déle

HY(A) < ia(t)(%)t
_ Zi) 9ot f:qg(%)s Adiam C)'* (34)

<

L5 S (P (A) + 1),

Nyni poznamenejme, ze % 2571 (H5(A)+1) je z predchoziho néjaké konecné

¢islo. Jelikoz t — s > 0, bude se spolu s § — 0 blizit nule i §*~%. Proto pokud
v nerovnosti 3.4 posleme § — 0, dostaneme kyzeny vztah

H'(A) =0.

3.3 Hausdorffova dimenze

Navazeme na vétu 3.2.2, jeji vyznam nyni rozebereme. Dané s, resp. t,
urcuje dimenzi Hausdorffovy miry, proto jsme H® v definici 3.2.2 nazvali
s-rozmérnou Hausdorffovou mérou na R"™. Jedna se o dimenzi, ve které da-
nou mnozinu méfime, a je typicky mensi nez dimenze celého

prostoru (n) .

Uz v kapitole 2 jsme narazili na mnoziny, jejichz délka byla ne-
konecnd, ale obsah nulovy. Zde bylo s = 1 a t = 2, protoze délka je jedno-
rozmérna a obsah 2-rozmérny. Podle véty 3.2.2 at méfime v jakékoli dimenzi
mensi nez 1, uz vzdy dostaneme nekonecnou ,miru“, a naopak v kterékoli
dimenzi vétsi nez 2 naméiime 0. Nékde v intervalu (1;2) musi byt mezni
(hrani¢ni, zlomovy) bod, v jehoz dimenzi naméfime néco smysluplného (pro
Kochovu hvézdu a Sierpinského trojuhelnik).

Je to logické. Predstavme si tieba takovy ¢tverec. Ocividné neni
fraktalni. Jedna se dvourozmérny utvar. Kdyz jej chceme mérit, méiime jeho
obsah, ani nds nenapadne mérit jeho délku (nanejvys délku jeho obvodu, coz
ale neni ,délka ctverce“) ani jeho objem - prvni by vyslo oo a druhé 0.

5D4 se dokazat, ze pokud s > n, tak H* = 0 na R™. Napf. zde [EG92]
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Proto ndm u Kochovy hvézdy a Sierpinského trojuhelnika vychazela
tak neocekdvand ¢isla. Jednoduse jsme je neméfili v jim piislusné dimenzi,
kterou rozhodné neni dimenze topologicka. Topologickd dimenze je ndm
znama, bézné s ni pracujeme, napt. rovina ma topologickou dimenzi 2, bod
0 a primka 1. Fraktaly vSak lezi jaksi mezi topologickymi dimenzemi a az
Hausdorffova mira nam je dovoluje mérit.

To vede k nasledujici definici.

Definice 3.3.1 (Hausdorffova dimenze). Hausdorffova (fraktdlni) dimenze
podmnoziny A prostoru R" je

Haim(A) = inf{0 <t < oo | H'(A) =0} = sup{0 < s < 0o | H*(A) = oc}.

Pozndmka. Definice pomoci infima, resp. suprema, opét dava smysl. Nevime
totiz, jaké hodnoty bude H* pro dané A nabyvat, jediné, co vime podle véty
3.2.2 s jistotou, je to, ze nékde nastane pravé jeden zlomovy bod, kterym ani

nemusf byt kladné redlné ¢&fslo, ale i 0 a co”.

3.4 Definice fraktalu

Benoit Mandelbrot definoval fraktal jako mmnozZinu, jejiz Hausdorffova di-
menze ostre prevysuje jeji dimenzi topologickou. Avsak pozdéji se ukazalo,
ze prijetim této definice bychom vyloucili mnoho utvaru, které zcela jisté
fraktély jsou (napf. Hilbertovu kiivku) [enc20b]. Definice pomoci
sobépodobnosti také nestaci, nebot sobépodobné jsou i rtizné nefraktdlni
pravidelnd télesa (krychle), utvary (¢tverec) a kiivky (tisecka).

Britsky matematik Kenneth Falconer se ve své knize Fractal Geo-
metry: Mathematical Foundations and Applications vyslovuje, ze za fraktal
je povazovana mnozina, kterd mé nékteré typické vlastnosti [Fal04]. Jejich
priblizné znéni je zde:

Vlastnosti fraktala
1. V libovolném ptiblizeni jsou velmi ¢lenité.

2. Jsou pftilis nepravidelné pro tradiéni geometrii.

"vezméme si napiiklad prazdnou mnozinu, nebo celou rovinu
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3. Casto jsou sobépodobné (néjakym zptisobem ®).
4. Jejich fraktélni dimenze je obvykle vétsi nez topologicka.

5. Vétsinou je lze definovat velmi jednoduse (iterace, rekurze).

8napi. dokonald, pfibliznd, statisticks sobépodobnost
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Kapitola 4
Vypocty dimenzi fraktalua

V praktické césti této prace spocitame Hausdorffovy dimenze nékolika
znamych a neznamych fraktala.

4.1 Typické fraktaly

4.1.1 Kochova hvézda

Kochovu hvézdu jsme jiz definovali v kapitole 2. Pokusime se zjistit jeji
Hausdorffovu dimenzi. Postupné budeme v Hj snizovat ¢, tedy maximalni
prumér pokryvacich mnozin (pro predstavu jsou jimi kruhy).

Obréazek 4.1: Pokryti 1. iterace Kochovy hvézdy
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Pocitejme pro mnozinu K tvorici Kochovu hvézdu, ptricemz jednot-
kou vzdalenosti je strana vychoziho trojihelnika.

o HI(K) = a(s)-3-4<%>s

o H5(K) = a(s) - 3'42((%)2)S

[\

o M (K) =a(s)-3-42(9])

2

o H5 = a(s)~3-4”(ﬂ>s
1 2

37

Posleme-li n — oo, pak zaroven § — 0, takze H5 — H*. Z toho

H(K) = lim (a(s) -3+ 4"(@)5)

nooe 2/ (4.1)
- o5 (1)'

Uvédomme si, co ovliviiuje velikost dané limity. Pro dostatecné velké s bude
% < 1 a limita rovna 0, pro dostatecné malé s naopak ,rovna“ oo. Dokonce
ze znalosti exponencialni funkce muzeme fict, Ze existuje pravé jedno s, u
kterého se velikost H*(K) ldme. Limita je totiz koneénd, pravé tehdy kdyz
3;43 =1, neboli s = log; 4.

Hausdorffova dimenze Kochovy mnoziny je proto

Haim (K) = logs 4 = 1.2619.

4.1.2 Sierpinského trojuihelnik

Dokonc¢ime uvahy z kapitoly 2 vyc¢islenim Hausdorffovy dimenze Sierpinského
trojuhelnika dvéma zpusoby - nahlédneme na néj postupné jako na topolo-
gicky 2-rozmérny utvar, do kterého vykusujeme diry, a jako na nekonecné
diferencovanou kiivku.

Ihned vidime, ze pii kazdé iteraci se prumeér pokryvaciho kruhu
zmensi na polovinu a téchto mensich kruht bude potieba 3krat vice (a to jak
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Obrazek 4.2: Pokryti 2. iterace 2 ndhledu na vznik Sierpinského trojihelnika

u kiivky tak u trojihelnika). Fraktdlni mnozinu tvorici v limité Sierpiriského
trojihelnik oznacme S. To nam dava vzorec pro n-tou iteraci, kdy polomér

bude 2% pocatecniho poloméru:

1
s _ can( 2
H (S)=a(s) -3 <2>
Pro n — oo, a tudiz 6 — 0 dostaneme

15(S) = lim (a(s) - 2—8( 5 )") (4.2)

n—oo E
Fraktalni dimenze Sierpinského trojihelnika je tedy

Haim(S) = log, 3 = 1.58496.

4.2 Vlastni tvorba

4.2.1 Protilatka

Tento fraktal vznika iteraci druhého kroku:
1. Mé¢jme bod, nazvéme jej ohniskem. Vztyéme z néj 3 tsecky svirajici
tihel 120°. Ve stfedu kazdé tsecky at je ohnisko ndsledujici iterace.

2. Z novych ohnisek vztycme 3 tsecky poloviéni délky tak, aby sviraly tithel
120° a aby jedna z nich vedla smérem do nejblizsiho ohniska predchozi
iterace.
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Obrazek 4.3: Prvnich 5 iteraci fraktalu protildtky

Obrazek 4.4: Prvnich 5 iteraci fraktalu protildtky s vyznacenymi ohnisky

39



4.2. VLASTNI TVORBA KAPITOLA 4. VYPOCTY DIMENZI FRAKTALU

Fraktal se jmenuje protildtka, protoze trojnozky pripominaji sche-
maticka znazornéni protildtek z ucebnic biologie. Dalsi souvislosti muze byt
fakt, ze proces tvorby protildtek ma fraktalni strukturu.

Nez zacneme odvozovat dimenzi tohoto fraktdlu, u¢inme nékolik
pozorovani.

Nabizi se otazka, zda se pri néjaké vzdalenéjsi iteraci tisecky
neprektizi. Pokud ano, jakym zpusobem? Nebo neslou¢i se néktera ohniska
v jedno?

Tvrzeni 4.2.1. V Zadné iteraci fraktdalu protilatky se jeho usecky neprekrizi,
ani se zZadnd dvé ohniska nespoji v jedno.

Diikaz. 'V celém fraktalu jsou jen tfi naklonéni tsecek: vertikalni,
severovychodni a jihovychodni, a jejich sméry sviraji tihel 60°. Tyto sméry
v n-té iteraci vytvori mozaiku z rovnostrannych trojuhelniku o strané 2%
Proto v dikazu povazujme za vzdalenost dvou ohnisek délku nejkratsi
cesty z jednoho ohniska do druhého po stranach trojihelnikt mozaiky.
Matematickou indukci ukazeme, ze vzdalenost kazdych dvou ohnisek v kazdé
iteraci je vzdy alespon 2krat strana trojuhelnika v mozaice dané iterace.

V prvni iteraci je jen jedno ohnisko, takze tvrzeni plati. Predpoklddejme, ze
v n-té iteraci jsou vSechna ohniska vzdélena alespon 2- 2% Ohniska (n+1)-té
iterace lezi ve vzdélenosti 2,1% od ohnisek n-té iterace, takze k sobé nemohou
mit bliz nez 2 - ﬁ> coz jsme chtéli ukazat. Tim jsme vsak vyftesili pouze
pripad, kdy ohniska n + 1-té iterace pochazeji ze dvou ruznych , kmenovych“
ohnisek n-té iterace. Musime tedy dodat, Ze 3 ohniska lezici ve sttedech tsecek
vychézejicich z ohniska n-té iterace jsou nutné vzdalena prave 2 - Qn% vzhle-
dem ke zpusobu tvorby fraktalu.

A jestlize jsou v kazdé iteraci ohniska vzdalena alespon 2 strany trojihelnika
mozaiky dané iterace, nemohou se usecky (o délce strany trojihelnika)
vychazejici z danych ohnisek prekiizit ani splynout v jednu, mohou se pouze
dotknout koncovymi body, jak je vidét na obréazcich. n

Uvédomme si, ze tento fraktal se sklada ze stéle se zmensujicich
trojnozek, které se vyskytuji ve dvou otocenich. Ozna¢me A natoceni, pfi
kterém smeéruje vertikalni isecka z ohniska na sever, a B natoceni, pii kterém
vertikalni tsecka ukazuje na jih. Déle si vSimnéme, ze v urcité iteraci jsou
vSechny trojnozky téhoz druhu. Pro zajimavost bychom mohli zménit krok v
néjaké iteraci vyménénim formy A za formu B a sledovat, jak fraktal poroste.
Ztejmé bude mit stejnou Hausdorffovu dimenzi jako origindlni fraktal.
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4.2. VLASTNI TVORBA

Zjistime, jakd je Hausdorffova dimenze fraktalu protilatky P.

Polozme délku tusecky z 1. iterace rovnu %

1\ S
o He, (P) =a(s) -3 (F)
271
7 toho je patrné, ze P ma stejnou Hausdorffovu dimenzi jako Sierpinského

trojuhelnik, a to log, 3 = 1.58496.
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Zaver

Moji motivaci k napsani této prace byl predevsim pocit, ze téma fraktalnich
mnozin je v dostupnych ¢eskych publikacich popsano bud jen nahodile a

s durazem spiSe na efekt a umélecky dojem z fraktalu nez na teorii schovanou
za tim, anebo naopak formou neptistupnou amatérskym ctenaitum se zajmem
o matematiku. Snazila jsem se proto nashromazdit zakladni informace k dané
problematice a slozit je v uceleny text vyvazeny co do odbornosti. Inspirovala
jsem se metodikou knihy The Foundations of Mathematics [ST15] a poku-
sila se téma predstavit postupné od hypotéz po vystaveni solidniho zakladu
pro naslednou teorii. Mym hlavni cilem bylo predstavit matematickou teorii
tykajici se fraktalu srozumitelné pro stredoskoldky, a proto jsem se snazila
nové koncepty vysvétlit svymi slovy a formalni dukazy prokladat vlastnimi
uvahami, které by mély ¢tenari pomoci toto téma lépe pochopit.

Myslim si, ze jsem svuj cil naplnila. Zaroven jsem vymyslenim
fraktalu 1épe pochopila smysl Hausdorffovy dimenze a miry.

Zavérecna cast je vsak pouhym nastinénim moznosti dalsi prace
s fraktaly. Zkoumala jsem také zobecnéni znamych fraktéalua, jako je
Sierpinského koberec nebo Cantorovo diskontinuum. Pozdéji jsem zjistila,
ze vSechna jsou jiz popséna, takze mi prijde bezpredmétné je v této praci
uvadét. Na druhou stranu bych do budoucna chtéla rozsitit tato zobecnéni
i do euklidovskych prostort vyssiho rozméru nez 3 a najit zpusob, jak je
graficky znazornit.

Namétem dalsi prace by mohlo byt zkoumani mnozin, jejichz di-
menze nelze snadno vyjadrit pomoci logaritmu. Mezi mymi navrhy totiz byly
takové, ze pro zjisténi jejich dimenze bych potiebovala vhodné vyjadrit ne-
konecny vyraz typu

((b+a)-b+a)-b+a)-b+a)-b--- = lim (bn+a.b"—1>’

n—00 b—1
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ktery vyjadiuje pocet pokryvacich s-rozmérnych kouli pti n-té iteraci, kdy
n — 0o. Jeden z nich jsem nazvala ,navrtana krychle®.
Vznika timto zpusobem:

1. Méjme krychli. Pomyslné ji rozdélme na 27 shodnych krychlicek o
tfetinové hraneé.

2. 7 kazdé stény vyjméme prostiedni krychlicku, celkem 6 krychli 1.

3. Cely zbytek krychle kromé prostiedni krychlicky nechme byt. Opa-
kujme tyto kroky s prostiedni krychlickou.

Nedokazu tict, zda Ize tento objekt povazovat za fraktal, ale kazdopadné bych
rada zjistila jeho Hausdorffovu dimenzi presné. V Excelu jsem odhadovala
dimenzi tohoto télesa tak, ze jsem zvétsovala n a zkoumala, zda se hodnoty
s blizi k néjakému ¢islu. Pozorovala jsem, ze od urcitého n se ustali prvni tii
cifry za desetinnou carkou tak, ze rozvoj prislusnych s zac¢ind 2,998, mym
velmi hrubym odhadem je tedy to, ze Hausdorffova dimenze tohoto télesa se
bud’ limitné bliz{ 3, nebo je jen o néco malo nizs nez 3.

V dalsi praci by podle mé bylo zajimavé zkoumat analogie piipadu
uvedeného v kapitole 2 u Sierpinského trojihelnika, totiz ze jej lze ziskat z
plosného trojuhelnika i ze zaktivujici se lomené cary. Mam navrh, jak by se
takto dal ziskat zminény fraktal protilatka:

1. Méjme plny trojihelnik. Vyjméme prostiedni trojihelnik jako u
Sierpinského trojihelnika.

2. Zbylé tii trojuhelniky o polovi¢éni délce strany otocme o 180°.

3. Opakujme predchozi kroky pro nové vzniklé trojihelniky.

Snadno ovérime, ze Hausdorffova dimenze tohoto utvaru je stejna jako di-
menze fraktdlu protilatky. To vSak neznamena, ze se v limité tyto utvary
shoduji. V navazujici ¢innosti by proto bylo zajimavé vénovat se dvojimu
zpusobu generovani totoznych fraktalu a hledat dukazy, ze jsou ruzné ziskané
fraktaly v limité shodné.

lyyjmeme ty krychlicky, které se dotykaji sousednich krychli¢ek pravé péti stranami
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Obrazek 4.5: Fraktal protildtka v rozostieni
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