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Anotace

Prace se zabyva feSenim variacnich problémi metodami kalkulu a analytické
geometrie. Naplni teoretické casti prace je tvod do variacniho poctu a reSeni
nejznaméjSich  problémt této discipliny. Praktickd c¢ast prace je zaméfena na
problematiku hledani krivek s minimalni délkou v roviné s prekazkami. Pro hledani
takovych krivek mivaji lidé vybudovanou dobrou intuici, kterou se autor prace snazi

rozvijet a podporit matematickymi dikazy.
Klicova slova
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Annotation

In this thesis we will focus on solving variational problems using tools of calculus and
analytical geometry. The content of the theoretical part of the thesis will be an
introduction to calculus of variations and solutions to one of its most famous problems.
In the practical part, we will be finding shortest curves or paths between two points in
a plane with given planar obstacles. People usually have a strong intuition for finding

such curves or paths, which we will support with mathematical evidence.
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Uvod

Prace je rozdélena na dvé hlavni césti. Teoreticka ¢ast prace se zabyva fesenim
znamych variacnich problému, jak geometricky, tak analyticky a poskytne formalni ivod
do variacniho poc¢tu metodami matematické analyzy. Uvedeme koncept funkcionalu a
prvni variace, kterda nam umozni systematicky hledat extrémy danych funkcionélu. Znacny
prinos do této problematiky mél svycarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783), podle
kterého je pojmenovana jedna ze zédkladnich diferencidlnich rovnic varia¢niho poctu a to
pravé FEuler-Lagrangeova rovnice, jejiz dikaz je uveden v kapitole 3.2.

Hlavni poznatky z teoretické césti vyuzijeme v ¢asti praktické, kde se budeme zabyvat
minimalizaci funkcionalu udavajici délku rovinné kiivky. Tyto kfivky budou omezené
ruznymi prekazky v této roviné. Definujeme tedy prekazky a pripustné kiivky, které
mohou byt fesenim daného problému. Z mnoziny vSech piipustnych krivek uréime tu nej-
kratsi. K dukazu obecného tvaru takové nejkratsi pripustné kiivky vyuzijeme znamych

vét realné analyzy.



Teoreticka cast prace

V této ¢asti prace se sezndmime s variaénim poctem a vyresime jedny z jeho nejzndméjsich
problému. Nejdrive se zamérime na geometrické feseni nékolika problému a dale problémy
budeme tesit analyticky. K analytickému feseni problému vyuzijeme Euler-Lagrangeovu
rovnici, kterou si odvodime. Umozni nam napiiklad urcit rovnici retézovky, tedy krivky,

kterou vykresli fetéz zavésen mezi dvéma pevnymi body.

1 Uvod do variaéniho poctu

Optimalizace jako takova je velice zajimava problematika. Matematiku totiz velice
uzce spojuje s pozorovatelnou prirodou, kterd ma tendenci urcité procesy v ni probihajici
néjak minimalizovat ¢i maximalizovat. Naptiklad mydlové bubliny nabyvaji svého tvaru,
aby minimalizovaly své povrchové napéti. Paprsek svétla cestuje v homogennim prostiedi
po tsecce, aby se dostal z mista A do mista B za co nejkratsi dobu a tak dale. Problémy
tohoto typu spadaji pravé do variacniho poctu, a proto muze byt jeho studium velice
prinosné.

V podstaté je variacni pocet odvétvim kalkulu, které se soustiedi vyhradné na opti-
malizaci. Tim je mysleno hledani extrému néjakych funkei, ¢i funkciondlu. Funkcional I
je funkce definovana jako:

I'F>sy—=1I(y) eR

Kde: F je néjaky prostor ¢i mnozina funkci

V klasickém variacnim poctu nabyvaji funkciondly nejcastéji formy:

I(y) = / F(x,y,y)dx

Kde: y = y(x) je redlnd, diferencovatelna funkce proménné x € (a, b)

Metodami varia¢niho poc¢tu pak muzeme najit funkci y, kterda maximalizuje nebo
minimalizuje I(y). Abychom takovou funkci nasli, musime vyftesit urcitou diferencidlni
rovnici. V tom se kalkulus variaci 1isi od kalkulu jedné proménné, kde pouze hleddame
body a fesime algebraické rovnice. K takto definovanym funkcionaliim se vratime pozdéji

v praci a zatim se budeme soustiedit na jednodussi optimaliza¢ni problémy.



2 Historické problémy variacniho poctu a jejich reseni

Reseni optimalizacnich problému doprovazi cloveka od pocétki samotné civilizace.
Jaky nejlepsi obchod muzeme provést s tim, co vlastnime? Nebo jaky nejvétsi pozemek
muzeme oplotit, mame-li k dispozici plot o dané, konecné délce? Druha otédzka nés vede

k jednomu z prvnich klasickych problému varia¢niho poctu.

2.1 Problém kralovny Dido

Roku 814 pted nasim letopoctem byla fénicka kralovna Dido svrzena z trunu svym
bratrem Pygmalionem. Utekla na pobiezi severni Afriky i s pokladem, kterého se chtél
jejl bratr zmocnit. Na pobrezi Stifedozemniho moie chtéla zalozit nové mésto Kartago, a
proto pozadala berberského krale, aby ji prodal néjakou tamni pudu. Kral nabidl Dido,
ze ji prodéa vSechnu pudu, kterou bude schopna ohranicit volskou kuzi. To ovsem byvalou
fénickou kralovnu nezaskocilo a dokazala z kralova slibu vytézit maximum. Kuzi roziezala
na tenké platky, které meéli dohromady délku L. Jako pfirozenou hranici pouzila pobtezi
moie. Rekneme pro zjednoduseni, ze pobfezi mofe bylo dokonale rovné.

Nyni budeme hledat odpovéd na otdzku: Jaky tvar musi mit mésto, které je ohrani¢eno

pobiezim a volskou kuzi o délce L tak, aby mélo co nejvétsi rozlohu?

more more

S pevnina S pevnina

Obrazek 1: Problém krélovny Dido

Ukéazeme si znamé feSeni tohoto problému, které pochazi od svycarského matematika
Jakoba Steinera (1796-1863). Toto elegantni feseni je zalozeno pouze na nékolika geome-

trickych poznatcich. [3]
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Predpokladejme, ze feseni takového problému existuje. Ukazeme, Ze kiivka z volské
kuze musi byt konvexni. Predpokladejme, ze kiivka, ktera spole¢né s osou uzavira nejvetsi
obsah je nekonvexni. Protoze tato kiivka je nekonvexni, musi existovat dva body A, B
lezici na kiivce, jejichz spojnice AB nelezi v této kiivce. Cést kiivky mezi body A, B

oznacme k:

Obrazek 2: Nekonvexni utvar

Cést kiivky k muzeme nyni zrcadlové zobrazit podle tsecky AB na k. Vznikne
nam tak ktivka, ktera si urcité zachovala svoji délku, ale kvuli jeji nekonvexité jsme byli

schopni povrch, ktery ohranicuje, zvétsit:

Obrazek 3: Zvétseni obsahu nekonvexniho ttvaru

Krivka, kterou hledame tedy musi byt urcité konvexni. Oznac¢me koncové body ta-
kové konvexni kiivky A;, By.Kdekoliv na této kiivce vybereme bod C. Protoze kiivka je
konvexni, trojuhelnik A; B;C; lezi uvnitf atvaru. Vsimnéme si, ze obsah tohoto trojuhelniku
vypocitame jako: %]AlCll - |C1By] - sinyy, kde y1 = LA,C By. Cést kiivky od A; do )
pojmenujme M. Necht plocha ohrani¢end kiivkou M a tiseckou A;C; mé obsah Sy;. Cést
kiivky od C} do B; pojmenujme N. Necht plocha ohranicend kiivkou N a tiseckou C) B,

ma obsah S,,.
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Obsah celého ttvaru je roven: S, + S, + %|A101| - |C1By] - sinyy

Ay B,y

Obrézek 4: Steinerovo feSeni problému kralovny Dido

Sestrojime novy trojihelnik AsByCy takovy, ze |A1C1| = |A2Cy| , |C1By| = |C2Bs|.
Necht m4 trojihelnik pravy thel pii vrcholu Cy. Obsah tohoto trojihelniku vypocitdme
jako: % | AyCs| - |CoBs. Césti kiivky M a N piipojime k trojihelniku Ay ByCy. Obsah

nové sestrojeného utvaru je pak roven: S, + .5, + % - [ACy| - |CoBy.

A, B,

Obrézek 5: Steinerovo feSeni problému kralovny Dido

Nové sestrojeny utvar mé stejny obvod pod tiseckou A, By jako nas ptvodni, nebot
jeho obvod tvori kiivky M a N stejné jako puvodni tvar. Porovnejme nyni obsahy obou
utvaru. Predpokldadejme, ze obsah puvodniho utvaru je mensi nebo roven obsahu nové

sestrojeného utvaru:

1 1
Sp + Sm + 5 |A1CL| - |C1By| -sinyy < Sy + Sy + 3 |A2Cs| - [Cy By|

1 . 1
5 . |A202| . |OQBQ| + S111 Y1 S 5 . |A202| . |CQB2|
siny; <1

Coz je pravda pro vsechny tihly v; a tedy predpokladana nerovnice plati. Rovnost nastava
pouze, kdyz v; = 90°.0Obsah puvodniho ttvaru tedy urcité neni maximéalni, pokud v, #
90°. Protoze bod C; byl zvolen libovolné, kazdy bod na kfivce musi s krajnimi body

krivky svirat pravy thel. Vime, ze takovy ttvar je pravé Thaletova pulkruznice.
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Tedy pokud néjaké feseni existuje, hledanou kiivkou je pravé pulkruznice.

Obrézek 6: Resen{ problému kralovny Dido

2.2 Fermattv princip

Fermatuv princip je fyzikalni tvrzeni, které zformuloval francouzsky matematik Pierre
de Fermat (1601-1665) roku 1662. Fermatuv princip iké, ze se svétlo v prostoru Siii z
jednoho bodu do druhého po takové draze, aby doba potiebnd k prubéhu této drahy
nabyvala minimalni hodnoty. S timto pfedpokladem, jak uvidime, pracovali optici a ma-
tematici davno pted jeho formalnim uvedenim. Z tohoto principu jsou odvozeny zédkladni

vlastnosti chovani paprsku v prostoru.

2.3 Zakon odrazu

Hérén Alexandrijsky (10-75 n. 1.) dokézal jedno ze zdkladnich pravidel odrazu svétla.
Jeho problém pracuje pouze s odrazem paprsku od rovné plochy nebo zrcadla, které
budeme reprezentovat primkou. Méjme primku p, poc¢atecni a konecny bod A a B, oba
lezici v jedné poloroviné primky p. Paprsek svétla se odrazi od primky p v bodé P. Pro

jaky bod P je |AP|+ |PB| miniméln{?

P p

Obréazek 7: Problém zékona odrazu
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Protoze se pohybujeme v homogennim prostoru, rychlost siteni paprsku zustava po
celou dobu stejna. Proto sta¢i minimalizovat drahu, kterou paprsek urazi. K vyfeSeni
tohoto problému zobrazime zrcadlové bod A podle piimky p na bod A’. Urcité |[AP| =
|A’P|. Nyni staci najit bod P, ktery minimalizuje |A’P| + |PB|. Aby byla tato hodnota
minimalizovana, musi P € A’B, protoze nejkratsi spojnici dvou bodu v roviné je tsecka

vedena témito body. Dostavame tak jedno ze zakladnich pravidel odrazu:

A/

Obrazek 8: Zakon odrazu

2.4 Snelluv zakon

Toto tvrzeni objasnuje vlastnost lomu svétla pii prechodu z jednoho prostiedi, do
druhého. Dokézal ho nizozemsky matematik a astronom Willebrord Snellius (1580-1626).
Stejné jako Hérom, i Snell vychazel z predpokladu, ze si paprsek svétla vzdy vybere
cestu, kterd minimalizuje ¢as. Ukdzeme si klasicky dikaz tohoto tvrzeni, které vyuziva
jiz metody kalkulu k hleddni minima funkce.

Meéjme pevné dané body A a B, oba v ruzném prostiedi (napiiklad vzduch a voda).
Rychlost paprsku v prvnim prostiedi oznac¢me v; a rychlost v druhém v,. Pod jakym
uhlem se paprsek pii prechodu z jednoho prostredi do druhého lame?

7 Fermatova principu vime, ze se svétlo bude lamat pod takovym thlem, aby mini-

malizovalo cas, za ktery se dostane z bodu A do bodu B.
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Obrézek 9: Snelluv zdkon

Podle obrazku 9 muzeme sestavit funkci ¢, udavajici celkovy cas. Tato funkce bude
pii konstantnim a, b, ¢ zavisla pouze na §. Vime, ze t = . Abychom nasli minimum ¢,

polozime jeji prvni derivaci vuéi § rovnu nule:

) ) 2 02 b2 + — )2
L(0) = 1(6) + ta(6) = 2O, 200) VP + & P (e )
U1 V2 U1 Uy
%_0_ 0 . c—90
Q U1V a? + b? Vo b2 —+ (C — 5)2
4 c—90

Ul\/&2 + b? B ’UQ\/bQ —+ (C — 5)2

sin 61 sin 92

- (1)

U1 V2

Za Snelliv zékon oznacujeme rovnici (1). Rikd ndm, ze pomér sintl ihli a rychlost{
se pii prechodu z jednoho prostiedi do druhého neméni (zustdavé konstantni). Paprsek
svétla ma pfi lomu vzdy tuto vlastnost. Snell ve svém dukaze urcité nevyuzival metody
diferencidlniho poctu, protoze jeho formalni zaklady polozil az Isaac Newton (1642-1726).
Diikaz Snellova zékona je ale vskutku vzorovy optimalizaéni problém fesitelny derivacemi,

proto jsem ho zde uvedl.
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2.5 Problém brachystochrony

Slovo brachystochrona pochazi z dvou feckych slov: brakhistos - nejkratsi, khronos
- cas. Brachystochrona je kiivka spojujici dva body, po které se hmotny bod dostane z
pocatecniho klidu v bodé A do bodu B pusobenim homogenniho gravitacniho pole za

nejkratsi dobu. Tteni zanedbavame.

7
/
'
/
Q.

Obréazek 10: Mozné brachystochrony

Tento problém se fadi mezi jedny z nejznaméjsich v matematice. Uréité proto, ze odpovéd
na otazku urc¢ité neni jasna na prvni pohled. V piipadé minimalizace drahy nedosdéhneme
dostatecné rychlosti a pf{ maximalizaci rychlosti se draha prodlouzi (viz obrazek 10).
Resenim tohoto problému, pozoruhodné, je ¢ést kiivky, které ifkdme cykloida. Cyk-
loida je krivka, kterou vytvori pevny bod na kruznici, ktera se kutali po piimce. V ptipadé

brachystochrony tento bod lezi na obvodu samotné kruznice:

Obrazek 11: Cykloida

Roku 1696 béhem dvou tydnu vyfesil tento problém Svycarsky matematik Johann
Bernoulli (1667-1748) a néasledné ho predlozil jako vyzvu tehdejsim nejlepsim matema-
tikuim Evropy jako byli Newton, Leibniz nebo I'Hopital. Newton jeho problém vyftesil
za jedinou noc. Dukaz pak Johannovi poslal anonymné. Riké se, ze kdyz Johann tento

anonymni dukaz vidél, pravil: ,Pozndavdm lva podle jeho tlapy.* [3]

16



Nyni si ukdzeme dukaz Johanna Bernoulliho a podpoiime ho geometrii cykloidy,
kterou ukézal moderni matematik Mark Levi z PennState Univerzity v jeho ¢lanku z
roku 2015. Bernoulliho klicovy nédpad byl, Ze misto hmotného padajiciho télesa uvazoval
paprsek svétla. Ze Snellova zdkona vime, Ze si paprsek svétla vzdy vybere kiivku minima-
lizujici ¢as. Rozdélil si rovinu na vrstvy a v kazdé této vrstveé se rychlost paprsku zvétsuje

(reprezentuje pad).

\
\
Yk \ (A

Yg+1 Uk+1

Yrt2 Uk+2

Obréazek 12: Nalezeni brachystochrony podle Johanna Bernoulli

Aby byl minimalizovany c¢as, musi v kazdém prechodu platit Snelluv zdkon (1).

Y

Yrt1

Y12

Obréazek 13: Nalezeni brachystochrony podle Johanna Bernoulli

Toto déleni na vrstvy musime uvazovat v limitnim procesu ,jemné®, aby byl pad céastice
spojity. Nyni zjistime rychlost padajici ¢astice ve vzdalenosti y od pocatecniho bodu.

Reknéme, Ze se pocateéni bod nachazi ve vysce h.

17
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A

Obrazek 14: Reprezentace spojitého padu

Protoze castice zacind z klidového stavu, ma pouze energii potencialni rovnu: mgh.

Ze zékona o zachovani energie vime, ze E, = Ej, + E, = konstanta. Odsud:
Loy
mgh = 5mv +mg(h —y)

1
gh = 5v* + gh— gy

VIT = /i =

Aby kiivka minimalizovala ¢as, musi v kazdém bodé splnovat Snelluv zédkon. Tj.:

-

~

~

Obrazek 15: Nutna podminka brachystochrony

sinf sinf

v ey

sin @

VY

Kdyz Bernoulli dosel k tomuto zavéru, ihned v ném vidél vztah s cykloidou. Dokazme jesté

Co

Bernoulliho tvrzeni, ze kiivkou brachystochrony je opravdu cykloida. Elegantni geometrii

cykloidy zvefejnil v roce 2015 Mark Levi. [4]
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Prvni krok je sestaveni tecny v bodé P k cykloidé. VSimnéme si, ze pokud se dotyka
kruznice k, tvorici cykloidu, piimky p v bodé C', muzeme si predstavit, ze v tu chvili se
bod C' chova jako stied otdaceni bodu P. Trajektorii tohoto pomyslného otaceni oznacme
k'. Vime, ze tecna ke kruznici k' v bodé P svird s useckou PC' pravy thel. Sestrojime-li
tedy tecnu t ke kruznici &’ v bodé P, pak sestrojime i tec¢nu k cykloidé v tomto bodé,

ktera bude s tseckou PC' svirat také pravy thel.

Obréazek 16: Geometrie cykloidy

Jako v predeslém pripadé oznacme y jako vzdalenost bodu P od primky p a thel 0 jako

uhel svirany piimkami y a ¢. Z obrazku 17 jsou zjevné podobné pravouhlé trojihelniky:

AN Q ¢

() p
p Y é\‘\% k
{
P -
t

Obrazek 17: Geometrie cykloidy
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Vidime, ze v trojihelniku QPC' plati:

Yy
dsin

sinf =

\/c_lsinez\/g
sin 1

= — =C(
ViooVd

V poslednim rovnici, je prava strana konstantni, protoze se polomér d kruznice k£ k po

celou dobu jeho kutaleni neméni. Dosli jsme tedy k zavéru, ze kiivka, ktera minimalizuje
c¢as sdili svoji geometrii s cykloidou. Tim je nas dukaz dokoncen.

Jak si muzeme vsimnout, zatim vSechny pfedeslé problémy byly feseny ruznymi
metodami. Nasim cilem by mélo byt zavedeni néjakého systému do feseni takovychto
optimaliza¢nich problému. Abychom méli néjakou motivaci, muzeme si polozit nasledujici
otazku: Jaka spojita kiivka spojujici dva body v roviné je nejkratsi? Intuitivné vime, ze
je to pravé tsecka vedena témito body. My ovSsem mame na vybér z nekoneé¢né mnoha
kiivek. Musime tedy najit néjaky systematicky postup, jak dokazat, ze feSenim naseho
problému je pravé tsecka. Timto se dostavame do variaéniho poctu, ktery uz vyuziva

metody matematické analyzy.

3 Variacni pocet metodami kalkulu

Leonhard Euler byl jeden z prvnich matematiku, ktery zavedl néjaky systém do va-
riacniho poctu. Navrhl systematicky postup, jak najit funkce minimalizujici funkcionély
ve tvaru uvedeném v kapitole 1.2. Abychom si zopakovali pojem funkciondl, vratime se k

predchozimu problému hledani nejkratsi spojnice dvou bodu v rovineé.

3.1 Kirivky a jejich délky

Jaka spojita krivka spojujici dva body v roviné je nejkratsi? V prvni fadé bychom
méli definovat pojem spojitd kiivka. Spojita kiivka je dana spojitou funkei nebo parame-
trickymi rovnicemi. Pro takto dané kiivky muzeme sestrojit graf, jehoz délku se budeme

snazit urcit. Zkusime si nyni odvodit vzorec pro vypocet délky takové kiivky.
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Obrazek 18: Rovinnd kiivka dédna funkci y = y(x)

Klasickou metodou kalkulu je studium chovani funkce v malém okoli néjakého bodu
na této funkci. K vypoctu délky kiivky muzeme pouzit metodu jejtho rozdéleni (rektifi-
kace) na malé ¢asti, respektive na prepony infinitezimélni trojuhelniku, jejichz délky jsme

schopni urcit v zavislosti na velikosti zmény v x a .

b

Obrazek 19: Odvozeni délky kiivky metodou infinitezimalniho poc¢tu

Délky prepon (prvku) ds pak secteme, aby daly délku celé kiivky na (a,b). V infinite-

zimalnim poétu pod timto sou¢tem rozumime integral na (a, b).

b
/ds

b
/ Vdx? + dy?

I(y) = / V14 (y)%d
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Pozn.: Tento postup odvozeni vzorce je validni podle infinitezimalniho poctu, nikoli podle
moderniho kalkulu. Muzeme ale prohlasit tento integrél jako definici samotné délky kiivky

na (a,b). V rozporu s opravdovou definici délky kiivky nejsme. [3]

Definice 3.1.: Méjme parametrickou krivku y(x,y) danou funkcemi x = ¢(t),
y=1(t) prot € (o, B). Funkce ¢, jsou na («, B) spojité a magi na tomto intervalu

spojitou proni derivaci. Jako délku krivky v na {(«, 8) znacime:

B8
/ V@O T @)t

[3] Je-li parametrickd rovnice zaddna ve specidlnim tvaru: (z,y) = (¢,y(t)), pak se
jedna o funkci y, kterd je zavisla na x resp. t. Délka takové specialni parametrické kiivky,

pro t € {(a,b), odpovida diive odvozenému funkciondlu:

[ V@ W = [V

Nyni jsme zkonstruovali funkcional I zavisly na funkci y, ktery udava délku kiivky y
na (a,b). Nasim cilem je najit funkci y, pro kterou bude I(y) nabyvat minima. Tato
funkce musi spliiovat okrajové podminky: y(a) = A, y(b) = B. Oc¢ekavame, ze funkce y
minimalizujici I(y) a spliujici okrajové podminky bude ve tvaru:

y(z) = (i:f) (z—a)+ A

Obrazek 20: Kiivky spojujici dva body v roviné
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3.2 Prvni variace a Euler-Lagrangeova rovnice

Meéjme funkcional I definovany na mnoziné funkci &, funkci y € F a funkci A takovou,

aby y +th € 3 pro malé t.

Definice 3.2.: Existuje-li

. Iy+th)—1I(y) d
I(y)h =1 — —I(y+th
0 (y)h = lim - iU )t:o’

pak je funkciondl I Gateaux diferencovatelny vy ve sméru h. [3]

Vyrazu §I(y)h tikdme prvni variace funkciondlu I. Definice prvni variace je uziteéna,

nebot uddva nutnou podminku pro funkei udévajici extrém funkcionélu.

Tvrzeni 3.2.1.: Uddvd-li funkce y lokdlni extrém funkciondlu I, pak za predpokladu

existence 61 (y)h musi

SI(y)h =0

Vh:y+thed

Diikaz. Tvrzeni dokazeme pro pripad, kdy y udava lokalni minimum funkcionalu 1.
Dukaz pro funkci udavajici maximum by byl analogicky.

Z definice minima musi I(y + th) — I(y) > 0 Y{y,y + th} € F. Vydélime-li vyraz
kladnym t a zvazime lim;_,q+, pak

I(y+th) — I
i LWt —I(y)

t—0+ t -

Vydélime-li vyraz I(y + th) — I(y) > 0 zapornym ¢ a zvazime lim;_,o-, pak

I(y +th) — I(y)

lim <0
t—0~ t
Jsou-li si tyto limity rovny, pak musi
I th) —1
fim JW ) = IW) s g

t—0 t
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Tvrzeni 3.2.2: Mdame-li funkciondl ve tvaru

b
I(y) = / F(x,y,y)dx, (2)

TOF .,  OF
/G{a—yh—l—&—y,h]dx (3)

_ 4
o dt

Leibnizovo pravidlo pro integraci fika, ze muzeme zaménit potradi derivace a integrace:

pak 01(y)h md tvar:

Dikaz.

b
SI(y)h [/ F(z,y+th,y' + th’)dx]

t=0

dx

b
d
/ —F(z,y + th,y' +th")

o dt t=0

Uzitim derivace funkce proménnych dostavame:

dz

t=0

/b a_F@+ OF 0Oy +th OF Oy +th
. L0z ot  Oy+th Ot oy +th Ot

/b OF - oF
o LOy+th oy +th’

Vyéislime-li v t = 0, dostavame prvni variaci funkciondlu (2):

"ToF . OF
/a |:a—yh+a—y/h:|d$

dx

t=0

U
Pti zavedeni okrajovych podminek na piipustné funkce, tj. pro y € F musi platit y(a) =
A,y(b) = B, pak pro y + th € F musi platit h(a) = h(b) = 0, muzeme odvodit nut-
nou podminku pro funkei udavajici lokalni extrém funkcionalu (2) ve formé diferencialni

rovnice, které fikdme Euler-Lagrangeova rovnice.

Tvrzeni 3.2.3: Mdame-li funkciondl ve tvaru

I(y) = / F(z,y,y)dz,

pak funkce y uddvajici lokdlni extrém I a splnugjici okrajové podminky musi splriovat

oF d (0OF
% s o) = W
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Dukaz. 7Z tvrzeni 4.2.1. vime, zZe je notnou podminkou, aby dI(y)h = 0 Vh a pii I ve

tvaru (2) méme:

/a {g—];h } /—hd:c /—hd:)s—O (5)

Druhy ¢len v (5) integrujme po ¢dstech. Vime, ze: f;u dr = [u-v]|’ — f;v ~u'dr. V

0
nasem piipadé zvolme u = v' = h'. Odsud:

8”
—/bi OFN b d (6)
u . dx 8y v

/ ——hdx {th}

OF
Kvuli okrajovym podminkdm h(a) = h(b) = 0 mame [Fh} = 0. Substituci (6) do 5
Yy 1la

bd [(OF
/—hdw /%(ay>hdaz—0

Integral sloucime do jednoho a vytkneme h:

b (OF d (OF
[ ()=

Nebot rovnost musi platit Vh, pak uzitim fundamentalniho lemmatu varia¢niho poctu [3]

dostavame:

dostavame nutnou podminku pro funkci udavajici extrém funkcionalu:

oF_d (or
y oy

3.3 Nejkratsi spojnice dvou bodl v roviné

V kapitole 4.1. jsme odvodili tvar funkcionalu, ktery udava délku grafu funkce na
b):
(a.) b
= / V1+ (y)3dz

Za okrajovych podminek: y(a) = A, y(b) = B si pfejeme tento funkciondl minimalizovat.
Aby nabyval funkciondl extrému resp. minima, musi splnovat Euler-Lagrangeovu rovnici
(4). V tomto piipadé mame F(z,y,y") =+/1+ (y')?. Urc¢ime parcidlni derivace F' vuci

prvni a druhé proménné:

oF 0

= _ 2 (/1 N2\ —

dy 8y< —l—(y)) 0
oF 2y’ y'

1
AN TN T
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Vyftesime odpovidajici Euler-Lagrangeovu rovnici a vyfesime pro y:

/

Y

d
— 72 | =0
1+(y’)2]

0- %

/

Yy
1+ (y')?

Obé strany integrujeme podle = a dostavame: (¢, C, ¢y, c1 jsou konstanty)

d

— =0
dz

/

Yy
1+ (y)?

v =eVi+(y)?
(¥)=C+Cy)
¢
Yy = 1_0—01
Y =c1x + ¢y

Po aplikaci okrajovych podminek: y(a) = A, y(b) = B vidime, ze y nabyva tvaru, ktery

y(z) = (i:f) (x—a)+ A

jsme ocekavali:

v

Obrazek 21: Nejkratsi spojnice dvou bodu v roviné

Euler-Lagrangeova rovnice ovSem udava pouze extrém, ne vyslovné minimum. Abychom
byli presvédceni o tom, ze funkce opravdu minimalizuje I(y), museli bychom provést dalsi
testovani, jako je napiiklad druhd variace. Pro ted si ale vystacime s intuici a pravdive
prohlasime, ze funkce s nejmensi délkou prochézejici dvéma pevnymi body v roviné je

pravé funkce afinni.
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3.4 Beltramiho identita

V minulém problému nabyval funkciondl relativné jednoduchého tvaru, nebot platilo:
OF

dy

diferencialnf rovnice druhého radu.

vvvvvv

Beltramiho identita, pojmenovand podle italského matematika Eugenio Beltrami
(1835-1900), je méné obecné verze Euler-Lagrangeovy rovnice. Stejné jako Euler-Lagrangeova
rovnice, udava nutnou podminku pro minimalizaci nebo maximalizaci funkciondlu ve

tvaru (2).

Tvrzeni 3.4.: Mdme-li funkciondl ve tvaru
b
I(y) = / F(z,y,y')dz,

kde i 0, pak Euler-Lagrangeova rovnice je ekvivalentni diferencialni rovnici:
x

OF

kde C' je konstanta. Rovnici (7) fikdme Beltramiho identita.

Diikaz. K odvozeni Beltramiho identity za¢neme Euler-Lagrangeovou rovnici (4):
oF d (OF\ _ 0
oy dx \oy )

JOF  d (OF\
/5~ () = )

K dalsimu postupu je nutné vyuzit vlastnosti totalni derivace F'(z,y,y") vaci z. Z derivace

Obé strany vynasobime /'

funkce vice proménnych vyplyva, ze:

ar _or  oroy oroy
de  O0x Oy ox Oy Oz

dF _OF 9F , OF ,

— ==+ = — 9
dr Oz * dy oy’ Y (9)
Pracujeme-li s predpokladem, ze: e 0, muzeme rovnici (9) upravit na tvar:
x
dr oF , ,0F

_ gy 1
i ol =Y, (10)
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Substituci rovnice (10) do rovnice (8) dostavame:

AF_OF (0
dr 0Oy YV oy )
dF ,OF ,d (OF
> il — (=] = 11
dx ly oy Ty dz \ 0y’ 0 (11)
Pravidlo o derivaci soucinu funkci iika, ze:
d ( ,0F 4, OF ,d (OF
— =) === — = 12
dx (y 8y’) Y oy’ Ty dz \ Oy’ (12)

Substituujeme rovnici (12) do rovnice (11):

ar _d (0N
de  dx y@y’ N

d JOF\
i (F-5) =0

Obé strany integrujeme vuci z a dostavame tak Beltramiho identitu:

JOF

Foyg:=C (13)

Zde je C' integracni konstanta dale ur¢ena z okrajovych podminek

Resen{ Beltramiho identity je ¢asto jednodussi, nez feseni Euler-Lagrangeovy rovnice.
U klasickych variacnich problému je vlastnost g—i = 0, jak uvidime, velice casta, a tak
postaci feseni diferencidlni rovnice vychazejici z aplikace Beltramiho identity. Na rozdil od

Euler-Lagrangeovy rovnice pti aplikace Beltramiho identity bude nutné vzdy tesit pouze

diferencialni rovnici prvniho radu.

3.5 Problém brachystochrony

Nyni se budeme vénovat feSeni problému brachystochrony pomoci hledani minima
odpovidajicitho funkciondlu.
Meéjme pocatecni bod A[0,0] a konecny bod B[L,h| v souradnicové soustave, kde

osa y sméruje dolu. Body A, B udavaji okrajové podminky.
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A[0,0]

v

Q.
8

B[L, h]

y 4

Obrazek 22: Hledani brachystochrony analyticky

Trajektorii parametrizujeme v zévislosti na case t : {(z(¢),y(¢))|t € (0,T)}. Zde je T
celkovy cas, za ktery se dostane ¢astice z bodu A do bodu B. Musi byt splnény okrajové

podminky: ((0), y(0)) = (0,0); (x(T), y(T)) = (L, h)

T T
T:/ dt:/ 1dt (14)
0 0

Predpokladejme, ze je mozné trajektorii parametrizovat s x : {(z(¢),y(t))|t € (0,T)} =

{(z, g(x))]x € (0, L)}.
A[0,0]

y v

Obrazek 23: Parametrizace kiivky brachystochrony

Z kapitoly 4.1. je nyni délka, ¢i draha y rovna:

z(t)
s(t) = / V1t @(©)de = I(x(t)) (15)

d
Z klasické mechaniky vime, ze d—j(t) = v(t). V piipadé (15) mame podle derivace slozené

funkce:

C1(t) = @) (1) =1+ FE)? - 0) = o)
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Zacina-li ¢astice s nulovou rychlosti, podle kapitoly 3.5 muzeme jeji rychlost vyjadrit také

jako:

Tyto rychlosti jsou si samoziejmé rovny, a tedy:

1L+ (i (2(t)))
1 @Eo)

295 (x(t))

Substituci do (14) dostdvame:

T Ty /14 (§(x(t)))”
T:/ 1dt:/ \/ (~< ©) 2 (t)dt
0 o /29y(x(t))
Zvolime substituci z(t) = ¢ = 2/(t)dt = d¢ a dostavame nové integracni meze:

z(0) =0,2(T) = L:

1 1+ ((9)?
_\/_/ A6 a9

1
Zanedbame konstantu — a nasim cilem je tedy minimalizovat funkciondl ve tvaru:

Nor
/ ”1+ / (,9,9) (16)

F
Plati: i 0 a tedy k nalezeni funkce udévajici minimum funkcionalu muzeme vyuzit
x

Beltramiho identitu (7):
8F

F— 0 -=C
V14 y )2 OF Yy
oy \/‘ V1+(y
tity dostavame diferencialni rovnici:
VIitw)? v
VY VIVI+ ()2

Obeé strany vyndsobime vyrazem:,/y/1+ (y')% (C, ¢o, 1, k jsou konstanty)

V tomto piipadé mame: F' = Aplikaci Beltramiho iden-

L+ () = () = Qyv1+(y)*
L= GVIF P

d
Separujeme y' = .
dy
1

2= 0= y(1+()?)
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dr = i dy
Co—Y
Integraci obou stran dostavame:
xr = / i dy
Co—Y
g) = dy = ¢psin (g) coS (g) do:

Integrand zjednodusime pomoci trigonometrické rovnice:4/1 — (sin (g)) = cos (g)

e [ (D) (2)

cos (3)

T = co/sin2 <€) do

1+cos 9

Dalsi trigonometricka rovnice tika, ze: sin (g)

:—/ + cosf)d

Necht &k = <, pak:
x=k(0 —sinf) + ¢

Drtive zavedenou substituci zjednodusime:

Y = ¢ sin’ (g) = k(1 — cosb)

Nyni mame kiivku udédvajici extrém resp. minimum integralu (16) uréenou paramet-

rickymi rovnicemi:
x=k(0 —sinf) + ¢

y = k(1 — cos®)
K urceni ¢; vyuzijeme okrajovych podminek: x =0 <— y =0
0=+k(0—sinf)+ ¢
0=k(1—cosb)
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Urcité k # 0, pak musi byt podle druhé rovnice § = 0. Odsud:
0=Fk(0—sin0)+c; =y
Parametrické rovnice jsme zjednodusili na:
r = k(0 — sin0)
y = k(1 — cos?)
Z kapitoly (1.3.5.) vime, ze kiivka minimalizujici ¢as, brachystochrona, je ¢ast inverzni

cykloidy. Tyto parametrické rovnice by tedy méli odpovidat parametrickym rovnicim

cykloidy. Tento fakt je znazornén na obrazku 24.:

xT
: i x
Y= i
______ v
/ 9
i
y y Tt
r0
f — .
: o rl
Y < %
r
r-sind
~ g |7 cos 0
y v

Obrazek 24: Parametrické rovnice cykloidy

Vidime, ze méme z(0) = 76 — rsinf = r(6 — sinfd) a zdroven y(f) = r — rcosf =

r(1 — cos#), coz odpovidé parametrickym rovnicim pro k = r.
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4 Isoperimetrické problémy

Nyni jsme si uz ukézali feseni nékterych variacnich problémt pomoci Euler-Lagrangeovy
rovnice. Problém kralovny Dido z kapitoly 3.1. se jevi jako ukazkovy variacni problém.
Muzeme problém prevést do jazyka Integralniho poc¢tu. Zjednodusime si problém tim, ze

si zvolime meze —a, a. Chceme nyni maximalizovat funkciondl ve tvaru:

/yd:c:/ F(x,y,y)dz,

kde mame okrajové podminky y(—a) = y(a) = 0. Odpovidajici Euler-Lagrangeova rov-
nice ma ovsem tvar: 1 = 0, coz znamena, ze zadna funkce neni pro tento problém lokalnim
extrémem. Je zjevné, ze bez zavedeni dalsi podminky muzeme udélat obsah pod kiivkou

y libovolné velky, ¢i maly:

y A
/. ™.
SN
! A
[ B
R N N \.
!, Lo
sy \ \
! AN
I ! - ‘\‘\
1 e AN v
l ,'/,/ \\ \\
I, \\"_
4 / 4 :
—Qa a T

Obrazek 25: Absence lokdlniho extrému k problému kralovny Dido

V problému kralovny Dido byla zavedena dulezitda podminka a to, ze délka samotné kiivky
y je pfedem déna. K feSeni problému analyticky potfebujeme néjakou novou metodu

feSeni, ktera pracuje s nasi podminkou.

4.1 Metoda Lagrangeovych multiplikatort

Néekdy nazyvana Lagrangeova metoda neurc¢itych koeficientu je metoda, jak nalézt
extrém funkcionalu za platnosti néjakych diferencidlnich podminek na piipustné funkce.
Jedna se o rozsiteni klasické metody Lagrangeovych multiplikatoru pouzivané pii hledani

extrému funkce vice proménnych za danych podminek.
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Tvrzeni 4.1.: Chceme-li najit extrém funkciondlu

b
I(y) = / F(x,y,y )dx

za podminky na y ve tvaru
b
K(y) = / G(z,y,y)dr = € R,
pak je timto extrémem extrém funkcindlu
L(y) = I(y) + AK(y), (17)

kde A € R je ddle urcena z podminky K(y) = ¢ nebo z okrajovych podminek na y.
3]

Diikaz. Dukaz rozsituje klasickou metodu Lagrangeovych multiplikatoru a je uveden

v knize [3] na strané 59. O

4.2 Problém kralovny Dido jako isoperimetricky problém

Stejné jako v kapitole 3.1. vénované tomuto problému, se budeme snazit maximalizovat
obsah pod kfivkou, mame-li danou délku této ktivky. Délku hledané kiivky y ozna¢me

L. Isoperimetrickd podminka k tomuto problému bude tedy:

K(y) :/_a\/1+(y’)2dx:L (18)

Mame zde také okrajové podminky: y(—a) = y(a) = 0. Hleddme maximum funkcionélu:

I(y)z/aydx

za podminky (18). Podle tvrzeni 5.1. uvedeme novy funkcional

L(y) =1(y) + AK (y) = / Y+ A1+ (v)%dx, (19)

jehoz maximum najdeme vyfeSenim odpovidajici Beltramiho identity, ktera v tomto
oF Ay
pifpadé je aplikovatelnd. Oznacime-li integrand (19) jako F'(z,y,'), pak —— = S —
dy 14 (y')?
Odpovidajici Beltramiho identita (7) ma tedy tvar:
Ay

G S—,
1+ (y)?

Y+ M1+ ()2 -y
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Obeé strany vyndsobimey/1 + (y')%:
yVI+ )2+ AL+ ()7 = AMy) = CV1+ (y)?
YV 1+ W)+ A=CV1+ (v')?

d
Separujeme y' = 4.

dx

(y=CO)WV1+ () =-A
)\2
1 + y/ 2 _
) (y—C)?
/ A2

Integraci obou stran dostavame:
- C
xr = / Y dy
A —(y—C)?
Zavedeme substituci:

N—(y—0P=u = —2y-C)ly=du < (y—C)dy = —1idu

Desubstituujeme a upravime vyraz:
r+ce=y\/N—(zx—-C)?
flay) N =(y—C)+ (2~ ¢)?
Aplikujeme okrajové podminky: y(—a) = y(a) =0
MN=0-CP+(a—c)=C%+(a—c)?

M=0-0P+(—a+c)?=C"4+(a+c)?

Odsud je zjevné, ze musi platit: ¢ = —¢ = ¢ = 0. Hledanou funkci jsme tedy zjed-
nodusili na:

fla,y): N = (y - O) +a?
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Pri libovolné zadaném L a a se ale feSeni problému lisi od naseho puvodniho v kapi-
tole 3.1.. To kvuli tomu, Ze nyni musime mit pevné zadané meze, které jsme v puvodnim
problému mohli posouvat. Ve skutec¢nosti jsme tedy vytesili docela jiny problém. Muzeme
predpokladat, ze v tomto mirné modifikovaném problému kralovny Dido se v bodech
—a, a nachazely strategické body pro umisténi pristavu a krdlovna tyto ptistavy chtéla
mit vyhradné na okrajich meésta. Pro takovy problém je pak feSenim ¢ast kruznice. Sa-
moziejmeé pii dobte zvoleném L a a splyne feSeni tohoto problému s fesenim puvodniho

problém. Na obrazku 26 jsou ilustrovana feseni pro a = 1 a s ruzné zadanymi L.

A

Y N
v

Obrézek 26: Reseni modifikovaného problému kréalovny Dido

4.3 Retézovka

Néekdy také nazyvany problém visiciho Tetézu je isoperimetricky variacni problém,
ktery se pta, jakou kfivku tvoii fetéz zavésené mezi dvéma pevnymi body v roviné pfi
pusobeni homogenniho gravitaéniho pole. Délka tetézu je dand. Galileo Galilei (1564-
1642) se domnival, ze fetéz nabyva tvaru paraboly, coz, jako uvidime, neni pravda. Kfivku
vytvorenou fetézem chceme jako obvykle vyjadiit analyticky.

K teseni tohoto problému se nejdiive zopakujeme zakladni principy fyziky. VSechny
hmotné objekty se snazi minimalizovat svoji potencialni energii pii pusobené gravitacni
sily (padaji k zemi). Stejné je tomu u naseho problému. Visici fetéz se rovnéz snazi
minimalizovat svoji potencialni energii. Musime tedy zkonstruovat funkciondl udavajici
potencialni energii takového fetézu. Abychom si odvodili funkciondl udavajici potencialni

energii (E,) fetézu, musime se podivat zblizka na hledanou kfivku.
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Obrazek 27: Odvozeni funkcionalu pro retézovku

Oznacme dE), jako potencidlni energii prvku ds. K urceni celkové potencidlni energie

fetézu integrujeme prvky dE,:

W= [ dE, (20

—a

Vime, ze E, = mgh. Odtud dE, = (dm)gh, kde dm je element hmotnosti elementu
délky ds. Protoze uvazujeme, ze dx,dy — 0, muzeme fici, ze cely prvek ds je ve vySce
h=y = dE, = (dm)gy. Reknéme, Ze fetéz ma linedrni hustotu x (hmotnost na délku
jednotky). Hmotnost prvku ds muzeme tedy zapsat jako: dm = p-ds = dE, = p-ds-gy.
Substituujeme do (20):

E

o) = [ g, = [ amgn= [ amgy= [ -ds

Z kapitoly 4.1. vime, ze ds =+/1 + (y')?dz. Provedeme substituci a upravime:

Ey(y) = /a p/ 1+ (y)*dx - gy

Konstantu p - g zanedbejme. Funkcional, ktery mame minimalizovat je tedy ve tvaru:

B = [ o/ T+ P 21

Reknéme, ze délka fetézu je L. Pracujeme tedy s isoperimetrickou podminku:

k) = [ VIF P = 1 (22)

Podle tvrzeni 5.1. zkonstruujeme funkciondl £(y), jehoz extrém bude udévat extrém funk-

cionalu (21) za isoperimetrické podminky (22):
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L@)=EM@+AK@»=/amﬂwwyv+xv@+@mwx (23)

—a

Beltramiho identita (7) je aplikovatelna. Integrand funkcionalu (23) nazvéme F. Odsud

OF Y
— = (y + \) ——=——=. Odpovidajici Beltramiho identita ma tedy tvar:
%' V1t ()

_ 7\ 2

yV1+@W+AMLHyP—@Tf%¥r:c
V Y

d

Obeé strany vyndsobime4/1 + (y')? a separujeme y’ = d—y:
x

y+yW) + A+ AY) —y)? = AY) =CV1+ (y)?
y+A=Cy1+(y)?

(y ;2)‘)2 1= (y/)Q

\/(y+>\)2—02 Cdy
C? dx

C

dr = dy
[+ - C?

Obeé strany integrujeme:

/ C
xr = dy
y+ AP -C

Pro integral na pravé strané zaved me substituci: y+\ = C coshu = dy = C'sinhu du,
et +e " et —e ) .
kde: coshu = T,smhu =—F Plati, ze: cosh?u — 1 = sinh® u. Provedeme

substituci a upravime:

CQ
x:/ du
V/(C coshu)? — C?
m:/ C'sinhu Ju
\/coshzu—l
:U:/C’du:C’-u—i-c

r —cC

C

C’cosh( ):C’coshu:y—l—)\

y = C'cosh (x;c) - A (24)

Pro ted uvazujme, ze fetéz ,visi na ose z“ a tedy uvedeme okrajové podminky: y(—a) =

y(a) =0:
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\4

Obrazek 28: Retéz visici na ose x

y(a) = C cosh (“; C) — )\ =y(—a) = Ccosh (_ac_ C) A=

Nebot cosh(q) = cosh(—q), pak:

C cosh <a;c> — A = (C cosh (agc) - A

Odsud je zjevné, ze musi platit ¢ = 0. Protoze 0 = C' cosh (%) — A, pak A = C cosh (%)

Konecné, graf tetézovky je graf funkce:

T

y(x) = C cosh <C> — C'cosh <%)

Neznamé konstanta C' je numericky dohledatelna z podminky ffa\/ 1+ (v)?de =L
Tvar fetézovky je vyuzivan v architektufe, nebot obricend fetézovka tvoii oblouk,

ktery je nejstabilnéjsi v tom smyslu, ze je schopen unést svou vlastni vahu.
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Prakticka cast prace

V této casti prace se budeme vénovat analyze nejkratsich kiivek v roviné s prekazkami.
Zejména budeme hledat obecné tvary takovychto kiivek a pro dany problém a dokazeme,
ze se opravdu jednad o nejkratsi krivku pro dany problém za ptredpokladu, ze nejkratsi
krivka existuje. K dukazu existence obecného tvaru nejkratsi kiivky vyuzijeme znamé véty
realné analyzy. Pii dukazu, ze tato kiivka je optimalni, vyuzijeme zakladnich poznatku

varia¢niho poctu.
5 Zakladni pojmy problému
Zékladnimi pojmy vSech nésledujicich problému budou prekéazky a ptipustné kiivky.

5.1 Definice prekazky

Prekdzka P v roviné je mnozina vSech bodi R? dand dvojici: (p1, <) nebo (ps, >), kde
P1, P2 jsou spojité realné funkce. Znaménko nerovnosti urcuje zda-li je prekazka tvorena

nadgrafem nebo podgrafem funkce. Samotné prekazky jsou definovany nasledovneé:

Plp1,>) = {Alaz; ay] [ ay > pi(az)} (25)
P(pa2, <) = {Blba, by] | by < pa(ba)} (26)
Yyt y 1
?(p13>>
‘5D<p27<>

Obrazek 29: Ilustrace piekdzek v R?

Tyto prekazky mohou byt omezeny na uzaviené intervaly. Dalsi pfedpoklady o vlastnos-

tech funkci udavajici prekazky budou uvedeny pfti feseni daného problému.
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5.2 Definice pripustnych krivek

Pojem kiivka a funkce pouzivejme zaménitelné. Mnozinu vsech spojitych kiivek na (a, b)
znacime C|a, b]. Hladka kiivka na (a,b) je spojitd kiivka se spojitou derivaci n-tého fadu.
Mnozina vSech funkef se spojitou prvni derivaci na {(a,b) je znacena C'[a,b]. Po ¢dstech
(piecewise) hladka kiivka na (a, b) je kiivka, kterd je spojita na celém (a,b) a hladka na
diléich intervalech (x;—1,x;) C (a,b),i = {1,....,m}, kde a = 29 < 1 < --- < &, = b.
Mnozinu vsech po ¢dstech hladkych kiivek na (a, b) znacime C'#%[a, b]. Urcitée C''[a, b] C
Ct[a,b] C Cla,b] a vSechny t¥i mnoziny jsou vektorové prostory. [3]

Piipustné kiivky (admissible curves) musi vychdzet z ndmi zadaného pocéateéniho
bodu [a, A] a kon¢it v ndmi zadaném bodé [b, B]. Na celém intervalu (a, b) nesmi zasdhnout
do zadné nami zadané prekazky.

Definice 5.2.: Necht A znaci mnoZinu vsech pripustnijch kiivek. Méjme na inter-
valu {a,b) zadané prekazky P, ..., P, a okrajové body [a, A], [b, B]. Krivka k € A C
CYP%[a, b] je pripustnd, prdvé kdyz:

Vr € {(a,b), Vm ={1,....,n} : [z, k(x)] ¢ P A k(a) = A, k(b) =B

Obrazek 30: Piipustné kiivky

5.3 Definice délky krivek a nejkratsi kiivky

Definice 5.3.1.: Délka (length) krivky k € CP*[a,b] na (a,b) je uréena funk-

ciondlem:

L(k) = / T e (27)
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Dusledek 5.3.1.: Mdme-li krivku kp,(z) € CYP*[a, b] zadanou ve formé

;

ko(z) pro x € (xo, T1)

kpw(r) = : :

km—1(x) pro x € (Xm—1, Tm)
\

kde: a = xog < 11 < -+ < x,, = b, pak muzeme vyuzit aditivity integrdlu a délku

kpw na {(a,b) zapsat jako:

i et
L(kpy) = Z/ g (K)2dx
i=0 v Ti

Aby byla kiivka ky, € C*?”[a,b] , musi byt hladkd na diléich intervalech a spojitd

ve ,zlomovych bodech® g, 1, ..., Ty tj.: kno1(xy) = kp(xz,) Vn:1<n<m—1
Definice 5.3.2.: Pripustnad krivka k., € A, je nejkratsi, ¢i minimalni, prdve kdyz:

Yk € A : L(kmin) < L(K)

Dukaz existence takové minimalni kiivky je relativné slozity hlavné kvuli definici
mnoziny A. Existence kfivky udavajici extrém néjakého funkcionalu se standardné do-
kazuje pomoci piimych metod variacniho poctu viz [3]. Tyto metody byly uvedeny na
pocéatku 20. stoleti Davidem Hilbertem (1862-1943) a stavéji na metodach funkcionalni
analyzy a topologie. Po zbytek prace budeme predpokladat existenci nejkratsi kiivky pro

dany problém, existuje-li alespon jedna pripustna kiivka.
Tvrzeni 5.3.: Je-li funkce (5=2) (z — a) + A = lap(z) € A C D = C'"*¥[a,b] N
{y(a) = A,y(b) = B} pripustnd, pak je tato funkce podle definice 5.3.2. nejkratsi.

Ezistuje-li pro funkci v € A bod ¢ € (a,b) : v(x) # lap(c), pak
L(lap) < L(v) (28)

Diikaz. Pro vSechny funkce y € D vime z kapitoly 3.3, Ze extrém funkciondlu
L(y) = f:\/l + (y')2dz uddvd prave funkce (2=2)(z — a) + A = lap(z). Déle podle

[3] udava funkce 45 minimum L na D. Protoze A C D, pak pokud je l4p v A, pak musi

minimalizovat L na A.
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Protoze v neni kvuli bodu ¢ € (a, b) fesenim odpovidajici Euler-Lagrangeovy rovnice,
neudava extrémem resp. minimum funkcionalu L. O
V piipadé, kdy l4p € A je feSeni problému trividlni. Pokud 45 ¢ A, k nalezeni
nejkratsi kiivky nebude stacit aplikace Euler-Lagrangeovy rovnice. Abychom byli schopni
urcit tvar nejkratsi kiivky pro takové pripady, vyuzijeme znamé véty realné analyzy a

vlastnosti funkci udavajici prekazky, které dale v praci budou konvexni a konkavni.

6 Vlastnosti realnych funkci

6.1 Veéty realné analyzy

Vsechny uvedené véty v této kapitole a jejich dukazy jsou rozebrany v [5].

Véta 6.1.1. - Bolzanova véta: Je-li redlnd funkce f spojitd na {(a,b) a plati

fla)- f(b) <0, pak existuje alespori jeden bod ¢ € (a,b) : f(c) = 0.

Lemma 6.1.1.: Pro dvé redlné funkce g, h spojité na {(a,b), kde g(a) < h(a) A
g(b) > h(b) existuje alespori jeden bod c € {(a,b) : g(c) = h(c).

Diikaz. Definujme funkci i(z) = g(x) — h(z). Pak i(a) < 0,i(b) > 0 a tedy i(a)-i(b) <
0. Jsou-li funkce g, h spojité, je spojita i funkce 7 a tedy z véty 6.1.1. vyplyva existence

bodu ¢ € {(a,b) :i(c) =0 = g(c) = h(c). O

yu

v

Obrazek 31: Lemma 6.1.1.

Véta 6.1.2. - Lagrangeova véta o stifedni hodnoté: Je-li redlnd funkce f

diferencovatelnd na celém (a,b), pak existuje alespon jeden bod ¢ € (a,b) : f'(c) =
f(O)—f(a)

b—a
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Obrazek 32: Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

Véta 6.1.3.: Jsou-li redlné funkce f,g spojité na uzavreném intervalu X, pak

funkce:

f(@) +g(z)
f(x) - g(z)
f(g())

jsou spojité funkce na X.

Véta 6.1.4.: Je-li redlnd, spojitd funkce f: X — 'Y monotonni na uzavieném X,

pak f71:Y — X emistuje a je spojitd na uzavieném 'Y .

6.2 Konvexni a konkavni funkce

Definice 6.2.1.: Redlnd funkce f definovand na intervalu X je konvexni, pokud

Va1, 29 € X,V0 € (0, 1) plati nerovnost:
[0z + (1= 0)x2) < Of(x1) + (1 —0) f(2) (29)

[1] Tato nerovnost ndm iikd, ze piimka mezi body [z, f(x1)] a [xs, f(22)] je nad
grafem f. Tato vlastnost se vyjasni, zavedeme-li substituci z = 0x; + (1 — 0)x9, pak pro

0 € (0,1) mame z € (xy,x9) a za predpokladu, ze x; # xa, f(21) # f(x2) dostavame:

2z — 29 = 0(x1 — x9)
f(x2) — f(z1)

To — 1

M(z — @) + f(x2) = O0f (21) — 0 (w2) + f(22)

To2 —T1

(2 —x2) = 0(f(z1) — f(72))
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f(za) — f(m1)

To —T1

(2 — 2) + f(22) = 0f(x1) + (1 — 0) f(x2)
a tedy z nerovnosti (29) plyne, ze Vz € (xq, x2):

f(@) = f(z1)

To — 1

f(z) < (2 = @) + f(22) (30)

Pokud f(x;) = f(x2), pak je tato nerovnost obdobné zaruc¢ena z (29). Nerovnosti (29)
a (30) jsou ekvivalentni. Nerovnice (30) je pouze ve tvaru, z kterého je jeji geometricky
vyznam zietelnéjsi. Funkce f je ryze konvexni, pokud nerovnost (30) plati ostfe pro
z € (21, x9).

Zvazme znovu nerovnost (29). K obéma strandm nerovnice ptictéme —(1 — ) f(x2):

fOzy + (1= 0)z2) — (1 —0)f(z2) < Of (1)

Vydélime-li obé strany 6 a zvazime za predpokladu jeho existence limg_,o+, pak:

lim fllzy + (1 —0)xs) — (1 —0) f(x2)

0—0t 0

< f(x1)

Vyuzijeme-li definici derivace funkce nebo L’Hopitalovo pravidlo na levé strané, pak

V{z; =x,2:} € X

T(f,22)() = ['(x2) (2 — w2) + f(22) < f() (31)

Vyzaz 7(f,x2)(z) je definovan rovnosti v (31) a ¢téme ho jako te¢na k funkci f v bodé

x9. Tecna ke konvexni diferencovatelné funkei f tedy lezi pod f. Z nerovnosti (31) mame:
fl(@2)(z — 22) < fla) — fla2)
Vyménime-li x za xo dostavame platnou nerovnost:
f@) (w2 —2) < f22) = f(2) <= [fl(2)(x—22) > f(z) = f(a2)
Sec¢teme-li tyto nerovnice, dostavame:
F@)(z = x2) 2 fi(w2)(x — 22) <= (f'(x) = f'(w2)) (& — 22) 2 0

Pokud = < 9, musi platit f'(z) — f'(z2) <0 <= f'(z) < f'(x2), coz dokazuje, ze f' je
neklesajici. Je-li funkce ryze konvexni, pak rovnost v (31) nastava, pouze pokud z; = xo

a f’ je rostouci.
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[z, f(23)]
[z, f(2y)]

v

Obrazek 33: Vlastnosti konvexnich funkei

Definice 6.2.2.: Redlnd funkce [ je konkduvni, je-li funkce —f konvexni a ryze

konkdvni, je-li —f ryze konvexnd. [1]

7 definice konkavni funkce je zjevné, ze jeji vlastnosti budou ,,opa¢né“ k vlastnostem
konvexni funkce. Hlavni vlastnosti konkdavni funkce f definované na intervalu X, které
dale vyuzijeme budou nasledujici:

Va:l,xg S X,VZ S <.131,I‘2>

f(x2) — f(x1)

To — X1

f(z) = (2 = x2) + f(22) (32)

Je-li konkdvn{ funkce f na X diferencovatelnd, pak V{z,z,} € X:
T(f,22)(z) = f'(22)(x — 22) + f(22) = f(2) (33)

a funkce f’ je na X nerostouci.
Je-li funkce f ryze konkdvni, pak plati ostrd nerovnost v (32) Vz € (x1,22) a v (33)

nastava rovnost pouze pokud x = z5. Prvni derivace ryze konkavni funkce je klesajici.

1 1 T(f,25)(x)
[CEQa f(%)]

(75, f(24)]
[z, f(2,)]

v

v

Obrazek 34: Vlastnosti konkavnich funkei
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7 Urcovani nejkratsich krivek

V této kapitole uréime tvar nejkratsi krivky pii ruzné zadanych prekazkach a okra-
jovych bodech. V tvrzeni 5.3. jsme zvazili specidlni ptipad, kdy (4 € A. V takovém
pripadé je TeSenim prave l,p. Déle rozebereme pripady, které budou v jejich slozitosti
gradovat a budou stavét na vlastnostech funkci a vétach o funkcich uvedenych v kapitole

6. Pozdéji se budu odkazovat i na diive feSené piipady.

7.1 Uvodni problém

Mame-li pouze jednu zadanou pirekdzku na (o, f) C (a,b) ve formé P(p, <), pak musi

pripustna krivka k£ € A definici pripustné kiivky a prekazky spliovat nerovnost:

Vo € (o, 8) : k(z) > p(x) (34)

Zvazme piipad, kdy je tato prekazka zaddna na (a,b) a funkce p udédvajici tuto prekazku
je na (a, b) konkavni a diferencovatelnd. Okrajové body ,splynou s prekazkou. Tj.: A =
p(a), B = p(b). Plati p € A, nebot p splituje nutnou nerovnost (34). Intuice ndm napovid4,

7e prave p bude nejkratsi kiivkou z A. V tomto pifpadé md mnozina A C C1P¥[a, b] tvar:

A= {yly € C**"[a, 8], y(z) > p(x)Vz € (a,b) ,y(a) = p(a) A y(b) = p(b)} (35)

Obréazek 35: Prvni problém

Tvrzeni 7.1.1.: Mdme-li prekdzku ve formé P(p, <), kde p je konkdvni a diferenco-
vatelnd na {(a, by a okrajové body [a, A], [b, B], kde A = p(a), B = p(b), pak nejkratsi
krivkou z A je krivka p.
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Diikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze kiivka k € A, ruzna alespon
v jednom bodé ¢ od p na (a,b), tj.: p(c) < k(c), minimalizuje L(k) = fab\/T(k:’)?dx
Pro teénu 7(p, c)(x) = p'(c)(x — ¢) + p(c) plati, ze 7(p,c)(c) = p(c) < k(c). Z vlastnosti
(33) konkavni funkce p, pak: p(a) = k(a) < 7(p, ¢)(a) a zaroven p(b) = k(b) < 7(p, c)(b).
Lemma 6.1.1. pak za nutné spojitosti k(z) a 7(p,c)(x) garantuje existenci bodu: a, €

(a,c) : k(eq) = 7(p,c)(eq) a bodu ey, € (¢,b) : k(ep) = 7(p, ¢)(ep). Definujme funkei:
k(x) pro x € (a, e,)

kpw(x) = S 7(p, ¢)(x) pro x € (eq, )

k(x) pro x € (e, b)

\

Krivka k,, je po ¢astech hladkd a je v A. Plati L(k,,) < L(k):
—/ \/7k’dm+/ Vit 2dx+/\/7k’dm
Uzitim aditivity integralu méme:
- [V wRe s [V R [V P
a eq e

Protoze k a 7(p, ¢)(x) spliuji na (e,, e,) stejné okrajové podminky a existuje ¢ € (e, €p) :

7(p, c)(c) # k(c), pak tvrzeni 5.3. zarucuje nerovnost:

/\/1 2dx</\/7k;’dx

A tedy L(kpy) < L(k), coz je spor, nebot k méla minimalizovat L na A. Za predpokladu

existence nejkratsi kiivky v A tato kiivka nesmi byt nikde na (a,b) ruznd od p a tedy p
minimalizuje L na A. U
V tomto zdkladnim problému jsme schopni dokazat existenci minima piimo pres

dokézani nerovnosti:

/b\/1 + (p)2dx < /b\/1 + (¢ + d')2dx (36)

Pro diferencovatelnou konkévni funkci p a diferencovatelnou funkei d : (a,b) — Ry, kde
aby p+d € A, pak musi d(a) = d(b) = 0. K dukazu této nerovnosti vyuzijeme vlastnosti

konvexnich mnozin a konvexnich funkei uvedenych v knize [2].

Definice 7.1.: Necht V je vektorovyj prostor. Mnozina K C V' je konvexni, pokud
Ve,y € K aVt € (0,1) jetzr+ (1 —t)y € K. [2]
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Je zjevné, 7e napiiklad mnozina C|a,b] je konvexni mnozina, nebot po vyndsoben{
spojité funkce realnym cislem dostavame spojitou funkci. Sec¢teme-li dvé spojité funkce,
dostédvame také spojitou funkei a tedy musi byt pro x,y € C|a, b funkce f = tax+(1—t)y €
Cla,b]. Je-li mnozina K konvexni, jeji podmnozina konvexni byt nemus.

Tvrzeni 7.1.2.: Pro vektorovy prostor V.= C*"*[a,b] je mnozina A CV , defi-

novand v (35), konvexni.

Diikaz. Mé&jme funkee y; = p+dy a yo = p + dy, kde CP?[a,b] > {dy(x),ds(x)} >
0 Vx € (a,b) a di(a) = da(a) = dy(b) = do(b) = 0. Podle (35) jsou {y1,y2} € A.
Aby byla mnozina A konvexni, musi funkce g = ty; + (1 — t)yo, kde t € (0, 1) spliovat
vSechny nélezitosti z (35). Protoze {y1,y2} € C'*¥[a, ], pak g € C**”[a,b]. Plati g(a) =
p(a), g(b) = p(b) :
g(a) =t-pla) + (1 = t)p(a) = p(a)
g(b) =t - p(b) + (1 = )p(b) = p(b)

Vi € (0,1). Aby g € A, musi g(x) > p(z)Vx € {(a,b):
g=tlp+d)+ (1 —t)(p+da) >p

g:tp—l—tdl—i—p—i-dQ—tp—tngp
tdy + (1 —t)dy > 0

Coz je pravda Vt € (0,1), Vx € (a,b), nebot vSechny ¢leny na levé strané nerovnice jsou

v danych intervalech kladné. Mnozina A je tedy konvexni. U

Véta 7.1.1.: Necht O je podmnozina vektorového prostoru V- a f redlnd, diferen-
covatelnd funkce definovand na O. Je-li X C O konvexni a x,y € X, pak plati

ekvivalence:

[ je konvezni na X <= f(y) — f(x) = f'(z)(y — x) (37)

[2] Pro ted mé&jme vektorovy prostor V = Cla, b], jeho podmnozinu O = C**?|a, D],
na které je realna funkce, ¢i funkcional L : C'¥[a, b] — R definovan. Mnozina X = A C
O je podle tvrzeni 7.1.2. konvexni. Zbyvé ukazat, ze funkciondl L je konvexni. Podle [2]

je funkciondl I(y) = fab F(z,y,y')dz konvexni, spliuje-li nerovnost

OF  OF
F hoy +k)—F N> ho 4k
(z,y+h,y' + k) (z,y,y") > 8y+ oy (38)
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Vi[z,y,y, h, k] € (a, b) XRxRxRXxR
Pro funkcionél L(y \/1 + (v')%dx mame odpovidajici parcidlni derivace:

0
SVTE m— T

k-
1+ -i-k 1+ —_—
V1t —v/ e

Dosazenim do (38) dostavame:

Obé strany vynasobime+/1 + (y/)? > 0:

VIt W +k2 1+ @)»2-1-)P>ky

VIH W +E2 1+ W) >k-y +1+(y)

Protoze leva strana je vzdy kladnd, umocnéni a ponechani znaménka nerovnosti je ekvi-

valentni tipravou:
I+ @)+ 2k +E) 1+ )°) = Wk+ 1+ )]
L+ () + 20k + B2+ () + () + 200k + ()R > ()R + 29 k(L + (y)) + (1+ (4))?
14+2(y)? + 2y k+ B+ () + 20k + ()R > () ° K+ 29k + 2y ) k+ 1+ 2(y)* + (v)*
Po vykraceni dostavame:
k>0

Coz je pravda Vk € R a tedy funkciondl L je konvexni na C**“[a,b] D A. Nerovnost v
(37) tedy plati a vyraz f'(z)(y — z) zde predstavuje Gateauxuv diferencial funkcionalu
f v axvesméruy — x. Zvolme y = p+d,z = p, kde {y,x} € A. Podminky na p,d jsou
uvedeny pod (36). Za funkci f zvolme funkciondl L(~y f \/T dx. Dostavame

platnou nerovnost:

[ViF T [V voa=s ([ ViTEE)d e

Zaméime se na pravou stanu této nerovnice. Za pomoci tvrzeni 3.2.2. uréime 6 L(p)d:
b p d/
V1+(p

Predpoklddejme existenci a spojitost p”. Provedeme integraci per partes. Necht:

dL(p)d =

P d/
/
u v 1+(p')2
— /N2
/1 N2 _ ()
u/ v p +(p ) /1+(p,)2 d
1+(p')?
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Odsud:

b " ne __ ()?
b d v s | PV1+ () Vo
———dr = | —-d|| — 5 d| dx
a V14 (1) L+@)? ]|, e 1+ (p')

Protoze d(a) = d(b) = 0 dostavame:

@2 /] Y
[t | [T
a 1+ (p’)2 a 1+ (p/>2

d| dx

Protoze p je konkavni a tedy p’ je klesajici, pak p” < 0 a tedy —p” > 0. Protoze
T+ () >0, 2= >0, pak 2 — /T4 ()2 > 0

VIH@)?2 T V1+()?
Protoze obé funkce d, \/1:(7)2 > 0, pak musi platit:

b /.
d
/p—d:c>0

Substituci do (36) dostavame:

[ VT arn - [T 2o

A tedy plati hledana nerovnost:

[ViT P < [T v

Tim jsme dokézali existenci minima a nasli samotnou funkci z A udavajici minimum L.
Touto funkci je prave funkce p.

Analogicky pro problém, kdy je prekdzka ve formé P(p;, >) s konvexni diferencovatel-
nou funkef p; a koneénymi body A = p;(a), B = p1(b), je nejkratsi piipustnou kiivkou py.
Ke kazdému teSsenému problému bude existovat takovyto analogicky ,,opac¢ny® problém,

jehoz Tesenim se nebudeme piimo zabyvat.

7.2 Uvodni problém s riznymi okrajovymi body

Méjme danou piekdzku na («, 3) C (a,b) ve formé P(p, <), kde p € C'[a, ] je konkdvni
na (o, 5). Pokud (o, 5) = (a, b), musi okrajové body spliovat nerovnosti: p(a) < A, p(b) <
B (aby se problém ligil od problému 7.1.). Opa¢nd nerovnost nemuze nastat, nebot by pak
A = @ kvuli rozporu v koncovych bodech. Pokud (o, ) C (a,b), pak muzeme okrajové

body zvolit libovolné. Mnozinu vSech piipustnych ktivek oznacme A.
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Pokud l4p5 € A, pak je feSenim prave l[sp (viz tvrzeni 5.3.). Pokud lap ¢ A, tj.
existuje-li bod ¢ € (o, B) : lap(c) < p(c), pak predpokladejme existenci bodu:

eq € (v, ¢) : lap(ea) = plea)

(40)
es € (¢, 8) : lan(es) = plep)

Existence bodt e,, €5 je zarucena pouze pokud («, 8) = (a,b) a p(a) < A, p(b) < B kvuli
lemmatu 6.1.1. za spojitosti funkei 145, p. Kvuli ostré nerovnosti l45(c) < p(c) je funkce

p ryze konkavni.

Obrézek 36: Uvodni problém s ruznymi okrajovymi body

Tvrzeni 7.2.1.: Pokud lap & A, pak za predpokladu (40) a p € Cla, ] krivka
k € A ve tvaru;

7(p,ca)(x) prox € {a,c,)

k(z) = p(x) pro x € (Cqa, Cp) (41)

7(p,cp)(x)  pro x € {(cy,b)

\

kde k(a) = A, k(b) = B, existuje.

Diikaz. V (41) chceme dokdzat existenci bodu ¢, resp. ¢, z néhoz vedend tecna k
p protne A resp. B. p je ryze konkdvni a tedy kvuli vlastnosti (32) plati, ze p(z) >

lap(z) Ya € (eq, ez). Protoze p je spojitd, véta 6.1.2. garantuje existenci bodu z €
(€ 65) p(z) = pleg)—plea) _ B—A.

eg—eon b—a °

p(2) > lap(2)

K obéma strandm nerovnice piictéme p/(2)(z — z) = 2=4(z — 2), kde z € R:

P(2)(x—2)+pz) =71(p,2)(x) > B;:::l(x —2) + lap(2) = lap(x)
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Ve e R = 7(p,z)(a) > A, 7(p,z)(b) > B (42)

p € Cllea, eg] je ryze konkdvni a tedy p’ je klesajici: p'(eq) > p/(2) = Ji:f > p'(eg).

Proa <e, < a— e, <0 dostavame:

Pleaa—ea) < 5

_a<a_ea)

K obéma strandm nerovnice pii¢teme p(e,) = lap(e,) a upravime pravou stranu:

B—-A
b—a

P(ea)(a—eq) + pley) < (@ —eq) + lap(eqn)

T(p,eq)(a) < A (43)

Definujme funkci:
Vo(z) = 7(p,2)(a) = p'(z)(a — ) + p(a)

U, (x) je spojitd na celém (o, B) podle véty 6.1.3., nebot p,p’, z, a jsou zde spojité. Z (42)
mame V,(z) > A az (43) V,(eq) < A. Lemma 6.1.1. pak za spojitosti ¥, (z) zarucuje
existenci bodu ¢, € (eq,2) : Vo(ca) = 7(p,ca)(a) = A, ¢imz jsme dokazali existenci bodu

Ca Vv (41). Pro b > eg <= b —eg > 0 dostavame:

Pies)lb—e) < D= —y)

K obéma strandm nerovnice pfi¢teme p(eg) = lap(es) a upravime pravou stranu:

P'(es)(b—ep) +ples) < o, (0—es) +las(es)

—a
7(p,es)(b) < B (44)
Definujeme-li funkci:
Uy(z) = 7(p, ) (b),
pak obdobné lemma 6.1.1. kvuli (42) a (44) garantuje existenci bodu ¢, € (z,e3) :
Uy(eq) = 7(p, ) (b) = B. Kiivka k € A ve tvaru (41) tedy existuje. O
Vsimnéme si, ze pro k (41) plati k& > l4p na celém (a,b). Na tento fakt se dile v
praci odkazeme.
Tvrzeni 7.2.2.: Krivka k ve tvaru (41) je nejkratsi z A pro tento problém za

predpokladu existence nejkratsi krivky.
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Diikaz. Tvrzeni dokazeme sporem. Nejdiive dokazme jednoducha tvrzeni:
7(p, cqa)(b) > B (45)

T(p,cp)(a) > A (46)

P’ je klesajici, tedy p'(c,) > % > p/(¢p). Protoze a < b <= 0 < b— a, pak:

B-—A
b—a

P (ca)(b—a) > (b—a)=B—-A
K obéma strandm nerovnice prictéme p'(c,)(a — ¢,) + cq = A:
P'(ca)(b—a) +p'(ca)(a— o) + ca > B
P'(ca)(b—ca) + ca =7(p,ca)(b) > B
Obdobné mame pro a — b < 0:

B-A
b—a

(a—8) = A~ B < ()b
K obéma strandm nerovnice prictéme B = p/(cp)(b — ¢) + p(cp):

A <p(a)a—a)+pla) =1 o)a)

Timto jsme dokazali nerovnosti (45) a (46).

Predpokladejme, ze kiivka y, € A ruznd alespon v jednom bodé o, € (a,c,) od k,
tj.: Ya(oa) # k(o,) = 7(p,cs)(0,) minimalizuje L na A. Pro kfivku y, musi existovat
bod &, € (ca,b) : ya(ea) = T(p,ca)(€a), nebot y,(c.) > 7(p,ca)(ca) = plca) a zéroven
Ya(b) = B < 7(p,c,)(b) (viz lemma 6.1.1.). Definujme funkci:

T(p,ca)(x) prox € (a,e,)
Ypw,a =
Yo () pro x € (g4, b)

Kiivka yp, o € A spliluje ostrou nerovnost L(Ypw.q) < L(y):

€a b
L) = | VIH Gl @)+ [ VI (s

L) = [ T )+ [VIT i

Protoze na (a, &;) spliuji 7(p, ¢,) (), ya stejné okrajové podminky a existuje bod o,, pak

tvrzenim 5.3. dostdvame ostrou nerovnost L(ypw.a) < L(ya), coz je spor. Za piedpokladu
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existence nejkratsi kiivky v A tato kiivka nesmi tedy byt na (a, ¢,) ruzné od 7(p, c,)(x).
Analogicky bychom za platnosti tvrzeni (46) a faktu, ze pro kiivku y € A musi platit
T(p, ) (cp) = plap) < y(cp) dokdzali, ze nejkratsi kiivka nesmi byt na (¢, b) ruznd od
T(p, cp) ().

Nesmi-li byt nejkratsi kiivka y na danych intervalech ruznd od 7(p, ¢,)(z) a 7(p, c) (),
pak musi splnovat y(c,) = p(ca),y(cs) = p(cp) a tvrzenim 7.1.1. tedy na (c,, ;) nesmi
byt rizné od p, coz dokazuje, ze nejkratsi kiivkou za predpokladu jeji existence pro tento

problém je praveé kiivka (41). O

7.3 Dvé prekazky v roviné

Meéjme dané dvé prekdzky P(pi, <), P(p2, <), kde p; je ryze konkavni na (aq, 1) a ps
je ryze konkdvni na (ag, fs). Reknéme, ze piekdzky maji spojitou prvni derivaci. Pro
koncové body [a, A],[b, B] plati: a < a1 < 1 < ay < 2 < b. Pokud a = «ay resp.
b = Ps, pak musi okrajové body splhovat nerovnost p;(a) < A resp. p2(b) < B. Pokud
a < a; < Py < b, pak muzeme okrajové body zvolit libovolné. A znaci mnozinu vSech

pripustnych kiivek pro tento problém.

Obrazek 37: Dvé konkavni prekazky v roviné

Existuje-li ¢; € {(aq,B1) : lag(cr) < pi(er) a tedy lap ¢ A , predpoklddejme existenci

bodi eq,, e g < ey <ep < Py

lap(€ar) = P1(eay)

lag(ep,) = pi(es,)
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Existence téchto bodu neni zarucena. Podle tvrzeni 7.2.1. za predpokladu (47) existuje
kiivka ve tvaru:

(

T(p1,¢qy ) () pro x € (a,cq,)

ki(z) = p1(x) pro & € (Cay, Cpy ) » (48)

\T(p1,0b1>($) pro x € {¢,,b)
kde ki(a) = A, k1(b) = B. Pokud k; € A, pak je podle tvrzeni 7.2.2. ky nejkratsi z A
(mnozina vSech piipustnych kfivek pro problém 7.2. je nadmnozinou mnoziné A tohoto
problému).

Existuje-li o € (g, B2) : lap(c2) < pa(ca), pak obdobné predpoklddejme existenci

bodi e,,, e, : o < €4, < €3, < Bo:

lap(€as) = P2(€ay)

(49)
las(es,) = pa(es,)
Podle tvrzeni 7.2.1. za predpokladu (49) existuje kiivka ve tvaru:
7(p2, €ap)(z)  pro x € (a,cy,)
ka(z) = po(x) pro x € (Cqay, Cpy) (50)
T(p2; cb,) (%) Pro x € (cyy, b)

\

kde ko(a) = A, ka(b) = B. Pokud ky € A, pak je podle tvrzeni 7.2.2. ko nejkratsi z A.
Zajima nas nyni piipad, kdy {k1, ko} ¢ A.
Tvrzeni 7.3.1.: Existuji-li za predpokladu (47) a (49) krivky ki resp. ko ve tvaru
(48) resp. (50) a {k1,ko} ¢ A, pak existuje krivka k € A ve tvaru;

;

7(P1, Cay ) (T) pro x € (a, Ca,)
pi(z) pro & € (Ca;, X1)
k(2) = 7([p1, pa], [x1, xa]) () pro @ € (x1, x2) - (51)
p2(7) pro & € (X2, Cb,)
T (P2, Cby ) () pro x € {(cp,, b)

\

kde 7([p1, 2], [x1, x2]) (@) = 7(p1, x1)(x) = T(p2, X2) (%) Yo € (X1, X2)

Diikaz. Existence prvni a posledni ¢asti kiivky k& v (51) jsou zaruceny podle tvr-

zeni 7.2.1. Checeme tedy dokazat existenci dvojice bodu x1, x2, z kterych vyvedené tecny
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spolu ,splynou“. k; ¢ A a tedy pro 7(p1,cp, )(z) existuje v2 € (€ay,€p,) C (C,b) :
T(p1,cpy ) (12) < pa(72). Protoze 7(p1,cp,)(z) > lap(z) pro x € (a,b) C (eay,€p,), Pak
za predpokladu (49) existuji dva body pruniku spojitych funkei 7(p1, ¢y, )(x) a po(z) (viz
lemma 6.1.1.). Kvuli témto bodum pruniku pak Lagrangeova véta o stiedni hodnoté

garantuje existenci bodu ¢ € (¢q,,€35,) :

pilen,) = pa(d2) <= d2 = (p3) " (pi(cs,)) (52)

po je konkdvni a tedy z vlastnosti konkdvnich funkei (32),(33) plati:

T(p1, ) (2) < T(p2, ¢2)(x)  Vr eR (53)

Obdobné protoze ky ¢ A a tedy pro 7(p2,cs,)(x) existuje 71 € (€ay,€8) C (a,Cay) :

T(P2, Cay)(71) < p1(71). Lagrangeova véta o stfedni hodnoté garantuje existenci bodu
¢1 € (€ay, €p,) :
Pi(Cas) = Pi(d1) = o, = (P2) " (P1(¢1)) (54)

p1 je konkavni a tedy z vlastnosti konkavnich funkef (32),(33) plati:

T(p1, 01)(x) > T(p2, Cay ) (T) Vr e R (55)

Nerovnosti (53) a (55) jsou zfetelné z obrazku 38:

y“

b

Cy, c

az

Obrazek 38: Tlustrace nerovnosti (53) a (55)

Je zjevné, ze @1 < ¢y, a Cqy < 2. Mame tedy dvé spojité, klesajici funkce:

pll : <¢1acb1> - <p/1(cb1)7p,1(¢1)>

p,2 : <Ca2,(;52> - <p/2(¢2)7p,2(ca2)> = <p/1(cb1)7p,1(¢1>>
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Pl je klesajici a tedy podle véty 6.1.4. existuje spojitd funkece (p)~!:

(p2) ™"+ (Pl (en, ), 1 (1)) = (Can, G2) (57)

Definujme funkei A7(2):

AT(2) = 7(p1, 2)(a) — 7(p2, (P2) " (P1(2)))(a) (58)

Z definice 7(g,s)(x) = ¢'(s)(x — s) + g(s) je funkce A7(z) spojita podle véty 6.1.3. a
véty 6.1.4., nebot je ,slozeninou® spojitych funket: py, pe, pl, Py, 2, (ph) ™' Bod a je prvni
soufadnice pocdtecniho bodu [a, A]. Z (56) a (57) vidime, ze funkce A7(z) je spojité
Vz € (¢1,¢,). Pro z = ¢ = A7(¢1) kvili (54) a (55) dostavame:

A7(¢1) = 7(p1,81)(a) = 7(p2, (5) ™' (Ph(é1))) (@) = 7(p1, 61)(a) — 7(p2, cay ) (a) > 0

Pro z = ¢, = A7(c,) kvuli (52) a (53) dostavame:

A7(ey,) = 7(p1 s, )(a) = 7(p2, (p5) " (Ph(ew)))(a) = 7(p1, e, ) (@) = 7(p2, d2)(a) <O

Protoze A1(2) je spojitd Vz € (¢1, s, ), pak Bolzanova véta (véta 6.1.1.) garantuje exis-

tenci bodu x1 € (¢1,¢,) : AT(x1) = 0. Mame tedy rovnost:

7(p1, x1)(a) = 7(p2, (Py) " (1 (x1))) (@),

Kde kviili (56) a (57) je x2 = (p5) ' (p1(X1)) € (Caz, $2) == pi(X2) = Pi(x1)- Z definice
() ():
Pi(x1)(a —x1) +pi(x1) = py(x2)(a — x2) + p2(x2)

K obéma stranam prictéme p)(x1)(z — a) = ph(x2)(z — a), kde x € R:
pi(x1)(a = x1) +pi(xa) + Pi(xa) (@ = a) = ph(x2)(a = x2) + pa2(x2) + Po(x2) (& — a)

Pi0oxa) (@ — x1) + pilxa) = palxe) (@ — x2) + p2(x2)
7(p1, x1)(x) = 7(p2, x2)(2) Vo e (x1,x2) CR

Timto jsem dokézali existenci pozadované dvojice bodu xi, xo. Kiivka k ve tvaru (51)

tedy existuje a z vlastnosti konkdvnich funkei (32) je pripustna. U
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Tvrzeni 7.3.2.: Krivka ve tvaru (51) je nejkratsi krivkou z A pro tento problém

za predpokladu existence nejkratsi krivky.

Diikaz. Tvrzeni opét dokazeme sporem. Je zjevné, ze:

7(p1, x1)(a) > A

7(p1,x1)(b) > B

Tento fakt 1ze jednoduse dokézat napiiklad z nerovnosti p)(c.,) > pi(x1) a faktu, ze
7(p1, Cay)(a) = A. Druhou nerovnost lze dokdzat napiiklad z faktu, ze ph(x2) > ph(cs,)
a faktu, ze 7(pa, ¢y, )(b) = B. Tyto nerovnosti muzeme dokézat pomoci nékolika dalsich
nerovnosti.

Méjme kiivku y € A, ktera je alespon v jednom bodé o, € (x1, x2) spliuje 7(p1, x1)(0y) #
y(oy). Kvuli faktu, ze 7(p1, x1)(x2) = p(x1) < y(x1) a 7(p1,x1)(a) > A = y(a) lemma
6.1.1. garantuje existenci bodu €, € (a, x1) : y(e1) = 7(p1, x1)(€1). Obdobné je garanto-

vand existence bodu 5 € (x2,b) : y(e2) = 7(p1, x1)(£2). Definujeme funkei:

y(x) pro z € (a,¢e1)

Ypwx(7) = 7(p1, x1)(x) pro x € (€1, ¢€2)

y(z) pro x € (g9,b)

0
Pro ypuw, € A plati kvuli o, ostra nerovnost L(yp,,) < L(y), protoze funkce v, Ypuw
spliuji na (e1,e,) stejné okrajové podminky (viz tvrzeni 5.3.). Nejkratsi krivka tedy
nesmi na xi, x2 byt rizna od 7(p1, x1)(x). Z tvrzeni 7.2.2. vime, ze nejkratsi kiivka nesmi
byt na (a, cq,) U (cp,, b) ruznd od k z (51). Podle tvrzeni 7.1.1. nesmi byt nejkratsi kiivka
na (Cays X1) U (X2, Cby) ruznd od k z (51), kvuli konkdvnosti py, pe. Ktivka k v (51) vSechny
tyto nalezitosti splinuje a tedy za predpokladu existence krivky je nejkratsi kiivkou z A.

O
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Diskuse

Tato prace k problému hledéni nejkratsi kiivky v roviné s prekazky pristupuje rela-
tivné neobvykle. Nenasel jsem na internetu zadnou praci, ktera by k problému pristupovala
¢isté analyticky. Vétsina praci na toto téma se zabyva vyvojem algoritmu, ktery hledd
nejkratsi cestu mezi dvéma body v roviné s prekazky. V préci [6] je uveden program
napsany v Pythonu, kterému muzeme zadat prekazky, kolem kterych se algoritmus snazi
najit optimalni cestu. Tyto programy svoje vyuziti v redlném zivoté najdou naptiklad
v robotice. Na druhou stranu nase prace poskytuje cisté analyticky pristup, ktery muze
najit uplatnéni v dalsich matematickych problémech, ¢i muze poskytnout zaklady pro zo-
becnéni analytického reseni takovychto problému. Dale muzeme vyuzit néjakych postupu
uvedenych v praci, jako je nepiimé dokazani néjaké integralni nerovnosti.

Uvodn{ motivace k vypracovani této prace bylo nauceni se nové matematice. Po této
strance jsem velice spokojeny, nebot mé muj tivodni problém, popsdni nejkratsi kiivky
v roviné s prekazky, dovedl k moc hezké matematické discipliné a to pravé varia¢nimu
poctu, kterému je vénovana celd teoretickd cast. Metodami variaéniho poctu jsem byl
schopny najit extrémy urcitych funkcionalu. V kapitole 4 jsme dokonce urcily extrémy
funkcionalu za platnosti néjaké podminky na funkci udavajici extrém tohoto funkcionélu,
coz mé dovadi k otézce: Jakym zpusobem je mozné tuto praci vylepsit?

Meéli bychom mit na pameéti, ze problematika fesena v praktické casti je takzvanym
omezenym varia¢nim problémem. Chceme v podstaté minimalizovat funkcional
L:C%¥[a,b]n{y(a) = A,y(b) = B} = R ve tvaru L(y) = fab V1 + (v)%dz za podminky
na y ve tvaru y(z) > pi(z)Vx € (ay, £1) C {(a,b) resp. y(x) < po(z)Vr € (a9, B2) C (a,b).
Téchto nerovnostnich podminek na y muze byt nékolik. Nasim cilem je najit néjakou
nutnou podminku, kterou musi takova nejkratsi pripustna kiivka spliovat. Tato nutnd
podminka muze byt naptiklad ve formé néjaké diferencialni rovnice, podobné jako Euler-
Lagrangeova rovnice.

V préci také pracujeme s nékolika predpoklady. Naptiklad predpokldadame, ze feSeni
naseho problému vubec existuje. V ivodnim problému jsme byli schopni existenci reseni
naseho problému dokazat. Dost mozna podobnym postupem je mozné dokéazat existenci
feseni i u dalsich uvedenych problémii, nebot obecnd mnozina vsech piipustnych kiivek,
neni-li prazdnou mnozinou, je mnozinou konvexni. Protoze funkcional udévajici délku

kiivky je také konvexni, je zaru¢ena nerovnost (37), kterd by mohla dokéazat pravé exis-
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tenci minima. V tom pripadé by se dukaz zjednodusil a nemuseli bychom existenci minima
dokazovat pomoci piimych metod variacniho poctu.

V praci jsme vytesili pouze tfi tivodni varianty problému, coz se muze zdat malo.
V minulé verzi prace jsem zvézil i piipad, kdy mame dvé prekdzky P(p1, <), P(p2,>),
kde p; je konkavni a ps konvexni. V problému jsem vsSak predpoklddal existenci az 8
bodt, coz se mi zda moc, proto jsem ho v této verzi neuvedl. Navic neprinesl hlubsi po-
rozuméni problému, coz je mym cilem. Rad bych poznamenal, ze predpoklad existence
bodu ve tvaru (47) a (49) je pouze jakési ujisténi, ze prekazky jsou definovany pro do-
state¢né mnoho bodu roviny. Je zjevné, ze problém ma feSeni i bez predpokladu existence
takovychto bodu. Préce by se dala vylepsit tedy také tim, ze by predpoklad existence
téchto bodu nebyl nutny.

Upiimné jsem velice spokojeny s pfinosem, ktery mi tato prace dala. Porad ale vidim

prostor pro zlepSeni a proto se budu problematice dale vénovat.
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Zaver

V praktické casti prace jsme uvedli zadkladni pojmy problematiky z pohledu mate-
matické analyzy. Prace tak muze poslouzit jako vhodny tvod do problematiky, chceme-li
jeji problémy fesit analyticky. K dukazu existence obecného tvaru nejkratsi kiivky pro
dany problém jsme vyuzili vét redlné analyzy a metod variacniho poctu. Podporili jsme

tak lidskou intuici pro tuto problematiku a jeji spravnost matematicky ovérili.
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