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Anotace

Cilem této prace je vyuzit kvaternionu ke zkoumani vyjadritelnosti ptirozenych ¢isel kva-
dratickymi formami ¢tyt proménnych. Toho je dosazeno predevsim definovanim oboru
na néjaké mnoziné kvaternionu takové, ze dand kvadraticka forma vyjadiuje normu jeho
prvki. Odvozenim jistych algebraickych vlastnosti takového oboru je pak dokazana uni-
verzalnost nékterych téchto forem a pro ¢édst z nich je dokazan i explicitni vzorec pro pocet
vyjadreni libovolného prirozeného ¢isla danou kvadratickou formou. Tyto vysledky ptred-
stavuji zobecnéni po radé Lagrangeovy véty o ctytech ¢tvercich a Jacobiho véty o ¢tytech
¢tvercich pro dalsi kvadratické formy.
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Kvaternion, kvadraticka forma, Lagrangeova véta o ¢tyfech ¢tvercich, Jacobiho véta o ¢ty-
fech ¢tvercich, obor hlavnich idedalu.

Annotation

The goal of this thesis is to use quaternions to study representability of natural numbers
by quadratic forms in four variables. This is achieved mainly by defining a domain
on some set of quaternions, such that the given quadratic form represents the norm
of its elements. Universality of some of these forms is then proved by deriving certain
algebraic properties of said domain and, for a portion of these forms, an explicit formula
for the number represantations of any natural number by a given quadratic form is also
proved. These results constitute generalizations of Lagrange’s four-square theorem and
Jacobi’s four-square theorem respectively for other quadratic forms.

Keywords

Quaternion, quadratic form, Lagrange’s four-square theorem, Jacobi’s four-square theo-
rem, principal ideal domain.
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Uvod

Uvod

Lagrangeovu vétu o ¢tyfech ¢tvercich dokézal poprvé v roce 1770 francouzsky matematik
italského ptivodu Joseph-Louis Lagrange. Zni:

Kazdé prirozené cislo lze zapsat jako soucet ¢tyr ctvercu celych cisel.

Historie tohoto tvrzeni je vsak delsi. Pred jeho dukazem bylo znamo jako Bachetova
domnenka, podle Clauda Gasparda Bacheta de Méziriac, ktery roku 1621 ve svém la-
tinském prekladu Diofantovy Aritmetiky poznamenal, ze Diofantos toto tvrzeni zdanlivée
znd a predpokladé. Roku 1834 pak dokazal némecky matematik Carl Gustav Jakob Jacobi
metodami matematické analyzy svou vlastni vétu o ¢tyfech ¢tvercich:

Pro prirozené n. md rovnice x* + y* + 2° + w? = n prdvé !

8) d

4d|n
celociselnych tesent (z,y, z, w).

Pozdéji byly nalezeny dukazy téchto tvrzeni vyuzivajici odlisnych metod. Némecky mate-
matik Adolf Hurwitz dokéazal pomoci zkoumani algebraickych vlastnosti kvaternionu obé
véty o ¢tyTech ¢tvercich. V této praci bude uzit velmi podobny postup, kromé samotnych
vét o ctyfech ¢tvercich bude dokazano i nékolik jejich zobecnéni v podobé analogickych
vysledku pro jiné kvadratické formy nez x? + y* + 2% + w? (viz tabulky 2 a 5).

Hlavnim vysledkem a piinosem této prace tedy bude zobecnéni kvaternionového ditkazu
vét o ¢tytech ¢tvercich. Nejprve v kapitole 1 zavedeme nezbytnou teorii okruht, oboru,
ideali a matic. V kapitole 2 pak definujeme samotné kvaterniony a obor Hurwitzovych
kvaternionu a formulujeme obecnou vétu (vétu 2.3.7), z niz specidlné jako dusledek vy-
plyne Lagrangeova véta o ¢tyfech ¢tvercich. Dikazy v této kapitole vychézeji z téch v [3]
a mirné je zobecnuji. V kapitole 3 pak zkonstruujeme dalsi kvaternionové obory, s jejichz
pomoci dokazeme univerzalnost jim odpovidajicich kvadratickych forem. Koneéné v ka-
pitole 4 zobecnime nékteré vysledky z [3] a [5], s jejichz pomoci pak dokdzeme Jacobiho
vétu o ¢tyfech ¢tvercich a jeji zobecnéni pro nékteré dalsi kvadratické formy. V sekci 4.4
také Jacobiho vétu vyuzijeme k odvozeni vzorce vyjadiujiciho m pomoci nekonecéné rady
a vyreseni tzv. Basilejského problému, tedy uréeni souctu nekonecéné rady

ii—1+1+1+ Ly
n2 4 9 nz2

n=1

i

Jiz doptedu muzeme piedeslat, ze tento soucet je roven %

! Suma v tomto vyrazu znaéi soucet viech téch piirozenych d, jez déli n, ale nejsou nasobky ctyf.

—7—



Uzité znaceni

Uvod

Uzité znaceni

AV, =, —

v, 3,3

N, Z,Q R

€ G, C

f:A—B

{f(2) - ()}

det A
Vol M

Logické spojky konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence.

Logické kvantifikdtory obecny (,pro kazdé“), existencni (,existuje“)
a jednoznacné existence (,existuje pravé jedno“).

Mnoziny po tadé prirozenych (0 ¢ N — mnozinu nezdpornych celych
¢isel znacme Ny), celych, raciondlnich a redlnych cisel.

Nélezi, je podmnozinou, je vlastni podmnozinou.

Zobrazeni f, jez kazdému x € A prifazuje néjaké f(z) € B. Potom A
zvéme definicnim oborem f.

Mnozina hodnot f(x) pro vSechna z spliujici podminku ¢(z). Kupfti-
kladu mnozina v8ech sudych éisel {2z: 2 € Z} = {x: 2 € Z N2 | x}.
Analogicky pro vice proménnych zq, xs, . ..

Obraz zobrazeni f s definicnim oborem D, tj. mnozina {f(x) : © € D}.
Rozdil mnozin A, B, tj. {x :x € AN x ¢ B}.

Maximum, minimum.

a deli b.

a je kongruentni b modulo n. Ekvivalentni n | (a — b).

V kongruenci prvek inverzni k m, tedy takové n, ze m-n = 1.
Nejveétsi spolecny délitel ¢isel a, b € Z.

Soucet déliteli prirozeného ¢isla n, tj. o(n) =3, d.

Okruh zbytkovych ttid modulo n.

Okruh ¢tvercovych matic n x n nad okruhem R (viz definici 1.2.1).
Determinant ¢tvercové matice A (viz definici 1.2.2).

n-rozmérny objem (tj. specidlné délka, obsah, objem pro n € {1,2,3})
mnoziny M C R" (pokud tento pojem davé smysl).

Mnozina kvaternionu (viz definici 2.1.1).
Sdruzeny kvaternion a norma kvaternionu 6 € H(R) (viz definici 2.1.1).
Obory celoc¢iselnych a Hurwitzovych kvaterniont (viz sekci 2.2).

Pocet prvku mnoziny M C H(R), jejichz norma je rovna n (viz definici
4.0.1).

Je-li o binarni operace definovana na mnoziné M, pak pro A, B C M,z € M znacme

roA={roa:ac A}, Aox={aozr:a€ A}, AoB={aob:ac ANbeE B}.

Pro mnozinu A a pfirozené ¢islo n necht A" znaéf mnozinu uspofddanych n-tic prvki A.

—8—



Kapitola 1. Okruhy

Kapitola 1

Okruhy

V této kapitole zavedeme nékolik algebraickych pojmu jako okruh, obor, ideal ¢ matice
a odvodime nékteré jejich zédkladni vlastnosti. Tuto teorii pozdéji vyuzijeme ke zkoumani
kvaternionu a s nimi spojenych kvadratickych forem.

1.1 Obory a idealy

Definice 1.1.1. Okruhem rozuméjme mnozinu R s bindrnimi operacemi +, - (ty zvéme
po fadé séitdnim a ndsobenim?), spliujicimi pro kazdé a,b,c € R podminky

(i) a+beR,

(i) a+b=0b+a,

(iii) (a+b)+c=a+ (b+c),
(iv) a-b € R,

(v) (@-b)-c=a-(b-c),
(vi)a-(b+c)=a-b+a-cAN(a+b)-c=a-c+b-c,

(vii) @1 €R (VreR)(1-r=r-1=1r),

(vii) (FOER)(Vr e R)(r+0=0+r=rA0-r=r-0=0),
(ix) (3!(—a) € R) (a + (—a) = 0).

Pokud je navic splnéna podminka

(x) (Va,b e R\A{0}) (ab # 0),

zveme (R, +,-) oborem.

Definice 1.1.2. Budiz (R, +,-) obor. Prvek u € R nazvéme jednotkou, pokud existuje
v € R takové, ze uv = 1. Nejednotkové ¢ € R nazvéme ireducibilnim, pokud neexistuji
nejednotkova a,b € R splnujici ¢ = ab.

2 Tam, kde tim nedojde k nedorozuméni, pisme namisto a - b libovolné pouze ab.



Obory a idealy Kapitola 1. Okruhy

Poznamka. Pokud uv = 1, pak uz jisté i

VUV = v,
(vu—1)-v=0,
vu —1 =0,
vu = 1.

Okruhy, resp. obory jsou algebraickymi strukturami, které v jistém smyslu zobecnuji
aritmetiku celych ¢isel — jejich prvky lze séitat a nasobit za platnosti vétsiny ,,obvyklych®
vlastnosti téchto operaci. Na rozdil od oboru celych, raciondlnich, redlnych nebo i kom-
plexnich ¢isel vSak neni zaruceno, ze nasobeni je komutativni, tedy ab nemusi obecné byti
rovno ba. Déle jsou ireducibilni prvky jistou obdobou prvocisel — nemusi vSak mit ani
zdaleka tak silné vlastnosti.

Definice 1.1.3. Budiz (R, +, -) okruh a méjme a,b € R. Reknéme, ze a, b komutuji, pokud
ab = ba.

Definice 1.1.4. Budiz (R,+,-) okruh. Neprdzdnou mnozinu I C R nazvéme levgm
1dedlem R, pokud pro kazdd z,y € [ ar € R plati

(i) v+yel,

(ii) rz e 1.
Pravy idedl definujme analogicky psanim xr namisto rz v druhé podmince. Mnozinu [
zvéme oboustrannym idedlem nebo prosté idedlem, paklize je zaroven levym i pravym

idedlem. Levy (resp. pravy) idedl nazvéme hlavnim, pokud je tvaru Ra = {ra:r € R}
(resp. aR) pro néjaké a € R.

Idealy si 1ze predstavit jako zobecnéni predstavy délitelnosti do nekomutativni algebry.
Délitelnost celych ¢isel 1ze totiz nésledovné preformulovat: a | b, pokud b € Zb (nebo bZ —
diky komutativité ndsobeni jsou v Z vSechny idedly oboustranné). Mnozina vsech nasobku
b je tedy takovd mnozina, jez obsahuje b a je uzaviend na tvorbé linearnich kombinaci
— posledni vlastnost je pritom ale presné definici idedalu. Ne vSechny idealy vsak musi byt
hlavni. V oborech, s nimiz budeme v této praci povétsinou pracovat, toto sice bude platit,
coz nam bude velmi uzite¢nym néstrojem, obecné to vSak viibec nemusi platit.

Lemma 1.1.5. Budiz (R, +,-) okruh a I,J jeho levé (resp. pravé) idedly. Potom je
I+J={es+y:zel,yeJ}
levy (resp. pravy) idedl R.

Diikaz. Dukaz provedme pro levé idedly, pro pravé lze postupovat obdobné.
Méjme libovolné xq,x9 € I, y1,y2 € J. Potom z definice idedlu o1 + x5 € I, y1 + 42 € J,
z ¢ehoz i
(@1 +y) + (@2 +ye) = (@ +22)+ (11 +y2) €L +J).
Dale pro libovolné r € R jisté rxy € I, ry; € J, z ¢ehoz i
r(zy+uy)=rx+ryp el +J).

Timto je dukaz hotov. m



Obory a idealy Kapitola 1. Okruhy

Lemma 1.1.6. V oboru (R, +,-) jsou dva levé (resp. pravé) hlavni idedly Ra, Rb (resp.
aR,bR) totozné, prdavé pokud existuje jednotka v € R takovd, Ze a = ub (resp. a = bu).

Diikaz. Dikaz provedme pro levé idedly, pro pravé lze postupovat obdobné.

Plati R -0 = {0}, procez lemma plati, pokud je alespon jedno z a,b rovno nule — pak
jsou totiz Ra, Rb totozné, pravé pokud a = b = 0, coz uz znaci a = 1-b. Nadéle tedy
predpokladejme a,b € R\ {0}.

Nejprve necht je a = ub pro jednotku u. Potom pro kazdé r € R plati

ra = (ru)b € Rb,

neboli Ra C Rb. Jisté vsak existuje jednotka v € R takovd, ze uv = vu = 1, z ¢ehoz
ib=wa, atedy Rb C Ra, neboli Ra = Rb.

Nyn{ necht Ra = Rb. Potom jisté 1-a € Ra = Rb, neboli existuje ¢ € R takové, 7Ze
a = cb. Analogicky existuje d € R takové, ze b = da, z ¢ehoz dohromady

a = cb = cda,

(1—cd)-a=0,
1—cd=0,
=cd,
neboli jsou obé ¢, d jednotkami. [

Definice 1.1.7. Obor (R, +,-) nazvéme zleva Eukleidovskym, pokud existuje funkce d :
R\ {0} — N takovéd, ze pro kazda a,b € R\ {0} existuji z,y € R splnujici

a=zxb+vy, y=0Vd(y) <d@b).
Zprava Fukleidovsky obor definujme analogicky psanim bx namisto xb v podmince.

Definice 1.1.8. Obor (R, +, -) nazvéme zleva slabé Fukleidovskym, pokud existuje funkce
d: R — Ny takova, ze d(a) = 0, prdvé pokud a = 0, a pro kazdd a,b € R\ {0} budto
a € Rb, nebo existuji x,y € R takova, ze

0 < d(za —yb) < d(b).
Zprava slabe Fukleidovsky obor definujme analogicky psanim bR, ax, by namisto xa, yb, Rb.

Pozorovani. Kazdy zleva (resp. zprava) Eukleidovsky obor je i zleva (resp. zprava) slabé
Eukleidovsky.

Definice 1.1.9. Obor (R, +, ) nazvéme levym oborem hlavnich idedlu, pokud je kazdy
levy ideal I C R hlavni. Pravy obor hlavnich idedli definujme analogicky.

Lemma 1.1.10. Budiz (R,+,-) zleva (resp. zprava) slabé Eukleidovsky obor s funkci d
popsanych vlastnosti. Potom je R levy (resp. pravy) obor hlavnich idedli.

Diikaz. Dikaz provedme pro levé idedly, pro pravé lze postupovat obdobné.

Budiz I levy idedl R a uvazujme funkci d popsanou v definici zleva slabé Eukleidovského
oboru. Zvolme g € I\ {0} tak, ze d(g) je minimélni. Dale mé&jme libovolné s € I \ {0}.
Pro spor necht s ¢ Rg — potom z definice slabé Eukleidovského okruhu existuji z,y
takova, ze

0 <d(xzs—yg) <d(g).



Maticové okruhy Kapitola 1. Okruhy

7 uzavienosti levého idedlu na nasobeni prvkem R zleva a na séitani je xs — yg € 1,
zéroven ale s — yg # 0. To je dohromady spor s volbou g, procez pro kazdé s € I\ {0}
plati s € Rg. Vzhledem k 0 € Rg pak tedy I C Rg. Z definice idedlu ale Rg C I, ¢ili
dohromady I = Rg. [

Definice 1.1.11. Budte R, S okruhy. Zobrazeni ¢ : R — S nazvéme homomorfizmem,
spliuje-li pro kazdé a,b € R

(i) wla+0b) = w(a)+ ¢(b),
(ii) w(a-b) = w(a)- @(b),

kde sc¢itani i nasobeni bereme na levé strané v R, na pravé v .S. Homomorfizmus, ktery
je zaroven bijekci, nazvéme izomorfizmem. Pokud z oboru R do oboru S vede néjaky
izomorfizmus, feknéme, ze jsou izomorfni.

Pozorovani. Obraz homomorfizmu ¢ : R — S, tj. mnozina

Imp = {p(x) -z € R},

tvori s operacemi +, - (v .S) okruh. Toto plyne z toho, ze pro kazda ¢(a), ¢(b), ¢(c) € Im ¢
(kde a,b,c € R) plyne splnéni podminek definice 1.1.1 uz z toho, ze je spliuji a, b, ¢ — napft.

p(a) +o(b) = pla+b) € Imep,
p(a)(p(b) + ¢(c)) = pla)p(b+ ) = p(a(b + ¢)) = p(ab + ac) =
= ¢(ab) + p(ac) = p(a)p(b) + ¢(a)p(c),
p(De(a) = ¢(1-a) = p(a) = pa-1) = p(a)p(1)

atp.

Déle pokud existuje izomorfizmus ¢ : R — S, pak uz existuje i izomorfizmus ¢ : S — R
— je jim napf. to zobrazeni v, jez je inverznim k ¢ (to existuje, nebot ¢ je z definice
izomorfizmu bijekce).

1.2 DMaticové okruhy

Definice 1.2.1. Budiz (R, +, -) okruh. Matici mxn nad R rozuméjme obdélnikové schéma

aix A2 - Ain
Qg1 Q22 -+ d2p
Am1 Am2 = Qmp
obsahujici mn prvku aiq, ..., a1, - - ., Gy, okruhu R. Matici nazyvejme c¢tvercovou, pokud

m = n — mnozinu vSech étvercovych matic n x n zna¢me M, (R). Soucet matic

aix Qaiz2 - QAip biy by - bln

Q21 Q22 -+  Q2p bai by - Doy
A= . . R B=1 .

am1 Am2 Amn bml bm2 e bmn



Maticové okruhy Kapitola 1. Okruhy

definujme jako

ayp +bnn aip+bie - ai, +0i,
A4 B a21—‘i‘b21 age +bag -+ a2n—.|_b2n
am1 + bml Am2 + bm? e Amn + bmn

Déle souc¢iny » € R s matici A zleva a zprava definujme jako

rai raio e Ta1n ar a2 - ainpT

rasy Ta929 e TAon as T (05 ) A QonT
r — s A T =

rami1 TAm2 -+ TQmnp Q1T AT - AmnT

Konecné soucin matice A rozméru m x n s matici B rozméru n X p definujme jako matici
C rozméru m x p danou predpisem

Ci1 Ciz2 -+ Cyp
Cop Co2 -+ Cypp
Cm1 Cm2 *°° Cmp

n
Cij = E aikbkj.
k=1

Ukazme, ze je-li R okruh, pak i ¢tvercové matice n x n tvoii okruh M, (R). V ném totiz
existuje neutralni prvek vzhledem k nasobeni v podobé jednotkové matice

€11 €12 -+ €1
€21 €22 -+ €2
I = ,
€n1 €n2 ¢ €nn
1, pokud ¢ =7,
€ = ..
K 0, jinak

s vlastnosti Al = IA = A pro kazdou matici A € M,,(R) a nulovd matice

0 0 0
0 0 0
N =

s vlastnosti A+ N = A, AN = NA = N pro libovolnou A € M,,(R). Uzavienost na s¢itdni
i ndsobeni je ziejmé (soucin dvou matic n X n je opét matice n x n), stejné tak komuta-
tivita a asociativita s¢itani a existence — A pro kazdé A. Zbyva tedy dokazat asociativitu
nasobeni.

Méjme nad R matice A, B, C po fadé o rozmérech m X p, p X q, ¢ X n a zavedme

D = AB, E = BC,
F = DC, G = AE.
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Dale bud'te a;;, bi;, ¢ij, dij, €ij, fij, gi; Prvky pifslusnych matic. Potom z definice maticového
nasobeni plyne

q q p p q
fo =S iy =3 (z b) =375 b
v=1

v=1 u=1 u=1 v=1
p p q P q
u=1 u=1 v=1 u=1 v=1
coz znamend F' = G, neboli (AB)C = A(BC). ]

Definice 1.2.2. Permutaci koneéné mnoziny M rozuméjme bijekci o : M — M. Necht
je S, mnozinou vsech permutaci mnoziny {1,...,n}. Znaménko permutace o € S, defi-
nujeme jako sgn(o) = (—1)%, kde s je pocet usporadanych dvojic (i, 7) takovych, ze i < j
a zaroven o(i) > o(j).

Budiz R okruh a A € M,,(R). Determinant matice A definujeme jako

a znacme jej det A nebo |A].

Takovato definice se muze zdat dosti nahodild. Determinant ma vsak mnoho elegantnich
a uzitecnych vlastnosti. Specidlné pro A € My(R) je

det A — a11 Qa2

= Q11022 — Q12G21.-
Q21 Q22

Déle determinant spliuje dva uzitecné vztahy (zde je nebudeme dokazovat). Zaprvé
pro dvé matice A, B € M,,(R) plati

det(AB) = det A - det B,

zadruhé, je-li M C R"™, Vol M déva smysl a méame ddnu matici A € M, (R), pak pro line-
arni zobrazeni ¢ : M — R" zadané matici A, tj.

o((x1, ..., xn)) = (X, ..., Xp),
Xi I
: =A-1 ],
X, Tn

plati® Vol(Im ¢) = |det A| - Vol M.

3 Receno slovy: ¢ zobrazuje M na né&jakou mnozinu o |det A|-ndsobném objemu.
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Kapitola 2

Kvaterniony

V této kapitole definujeme kvaterniony a vyuzijeme je k dukazu Lagrangeovy véty
o Ctyrech c¢tvercich.

2.1 Zakladni vlastnosti kvaternionu

Definice 2.1.1. Uvazujme okruh My(R) a pojmenujme v ném matice

1000 0 1 0 0
_lo1oo0 |-t 0 00
0010 0 0 0 1]’
0001 0 0 —10
00 0 -1 0 0 —10
oo -1 0 L_ |0 0 01
7=1o1 0o o |’ 11 0 0 0
10 0 0 0 -1 0 0
Potom plati
i’ =j*=k*=ijk=—1 (2.1)

Kuvaterniony definujme jako prvky mnoziny
HR) ={a+bi+cj+dk:a,bc,decR}.
Pro kvaternion 6 = a + bi + ¢j + dk definujme
(i) jeho sdruzeny kvaternion 0 = a — bi — cj — dk,
(ii) jeho normu N(#) = 00 = 00 = a® + b* + ¢* + d>.

Poznamka. Obecnéji lze definovat kvaterniony nad okruhem R tak, ze v piredchozi defi-
nici piSeme vzdy R namisto R.

Z vlastnosti s¢itani a nasobeni matic, existence jednotkové matice 1 a nulové matice

0000

0
0
0

o O O
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a konec¢né platnosti rovnosti (2.1) je (H(R), +, ) jisté okruhem — v8echny definujici vlast-
nosti okruhu jsou zaruceny tim, ze H(R) C M4(R), a rovnostmi (2.1). Ukazme, Ze je i obo-
rem. Nahlédnéme, ze libovolné realné ¢islo r a libovolny kvaternion 6 = a + bi + ¢j + dk
diky komutativité nasobeni realnych cisel, resp. diky tomu, ze jednotkova matice komutuje
s libovolnou jinou matici stejného rozméru, komutuji:

rd=r-(a+bi+cj+dk)=ra+rbi+rcj+rdk =
=ar+bir +cjr +dkr = (a +bi +cj +dk) -r = 0r
Z (2.1) lze vyvodit
1) =k, gk =1, ki = j, Jji = —k, kj = —1, 1k = —7,
déle jisté plati @ = 6. Ovérme
00 = (a + bi + cj + dk) (a — bi — c¢j — dk) = (a® — abi — acj — adk)+
+ (abi + b* — bek + bdj) + (acj + bek + ¢ — cdi) + (adk — bdj + cdi + d*) =
=a’+b0++d
obdobné
59:@@:]\7(5) =a?+ (=) + (=) + (—d)? =a®+ b+ 2+ d*

V redlnych éfslech plati nerovnost 22 > 0 pro kazdé x € R, piicem?Z rovnost nastdva pravé
pro z = 0, z ¢ehoz ziejmé pro 0§ € H(R) plati N(#) > 0 a rovnost nastava pravé pro 6 = 0.
Meéjme nyni «, 5 € H(R) \ {0}. Jisté N(«), N(5) > 0, procez by z a5 = 0 plynulo

coz je spor. (H(R), +, ) je tedy vskutku obor.
Lemma 2.1.2. Pro libovolnd o, 8 € H(R) plati
(a+B)=a+p, (a-f)=5"a.
Dikaz. Budiz o = a+bi + c¢j + dk, p = e+ fi+ gj + hk. Staci ovérit:
(a+B)=(a+e)+ b+ fli+(c+g)j+(d+h)k)=(a+e)—(b+ f)i—
—(c4+9)j—(d+nk=(a—bi—cj—dk)+(e— fi—gj—hk)=a+f
(a-B) = ((a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+ hk)) = (ae + afi+ agj + ahk)+
+(bei — bf + bgk — bhj) + (cej — cfk — cg + chi) + (dek + df j — dgi — dh) =
=ae —afi —agj — ahk —bei — bf — bgk + bhj — cej + cfk — cg — chi—
—dek — dfj + dgi — dh = (ea — ebi — ecj — edk) + (—fai — fo+ fck—
— fdj) + (—gaj — gbk — gc + gdi) + (—hak + hbj — hei — hd) =
—(e—fi—gj—hk)(a—bi—cj—dk)=5-a O

Dusledek. Norma je tiplné multiplikativni, neboli pro libovolnd o, f € H(R) plati
N(apf)=(aB)-(af)=a-B-B-a=a N(B)-a=a a-N(B) = N()N(B).
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2.2 Hurwitzovy kvaterniony

Zaved me mnoziny

H(Z) ={a+bi+cj+dk:ab,c,d e L},

J:{a+bl+26‘7+dk:a,b,c,dGZ/\aEbEcEd(mOdQ)}‘

Prvky mnoziny H(Z) nazyvejme celociselnymi kvaterniony*. Ucel jejich zkoumani je snad
zjevny — Lagrangeova véta hovori o souctech ¢tyr ¢tvercu celych ¢isel, coz jsou ale presné
normy prvku H(Z). Méné zjevného ucelu jiz muze byt zavedeni J. Duvodem je to, ze J
mé mnohé uzitecné vlastnosti, které H(Z) postrada.

Okamzité je ziejmé, ze H(Z) je obor. Ukazme, ze i J je oborem — jeho prvky zvéme
Hurwitzovymi kvaterniony. Komutativita s¢itani, asociativita s¢itani i nasobeni, distribu-
tivita nasobeni na s¢itani i nenulovost souc¢inu nenulovych prvkiu jsou zaruceny uz diky
J C H(R). Daéle jiste 0,1 € J a

el (-0)el.

Zbyvé tedy zkontrolovat uzavrenost na scitani a nasoben.
Zavedeme-li ¢ = ZEHE ze J prepsat jako

{a( +bi+cj+dk:a,bc,deZ}.

Potom je uzavienost na séitani ziejma (J je pravé mnozinou vsech celo¢iselnych linedrnich
kombinaci ¢, i, j, k). Ptitom snadno ovéiime 610y € J pro 61,05 € {(, 1, j, k} (viz tabulku 1).
7 toho uz distributivitou jisté a8 € J pro kazda o, 5 € J.

| ¢ | i | j | i
([ C+itj+k] —C+ity —C+j+k —C+k+i
i —C(+i+k | —2+itj+k k —j
i —=CHjti s 2 tit+jtk 5
k| —C+k+j j —i —20+i+j+k

Tabulka 1: Multiplika¢ni tabulka bazi oboru J.

Povsimnéme si ddle toho, Ze pro a = b = ¢ = d (mod 2) je a* +b* + ¢* +d* = 0 (mod 4),
z ¢ehoz pro 0 = w € J plyne

a’ + b* + 2 + d?
4

neboli norma Hurwitzova kvaternionu je vzdy celé (nezaporné) ¢islo. Diky tomuto je u € J

jednotkou, pravé pokud N(u) = 1 — pokud wv = 1, pak i N(u)N(v) = 1, naopak pokud

N(u) =1, pak uz uu = 1. Takovych kvaternionu existuje praveé 24 — jsou to £1, +i, +j, +k

a vsech Sestnact kvaternionu tvaru

N(9) = €Z,

+l+itj+k
2 Y

kde kazdé ze ¢tyt znamének volime nezavisle.

4 Nazyvaji se téz Lipschitzoviymi kvaterniony, podle némeckého matematika Rudolfa Lipschitze.
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Véta 2.2.1. (J,+,) je zleva i zprava Eukleidovsky obor.

Dikaz. Dokazme, ze (J,+, ) je zleva Eukleidovsky — dukaz eukleidovskosti zprava je ana-
logicky. Za funkci d z definice zleva Eukleidovského oboru poslouzi norma.

Méjme libovolnd o, 8 € J \ {0}. Polozime-li ¢ = ~ay Plati v H(R) jisté rovnost

a = pp.
Budiz ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk a zvolme e, f, g, h € Z tak, ze

1
\a—e\,\b—f|,|c—g|,|d—h|§§

— to jisté lze (jednoduse zaokrouhlime a, b, ¢, d vzdy na nejblizsi celé ¢islo). Budiz potom
v=e+ fi+ gj+ hk (tedy v € H(Z)) a polozme

d=a—y8=(p—7)8
Nyni je N(§) = N (¢ — ) N(5). Pritom

1 I 1 1
N(p=m)=la—el+lb—fF+lc—g +ld=h <3+ +7+ =1

Pokud v predchoz{ nerovnosti nenastane rovnost, pak jsme hotovi, nebot potom N(§) <
N(B) a Eukleidovskost zleva je naplnéna. Pokud rovnost nastane, pak musi byt

1
a—el=b=fl=lc—gl=ld=hl =3,

coz ale znamena ¢ = v+ M pro néjakou volbu znamének, neboli ¢ € J. To znamena

a = @B + 0, neboli je Eukleldovskost zleva znovu naplnéna. Tim je dukaz hotov. O
Daisledek. J je levym i pravgm oborem hlavnich idedli.

Zavérem sekce jesté dokazme dvé uzitecné lemmata, s jejichz pomoci Hurwitzovy kvater-
niony v nasledujici sekci snadno vyuzijeme k dikazu Lagrangeovy véty o ctytech ¢tvercich.

Lemma 2.2.2. Pro libovolné prvocislo p existuje 0 € J takové, Ze N(6) je ndsobkem p,
ale nikoliv p?.

Diikaz. Pro p =2 mame trividlné N (1 + i) = 2, procez nadéle uvazujme p liché.
Polozme S = {0, 1,..., ’%1} Pro x € S vyraz 2 (mod p) nabyva Iil rﬁznych hodnot,
nebot pro z1, 2, € S\{0} diky 0 < x4z < p—1 < p (tedy pt z; —|—:132) z 12 = x3 (mod p)

plyne
x% — x% =0 (mod p),
(1 — z2)(x1 + 22) = 0 (mod p),
r1 — 29 = 0 (mod p),

1 = 25 (mod p),

zatimco 2?2 = 0 (mod p), préwé pokud x = 0 (mod p). Obdobné pro y € S vyraz
—y? — 1 (mod p) nabyvé taktéz 2 riznych hodnot. Pojmenujeme-li tedy
U:{x2(modp):x65}, V:{—yz—l(modp):yGS},
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plati |U| + |V| =p+1 > p = |Z,| a zaroven U,V C Z,, ¢imz z Dirichletova principu
nejsou U, V' disjunktni. Existuji tedy x,y € S takova, ze
r* = —y* — 1 (mod p),
2>+ y* +1=0 (mod p).
Méme tedy N (1 + xi+ yj) = mp pro

2

2 241 92.(L 2,1 9.22,.71 3
p p p 4
piitom jisté 22 4+ y* +1 > 1 > 0. Z toho dohromady p { m, &mz je dikaz hotov. O

Lemma 2.2.3. Méjme n € N a o € J takové, ze N(a) = n. Potom existuje € H(Z)
spliiugici N(B) =

Diikaz. Pokud a € H(Z), stacf vzit 8 = a — naddle tedy predpoklddejme o € J\ H(Z),
neboli a = w pro néjakd lichd celd ¢isla a, b, ¢, d. Zvolme e, f, g, h € {£1} tak, ze

a—e, b—f, c—q, d—h
jsou nasobky ¢tyt (to lze). Potom polozime-li 6 = w, je 0 € J azaroven N(§) = 1,

navic plati
(a—e)+(b—fli+(c—g)j+(d—h)k

a—0= 5 :2,}/
pro néjaké v € H(Z). Z toho ale
S-a=08(2y+08)=06-2y+08-6=(20) -7y +1,
N (6-a)=N(8) N(a) =n.

Uvazme nyni, Ze pro libovolné § € J plati 20 € H(Z), z ¢ehoz (20)y + 1 € H(Z). Vzetim
B =10 -aje tedy dukaz hotov. O

2.3 Lagrangeova véta

S pomoci Hurwitzovych kvaternionu a znalosti, Ze tvori obor hlavnich idedlu, jiz sve-
deme postupné dokazat Lagrangeovu vétu. Postaci vsak k tomu pouze nékolik vlastnosti
tohoto oboru, procez ivahy povedeme obecné pouze z nich. Toto dobfe poslouzi v dalsich
kapitolach, kde sestrojime dalsi obory se stejnymi vlastnostmi.

Definice 2.3.1. H nazvéme silnym kvaternionovym oborem, pokud plati, ze
(i) Z C H C H(R),

(ii) H tvoif se s¢itanim a ndsobenim kvaternionu obor,

(ii)

(iv)

Poznamka. Hurwitzovy kvaterniony tedy predstavuji silny kvaternionovy obor.

N(0) € Ng pro kazdé 6 € H,

H je levym i pravym oborem hlavnich idealu.
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Lemma 2.3.2. BudiZ H silny kvaternionovy obor. Potom je ¢ € H jednotkou, prdavé
pokud N(g) = 1.

Dikaz. Pokud N(e) =1, pak €2 = 1, pficemz z
cetF=(c+1)(E+1)—eF—1=N(+1)—N()—1€ZCH

jeig € H, procez je € jednotkou. Naopak pokud je € jednotkou, pak existuje ¢ € H takové,
ze e = 1. Potom ale vzetim norem diky N(¢), N(¢) € Nyg nutné N(e) = N(p) =1. O

Veéta 2.3.3. Budiz H silny kvaternionovy obor. Pro libovolnd nenulovda 6 € H,m € Z
necht je g = NSD(m, N(0)). Potom plati H) + Hm = H\ (resp. 0H + mH = \H)
pro néjaké N € H spliugici g | N(X).

Diikaz. Dikaz provedme pro levé idedly, pro pravé lze postupovat obdobné.

HO+ Hm je levym idedlem H, procez z definice silného kvaternionového oboru musi byt
hlavni, neboli roven H\ pro néjaké A € H. Platnost H0 + Hm = H ) specialné implikuje
existenci o, § € H takovych, ze

af + fm = A,
af =\ — pm.

Vzetim normy na obou strandch pak
N(@)N(0) = (A = pm) (A — Bm) =
= (A= Bm) (A= pm) = N\) =m (BA+AB) + m*N(B). (22
Plati
BA+AB = (BB+BA+AB+AX) — BB — A\ =
=(B+N-(B+AN) =B8N =N(B+A)—N(@B) - N,

coz vzhledem k definici silného kvaternionového oboru musi byt celé ¢islo. V rovnici (2.2)
tedy vystupuji celd ¢isla, procez vzetim mod g obdrzime

0= N(A) (mod g). O

Véta 2.3.4. Budiz H silny kvaternionovy obor. Meéjme ireducibilni m € H a uvaZujme
libovolné prvocislo p, jez déli N(m). Potom p € Hr.

Diikaz. Pro spor necht p ¢ Hrm. Necht je Hr + Hp = H\ — vétou 2.3.3 je potom p =
NSD (p, N(7)) | N()\), neboli A neni jednotkou. Plati 7 € HA, neboli 7 = a\ pro néjaké
a € H. Déale je p € H\, ale zaroven p ¢ Hr, procez urcite Hr # H, a tudiz a neni
jednotkou. Vyjadrili jsme tedy 7 jako soucin dvou nejednotek — musi tak byt reducibilni,
COZ je spor. ]

Definice 2.3.5. Obor H C H(R) nazvéme prvorozlozenym, pokud pro kazdé prvoéislo p
existuje § € H takové, ze p | N(6), ale p* { N(0).

Poznamka. Hurwitzovy kvaterniony jsou tedy dle lemmatu 2.2.2 prvorozlozenym obo-
rem.
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Véta 2.3.6. Budiz H prvorozloZeny silny kvaternionovij obor. Potom je libovolné prvocislo
p v H reducibilni.

Diikaz. 7 definice 2.3.5 existuje alespon jedno n € N, p t n takové, ze existuje § € H
spliujici N(6) = np. Zvolme nejmensi prirozené n s touto vlastnosti a uvazujme prislusné
0 — to pak uvaZenim normy nemuze byt jednotkou. Pro spor necht je p ireducibilni v H.
Potom musf byt n > 1, nebot jinak p = 00, coz znaéf reducibilitu p.

Ukazme, 7e 0 je reducibilni. Necht je pro spor ireducibilni — potom vétou 2.3.4 plati
p € HO, neboli existuje n € H splaujici p = nf. Potom vzetim normy na obou stranach
obdrzime

p* = N(n) - np,
p=mn-N(n) = nny.

Z ireducibility p musi pravé dvé z n,n,7 byt jednotkami. Pfitom ale vzhledem k N(n) =
N (%) je n jednotkou, pravé pokud je ji 7. Obé 1,7 nemohou byt nejednotkami, jsou tedy
obé jednotkami. Z toho

p=nN(n) =n.

Pritom ale méame p t n — tedy spor.

0 je tedy reducibilni, neboli plati = #,05 pro néjaké nejednotky 0y, 0, € H. Ziejmeé prave
jedna z norem N(6), N(65) musi byt ndsobkem p. Necht je to bez djmy na obecnosti
N(6y), tj. budiz N(6;) = nip pro néjaké ny € N p { n;. Pokud n; = n, pak nutné
N(0y) = 1, procez je 0 jednotkou, coz je spor. Nutné tedy musi byt n; < n. Pfitom ale
ny mé tu vlastnost, ze existuje #; € H splaujici N(6;) = nyp. To je spor s tim, jak bylo
zvoleno puvodni n, procez p nemuze byt ireducibilni. n

Véta 2.3.7. Budiz H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor. Potom pro libovolné n € N
existuje 0 € H splnugici N(6) = n.
Dukaz. Zactnéme pripadem, kdy je m rovno néjakému prvocislu p. Dle véty 2.3.6 je p
reducibilni v H, neboli existuji nejednotkova «, f € H spliujici p = af. Z toho vzetim
normy na obou stranach

p* = N(p) = N(a)N(B).
Vzhledem k N(«a), N(8) > 1 pak jiste N(a) = N(f) = p, protez véta pro prvocisla
vskutku plati.

Méjme nyni libovolné ptirozené n. Pokud n = 1, mame splnéno skrze N(1) = 1. Nadéle
tedy berme n > 1 a uvazujme néjaky rozklad

m
n = | |p57
s=1

kde m > 1 a vSechna p; jsou (ne nutné ruzna) prvocisla. Z platnosti véty pro prvocisla
pro kazdé s € {1,...,m} existuje 05 € H spliujici N(0;) = ps. Potom staci vzit

¢imz bude zaruceno
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Dausledek (Lagrangeova véta o ¢tyfech ¢tvercich). KaZdé prirozené ¢islo n lze vyjadrit
jako soucet ctyr ctverci.

Dikaz. J je prvorozlozeny silny kvaternionovy obor, procez pravé dokazanou vétou exis-
tuje 6 € J takové, ze N(0) = n. Potom lemmatem 2.2.3 existuje i A € H(Z) takové, ze
N(X) = n. Pritom ale A = z + yi + zj + wk pro néjakd z,y, z,w € Z, ¢imz

n=N\)=2*+y*+ 2%+ w’. O
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Kapitola 3

Zobecnéni Lagrangeovy véty

V této kapitole zavedeme nékolik novych oboru, o nichz ukdzeme, ze jsou silnymi kva-
ternionovymi obory. Spolu s teorii predchozi kapitoly nam toto umozni ukézat, ze kva-
dratické formy, které udavaji jejich normu, nabyvaji vSech nezapornych celych hodnot,
neboli dokazeme obdobu Lagrangeovy véty pro nékteré dalsi kvadratické formy.

Po celou tuto kapitolu drzme nésledujici znaceni: bud'te zvolena A, B € N,u,v € Z
a pojmenujme

S =4A — 1i?, T = BS — v*;

uvazujme pouze takové ¢tvefice (A, B, u,v), pro néz je S,T > 0. Zkoumat pak budeme
formy tvaru
(2% + pwy + Ay?) + v(yz — 2w) + B(2* + pzw + Aw?). (3.1)

Ty, jejichz univerzélnost (viz sekci 3.1) dokdzeme, jsou zaneseny v tabulce 2. Jak také
ukdzeme, tyto formy jsou po dvou neekvivalentni, coz plyne vzdy bud z riiznosti jejich T'
(viz sekci 3.1), nebo z ruznosti poctu vyjadreni nékterého ptirozeného n témito formami
(viz vysledky kapitoly 4).

TS | (A B uv) Kvadratickd forma (3.1)

2 | 3| (1,1,1,1) (22 + 2y + y?) + (yz — zw) + (22 + 2w + w?)

313 (1,1,1,0) (22 + 2y + v?) + (2% + 2w + w?)

5131 (1,2,1,1) (22 + 2y + y?) + (y2 — zw) + 2(2% + 2w + w?)

" 71 (2,1,1,1) (22 4+ zy + 2y%) + (yz — zw) + (2% + 2w + 2w?)
31 (1,2,1,0) (2% + 2y + y?) + 2(22 + 2w + w?)

7171 (2,1,1,0) (22 + 2y + 2y%) + (22 + 2w + 2w?)

10 71 (2,2,1,2) | (22 + 2y +29%) + 2(yz — zw) + 2(2% + 2w + 2w?)
11| (3,1,1,0) (2% + 2y + 3y?) + (22 + 2w + 3w?)

471 (2,21,0) (22 + 2y + 2y?) + 2(2% + 2w + 2w?)

15 (2,2,0,1) (22 4 2¢y%) + (yz — zw) + 2(2* + 2w?)

21 (2,3,1,0) (22 4+ 2y + 2y?) + 3(2% + 2w + 2w?)

22 [ 11| (3,2,1,0) (22 4+ 2y + 3y?) + 2(2% + 2w + 3w?)

Tabulka 2: Formy tvaru (3.1), jejichz univerzalnost bude dokézana.
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3.1 Ekvivalence kvadratickych forem

Definice 3.1.1. Kvadratickou formou rozuméjme homogenni kvadraticky polynom (v jed-
né ¢i vice proménnych) s celoé¢iselnymi koeficienty. O dvou kvadratickych formach f, g v m
proménnych feknéme, ze jsou ekvivalentni, existuje-li

a3 Q2 - Qim
Q21 Q22 -+ Q2m

A= € M,,(Z)
Am1 Am2 - Amm

spliujici |det A| = 1 a zdroven

g(x1, .. xm) = f (Zawl‘g,...,zamgl‘g> )

=1 /=1

Konecné nazvéme kvadratickou formu f v m proménnych univerzailni, pokud pro kazdé
n € N existuji x1, ...z, € Z takovd, ze f(z1,...,Ty) = n.

Pojem ekvivalence kvadratickych forem si lze vylozit nasledovné: formy f, g jsou ekvi-
valentni, pokud f prechdzi v g dosazenim vzdy néjaké celociselné linedrni kombinace
proménnych x1, ..., x, za kazdé z z1,...,z,. Podminka |det A| = 1 zarucuje, ze existuje
inverzn{ matice A~* € M,,(Z) (toto tvrzeni ponechme bez dikazu), jez splni

AAT =ATTA=1T

(kde I znaéi jednotkovou matici nxn) a kterd tedy predstavuje substituci, kterou g prejde
nazpét v f. Tim je tak zaruceno, ze ekvivalence predstavuje tzv. symetrickou relaci — f
je ekvivalentni g, pravé pokud je g ekvivalentni f.

Véta 3.1.2. Pojmenugme f(x,y, z,w) kvadratickou formu (3.1). Potom je [ aZ na ekvi-
valenci jednoznacné urcena trojici (S, T,v (mod S)).

Diikaz. Forma f je ziejmé jednoznaéné urcéena ctverict (S, T, v, i), nebot A, B lze z téchto
¢isel dopocist®. Ukazme nejprve, Ze f je jednozna¢éné urcena trojici (S, T, v).
Parita p je dana paritou S. Uzfeme nyni

flety,y,z£ww) = (x+y)° +plz £ y)y + Ay* +v(y(z £ w) — (z £ y)w)+
+ B((z £ w)? + p(z £ w)w + Aw?)
=@+ (nE£2)ay+ A+ p+1Dy?) +v(yz — zw)+
+ B(2* + (£ 2)2w + (A £ p + Dw?).
Pritom
AL p+1) = (p£2)? =4A — )P +4p+4Fdp—4=4A - > = S,
takze forma s odpovidajici ¢tverici (S, T, u,v) je ekvivalentni formé s étverici (S, T, pu +

2,v). Z toho je vzhledem k pevné dané parité p tato forma ekvivalentni viem s danymi
hodnotami (S, T, v).

®To vak neznamend, ze kazdé ctveiici (S, T, u,v) prislusi néjaka odpovidajici étvetice (A, B, u,v).
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Nyni proved me obdobnou véc pro v. Uzieme

f(xF pz F2Aw, y £+ 22 + pw, z,w) = (v F pz F 2Aw)*+

+ p(r F pz F 2Aw)(y + 22 + pw) + Ay £ 22 £+ pw)® + v((y £ 22 &+ pw)z—
— (z F pz F 2Aw)w) + B(2* + pzw + Aw?) =

= 2%+ pry + Ay* + (v £ 9)(yz — 2w) + (B + S £+ 20)(2* + pzw + Aw?).

Pritom
(B+S+20)S—(v+8)?=BS—1*+S*+25v¥2Sv—-S?=BS —1* =T,

takze forma s odpovidajici trojici (S,T,v) je ekvivalentni formé s odpovidajici trojici
(S, T,v £ S). Z toho je tedy ekvivalentni vsem formam s danymi hodnotami (S,7") a s v
davajicim tyz zbytek mod S. Timto je véta dokazana. O

Dusledek. Az na ekvivalenci ezistuje jen koneéné mmnoho forem tvaru (3.1) s dangmi
hodnotami S, T.

Povsimnout si lze téz toho, ze
f(=z,—y, z,w) = (2° + pay + Ay?) — v(yz — 2w) + B(2* + pzw + Aw?),

neboli forma s odpovidajici trojici (S, T, v) a forma s trojici (S, T, —v) jsou si ekvivalentni.
Pro ta S, jez maji tu vlastnost, ze a®> = b* (mod S), pravé pokud a = +b (mod S) (to jsou
prave ¢isla 2,4 a pf, 2p° pro liché prvoéislo p a ¢ € N), je tedy forma (3.1) jednoznaéné
dana uz dvojici (S, T). Déle si pov§imnéme, ze pro B = 1 plati

f(—2,w,2,y) = 2% + vy + Ay* + plyz — 2w) + 22 + vzw + Aw?,

neboli forma s odpovidajici trojici (S,T,v) je ekvivalentni formé s trojici (S, T, u).

V sekei 3.3 (s vyuzitim poznatku sekef 3.2 a 2.3) dokdzeme univerzalnost nékolika forem
s vyuzitim bezétvercovosti 7' a podminky % = % - % > 0 — zde ukazeme, ze vSechny formy
toto spliujici jsou jiz uvedeny (az na ekvivalenci) v tabulce 2. Univerzalnost zbylych forem
pak dokazeme v sekci 3.4 odlisnou metodou — nalezneme obor G O H, o némz ukazeme, ze
je izomorfni nékterému oboru, jehoz prvorozlozenost a silnd kvaternionovost je jiz zndma,
a nasledné z toho vyvodime, ze i v H pro kazdé n € N existuje A takové, ze N(\) = n.

S _ 4

Nejprve 1—7? — & — g > 0 ekvivalentné upravme do tvaru

128 — 5% — 4T > 0,

52 S 2
T S B <09.
<38 =9 (2 3) <9

Tuto nerovnost lze téz upravit do tvaru

S% — 128 44T < 0,
6-2vV9-T<S<6+2v9-T. (3.2)
Casto téz budeme vyuzivat toho, ze v> = BS — T = —T (mod S) musf byt kvadraticky
zbytek mod S. Projdéme tedy postupné bezétvercova prirozena T mensi nez 9, tj. T €

{1,2,3,5,6,7}.
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(i)

(iii)

T = 1. Potom musf v> = BS — 1 = —1 (mod S) byt kvadraticky zbytek mod S.
Ptitom ale S je vzhledem k S = 4A — ;2 bud’to ndsobek ¢tyf, anebo davé zbytek
—1 (mod 4). V prvém piipadé tedy —1 nemuze byt kvadratickym zbytkem mod 4,
a tedy ani mod S. V druhém ptipadé je mezi déliteli S néjaké prvocislo ¢, jez dava
zbytek —1 (mod 4), pfitom je zndmo, ze pro takové ¢ neni —1 (mod ¢) kvadratickym
zbytkem (toto plyne z Eulerova kritéria). Toto je dohromady spor, procez T = 1
nemuze nastat.

T = 2. Potom dle (3.2) uvazujeme 1 < S < 11, tj. S € {3,4,7,8,11}. Pritom —2
neni kvadratickym zbytkem mod 4, mod 7 a mod 8. Déle jsou 3 a 11 prvocisla,
procez existuje az na ekvivalenci pouze jedna forma s (S,7) = (3,2) a pouze jedna
s (5,T) = (11,2). Staci tedy ukdzat, ze tyto dvé formy si jsou ekvivalentni. To
uzieme nasledovné: forma s (A, B, u,v) = (3,1,1,3) mé (S,T) = (11,2), piitom ale
diky B = 1 lze, jak bylo ukazéno vyse, zaménit p a v a obdrzet formu (A, B, u,v) =
(3,1,3,1), neboli (S,T) = (3,2).

T = 3. Potom dle (3.2) uvazujeme 2 < S < 10, tj. S € {3,4,7,8}. Pfitom —3
neni kvadratickym zbytkem mod 8. Dale maji 3, 4 a 7 tu vlastnost, ze existuje
az na ekvivalenci pouze jedna forma s kazdym (S,7) = (3,3), (S,T) = (4,3)
a (S,T) = (7,3). Staci tedy ukdzat, ze tyto tii formy jsou si navzdjem ekviva-
lentni. Forma s (A, B,u,v) = (1,1,0,1) méa (S,T) = (4,3), pritom ale zdménou
w,v je ekvivalentni formeé s (A, B, u,v) = (1 1,1,0), neboli (S,T) = (3,3). Po-
dobné forma s (A, B,u,v) = (2,1,1,2), tj. (S,T) = (7,3), je ekvivalentni forme
s (A, B, u,v) =(2,1,2,1), tj. (S,T) = (4,3).

T = 5. Potom dle (3.2) uvazujeme 3 < S <9, tj. S € {3,4,7,8}. Pfitom —5 nenf{
kvadratickym zbytkem mod 4 a mod 8. Budiz f(z,y, z,w) forma (3.1) pii volbé
(A, B, u,v) = (2,2,1,3), tedy (5,7) = (7,5). Potom plati

flx+w,y,—y—2—ww)=(z+w)+ (x +w)y + 2y° — 3y(y + 2 + w)—
— 3z +w)w+2((y + z +w)* — (y + z + w)w + 2w?),
= (2* + 2y +v%) + (yz — aw) + (2% + 2w + w?),

coz je forma s (S,T) = (3,5).

T = 6. Potom dle (3.2) uvazujeme 3 < S <9, tj. S € {3,4,7,8}. Pritom —6 neni
kvadratickym zbytkem mod 4 a mod 8. Zbyvaji tedy formy s S € {3,7}, jez jsou
obé zastoupeny v tabulce 2.

T = 7. Potom dle (3.2) uvazujeme 4 < S < 8, tj. S € {4,7,8}. Ukazme nejprve,
ze vSechny formy s (S,7) = (8,7) jsou si navzdjem ekvivalentni. Diky véte 3.1.2
jsou si jisté ekvivalentni véechny takové formy s v = +1 (mod 8) a vSechny s v =
+3 (mod 8). Pojmenujeme-li f(z,y, z,w) formu (3.1) pro (4, B, u,v) = (2,1,0,1),
plati

flz+ 2w,y —2z,z,w) = (z+2w)* + 2(y — 2)? + 22 + 20w + (y — 2)z — (. + 2w)w
= (22 +29%) — 3(yz — aw) + 2(2* + 2w?),

coz je forma s (S,T) = (8,7) a zaroven v = —3 (mod 8). Déle zaménou p, v je f
ekvivalentni formé s (A, B, u,v) = (2,1,1,0), tj. (S,T) = (7,7). Podobné pokud
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g(x,y, z,w) je forma (3.1) s (A, B, u,v) = (1,2,0,1), a tedy (S,T) = (4,7), pak
fz,z,w, —y) = (2 + 2y + 20%) + (2 + 20 + 20?),

coz je opét forma s (S,7T) = (7,7).

Timto je tedy dokézano, ze podminku % — 2 — 4 > 0 spliujf az na ekvivalenci pravé

T S
formy zanesené v tabulce 2.
Zévérem sekce strucéné zminme, ze pokud jsou dvé formy tvaru 3.1 ekvivalentni, pak uz
jim urcité piislusi stejné T'. Pro libovolnou formu f tvaru 3.1 totiz plati

2
B oo 2 \/§ v v
fa,y.zw) = (v +y5 —w?) +(y : +zﬁ+w2ﬁ> +

2V'S Z
T
5 4

~

1
0
0
0

[\

neboli forma 22 + 1% + 2% +w? prechazi v f substituci o determinantu %. Potom se naopak
mnozina
My = {(z,y, z,w) : 2,9, 2,0 ER A f(2,y,2,w) <1}

v linearnim zobrazeni daném matici této substituce obrazuje na jednotkovou nadkouli se
sttedem v pocatku. Z toho musi nadobjem jednotkové nadkoule byt %-nésobkem Vol My
(viz sekci 1.2). Jsou-li pak f,g dvé ekvivalentni formy tvaru (3.1) s piislusejicimi ¢éisly
Ty, Ty a mnozinami My, M, definovanymi tak jako vyse, musi platit

VolM; T,
VolM, Ty

Formy f, g jsou vsak ekvivalentni, neboli existuje substituce o determinantu +1, kterou f
prechazi v g. Potom se ale opét v linearnim zobrazeni daném matici této substituce musi
M, zobrazovat na My, neboli

Vol M; = |+1] - Vol M,

Z toho uz snadno Ty = Tj,.

3.2 Dalsi silné kvaternionové obory

Piedpokldddme S, T > 0. Zaved me tedy

W v
Oé1=§, 51:ﬁ7
042:\/—§ Ba = Z
27 S’
a = o) + ui, B = pri+ Baj
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a (jak ukdzeme) obor
H={x+ya+z20+waf:x,y,z,we L}, (3.3)

ktery predstavuje podobor oboru H(R). Toto znaceni opét drzme po zbytek kapitoly.
Povsimnéme si téz, ze H(Z) je specidlnim piipadem oboru H (volbou A = B = 1,u =
v =0).

Véta 3.2.1. Mnozina H zadand vztahem (3.3) tvori se séitdnim a ndsobenim kvaternioni
obor a navic spliuje i podminky (1) a (iil) definice 2.3.1.

Dikaz. Splnéni podminky (i) je zcela ziejmé. Dale vypoctéme
aff = —aaf + a1fri + a1 Baj + an k.
Poté uzreme
at+a=20=pn€EZL,
B+B=0-8=0¢€L,

— 4A — 1? v

af + (aff) = 208, = =2 5 O =—-vELZ.

Z toho uz pro libovolné 0 = = + ya + 2 + wafS € H musi byt
0+0=2r+y(a+a)+z(B+0)+ (ozﬁ—l—(aﬁ)) =2z +ypu—wv € L.

Nyni dokazme, ze H spliuje podminku (ii) definice 2.3.1, tj. ze tvoii obor. Vzhledem
k H C H(R) staci dokdzat jeho uzavienost na s¢itdni a ndsobeni. Diky tomu, ze prvky
H jsou pravé vsechny celoc¢iselné linearni kombinace 1, «, 5, a3, je uzavienost na s¢itani
zcela ziejma. Dokazme tedy uzavienost na ndsobeni. K tomu (vzhledem k distributivité
nasobeni na séitani) postaci ukazat 6,6, € H pro 61,0, € {1,a, B, a8}.

Pro 1 € {61,052} je toto zcela ziejmo. Déle si postupné povsimnéme

P — (4A — 1) + 2uin/4A — 2

o = aj — ab + 20a9i = 1
i AA — 12
— A B a—AeH,

2
_ 2L JAB— Bu? —12  4AB — Bu?
2_3.(_8) = _N(g)=_Y —_ - _RB
B*=p-(-5) (B) Ty I :

fa=(af)=(un—a)(-B)=af—puf=af —pf=—v—af+useH.
7 téchto tii vztahu jiz snadno odvodime i

o-af = a*B = (ua— A)f = paf— A € H,
af-a=a-Ba=a(—v—af+up)=—va+puaf —a’f =
= —va+ paf — (paf — AB) = —va+ A € H,
af-B=a-p*=—Bac€H,
B-af=fa-B=(-v—af+pu)f=—vB—af +uf® = —vB— (~Ba) - Bu =
=—vf+ Ba—Bue H,
af-af = (apa)B = (—va+ AB) = —vaf + AB* = —va — AB € H.




Dalsi silné kvaternionové obory Kapitola 3. Zobecnéni Lagrangeovy véty

| 1] a B | of
1 1 « o4 af
o a pa — A af pafB — Ap

Bl B |—v—ab+us| —B | —vf+ Ba— Bu
af || ap —va+ Ap —Ba —vaf — AB

Tabulka 3: Multiplikacni tabulka bazi oboru H.

Toto lze shrnout tabulkou 3. Timto je dokazano, ze H je obor.
Kone¢né dokazme splnéni podminky (iii). Doplime jesté, ze plati

N(0) = (5" +44— ) = 4,

v? +4AB — Bu? —v?  4AB — Bp?
4A — 4A —
Pro 0 = x + ya + 28 + waf € H pak plati

B.

N(B) = (v + yor — wazB)? + (yag + 281 + wa 1)’ + (282 + war o) + (wagfs)” =
= 2% +y® (o] +a3) + 27 (67 + B3) + w? ((@2f1)” + (a181)? + (ufa2)” + (a22)?) +
+ 2007y — 209 012w + 20051y 2 + 22w (alﬁf + 041522) +
+ 2yw (—araaff + azan ) =
= 2% + Ay* + B2* + w?*N(af) + pay — vaw + vyz + 20, Bzw =
= (:102 + pxy + Ay2) +v(yz —2w)+ B (22 + pzw + Aw2) ,
coz je zcela ziejmé celé ¢islo. Na zavér dukazu jesté zminme, ze pokud 6 = 0, musi byt
wagfy = 20y + way fa = yag + 201 + wa By = T + yay — wazB =0,
z ¢ehoz postupné x = y = z = w = 0, coz znadi, ze zobrazeni (z,y, z,w) — r +ya+ 20 +
waf je prosté. n
Nyni postupné dokazme, ze pro bezétvercové T' (takové, které neni délitelné ¢tvercem
zédného prirozeného ¢isla) je obor H prvorozlozeny.
Lemma 3.2.2. Budiz p liché prvocislo a méyme a,b,c € Z takovd, Ze alesporn jedno z a,b
nend ndsobkem p. Potom polynom ax*+ bz + ¢ nabjvd mod p alespori 7%1 ruzngch hodnot.

Diikaz. Uvazujme x,y € Z takova, ze
az® + bx + ¢ = ay® + by + ¢ (mod p). (3.4)
To je ekvivalentni

a(x? —y*) + b(x —y) =0 (mod p),
(x —y)(a(z +y)+b) =0 (mod p).

Posledni kongruence je splnéna, pravé pokud = = y (mod p) nebo a(x+y)+b = 0 (mod p).
Pokud p | a, pak z podminky p t b, procez nikdy neplati a(x + y) + b = 0 (mod p), neboli
(3.4) plati, pravé pokud z = y (mod p). Polynom ax? + bx + ¢ tedy nabyva p > ’%1
ruznych hodnot.

Dale necht p { a. Potom plati a(x + y) +b = 0 (mod p), prdvé pokud r = —a~'b —
y (mod p). Viechna y kromé — (2a) ™" b tak k sobé maji pravé jedno rizné z, které spln
(3.4). Tento polynom tedy dohromady déva ’%1 +1= ’%1 ruznych hodnot. m
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Lemma 3.2.3. BudiZ p prvocislo, jez nedéli T'. Potom existuji x,z € 7 takovd, Ze
pIN(@+a+z5).

Poznamka. Toto je zobecnéni myslenky z diukazu lemmatu 2.2.2.
Dikaz. Pojmenujme 6 = x+ a+ 2z pro zatim nespecifikovana z, z. Rozlisme dva pripady.
(i) Je p = 2. Potom diky 2? = z (mod 2) plati
NO)=2>+pr+A+vz+Bz*= A+ (u+ 1)z + (B +v)z (mod 2).

Pokud g+ 1 #0 (mod 2), pak jisté pro x =0 a x = 1 (mod 2) nabude N(6) dvou
ruznych hodnot mod 2, neboli N(f) = 0 (mod 2) bude mit feseni. Obdobné pokud
B+v #0 (mod 2), ma N(6) = 0 (mod 2) feseni. Pokud p+1= B+v =0 (mod 2),
pak nutné p =1 (mod 2), ¢imz

T=4AB—-Bp* —1v*=B+v*=B+v =0 (mod 2),
coz je spor s 24 T. Piipad u+ 1= B + v =0 (mod 2) tedy nemuze nastat.
(i) p je liché. Méame 6 = x 4+ o + z[3, procez
N() =2 + px + A+ B2* + vz,

Dle lemmatu 3.2.2 polynom 2 + i+ A nabyvéa mod p alespoii ’%1 ruznych hodnot,
nebot urcité p 1 1. Podobné neplati p | B,v (to by znamenalo i p | T), procez

lemmatem 3.2.2 nabyvéa polynom —Bz? — vz alespon 7%1 ruznych hodnot mod p.
Plati ’%1 + 7%1 = p+1 > p, procez Dirichletovym principem musi existovat x, z € Z
takova, ze

2* + pr + A= —Bz* — vz (mod p),
2 + pr + A+ Bz* + vz =0 (mod p),

coz jsme presné chtéli. O

Lemma 3.2.4. BudiZ a,b,c € Z a p prvocislo. Derivaci kvadratického polynomu ax® +
bx + ¢ nazvéme polynom 2ax +b. Potom pokud existuje x € Z takové, Ze p | (ax? + bz + )
a zdroveri p 1 (2ax + b), pak existuje y € Z takové, Ze y = x (mod p), ay® + by + ¢ je
ndsobek p, ale nikoliv ndsobek p?.

Diikaz. Polozme y = x + £p pro zatim neznamé ¢ a nechf ax? + bx + ¢ = mp pro néjaké
m € Z. Potom z y = x (mod p) nutné p | (ay® + by + ¢), zatimco p? | (ay® + by + ¢) je
ekvivalentni

ay? + by +c =0 (mod p?),
az® + 2alpx + al*p® 4+ bx + blp +c =0 (
mp + Ip(2azx + b) = 0 (mod p?),
((2az + b) = —m (mod p),

{=—m-(2az +b)~" (mod p).

mod p?),

Nyni tedy staci zvolit ¢ tak, aby posledni kongruence neplatila. O]
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Lemma 3.2.5. BudiZ p prvocislo, jez nedéli T'. Potom pro x,y, z,w € Z plati soustava
kongruenct

prdvé tehdy, pokud v =y =z =w =0 (mod p).

Diikaz. V celém dukazu uvazujme o A, B, u, v, T jako o prvcich Z,,. Zaved me nad okruhem
Z

P

2 w0 —v T
e 24 v 0 1y
M= 0 v 2B Bu |’ X = z |’
—v 0 Bu 2AB w
100 0 0
01 00 0
I= 00 1 0f" N= 0
0001 0
Potom lze zadanou soustavu kongruenci piepsat jako rovnost
MX = N. (3.5)

Jeden smér dokazovaného lemmatu je ziejmy — pokud = y = 2 = w = 0 (mod p), neboli
X = N, pak jisté (3.5) plati.

Nyni tedy predpoklddejme platnost (3.5). Je zaddno p 1T, proc¢ez méa T" mod p inverzni
prvek T—!. Pak polozme

2AB —-Bp 0 v
—Bu 2B —v 0

—_ 7-1
L=T 0 —v 24 —p |’
v 0 - 2
coz da
2AB —-Bup 0 v 2 p 0 —v
_ —-Buy 2B —v 0 wo 2A v 0
— 1, . =
LM =T 0 —v 2A —p 0 v 2B Bu
v 0 —u 2 —v 0 Bu 2AB
T 0 0 0
1 O T 0 0
=T 0O 07 0] !
0 0 0 T

(vyuzivame T = 4AB — Bu? — v?). Potom ndsobenim matici L zleva v (3.5) obdrzime

LMX = LN,
IX = N,
X =N,
neboli z =y =2z =w =0 (mod p). Timto je dukaz hotov. O
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Véta 3.2.6. Obor H je pro bezctvercové T prvorozloZens.
Diikaz. Uvazujme libovolné prvocislo p. Rozlisme dva piipady.
(i) Pokud p | T, staci vzit 0 = v — uf + 2af3, coz dé
NO)=v*—v-v-24+B(p*—p-p-2+4A) =4AB — B> —v* =T.

Pfitom p? | T by znamenalo spor s bezétvercovosti T', procez je N(6) ndsobkem p,
ale nikoliv p?, jak se chtélo.

(i) Necht nynf ptT. Mé&jme 6 = x + ya + 28 + waf a polozme y = 1,w = 0 — potom
dle lemmatu 3.2.3 lze zvolit z, z tak, ze p | N(0). Ukazme, ze x,y, z, w lze navolit
i tak, aby zaroven platilo i p? f N() — timto bude dikaz lemmatu hotov. VyuZijeme
lemmatu 3.2.4 — pokud by derivace polynomu

N(0) = (2° + pry + Ay®) + v (yz — 2w) + B (2* + pzw + Aw?)

vzhledem k nékterému z x, y, z, w nebyla pro zvolené hodnoty z, v, z, w nasobkem p,
bylo by lemmatem 3.2.4 mozno zvolit z,y, z,w i tak, aby bylo splnéno i p? ¥ N(6),
¢imz by dukaz byl hotov. Predpokladejme tedy pro spor, ze vSechny ¢tyfi derivace
jsou nasobky p, tj. ze plati

To je ale vzhledem k p 1 T' lemmatem 3.2.5 ekvivalentni z = y = z = w = 0 (mod p),
coz vzhledem k y = 1 neplati, coz je spor. O

3.3 Dukazy slabé Eukleidovskosti

Nyni pristupme k diukazum slabé Eukleidovskosti nékterych z oboru H zadanych vztahem
(3.3). Po celou sekci uvazujme pouze takové ctverice (A, B, u,v) a prislusné obory H,
pro nez

Umluva. Délkou intervalu s krajnimi body a < b rozuméjme, nehledé na jeho otevienost
¢i uzavtenost, b — a.

Lemma 3.3.1. Pro a,b,c € R,a > 0 uvaZujme nerovnici
az® +br +c < 0. (3.6)
Polozme D = b? —4ac. Potom existuje otevreny interval I délky vyssi néz r spliugici (3.6)

pro kazdé x € I, prdvé pokud plati
D > (ar)*. (3.7)
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Diikaz. Pokud D < 0, pak m4 polynom ax? + bx + ¢ nanejvys jeden redlny kofen, procez
vzhledem k a > 0 nabyvéd pouze nezdpornych hodnot, neboli (3.6) nemd redlna feseni.
Zéroven je z podminek ar > 0, z ¢ehoZ i (ar)? > 0, ¢imZ neplati (3.7), a platnost dokazo-
vaného tvrzeni je v tomto pripadé ovérena.

Budiz nyni D > 0. Pak md polynom axz? + bx + ¢ redlné koteny

-b—+vD —-b++vD
T = ——FF—", Ty = ——(F
2a 2a

a teSenimi nerovnice (3.6) jsou pravé vsechna x € (x1,z3). Pfitom

VD

To — X1 = —.
a

Nerovnost (3.7) je pro D > 0 ekvivalentni nerovnosti ‘/TE > r, proc¢ez pokud tato nerovnost

plati, 1ze zvolit I = (x1,z3). Naopak pokud (3.7) neplati, nemuze vyhovujici interval [
existovat, nebot vSechna feSeni nerovnice (3.6) ndlezi intervalu (z1, ), jenz md délku
nejvyse r, a nemuze tedy jako podmnozinu obsahovat interval délky vyssi nez r. O

Lemma 3.3.2. Budiz A\ = xy + yoor + 208 + woaB pro o, vo, 20, wy € R a zaved'me
L=1/2-5_2 Potom pokud wy ndlez mnoziné

(-L,L)+Z=|J(m-Lm+L),

meZ
pak lze zvolit v € H tak, Ze N(A — ) < 1.

Diukaz. Polozme A —~v = x 4+ ya + 25 + waf pro zatim neznama x, y, z, w € R takova, ze
x — xo € Z apod. Pak je

N(A=7) = (2 4+ pay + Ay®) + v (yz — zw) + B (2° + pew + Aw?) . (3.8)

Hledme na tento vyraz jako na kvadraticky polynom v z (jakoby y, z,w jiz byly pevné
zvoleny) a zajimejme se o0 nerovnost

N =7) = 1= (a* + pzy + Ay*) + v (yz — 2w) + B (* + pzw + Aw®) =1 <0, (3.9)

jejiz diskriminant je D,. Potom dle lemmatu 3.3.1 existuje otevieny interval délky veétsi
nez 1, jehoz kazdy prvek x splni (3.9), neboli N(A — v) < 1, pravé pokud D, > 1. To
dava nerovnici

D, > 1,
(ny — Vw)2 —4- (—1 + Ay +vyz+ B (z2 + pzw + Aw2)) > 1,
e (u2 — 4A) —y (2urw + 4vz) + v*w? — 4B (22 + pzw + sz) +3>0,
—Sy* — 2vy (pw + 2z) + v*w® + 3 — 4B (2% + pew + Aw?) > 0,
Sy® + 2vy (pw + 2z) — v*w® — 3+ 4B (2% + pzw + Aw®) < 0. (3.10)
Zde 1ze pouzitou myslenku zopakovat — hledme nyni na vyraz na levé strané (3.10) jako

na kvadraticky polynom v y, jehoz diskriminant je roven D,. Opétovnym pouzitim lem-
matu 3.3.1 existuje otevieny interval délky vétsi nez 1, jehoz kazdy prvek y splni (3.10),
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pravé pokud

D, > S%,
A% (pw + 22)* — 45 (—=v*w? — 3+ 4B (22 + pzw + Aw?)) > S,
2 (4 4—-45 - 4B) +zw (47 -2 p-2—45-4B - p) +
+w? (4% - p? +48V° — 45 4B - A) +125 — 5* > 0,
162% (¥ — BS) + 16pzw (v — BS) +
+4w® (V¥ (p° + S) —4ABS) + 125 — 5* > 0,
—16T2* — 16T pzw + 4w* (v* - A — 4ABS) + 125 — 5 > 0,
—16T2* — 16T pzw — 16T Aw? 4 125 — S* > 0,
16T (2% + pew + Aw®) + 5% — 125 < 0. (3.11)

Na levou stranu (3.11) hledme opét jako na kvadraticky polynom v z o diskriminantu D..
Interval délky vétsi nez 1, jehoz kazdy prvek z (3.11) splni, existuje, pravé pokud

D, > (16T,
25677 p*w* — 4 - 16T (16T Aw® + S* — 125) > 25617,
ATp*w? — (16T Aw? + S — 125) > 4T,
ATw? (p* — 4A) — 52 +125 — 4T > 0,
—4STw® — 5* 4125 — 4T > 0,
4STw? 4+ §% — 125 + 4T < 0,

w| <=y = -2 = =1L (3.12)

Toto vsak z predpokladu lemmatu lze splnit. Uvédomme si, ze pokud existuje (otevieny)
interval délky vétsi nez 1, jehoz kazdy prvek r splni néjakou danou podminku, pak urcité
pro libovolné dané ry € R existuje r € R takové, jez zminéné podmince vyhovuje a zaroven
spliuje 7 — g € Z (nebot v intervalu délky vétsi nez 1 jisté existuje redlné ¢islo se stejnou
necelou ¢asti jako rp). Tim Ize tedy z vykonanych vypoctu vyvodit nasledujici: je-1i splnéna
nerovnost (3.12), pak lze zvolit z (vyhovujice tomu, ze z — zy je celé éislo) tak, ze bude
splnéna nerovnost (3.11). Z toho obdobné lze zvolit y (vyhovujice y — yo € Z) tak, ze
bude splnéna (3.10). To kone¢né znadi, ze lze zvolit x (vyhovujice x — x¢ € Z) tak, aby
bylo N(A — ) < 1. Pfitom ale z podminky lemmatu existuje w € R takové, ze |w| < L
a zaroven w — wy € Z. Timto je dikaz hotov. O]

S pomoci pravé dokdazaného lemmatu vyslovime postacujici podminku slabé Eukleidov-
skosti pro obory, jez zkoumame.

Definice 3.3.3. Definujme
A
Q:{—:)\EHATGN}.
r

O zlomku % pro A € H,r € N feknéme, ze je v zdkladnim tvaru, pokud A = x +ya+ z3 +
waf a NSD(z,y, z,w,r) = 1.
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Lemma 3.3.4. Budiz G takovy obor, pro néjz H C G C @ a jehoZ prvky se normou
zobrazugi do celych nezapornych cisel. Potom pokud pro kaZdé prirozené r splnujict

l<r<

pro kazdé A\ = z+ya+zf4+waf € H spliujici0 < x,y,z,w <r ANSD(w,r) =1A % ¢ G
existuje 6 € G takové, Ze

0N =a+ ba+ cf + daf

pro néjakd a,b,c,d € Z takovd, Ze d =0 (mod 1) a r nedéli vSechna ctyri a,b, c,d, pak je
G zleva slabé Fukleidovsky. Obdobné je G zprava slabé Eukleidovsky, piseme-li A0 namisto
ON.

Diikaz. Provedme ditkaz slabé Eukleidovskosti zleva, slabou Eukleidovskost zprava lze
dokézat zcela analogicky.
Dokazme nejprve, ze pokud pro kazdé % € @, jez nendlezi G, existuji 9,y € G takova, ze

0<N(57)\—7)<1,

pak je G zleva slabé Eukleidovsky. Méjme libovolna 1,0 € G takova, ze n ¢ GO. Mame
ukazat, ze ex1stu31 3,7 € G takovd, ze 0 < N(dn — ~0) < N(0). Pritom ale Vzhledem

k G CQ jiste g y € @. Méjme tedy € @ v zékladnim tvaru takové, ze oA Dl'ky

N@©)
tomu je ale
N(on —~9) =N<(57A—7) 9) =N<57A—7) N(0),

procez je nerovnost 0 < N(dn —~v0) < N(0) ekvivalentni nerovnosti

oA

Pritom n € G, pravé pokud % = "—(5 € (G, ¢imz je tato ¢ast dukazu hotova.

Pojmenujme L = % 1—7? — % — <. Dale si uvédomme, ze pokud v € H, 5’\ ¢ H, pak uz
A

jiste N (57’\ — 'y) > (. To plyne z toho, ze N (57’\ — fy) = 0 muZe nastat pouze pro °¢ =
~v € H, coz by byl spor. Z toho plyne, ze pokud existuje § € G takové, ze

ON=a+ ba+ cf+ dap
pro néjaka a, b, ¢, d € Z, pro néz ‘% ¢ H a zéroven

d
- e€(-L, L)+ Z,

pak lemmatem 3.3.2 existuje v € H takové, ze N (57’\ — 7) < 1, ¢imz uz dlky ¢ H uz

dokonce 5)
0<N <— — 7) <1,
r

jak chceme.
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Méjme tedy A = x+ya+zB+waf € H. Uvazujme nejprve w, r soudélna. Potom vzetim
0= m obdrzime
N xH+ya+z6+wal

o NSD(w, r)

Toto jisté neni prvek H, nebot potom by ptvodni % nebylo v zakladnim tvaru. Pritom
ale NSD(w, r) | w, procez z predchoziho odstavce existuje v € H tak, ze

0<N<5?/\—7)<1.

Nadéle tedy necht jsou w,r nesoudélnd. Uvazujme nyni r >

% < % % — % — %. Z nesoudélnosti w, r nyni existuje 6 € N takové, ze dw =1 (mod r).
Toto ¢ je pritom jisté nesoudélné s r, procez
oA
— ¢ H
r ¢ H,
zaroven ale ‘57“’ nalezi
(-L, L)+ Z,
¢imz existuje v € H takové, ze 0 < N (57)‘ — 7) < 1.
Slabou Eukleidovskost zleva tedy mame dokazanu pro r >

2 Y
N Zaved me
T T S

H, ={z+ya+z6+waf:x,y,z,we{0,...,r—1}}.

uvazujme tedy

1<r<

Potom kazdé A\ € H lze zapsat jako A\ = Ao + ry; pro néjaké \g € H,,my € H.
7 predpokladu lemmatu pro kazdé \g € H, existuje § € G, ze

0Ny = a+ ba + cf + dap
a piitom 5% ¢ H,r | d. Potom tedy jisté

d
-€ZC(-L,L)+7Z,
”

procez existuje v, € H takové, ze 0 < N (5% — 72) < 1. Nyni tedy sta¢i polozit v =
0 + 72, ¢imz
oA d( Ao+ o\ oA
7—72(Ofm—v:%ﬂ?%—é%—%:%—%.

Timto je pro tato r dukaz hotov.
Konec¢né uvazujme r = 1. Potom ale % € H, procez tento piipad neni tieba zvazovat.
Dikaz lemmatu je timto hotov. O

Uvédomme si, ze pravé dokazané lemma vlastné pro % — % — % redukuje dukaz slabé
Eukleidovskosti G na zkontrolovani kone¢né mnoha pripadu. S timto kritériem jiz svedeme
dokézat slabou Eukleidovskost nékolika dalsich obortu. Pokud se jednd o obor H, pak uz
z toho plyne, ze H je silny kvaternionovy obor. Pokud je zaroven T bezctvercové, bude

potom skrze vysledky kapitoly 2 kvadraticka forma
(2% + pay + Ay?) + v(yz — 2w) + B(2* + pzw + Aw?)

muset byt univerzalni.
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Véta 3.3.5. Pro (A, B, u,v) = (1,1,1,0) je obor H zleva i zprava slabé Eukleidovsky.
Diikaz. Pro tuto volbu A, B, u,v je S = 3,T = 3. Pritom

2 3
\/ﬁ = 2\/; < 2,
T T S
proc¢ez lemmatem 3.3.4 neni tieba kontrolovat zadné specialni pripady. O
Disledek. H je prvorozloZeny silny kvaternionovy obor, procez je kvadratickd forma
(2% + 2y + y?) + (2% + 2w + w?)
univerzalng.
Véta 3.3.6. Pro (A, B, u,v) = (1,2,1,1) je obor H zleva i zprava slabé Eukleidovsky).

Drukaz. Dokazme slabou Eukleidovskost zleva, slabou Eukleidovskost zprava lze dokazat

obdobnym zpusobem.
Plati S = 3,T = 5, procez

2 15
— =24/ =< 3.
/2 _ s _ 4 7
T T S
Podle lemmatu 3.3.4 pak tedy sta¢i pro r = 2 dokézat, ze pro x + ya + 28 + waf = A
takové, ze % je v zakladnim tvaru a 0 < z,y, z,w < r, existuje 0 € H tak, ze

O\ =a+ba+cf+dap
tak, ze r | d a zéroveil 2 ¢ H.
Pokud w = 0, staci vzit 6 = 1 — nadale tedy predpoklddejme w = 1. Pokud nyni z = 1,
pak vzetim 6 = o budeme mit

N=a(z+ya+p+af)=—-y+ (r+y)a—F+2ap.

Pritom diky koeficientu —1 u 8 jisté 2 ¢ H, zdrovei ale 2 | 2, ¢imz je hotovo. Nadéle
tedy predpokladejme i z = 0. Potom konecné vzetim § = a + 1 bude

oA =(a+1)(@+ya+af)=(r—-y)+alz+2y) - [+2ap

Pritom opét %’\ ¢ H, ale 2 | 2, procez je timto specidlni piipad r = 2 vyfesen, ¢imz je
dukaz véty hotov. m

Diusledek. H je prvorozloZeny silny kvaternionovy obor, procez je kvadratickd forma
(2% + 2y +v?) + (yz — 2w) + 2(2* + 2w + w?)
unierzalni.

Véta 3.3.7. Pro (A, B, u,v) = (2,1,1,0) je obor H zleva i zprava slabé Eukleidovsks).
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Diikaz. Dokazme slabou Eukleidovskost zleva, slabou Eukleidovskost zprava lze dokazat
obdobnym zpusobem.
Plati S =T =7, procez

Podle lemmatu 3.3.4 pak tedy staci pro r € {2, 3, 4,5} dokdzat, ze pro x+ya+zf+waf =
A takové, ze % je v zéakladnim tvaru a 0 < x,y, z,w < r, existuje 6 € H tak, ze

O\ =a+ ba+ cf + daf
tak, ze r | d a zaroven % ¢ H. Rozlisme tedy ctyfi pripady.

(i) r = 2. Pokud w = 0, sta¢i vzit 6 = 1 — naddle tedy predpokladejme w = 1. Pokud
nyni y = 0, pak vzetim § = 3 obdrzime

N=[x+zB+ap)=(—2—1)+a+z0b.

Pritom diky koeficientu 1 u « jisté % ¢ H, zaroven ale 2 | 0, ¢imz je hotovo. Nadéle
tedy predpokladejme i y = 1.

Pokud nyni = = z, pak jisté 2 | (£x + z) pro libovolna znaménka. Pfitom vzetim
0 =1+ B obdrzime

N=1A+p)(z+a+z28+af)=(x—2z—1)+2a+ (x+2+1)p.

Pfitom jisté 2 { (z — z — 1), procez 2 ¢ H, nicméné 2 | 0, ¢imz je hotovo. Déle
pro x =0,z = 1 staci vzit § = «a, coz da

N=ala+F+ap)=-2+a—28+2ap,
coz ziejmé vyhovuje, a konecné pro x = 1,z = 0 staci vzit 6 = 1 + «, coz dé
N=N14+a)1+a+ap)=—1+3a—28+2ap.
Timto je ptipad r = 2 vyTeSen.

(ii) » = 3. Pokud w = 0, sta¢i vzit 6 = 1, procez nadéle predpoklddejme w # 0. Nyni
pokud y = 0, pak vzetim § = 8 obdrzime

I\ =Bz + 26 +wap) = (—z —w) + wa + 0.

Piitom diky koeficientu w u a jiste % ¢ H, zaroven ale 2 | 0, ¢imz je hotovo. Nadéle
tedy predpokladejme y # 0

Diky y #£0 #w (mod 3) pak jisté w? = y?> = 1 (mod 3), neboli w? —y* = 0 (mod 3),
ale 31 2yw. Vzetim 6 = w + yf tak obdrzime

oA = (w+ypB)(r +ya+ 26 +waf) =
= (2w — yz — yw) + 2ywa + (2w + 2y + y*) B + (w? — y*)as,

¢imz je pripad r = 3 vyfesSen.
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(iii) 7 = 4. Pokud w = 0, staci vzit § = 1. Pokud w = 2, vezmeme & = 2, nebot
diky tomu, ze % je v zakladnim tvaru, musi jedno z x,y, z byt liché. Nadale tedy
predpoklddejme w € {1,3}. Déle pokud y = 0, postaci analogicky s predchozimi
pripady opét 6 = 8. Pokud y = 2, vezmeme § = 23, ¢imz obdrzime

0N =20(x+2a+ 20 + waf) = =2(z + w) + 2wa + 26(x + y) — 4ap,

¢imz je diky 4 t 2w (mdme w liché) a 4 | 4 hotovo. Déle tedy predpoklddejme
y {13}

Méme tedy y = w = 1 (mod 2), z ¢ehoz opét y* = w? = 1 (mod 4), ale 4 { 2yw.
Stejné jako v pripadé r = 3 tedy postaci 6 = w + ypS. Piipad r = 4 je timto vyfesen.

(iv) r = 5. Jako v piedchozich pifpadech neni t¥eba fesit w = 0. Zavedme § = m + af3,
kde m € Z je takové ¢islo, pro néz plati m = —zw ™! (mod 5). Potom plati

53 = (1 + )z + ya + 26 + wap) =
= (max — 2w) + (my — 2)a + (mz + 2y) + (mw + z)ap.

Z toho, jak bylo zvoleno m, nyni musi platit 5 | (mw+z). Ukazme, ze 5 1 (mz —2w).
Pro spor necht 5 | (mz — 2w). Potom

mz = 2w (mod 5),
—z*w™! = 2w (mod 5),

(zw™)? = =2 =3 (mod 5),

neboli 3 je kvadraticky zbytek mod 5. Jenze kvadratickymi zbytky mod 5 jsou prave
0,1,4. Toto je spor, ¢imz nutné 51 (mx — 2w). Timto je ptipad r = 5, a tedy i cely
dukaz, hotov. n

Disledek. H je prvorozloZeny silny kvaternionovy obor, procez je kvadratickd forma
(2% 4+ 2y + 292) + (22 + 2w + 2w?)

univerzalni.

3.4 Izomorfizmy kvaternionovych obort

V této sekci dokdzeme univerzélnost nékolika kvadratickych forem tvaru (3.1) tim, ze
k prislusnému oboru H uvazime jesté néjaky obor G D H, o némz ukazeme, Ze je izo-
morfni néjakému oboru R, o némz je jiz znamo, ze je prvorozlozeny silny kvaternionovy.
Izomorfizmy ¢, které sestrojime, budou také spliovat N(¢(0)) = N(6) pro kazdé § € R
— o takovém izomorfizmu ¢ teknéme, ze zachovdvd normu. Nahlédnéme, ze pokud ma
tuto vlastnost ¢, pak ma tuto vlastnost (pro kazdé 6 € G) i izomorfizmus ¢ : G — R,
jez je inverzni k ¢. Nésledné dokézeme, ze pokud rovnice N(6) = n mé pro n € N feseni
0 € G, pak uz ma i feSeni # € H.

Struéné ukazme, ze pokud R, S C H(R), R je prvorozlozeny silny kvaternionovy obor
a existuje izomorfizmus ¢ : R — S, ktery zachovava normu, pak uz je i S prvorozlozenym
silnym kvaternionovym oborem. Zkontrolujme postupné splnéni vSech ¢ty podminek de-
finice 2.3.1. Zaprvé z definice izomorfizmu musi byt ¢(0) = (0+ 1) — (1) = 0. Zadruhé
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z bijektivity ¢ uréite p(1) # 0, procez z (1) = ¢(1-1) = (¢(1))* nutné ¢(1) = 1. Z toho
pak

p(=1) + (1) = p(=1+1) = ¢(0) = 0,
o(=1) = —p(1) = —1,

z cehoz déle skrze p(m=+1) = ¢(m) =+ 1 jednoduchou indukei plyne p(m) = m prom € Z.
Z toho vzhledem k Z C R musi byt i Z C S, neboli je splnéna podminka (i). Podminka (ii)
musi byt splnéna, nebot S musi{ byt okruhem jakozto obraz izomorfizmu (viz poznamku
k definici 1.1.11) a oborem je uz diky S C H(R), coz je obor. Splnéni podminky (iii)
je, stejné jako prvorozlozenost S, piimym dusledkem toho, Ze ¢ zachovava normu. Téz
musi pro libovolné n € N byt v R i S stejny pocet kvaterniontt s normou n, nebot
mnoziny takovych kvaterniont po fadé v R a v S se musi izomorfizmem ¢ jedna na druhou
zobrazovat (opét protoze ¢ zachovava normu).

Dokazme nyni splnéni podminky (iv). Budiz I C S libovolny levy idedl (pro pravé idedly
lze postupovat obdobné). Budiz ¢ : S — ¢ izomorfizmus inverzni k R (takovy existuje)
a oznacme

J={0):6eI}

— potom jisté naopak i I = {p(f) : 0 € J}. Z vlastnosti izomorfizmu musi J byt levym
idedlem v R, z ¢ehoz nutné J = R\ pro néjaké X\ € R. Potom ale nazpét i I = Sp(N),
neboli je S hlavni.

Lemma 3.4.1. Bud'te v, € H(R) takovd, Ze
7=y — A, §* = —B, 0y = —v — 0 + po.
Potom ezistuje izomorfizmus
o:H—={x4+yy+20+wyd:z,y z,wel},
ktery zachovdvd normu.
Diikaz. Pro 6 = x + ya + 20 + waf € H definujme
©(0) =z + yy + 20 + wyd.

Potom zcela ziejmé plati ¢ (61 +62) = p(61) +¢(0:2) a p(m) = m pro m € Z. Ze zadanych
rovnosti plati

p(a)’ =7° = py — A = pp(a) — A = p(ua — A) = p(a?),
(B)? =0* = —B =¢(—B) = ¢(8%),
B) =76 = p(ap),

)

Ze téchto rovnosti Ize (analogicky s piislusnou ¢dsti dukazu véty 3.2.1) jiz odvodit vsechny
ostatni rovnosti p(A1)e(A2) = (A A2) pro A1, A2 € {1, a, B, a5}

Z tohoto jiz distributivitou plyne platnost ¢(61602) = ¢(601)¢(62) pro libovolna 4,60, € H.
Polozime-li totiz 6, = x1 + y1a + 218 + wrafB, 03 = x5 + Yo + 2908 + woa 5, pak je

©(0102) = ¢ ((x1 + y1 + 218 + wiaf) (w2 + Yoo + 228 + waa3))
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roznasobenim vnitini zdvorky rovno souctu ¢lenu tvaru ¢(cicaAiA2), kde

Cc1 € {’Ilaylazbwl}a Co € {$27y27z2aw2}7 )\17)\2 € {170576’ O{ﬁ} .

Z jiz dokdzaného vsak lze kazdy takovy ¢len prepsat na ¢(ciA1)p(ca)s) a tyto ¢leny opét
vytknout, ¢imz obdrzime

(o(21) + o(y10) + p(218) + p(wiaf))(p(r2) + @(Yae) + 9(225) + p(waaf)) = @(61)0(6s).

Toto jiz znaci, ze ¢ je homomorfizmus. B
Ukazme ddle, ze plati p(0) = (). Nejprve necht p(0) ¢ R. Vzhledem k 6 + 6 € Z plat{

00 +9@) =0 +0)=0+0¢Z.
Zarovei také uz z p(6) € H(R) plyne ¢(0)+p(6) € R, z éehoz dohromady ¢(6) = (6) +r
pro n&jaké r € R. Necht pro spor r # 0. Potom

N(8) = p(N(9)) = ¢(0)p(8) = @(8)2(0) + ro(8) = N(@(8)) + ro(8),
~ N(®) = N(¢(9))

_ R
©(0) " € R,

coz je spor. Pro 0 takové, ze ¢(f) ¢ R, tedy musi nutné byt o(6) = p(6).
Nyni uvazujme 6 takové, ze ¢(f) € R. Vzhledem k 6> = —B < 0 urcité § ¢ R. Z toho
_I._

(
o) =6¢RapB+0)=9(B)+¢0) ¢ R, takze

p(0) = ¢((B+0)) —¢(B) = (B +0) — 0(B) = (2(B +0) — (B)) = ¢(0).

Dohromady tedy jiz ¢ () = ¢(6) pro libovolné 6 € H. Z toho uz snadno

N(p(0)) = 0(0)p(0) = ¢(0)p(0) = p(00) = p(N(0)) = N(0).
Z N(p(0)) = N(0) specialné plyne ¢(6) = 0, pravé pokud 6 = 0. Pokud nyni ¢(6;) =
©(02) pro néjaka 60,60, € H, pak
@(01) — ¢(02) = (b — 02) =0
91 - 92 = O,
01 - 92.

~—

Zobrazeni ¢ je tedy prosté, procez uz musi byt bijekci do svého obrazu. Celkové je tedy
v izomorfizmem z H do

Imp ={x+yy+ 20 +wyd:z,y,z,w € Z}.
Timto je dikaz hotov. ]

Véta 3.4.2. Budiz (A, B,u,v) = (1,1,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — J,
ktery zachovdvd mormu.

Dukaz. Polozme

Cl+itj+k
=
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Potom plati

s_Ll¥itjt+k . —l—it+j+k
’y - 2 j_ 2 )
o [(1+i+j+k\ —14i+j+k 1+i+j+k
v = = = —1=puy—A,
2 2 2

52:j2:—1:—B’

Cl4i+j+k —14i+j—k —1—i+j+k
oy=1y- 5 = 5 =—-1- 5 +j=—v—"0+ pud.

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—={x4+yy+20+wyd:xy zwel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat

Ime={z+yy+20+wyd:zyzwel}=]=

1+i+5+k
Mm)y7zjwez}

:{x—l—yz’—l—zj—l—w' 5

Ztejmé v, 9,70 € J, takze z uzavienosti J na tvorbu linearnich kombinaci s celoc¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C J. Naopak ale i

- . 1+1+7+k
i=—1+v-—109, Jj=9, #‘7:%
takze analogicky J C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = J, a dikaz je tedy hotov. O

Disledek. H je prvorozloZeny silnyg kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazZdé n € N
existuje 0 € H takové, ze N(6) = n.

Veéta 3.4.3. Uvazujme

G_{x—i—ya—i—zﬁ—i—waﬁ
B 2

Yy, wELNT=y=2=w (mod2)},
kde (A, B,u,v) = (2,1,1,1), a
H={s+ya+z8+wap:z,y,z,weZl},

kde (A, B,u,v) = (1,1,1,0). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
norma.

Dikaz. Pro vyvarovani se nedorozuméni opatime znaky A, B, i, v, a, f indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

1+ ag — Ba+ agB
el €] a G7 S = Be.
Potom plati

_ 1+ ag — fo + agbe
2

_ 1 —ag+ Ba + agBa
2 M

Y0 Ba
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2 <1+CVG—5G+0405G)2: —ltac—fotacfe _1+ac—fectoche | _
2

2 2
= puy — An,
6> = B¢ =—1=—By,
PR 1+OZG—§G+04G5G _ —1+OéG+25G—Oéc;5c::
1 —ag+ e+ acbe

= 5 + Ba = —vu — 70 + jHo.

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus

o:H—=>{x4+yy+20+wyd:xy z,wel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat
Imp={z+yy+20 +wyd:z,y,z,w € Z} =G =

1+ ag+ Ba + agfa
2

Zrejmé 7, 0,6 € G, takze z uzavienosti GG na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

:{x+yag+zﬁg—l—w- :x,y,z,weZ}.

14+ ag + B + agfa
2
takze analogicky G' C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dikaz je tedy hotov. m

OZG:7+5_757 5G:5a :7+57

Dusledek. G je prvorozlozeny silng kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
existuje 0 € G takové, zZe N(0) = n.

Véta 3.4.4. Uvazugme

G_{x—l—ya—l—zﬁ—l—waﬂ
B 3

kde (A, B,u,v) = (1,2,1,0), a
H={c+ya+z28+wap:z,y,zweZL},

3$>yazaw€Z/\xEyEzEw(mod3)},

kde (A, B,p,v) = (1,1,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovivd
norma.

Diikaz. Pro vyvarovani se nedorozumeéni opatime znaky A, B, u, v, «,  indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

—1+2aq — e — acPc

v = ag, 0= 3

Potom plati

5= an. 11206~ fe—ache _ —2+ac + e — 2a6fc
Y G 3 3 )
2

v =ag =ag—1=puy— An,

5 (—1+2aa —35G—04G5G>2 _ 1—_B,
5 _ —1+2ag — Ba — agBa 2+ ag—2Bg+agba
v = 5 S = 3 =
2 —9 —1+ 206 — fg —
o +04G+§G OéGﬂG+ + 20 350 aGﬁG:_VH_75+MH§.
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Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—=>{x4+yy+20+wyd:x,y zwel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat

Im@:{x+y7+z5+w75%%Z,weZ}ZG:

1+ ag+ Ba + agBa
3

:{x+yag+zﬁc—l—w- :x,y,z,wGZ}.
Zrejmé 7, 0,76 € G, takze z uzavienosti GG na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

l+ag+ Bc+acBa

ag =7+0—19, Ba =7 — 26+ 79, 3

,7_67

takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. [

Disledek. G je prvorozloZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
ezistuje 0 € G takové, zZe N(0) = n.

Véta 3.4.5. Uvazujme

G:{x+y&+zﬁ+w%“6:x,y,z,w62},

kde (A, B,u,v) =(2,2,1,2), a
H={r+ya+z28+wap:z,y,zweZl},

kde (A, B, u,v) = (1,2,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
normu.

Dikaz. Pro vyvarovani se nedorozumeéni opatime znaky A, B, u, v, a, f indexem G nebo
H dle toho, kterd sada je minéna. Polozme

Y= _aG2ﬁG7 5 = _BG-
Potom plati
«
V0 = — GfG ) (—5G) = —ag,

2
0* = (—Pg)’ = —2 = — By,

o 1
57: _BG. (_ GQBG> — 5(—2ﬁG+2@G_2) = —1+&G—BG:—I/H—’}/(S+,UH5.

2 aGﬁG 2_1 .
Y= - _Z(_QQG/BG_4)_NH'7_AH7

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus

o:H—->{x+yy+20+wyd:x,y zwel},
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ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat
Ime={x+yy+ 20 +wyd :z,y,z,w € Z} = G.

Ziejmé v, 0,76 € G, takze z uzavienosti G na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

Q@
oG = 0 o =, bo_
takze analogicky G' C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dikaz je tedy hotov. n

Disledek. G je prvorozlozZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazZdé n € N
existuje 6 € G takové, Ze N(0) = n.

Véta 3.4.6. Uvazujme

G_{x—i—ya—i—zﬂ—i—waﬁ
B 5

kde (A, B,u,v) = (3,1,1,1), a

cxyy,z,w EL N2 =y =2z=—2w (mod 5)},

H={z+ya+z8+wap :z,y,zweZL},

kde (A, B, u,v) = (1,1,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
normu.

Dikaz. Pro vyvarovani se nedorozumeéni opatime znaky A, B, u, v, a, f indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

N = 1+2ag+25g—agﬁg

0 = fa.
3 , Ba
Potom plati
14+ 2aq + 286 — agfa —24+a+ 6+ 2ap
’}/(S = . BG - )
5 5
2 _ (142064206 — acfo 2: —4+2a¢ +20¢ — agfe _
7 5 5
1+ 206 + 2Ba — agBa
= = —1=pgy— Ag,

0* = (—Pg)’ = —1 = —By,
1+ 206 +26g —agBe  —3 —ag + 4Pc — 2aaba
oy = Ba - =
5 5
— 1

24+ a+ 68+ 2«
_ 55 ﬁ+ﬁG:—yH—”y(5+MH(5.

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus

o:H—=>{x+yy+20+wyd:xy z,wel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat

Imp={x+yy+20+wyd:z,y,z,w € Z} =G =
1+ 206 + 206 — agBa
)

—{x+yag—|—zﬁg—|—w- :x,y,z,weZ}.
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Ziejme v, 0,70 € G, takze z uzavienosti G na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

1 +2a6 + 206 — agBc

aG:27_5+767 BG:(SJ 5 e

takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. [

Disledek. G je prvorozlozZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
ezistuje 0 € G takové, Ze N(0) = n.

Véta 3.4.7. Uvazujme

G = {x+ya+zﬁ+%ﬂﬁ :x,y,z,wGZ},
kde (A, B, u,v) =(2,2,1,0), a
H={cs+ya+z28+wap:z,y,z,weZl},

kde (A, B, p,v) = (2,1,1,0). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovivd
normu.

Dikaz. Pro vyvarovani se nedorozuméni opatime znaky A, B, i, v, o, f indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

B 5 ccba
v = aq, - 2
Potom plati
acBa _ agBa
,-Yz:aG:aG—Q—MH’Y_AHa
2
52 _ <05G2BG> _ i (_4) =_1= —BH>
Q 1 o @
(Sf)/: G26GCKGI§(2ﬁ):5:_( GQBG_B>_ GQBG:_VH_75+/’LH5

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—={x4+yy+20+wyd:z,y z,wel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat
Imp={x+yy+ 20 +wyd:z,y,z,w € Z} = G.

Ziejmeé v, 9,70 € G, takze z uzavienosti G' na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

oG =, fo =6y =6~ 6, vl
takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. O
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Disledek. G je prvorozlozZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
ezistuje 0 € G takové, Ze N(0) = n.

Véta 3.4.8. Uvazujme

G = {x—i—ya—f—?’zﬁ—l—waﬁ cx,y,z,w ELNT=—y=2=—w (mod 3)},
kde (A, B,u,v) =(2,2,0,1), a
H={c+ya+z8+wap:z,y,zweZ},

kde (A, B,p,v) = (1,2,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
norma.

Dikaz. Pro vyvarovani se nedorozuméni opatime znaky A, B, u, v, o, f indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

7:1—0404‘50—04050

0 = Bq.
3 ’ ﬁG
Potom plati
l—ag+ fe—acha =2+ 2ag + Be — agfc
75_ '/BG_ )
3 3
» _(1-ag+Ba—agbe\’ _—2-a+B-af _ l—ac+fc—acbe | _
3 3 3
:,UH'Y_AHa
62:62”:_2:_31{7
B l—ag+ e —agbe  —1—2ac+ 206+ acbc
oy = B - 3 = 3 =
=24 2a¢ + fe — acBa

=1

3 ‘|—6:—I/H—’7(5+,UH5.

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—=>{x4+yy+20+wyd:x,y zwel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukézat

Imp={z+yy+20+wyd:z,y,z,wel=G=

1 —ag+ Ba—agBa
3

:{x+yag+zﬂg+w- :x,y,z,weZ}.

Ztejmeé v, 0,70 € G, takze z uzavienosti G na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

l—ag+ Bc —acBa
3 _77

takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. O

anl_’Y—i_’Yaa ﬁG:&

Disledek. G je prvorozioZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
existuje 0 € G takové, Ze N(0) = n.
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Véta 3.4.9. Uvazujme

G = {x—l—ya—}—;ﬂ—i—waﬁ cx,y,z,w € LN =3y =22 =—w (mod 7)},
kde (A, B, u,v) = (2,3,1,0), a
H={s+ya+z8+wap:z,y,z,weZ},

kde (A, B, u,v) = (1,1,1,0). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
normu.

Diikaz. Pro vyvarovani se nedorozumeéni opatime znaky A, B, u, v, a, f indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

772+3QG+6G_204G6G 57_2+4CYG_5G+204G50
- 7 ) — 7 .

Potom plati

o 24 SOCG + ﬁG - 2@@50 ) -2+ 40(@ — ﬁG + 206@5@ -1+ 2040 — 45@ + Oégﬁg

) =
7 7 7 7
22— 2+ 3ag + B — 2aa8a 2:—5+3QG+5G—204050:
7 7
2+30éG'+BG—QOéG'ﬁG
52— (—2+4ac — fe+ 20606 2:—1:—B
7 H
57:—2+40¢G—6G+204GBG.2—1—304@—1—5@—204@6@_—1—1—204@—1—35(;4—04@6@:
7 7 7
-1+ 20 —4 —2+4daq — 2
__—l+2ac 7ﬁc+OéG5G+ + 4ag 7ﬁc+ aGﬁG:_VH_’Y(S‘i‘MHé-

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—->{x+yy+20+wyd:xy zwel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat

Imp={z+yy+z20 +wyd :z,y,z,w € Z} =G =
—1+2ag—4ﬂg+agﬁg
7

:{x+yag+zﬂg+w- :x,y,z,weZ}.

Zrejmeé v, 0,76 € G, takze z uzavienosti G na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

-1+ QOZG - 45@ + oz(;ﬁG .
- =

takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. [

&G:7+67 56':5_2767

79,

Disledek. G je prvorozioZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
existuje 0 € G takové, Ze N(0) = n.
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Véta 3.4.10. UvazZujme

G{x+ya+zﬁ+waﬂ
B 11

cx,y, 2, w € LN 3r =4y = —22 = w (mod 11)}7
kde (A, B, u,v) = (3,2,1,0), a
H={s+ya+z28+wap:z,y,z,weZ},

kde (A, B, u,v) = (1,1,1,1). Potom existuje izomorfizmus ¢ : H — G, ktery zachovdvd
normu.

Diikaz. Pro vyvarovani se nedorozumeéni opatime znaky A, B, u, v, a,  indexem G nebo
H dle toho, ktera sada je minéna. Polozme

4+ 3ag — 66¢ + agBa -3+ 6ag — Ba + 2a¢fa
1= 11 ! 0= 11 '

Potom plati

. 4+3OéG —Gﬁg—i-()égﬂg ) —3+60éG —ﬁG—FQOégﬁG . —6+OéG —250+40égﬁg

1)
7 11 11 11 ’
2 _ (41306 —66c+ache 2:—3+304G—650+04G5G:

7 11 11

4 + 3(1@ — GBG + agﬁg
—3+ 6ag — 2 2
52 — ( + bag Hﬁc-F Oécﬁc) — 1-_B,
S — -3+ 6ag — Bag + 2066 ' 44 3ag — 68g + agfa B —8 4 bag + Pe — 2066 -
T 11 11 - 11 -
—6 -2 4 -3+ 6ag — 2
_ + ag 115@4— aG5G+ + 6ag 11@@%- QGBG:—I/H—’Y(S-F,UHé-

Lemmatem 3.4.1 tedy existuje izomorfizmus
o:H—->{x+yy+20+wyd:xy zwel},
ktery zachovava normu. Zbyva tedy ukazat

Imp={x+yy+20+wyd:z,y,z,w € Z} =G =
4+30&G —6BG—|‘Oégﬁg
11

:{x+yozg—|—zﬁg—|—w- :x,y,z,weZ}.

Zrejmeé v, 0,76 € G, takze z uzavienosti G na tvorbu linearnich kombinaci s celo¢iselnymi
koeficienty musi byt Im ¢ C G. Naopak ale i

4+ 3ag — 68 + agfa -

O‘G:25_757 ﬁG:5_27+17 11 e

takze analogicky G C Im ¢, z ¢ehoz dohromady Im ¢ = G, a dukaz je tedy hotov. [

Disledek. G je prvorozioZeny silny kvaternionovy obor, ¢imz specidlné pro kazdé n € N
existuje 0 € G takové, Ze N(0) = n.
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Lemma 3.4.11. BudiZ G obor splnujici

G={r+ya+z0+w(:xyz,weZl}

pro néjaké ¢ = L v zdkladnim tvaru, kde (o € H a p je prvoéislo. Potom mnoZiny jednotek

p
Uwp,Ugq po Tade v H, G spliugi

|Uc|
< p+1, 3.13
T =P (3.13)

a pokud nastdvd rovnost, pak uz pro kazdé 0 € G existuje jednotka ¢ € Ug takovd, Ze
e e H.

Dukaz. Plati p{ € H, procez lze ziejmé libovolny prvek G vyjadrit jako A+ ¢¢ pro néjaka
A€ H {e{0,...,p—1}. Specidlné tedy pro kazdé 0 € G plati (6 = X + (¢ pro néjakd
A\, 0, 7z cehoz uz (0 —¢) = X € H. Specidlné tedy existuji £y, (s, 5 € {0,...,p — 1} takova,
ze

C(Oz—gl)EH, C(/B—EQ)EH, C(OZB—&;)GH.
Pro kazdé 6, € H tvaru
pr+yla— L) + 2(8 — £2) + w(aB — l3), (3.14)

kde x,y, z,w € Z, pak tedy plati (6, € H, resp. dokonce (p¢ + 7)0y € H pro libovolna
p, 7 € H. Tvarem p( 4+ 7 vSak lze popsat libovolny prvek G.
Nyni lze libovolné 6 € G \ H zapsat tvarem

0 =m(C+ )+ 6

prom € {1,...,p—1},¢ € {0,...,p— 1}, a to dokonce jednoznacné. Zavedme tedy
zobrazeni x : G\ H — {0,...,p— 1} pfedpisem x(f) = ¢ (mod p). Ukazme nyni, ze
proe € Us \ Uy a0 € G\ H plati ef € H, pravé pokud x(0) = x (€). Zaprvé jisté plati
g =m((+x ())+eo pro néjaké gq tvaru (3.14) am € {1,...,p— 1}. Potomzezg =1€ H
plati

e-m(C+x(@E)eH

Pokud by nyni - ({+x (2)) nebylo prvkem H, pak by v zdkladnim tvaru mélo jmenovatel,
ktery je délitelem m, a tedy ruzny od p. To je spor, procez nutné e-((+x (2)) € H. Z toho
uz pro

0 =m(¢+ x (€)) + bo,

kde m je ne nutné stejné jako u € a 6 je tvaru (3.14), snadno plyne
e =m-e(C+x(€)+eb € H.
Nyni naopak piredpoklddejme €6 € H a necht plati
0 =m(C+ x(0)) + 0o
prom € {1,...,p— 1}. Zavedme

0" =m(C + x (8)) + bo.
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Pak ¢0,¢0’ € H, z ¢ehoz
e-m(x(0) — x () =e(0—0)=c0—cb € H.

Piitom € ¢ H, procez z tohoto plyne p | m(x(6) — x (). Cislo m je s p nesoudélné, procez
nutné p | x(0) — x (€), coz uz znaci x(0) = x (8).
Zavedme nyni pro ¢ € {0,...,p — 1} mnozinu U, piedpisem

U={c:e€Us\Un Nx(E)=1(}.

Prvky U, jsou tedy prévé ty jednotky e € Ug \ Uy, pro néz (¢ + ¢) € H. Ukazme, ze
pokud Uy je neprazdna a mé néjaky prvek e, pak uz je

Ue = UHé.

Zaprvé diky e(( + ¢) € H pro ¢ € Uy plati e - (( + ¢) € H, neboli Uye C U,. Naopak
pokud x () = ¢ = x (€) pro néjakou jednotku ¢ € Ug \ Uy, pak jisté i @& musi byt
prvkem H, a uvazenim normy dokonce prvkem Up. Tedy

vz € Ug,
p € Uge.

Timto specidlné mame |Uy| € {0, |Uy|}. Piitom plat{
Us = Uy UUU---UT,_,,
z Cehoz uz méme
Uc| < Ul + Ul + -+ + |[Upa| < |Unl-(p+1), (3.15)

neboli (3.13). Rozmysleme si déle, ze pokud pro e1,e9 € Ug maji mnoziny Uyeq, Uyes
spoleény prvek, pak uz jsou totozné®. Necht pro ¢y, s € Uy plati p1e; = pog9. Potom
uz £y = (Pripa2)e1, pricemz Pr¢s je prvek Uy, procez

Unes = (Unpzp1) €1 = Uper.

Z tohoto lze tedy usoudit, Ze v prvé nerovnosti v (3.15) nastavd vzdy rovnost, nebot
jednotlivé Uy jsou disjunktni sobé navzdjem i samotné Uy. Z toho plyne, ze pokud v (3.13)
nastdva rovnost, pak nastava rovnost i v (3.15), tj. zddnd z U, neni neprézdna, neboli
pro libovolné 6 € G \ H existuje € € Ug \ Uy spliyjici x () = x(0), coz uz znamena
ef € H. Pro 0 € H pak jednoduse staci zvolit € = 1. [

S pomoci tohoto lemmatu nyni pro nékolik takovychto obori H C G, ukézeme, ze
(ve znaceni pravé dokdzaného lemmatu) pro kazdé 6 € G existuje ¢ € Ug takové, ze
ef € H. 7 tohoto spolu s jiz dokazanymi izomorfizmy specialné vyplyne univerzalnost
piislusnych forem (3.1).

6 Slovy teorie grup: Ug tvoif s ndsobenim kvaterniond grupu, pficemz Up je jeji podgrupou, pro¢ez
jsou navzajem ruzné pravé kosety Uge disjunktni. Z tohoto také plyne, ze |Ug| je ndsobkem |Ug|, neboli
je Jg—gl‘ vzdy prirozené cislo.



Izomorfizmy kvaternionovych oborii Kapitola 3. Zobecnéni Lagrangeovy véty

Budeme tedy potiebovat stanovit |Ug| a |Ug|. V libovolném oboru H daném vzta-
hem (3.3) pro = = + ya + 20 + waf € H vzhledem k definici a, 8 plati

N(0) = (2° + poy + Ay?) + v(yz — vw) + B(2* + pzw + Aw?) =
2
e Y (0 e ) T Y
_(:c—l—y2 w2) +<y 5 —|—z\/§+w2\/§) +S(z—|—w2> —|—4w.

Chceme-li tedy stanovit |Uy|, jisté neni tfeba zvazovat ta 6, pro néz nastavé jedna z ne-
rovnosti

2 VS ?
1 1/) v 1%
r+y-—w=| >1, +z + w > 1,
( Y9 (yz NG m@)
T 2 T ,
— — 1 — 1.
(z+w2) > 1, 4w >

Takovych 6, pro néz ani jedna z téchto nerovnosti nenastava, je vSak jisté pouze konecné
mnoho: neplatnosti posledni nerovnosti je w omezeno na pouze koneé¢né mnoho hodnot
(konkrétne |w| < 2\/;) Potom je ale i z neplatnosti predposledni nerovnosti omezeno
na kone¢né mnoho hodnot atp. Velikost Uy lze tedy urcit projitim vSech moznosti.
Tento postup lze pak vyuzit i pro stanoveni |Ug|, kde H C G a p- G C H pro né&jaké
p € N. Lze totiz nalézt vSechna 6 € H, pro néz N () = p? (v nerovnostech vyse budeme

na pravych strandch psat p? namisto 1), a posléze z nich vybrat ty kvaterniony 6, pro ktera
0

= eG.

p

Lemma 3.4.12. Budiz (A, B,u,v) = (2,1,1,1) a zaved'me

G = {x+ya+2zﬁ+waﬁ cx, Y,z wELNT=y=2z=w (mod 2)}
Potom pro kazdé 0 € G existuje jednotka € € G takovd, Ze €0 € H.

Dikaz. Oznacme Hj obor (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,1,1,0) — potom je dle véty 3.4.3 Hs
izomorfni G. V Hj jsou (uzitim vyse popsané metody) jednotkami pravé

+1, + a, + (1 —-a),
+ 3, + af, + (6 — af)

(znaky «, 8 jsou zde minény pro (A, B, u,v) = (1,1,1,0)), procez existuje v G prave 12
jednotek. V H existuji prave jednotky

+1, + 5,

: (12 _ o _ o e 6 P _ ltatftaf
tedy jsou celkem 4. Plati 55 = 3 = 2+1, procez je dukaz hotov vzetim p = 2,( = =5

v lemmatu 3.4.11. ]

Disledek. Kvadratickd forma
(2% + 2y + 20°) + (yz — 2w) + (2° + 2w + 2w?)

je univerzdlnd.



Izomorfizmy kvaternionovych oborii Kapitola 3. Zobecnéni Lagrangeovy véty

Lemma 3.4.13. Budiz (A, B, u,v) = (1,2,1,0) a zavedme

G_{a:—irya—irzﬁ—l—waﬁ
B 3

:x,y,z,wEZ/\xEyEzEw(modS)}.

Potom pro kazZdé 0 € G existuje jednotka ¢ € G takovd, Ze €0 € H.

Dikaz. Oznacme Hy obor (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1) — potom je dle véty 3.4.4 Hy
izomorfni G. Dle véty 3.4.2 je pak H, izomorfni J, procez mé G presné 24 jednotek (viz
sekci 2.2). Déle existuji v H prévé jednotky

+1, + a, +(1—a),
.. ;o4 4 RN o , . _ 1l+a+B+aB
tedy je jich celkem 6. Plati %+ =4 = 3 + 1, procez je dukaz vzetim p = 3,( = =5+
v lemmatu 3.4.11 hotov. O

Disledek. Kvadratickd forma
(2% + 2y + 97) + 2(2° + 2w + w?)
je univerzdlni.

Lemma 3.4.14. Budiz (A, B,u,v) = (2,2,1,2) a zaved'me

G:{$+yoa+zﬁ+w%“ﬁ:x,y,z,w€Z}.

Potom pro kazdé 0 € G existuje jednotka ¢ € G takovd, Ze €0 € H.

Diikaz. Oznacme Hs obor (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,2,1,1) — potom je dle véty 3.4.5 Hs
izomorfni G. V Hj jsou (uzitim vyse popsané metody) jednotkami prave

+1, + a, +(1—a)

(znaky a, 8 jsou zde minény pro (A, B,u,v) = (1,2,1,1)), procez existuje v G préavé 6
jednotek. Dale existuji v H pravé jednotky

+1,

tedy jsou celkem 2. Plati g = 3 = 2+ 1, procez je dukaz hotov vzetim p = 2,( =
v lemmatu 3.4.11.

af
2
O
Disledek. Kvadratickd forma

(2% + 2y + 2y7) + 2(yz — zw) + 2(2% + 2w + 2w?)

je univerzdlnyi.

Lemma 3.4.15. Budiz (A, B,u,v) = (3,1,1,1) a zaved'me

G_{x+ya+z5+waﬁ

- :x,y,z,wEZ/\2xEyEzE—2w(m0d5)}.

Potom pro kazdé 0 € G existuje jednotka € € G takovd, Ze €0 € H.
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Dikaz. Oznaéme Hs obor (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1) — potom je dle véty 3.4.4 Hy
izomorfni G. Stejné jako vyse mé Hs presné 24 jednotek, procez jich tyz pocet existuje
i v G. Déle existuji v H pravé jednotky

+1, + 5,

- co4 o s i A p _ _ 1+20+28-0af
tedy jsou celkem 4. Plati 5 = 6 = 5 + 1, procez je dukaz vzetim p = 5,( = =—-—+

v lemmatu 3.4.11 hotov. [
Disledek. Kvadratickd forma

(2% + 2y + 39°) + (yz — zw) + (2* + 2w + 3w?)
je univerzdlnd.

Lemma 3.4.16. Budiz (A, B,u,v) = (3,2,1,0) a zaved'me

G = {x—f—ya—i—liﬁ—i—wozﬁ sz, Yy, z,w € LA 3r =4y = —22 = w (mod 11)} .
Potom pro kazdé 0 € G existuje jednotka ¢ € G takovd, Ze €0 € H.

Diikaz. Oznacme Hy obor (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1) — potom je dle véty 3.4.4 H,
izomorfni GG. Stejné jako vySe mé H, presné 24 jednotek, procez jich tyz pocet existuje
i v G. Déle existuji v H pravé jednotky

+1,

. ;24 . v oo o ’ o __ 443a—68+ap
tedy jsou celkem 2. Plati 5+ = 12 = 11 +1, procez je dukaz vzetim p = 11, = ——=-

v lemmatu 3.4.11 hotov. O
Disledek. Kvadratickd forma

(2% 4+ 2y + 3y%) + 2(2* + 2w + 3w?)
je univerzalni.

Véta 3.4.17. Budiz (A, B, u,v) = (2,2,1,0). Potom pro n € N existuje A\ € H takové,
zZe N(A\) =n.

Diikaz. Nejprve uvazujme n liché. Zavedme

G—{x+ya+zﬁ+%“ﬂ:x,y,z,w€Z}.

Potom vétou 3.4.7 existuje 0 € G takové, ze N(0) = n. Necht je = z + ya + 23 + w%ﬂ
a pojmenujme ( = a—f — potom

Cez—w—za—l—yﬁ—i—xa—zﬁ,
(9<I—(U)+Z)+ZO&—Z/B+(£IZ‘+ZJ)O;—B,
Cﬁgz—(:U+y)+yozﬂ+zﬁ—(z+w)%3.
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Pro spor necht Zadny z kvaterniont 6, (6, 0¢, (0¢ neni prvkem H. Potom uréité zadné
z Cisel w,x,x + y, 2 + w neni sudé, z cehoz

r=w=1 (mod 2), y=2z=0 (mod 2).

Potom ale

2 2 s 2w 2w 2 2 2 2
n=N()=xz"+zy+2y° +2 Z+7+T =x°+ oy +2y° +w +wz+22° =
=14+1=0 (mod 2),

coz je spor s lichosti n. Alespon jeden z kvaternionu 6,(6,60(,(0C je tedy prvkem H
— pojmenujme jej A. Plati N(() =1, z ¢ehoz

n=N(0) = N(0) = N(6C) = N(CHC),

procez uz urcité N(\) = n. Timto je platnost véty dokdzéna pro liché n.

Nyn{ uvazujme n sudé a necht plati n = 2m pro liché m a ¢ € N. Z platnosti véty
pro liché n urcité existuje \g € H takové, ze N()\g) = m. PoloZzme potom \ = af),. Pak
jisté A € H, zaroven ale i

N(A) = (N(a))  N(Xo) = 2m =n. O
Disledek. Kvadratickd forma

(2% + 2y + 2y%) + 2(2* + 2w + 2w?)
je univerzdlnyi.

Véta 3.4.18. Budiz (A, B,u,v) = (2,2,0,1). Potom pro n € N existuje A\ € H takové,
zZe N(A\) =n.

Diikaz. Nejprve uvazujme 3 1 n. Zaved me

G:{x+ya+zﬁ+waﬁ

3 :x,y,z,wEZ/\xE—yEzE—w(mod3)}.

l—a+pB—af
3

Potom vétou 3.4.8 existuje 6 € G takové, ze N(0) = n. Pojmenujme ¢ = a necht

je
0=z+ya+z8+w(

pro néjaka z,y, 2z, w € Z — potom plati

N(§) = 1 ((3z + w)’ +2 By —w)’ + By —w)(3z +w) — 3z 4+ w)(—w)+

9
+2 (32 +w)® + 4(—w)?) =
= 2% + 2y + 227 + w® + 2w — yw + 2w + yz. (3.16)
Dale plati
C&:C+a_ﬁ7 aC:_C+1+67
B=C-1+a Bl=—C+B—a
¢G=C-1L
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Pro spor necht zadny z kvaternionu 6, 0, 6¢, (¢ — 1)0, 0(¢ — 1), ¢0¢, (¢ — 1)6¢ nendlezi
H. Plati

(=—-(z+w)+Yy+z)a—yb+(@+y+z+w),

0C=(y—w)—za+(y+2z)8+ (@ —y—2+w),
(—1=—(r+z+w)+za—(y+2)0+ (z+y+ 2)C,
0C—1)=(—z+y—w)—(y+z)atyb+(z—y—2)

¢ =—(z+w)+ya+ 208+ (xr+y—2)C,
(C—=10¢C=—(z+y)+ (y+2)a—yb+ (2y —w)C.

Vzhledem k 0 ¢ H jiste 3fw. Ddle x + y+ 2z +w #0 #x —y — 2+ w (mod 3). Pokud by
nyni vyrazy ¢ +y—+ 2 +w, x —y — 2z +w nebyly mod 3 kongruentni, pak by Dirichletovym
principem musel jeden z nich byt kongruentni ¢islu w. Z toho uz by plynulo, ze 3 déli
jedno z x +y + z, © — y — 2, neboli ze jedno z (( — 1), 0(¢ — 1) je prvkem H, coz by byl
spor. Urcité tedy x +y+ 2 +w =2 —y — 2+ w (mod 3), z ¢ehoz 3 | (y + z) a néasledné
0#z+y+ 2=z (mod 3).

Pokud by nyni bylo  #w (mod 3), pak uz jistée 0 = z+w =z +y+ 2z +w (mod 3), coz
by byl spor s (6 ¢ H, procez x = w (mod 3). Vime, ze 0 £z +y — z = x + 2y (mod 3)
a zaroven 0 £2y—w = —x+2y (mod 3). Kdyby bylo x+2y = —z+2y (mod 3), znamenalo
by to 3| z, a tedy 6 € H, coz by byl spor, procez 3 | ((x + 2y) + (—z + 2y)) = 4y, neboli
3 |y, z. Z tohoto vseho skrze (3.16) plyne

n=N(O)=2*+w+2w=2*+2>+2°=0 (mod 3),
coz je spor. Alespon jedno z 6, €0, 0¢, (¢ —1)8, (¢ — 1), €O¢, (¢ — 1)0¢ tak musi nalezet
H — pojmenujme jej . Pritom ale
N()=N((-1)=1,

z ¢ehoz N(\) = N(0) = n. Timto je véta dokdzana pro 3 1 n.

Nyni uvazujme 3 | n a necht plati n = 3m pro 3{m a ¢ € N. Z platnosti véty pro 31 n
urcité existuje \g € H takové, ze N()\g) = m. Polozme potom A = (a + 1)*)\,. Pak jisté
A € H, zaroven ale i

N = (N(a+ 1) NN = 3'm =n. O

Daisledek. Kvadratickd forma
(2% + 20%) + (yz — zw) + 2(2* + 2w?)
Jje univerzalnyi.

Véta 3.4.19. Budiz (A, B, u,v) = (2,3,1,0). Potom pro n € N existuje A\ € H takové,
zZe N(A) =n.

Diikaz. Vsechny kongruence v tomto dukazu jsou mod 7. Nejprve uvazujme 7 { n. Za-
vedme

G:{x+ya+zﬂ+waﬁ

- :x,y,z,wEZ/\xE3yEQzE—w(mod?)}.

—14+2a—4p+as

Potom vétou 3.4.9 existuje 0 € G takové, ze N(0) = n. Pojmenujme ¢ = -

a necht je
0=z+ya+z8+w(
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pro néjaka x,y, z, w € Z — potom plati

1

N(6) = 5

(T2 — w)* + (Tz — w)(Ty + 2w) + 2(Ty + 2w)* 4 3(7z — 4w)?
+(7z — dw)w + 6w?) = 2° + zy + 2y° + yw + 32" — 32w + W, (3.17)

Dale také je

Ca=4C — a+ 20, al =-3C—14+a—20,
(B=2(+2—a+ 0, BC=-2C+1+a—p,
> =-1, af =T7¢+1—2a+4p.

Jednotkami v oboru G jsou pravé

+ 1, i(2§—a+6), i(2§—a+6+1),
+ ¢, + (¢ + B), + (2¢ + B).

Pro spor necht €,0e, ¢ H pro libovolnd

61,52E{1,2C_Oé+,8,2<_04+,8+1,<,<+6,2C+6}

Toto znadi, ze x(e10e2) #£0 pro kazda e1, €9, kde x(n) znaéi pro strucnost pro n € G to celé
¢islo z mnoziny {0,1,...,6}, jez spliuje n — x(n)¢ € H. To lze ekvivalentné formulovat
tak, ze x(n) je kongruentni koeficientu pfi ¢ v té linedrni kombinaci 1, «, 3, (, jez vyjadiuje

n.
O z,y, z, w naddle uvazujme jako o prvcich Z;. Piimymi vypocty lze stanovit jednotliva
X(€10e2) — vzdy se bude jednat o linedrni polynomy v x, y, z, w. V tomto dukazu vyuzijeme

X(COC) = —y + 3z + 2w,
x(CO(C+B)) =22 —w
Y(COC + B)) = 22 — y + 32 — 2w,
X(CO) =z + 4y + 2z,
X(CO(2¢ —a+ p)) = —2x — 3y + 2z — 2w,
X2 —a+p+1)=—ax+y+4z—2w
X((C+B)6¢) = =22 — 2y — w,

X((C+B)0(C+B)) = —y — 3z + 2w,
X((C+B)0(2¢C + B)) = =22 — 3y — 3z + w,
X((C+B)0) =x -3y + 22 — 2w,
X((C+B8)0(2¢ —a+ B)) = x4 2y + 32 + 2w,
X(C+B)0(2¢ —a+B+1)) =22 —y— 2z,

x((2¢ + B)0¢) = —2x — 3y + 3z — 2w,
X(2C+B)0(C+ B)) =22 —y — 3z +w,
x(0C) =z — 3y — 2z,
X(O(C+8) =x+4y — 22+ 2w,
X((2¢ —a+ p)0C) = x + 2y + 4z — 2w,
X((2¢ —a+ B)0(C + B)) = =22 — 3y — 2z,

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

x(2C—a+p+1)0

J\

2v —y + 2z — 2w,
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X(2C—a+p+1)0(C+B)) = —v +y + 32 + 2w,
xX(2C—a+p)(2¢ —a+p)) = -2+ 2y + w,
X(2(—a+p+1)0(2 —a+B+1)) =2z + 4y + w.

V Z; pojmenujme a = x(C6¢) = —y+3z—w, b = x(CO((+ ) = 2z —w, ¢c =
X(C+B)0C) = =22 —2y —w, d = x((C+ B)I( + P)) = —y — 3z + 2w. Potom nad Z
plati

a o -1 3 -1 T

bl |12 0 0 -1 Y

c|l | -2 -2 0 -1 z |’

d 0O -1 -3 2 w

x ~1 -2 1 -1\ /0 -1 3 -1\ (= ~1 -2 1 -1\ [a
y|l [ 2 1 1 2 2 0 0 -1 yl |2 1 1 2 b
zl -2 11 O0|-2 -2 0 -1 2zl |-2 1 1 0] |e
w -2 2 2 =2 0O -1 -3 2 w -2 2 2 =2 d

S témito znalostmi lze vypoctené hodnoty x(e16es) (stédle mod 7) vyjadrit prehledné
pomoci a, b, ¢, d — viz tabulku 4.

| ¢ | ¢+B|2¢+8] 1 | 2€—a+pB |[2—-a+B+1
¢ a b a+b [3(a—0b) 3a—b 3b—a
C+p c d c+d |3(c—d) 3c—d 3d—c
2(+p a+c | b+d
1 3(c—a)|3(d—10)
20—a+p 3c—a | 3d—10 da +4b+ 2c+ 4d
2—a+0+1|3a—c | 3b—d da +2b+ c+4d

Tabulka 4: Nékteré hodnoty x(e16es), vyjaddiené pomoci a, b, ¢, d.

Z predpokladu sporu jsou nyni vSechny hodnoty v tabulce 4 nenulové mod 7. Zaméime
se nejprve na

a,b,a+b,3(a —b),3a —b,3b — a.
Z nenulovosti a,b urcité existuje néjaké m spliujici b = ma, z nenulovosti a + b, 3(a —
b),3a — b,3b — a je pak vylouc¢eno m € {—1,1,3,—2}, z ¢ehoz musi byt m € {2,4}. Plat{
tedy (mod 7) ba™! € {2,4}
Analogickou uvahou pro (¢, a), (d,b) a (¢, d) namisto (a,b) pak i
ca b, dbt dct € {2,4}.
Z rovnice (3.17) plati

NO) =2+ 2y +2y* +yw + 322 — 32w+ w? = (—a — 2b+ ¢ — d)*+
+(—a—2b+c—d)(2a+b+c+2d) +2(2a + b+ c+ 2d)*+
+@2a+b+c+2d)-2(—a+b+c—d)+3(—2a+b+c)*—
—3(=2a+b+c)-2(—a+b+c—d)+(—a+b+c—d)?=

= 2ad — 2bc.

Konecné rozeberme dva podpiipady.
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(i) Plati b =ma, d = mc pro m € {2,4}. Potom
n=N(0)=2a-mc—2-ma-c=0,
coz je spor s predpokladem 7 1 n.

(ii) Plati ba=' = m, de=t = m? pro m € {2,4}. Plati {2,4} = {m, m?}, takze jisté
plati db=! = ¢ pro ¢ € {m,m?}. Z toho da™' = ml € {m? m?}. Z toho nemuze byt
ca™' = m? (to by znacilo da=' = m?* ¢ {m? m3}, nebot m? #£1 a m #1), procez
ca™' =m a db™' = m?. Z toho uz

a=a, bEmCL,

ma, d = m?a.

c
Potom pokud m = 2, pak
X(2(—a+5+1)02(—a++1)=4da+2b+c+4dd=a(4+2-2+2+4-8) =0,
zatimco pro m = 4 je

X(2C—a+B)02 —a+p)=4a+4b+2c+4d=a(d+4-4+2-4+4-64) = 0.
To je dohromady spor.

V obou podptipadech jsme vyvodili spor, procez jisté jeden z kvaternionu £;6e9 musi byt
prvkem H — pojmenujme jej A. Z toho, Ze €1, €5 jsou jednotky, ale plyne

¢imz jsme hotovi.

Nyn{ uvazujme 7 | n a necht plati n = 7*m pro 74 m a ¢ € N. Z platnosti véty pro 7{n
uréité existuje \g € H takové, ze N()\g) = m. Polozme potom \ = (1 + a3)‘)\. Pak jisté
A € H, zaroven ale i

N(A) = (N(14aB)) N(X) = T'm = n. O
Disledek. Kvadratickd forma
(2% + 2y + 2y°) + 3(2* + 2w + 2w?)

je univerzdlni.
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Kapitola 4

Pocet kvaternionu dané normy

V této kapitole pristoupime k vyéisleni poc¢tu kvaterniont dané normy v daném prvoroz-
lozeném silném kvaternionovém oboru. Postupné tedy dokazeme Jacobiho vétu o ctyrech
¢tvercich a jeji obdoby v dalsich silnych kvaternionovych oborech, ¢imz podstatné zo-
becnime Lagrangeovu vétu a o ¢tyfech ctvercich (a jeji obdoby).

Definice 4.0.1. Pro M C H(R) a n € N definujme ry(n) = [{0: 0 € M A N(0) = n}|.

V sekei 4.3 s pomoci poznatku ze sekef 4.1 a 4.2 explicitné vyjadiime ry(n) pro nékolik
oboru H tvaru (3.3) — v téchto piipadech zéroven ry(n) predstavuje pocet ruznych
vyjadieni pfirozeného ¢isla n kvadratickou formou (3.1). Konkrétni obory, resp. formy,
pro néz tohoto docilime, jsou zaneseny v tabulce 5.

(A, B, p,v) Kvadratickd forma (3.1) ru(n)
1,1,1,1 22 4z 42 & (s — 2w) 4 (22 4 2w + w? 24 d
( y+u?) +(y .
2td|n
(1,1,1,0) (@% + 2y +¢°) + (2% + 2w + w?) 12;d
3td|n
(1,1,0,0) 22+ y? + 22+ w? Szd
4d|n
1727171 $2+x + 2+ Z— W +222—|—Z’w—|—w2 6Zd
( y+uh)+(y 2
2,1,1,0 2? + 2y +2y%) + (2° + 2w + 2w? 4> d
td|
Ttd|n
2,1,1,1 22+ xy + 29%) + (yz — zw) + (22 + 2w + 2w? Szd_4zd
Yy Yy Yy
3td|n 2,3td|n
(1,2,1,0) (22 + 2y + 12) + 2022 + 2w + w?) 12 d—6 Y d
2td|n 2,3{d|n
(2,2,1,2) | (2® + 2y +2y%) + 2(yz — 2w) + 2(2* + 2w + 2w?) 4;d_2 ; !
5td|n 2,5fd|n
3,1,1,1 22+ ay + 3y%) + (yz — aw) + (22 + 2w + 3w? 8Zd_4zd
f f
2td|n 2,5fd|n
(3,2,1,0) (2% + 2y +3y%) + 2(2* + 2w + 3w?) 1) d=2 3 d
Adln 2,114d|n

Tabulka 5: Explicitni vzorce pro rg(n), kde H je dan vztahem (3.3).



Faktorizace kvaterniont Kapitola 4. Pocet kvaternionu dané normy

4.1 Faktorizace kvaternionu

Zacnéme prozkoumanim faktorizace v prvorozlozenych silnych kvaternionovych oborech.
Cilem bude zredukovat vycisleni r5(n) na vyéisleni ry(p) pro libovolné prvocislo p.

Véta 4.1.1. Budiz H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor. Potom je m € H ireduci-

bilni, prdvé pokud je N(m) prvoécislo.

Dikaz. Pokud je N(m) prvocislo, pak libovolna 0,1 € H splaujici m# = 6n splauji taktéz

i N(0)N(n) = p, z ¢ehoz jedno z nich musi byt jednotkou, neboli je 7 vskutku ireducibilni.
Nynf{ necht je 7 ireducibilni a uvazujme libovolné prvocislo p, jez déli N(x). Dle véty 2.3.4

plati p € Hm, neboli existuje n takové, ze p = nm. Polozme m = % € N — potom mame

p* = N(n) - mp,
p=N(n) m.

Z toho m € {1,p}. Pokud m = p, musi n byt jednotkou, z ¢ehoz plyne m = 7jp. Pfitom p
je ale dle véty 2.3.6 reducibilni, ¢imz je i 7w jakozto jeho nasobek reducibilni. To je spor,
procez jisté m = 1, neboli N () = p. O

Definice 4.1.2. Budiz H prvorozlozeny silny kvaternionovy obor. Pro n € N,§ € H
pisme n | 0, pokud 0 € nH = Hn. Reknéme, ze 6 je primitivng, pokud pro zadné n > 1
neni n | 6.

Poznamka. Uvazenim normy je ziejmé, ze kazdy ireducibilni prvek i jednotka musi byt
primitivni.

Lemma 4.1.3. BudiZ H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor a wvazujme m € N,
0,m € H. Potom pokud m | 0n a zdroveri NSD (m, N(0)) = 1, pak uz nutné m | n.

Dikaz. (Z,+,-) je zcela ziejmé zprava i zleva Eukleidovsky obor (diky komutativité
nasobeni tyto pojmy zcela splyvaji). Budiz x € Z takové, ze ZN(0) + Zm = Zx — potom
jisté x | m a zaroven x | N(), ¢imz uz z jejich nesoudélnosti musi byt x € {41}, neboli
ZN(0) +Zm = Z.

Existuji tedy u,v € Z takovd, ze ulN(#) + vm = 1. To uz ale znacf

uff +vm =1,
uffn + vmn = 1,
neboli diky m | fn nutné m | 7. O
Poznamka. Analogicky plati i
m | On A NSD (m, N(n)) = m | 6.

Definice 4.1.4. Budiz H prvorozlozeny silny kvaternionovy obor. Uvazujme pfirozené
n > 2 a dvé n-tice (01,...,0,),(m,...,n,) € H™ Pokud existuji jednotky e1,...,&,1
splnujici

bier = m,

5_19252 = T2,

8n729nfl€nfl = Mn—1,
gn—len = Tn,

feknéme, ze n-tice (61,...,0,), (M,-..,n,) se lisl pouze jednotkovym prechylenim.
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Poznamka. Je ziejmé, ze v této definici nezavisi na poradi, tj. n-tice (6), (ns) se list
pouze jednotkovym ptechylenim, pravé pokud se pouze jednotkovym prechylenim lisi n-
tice (ns), (0s). Toto snadno vyplyvé vzetim €/, = &; pro s € {1,...,n — 1}.

Véta 4.1.5. Budiz H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor. UvazZujme prirozené n > 2
a dvé n-tice (01,...,0,),(m,...,n.) € H". Pokud je

[1¢.=1In
s=1 s=1
a zdroven pro kazdé s € {1,...,n} plati

N<98):N(ns):ms>1

pro néjakou n-tici po dvou nesoudélngch my,...,m, € N, pak uz se musi (01,...,60,),
(M, ..., Mn) lisit pouze jednotkovym prechylenim.

Diikaz. Zactnéme dikazem pro n = 2. Rovnost 6,65 = 11, upravime na
Q1929_2 = 7717729_2.

Nyni N(63) | m (7726_2) a zaroven NSD (N(6s), N(n1)) = NSD(mg,my) = 1, z ¢ehoz dle
lemmatu 4.1.3 plyne N(6) | n20,. To znamend, ze pro néjaké € € H je

€ - 929_2 = 7729_27
gy = 1.

Uvéazenim normy musi € byt jednotkou a dosazenim do 6,65 = n;ne musi byt i 6,2 = n;.
Nyni pomoci matematické indukce vétu dokazme pro obecné n. Uvazujme, ze véta je
splnéna pro n = x a uvazujme n = x + 1. Polozime-li

Y= H Os, o= H Ns,
s=1 s=1
méme rovnost 0,11 = 01,11 a cisla N(v) = N(0) a N(0,41) = N(nz41) jsou nesoudélna.

Muzeme tedy aplikovat jiz dokdzany ptripad n = 2, neboli existuje jednotka ¢, takova, ze

Yex = 57 aex—‘rl = Nz41-

Z rovnosti ve, = ¢ ale muzeme pouzit indukéni predpoklad, tj. platnost véty pro n = z,
na z-tice (01,...,0,-1,0.€:) a (1, ...,n:). Tedy existuji jednotky €1, ...,e,_1 takové, ze

ther = m,

E1bhey = 12,
517291715:1:71 = MNz—1,

53:—1031555 = Nz-

To je ale dohromady s rovnosti ;0,1 = 7,41 presné to, ze (01,...,0,11) & (M, -, Nus1)
se lisi pouze jednotkovym ptechylenim. Timto je dukaz matematickou indukci hotov. [



Faktorizace kvaterniont Kapitola 4. Pocet kvaternionu dané normy

Lemma 4.1.6. BudiZ H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor a uvaZujme 6,mn,m € H,
kde N(m) = p je prvocislo. Potom pokud p | Omn a zdroven p 1 0w, pak uz nutné p | mn.

Dukaz. Méjme A € H takové, ze HOm + Hp = HA. Dle véty 2.3.3 potom plati
p=NSD (p, N(0m)) | N(}).

Zéaroven také p € HA\, neboli pro néjaké ¢ € H je p = (. Uvazenim normy potom jistée
N(¢) € {1,p} (p* je vzhledem k p | N(\) vylouceno). Pfitom N({) = 1 by znamenalo

Or € H\ = H(p = Hp,

neboli spor s p 1 6m. Nutné je tedy N(¢) = p, a tedy i N(\) = p.
Nyni uvazme, ze existuji v,0 € H takova, ze

v (0m) 4+ op = A
Z toho vyuzitim p = 7 plyne

(v + o) ™ = A,

N (70 + 67) N(m) = N(\),
N (70 +67) -p=p,
N (v0 + o) = 1.

Nyni jiz musi nutné v 4+ 07 = ¢ byt jednotkou. Potom ale

v (0m) 4 0p = (v + 07) m = e,
Y07 + opn = e,
™) =& (v0mn + dpn) ,

z ¢ehoz vzhledem k p | 7y jisté musi byt p | mn. O
Poznamka. Analogicky plati i
plOm Aptmn = p]|Or.

Véta 4.1.7. Budiz H prvorozloZenyj silniy kvaternionovy obor a necht je

1<n:f[ps
s=1

rozklad prirozeného ¢isla na soucin (ne nutné ruzngch) prvocisel s pevné danym poradim
téchto prvocisel. Potom pro libovolné primitivni 0 € H s N(0) = n existugi ireducibilni

T, ...,y € H takovd, Ze
q

9:H7TS

s=1

a zdroven pro s € {1,...,q} plati N(ws) = ps. Tato faktorizace je navic aZ na jednotkové
prechylent jednoznacné urcena.
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Dikaz. Nejprve dokazme existenci faktorizace. Postupujme matematickou indukci vzhle-

dem ke q. Pro ¢ = 1 je N(A) = n = p; prvocislo, procez uz je samo 6 ireducibilni. Necht

nyni tvrzeni plati pro ¢ = x a uvazujme ¢ = x + 1. Méjme HO + Hp, .1 = H\ pro néjaké

A € H. Déle je py11 = NSD (pyy1, N(0)), procez vétou 2.3.3 plati p,y1 | N(A) — polozme
_ N

- Da+1
Zaroven je per1 € HA, z cehoz pro néjaké ¢ € H plati

Pat1 = CA,
piﬂ = N(pr-H) = N(<>N<>\)7
Pz+1 = mN(C)

Nyni jisté m € {1, p,+1}. Pokud m = p,1, pak musi ¢ byt jednotkou, coz by znamenalo
0e HN\=H (Zp$+1) = Hpey1,

neboli p,41 | @ — to by byl spor s primitivnosti 6.

Musi tedy byt m = 1, tj. N(A) = py+1. A je tak ireducibilni, pfitom ale § € H\, procez
existuje 0y € H takové, ze 0 = Oy\. Oznacime-li jesté nyg = ﬁ, existuji z indukéniho
predpokladu ireducibilni prvky my, ..., 7, € H takové, ze

T
90 = H Ts
s=1

a zaroven N(ms) = ps pro s € {1,...,z}. Nyni staci polozit 7,11 = A a mame

z+1

0= 907Tx+1 = Hﬂ's.
s=1

Dukaz matematickou indukei je timto hotov.

Dokazme nyni jednoznacnost této faktorizace az na jednotkové prechyleni. Opét po-
stupujme indukei vzhledem ke ¢q. Pro ¢ = 1 je platnost dokazovaného tvrzeni ziejma,
predpokladejme tedy jeho platnost pro ¢ = x a uvazujme ¢ = = + 1. Méjme ireducibilni
Ty ooy Tatl, P1y- -, Por1 € H takova, ze N(mg) = N(ps) = ps prokazdé s € {1,...,x + 1}
a zaroven

z+1 z+1
[ =11r.=¢ (4.1)
s=1 s=1

je primitivni. Z toho pak

x+1 z+1
H Ts | Tg41 = H Ps | Tat1-
s=1 s=1

Leva strana je nyni nasobkem 7, 17,11 = pPzi1, procez jim musi byt i prava strana.

Z primitivnosti § nemuze byt
z+1

p:(:+1 | H psa
s=1

procez aplikovanim lemmatu 4.1.6 na trojici kvaterniontu

X
H Ps; Pz+1, Tx+1
s=1
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musi byt pyi1 | pes1Tzr1- Z toho musi pro néjaké e, platit

Pz+1Tz4+1 = ExPx41,
Pz+1Tg4+1 = ExMg41Tz+1,

Pz+1 = ExTp41

a £, je nutné uvazenim normy jednotka.
V (4.1) tedy muzeme zkratit a obdrzet

1 (11 -
s=1 s=1

Nyni vsak Ize aplikovat indukéni predpoklad. Mame dvé z-tice ireducibilnich kvaternionu

(71, me) & (P1y- -y Po—1, Px€s), jejichZz souéinem je v obou piipadech tyz primitivni
kvaternion. Proto tedy existuji jednotky e1,..., e, 1 takové, ze

p1 = TE1,

P2 = €1M2€2,

Pz€ax = Eg—1Tg.

Posledni rovnost nyni sta¢i upravit na p, = ¢,_1m,€,. Potom se vzhledem k p,1 = ¢, 7,41
(x + 1)-tice (ms) a (ps) lisi pouze jednotkovym prechylenim, jak se mélo dokazat. O

Veéta 4.1.8. Budiz H prvorozloZeny silny kvaternionovy obor. Pro n € N uvaZujme iredu-
cibilni 7y, ..., m, € H spliujici N(ms) = p pro kazdé s € {1,...,n} pro néjaké prvocislo

p. Potom
n
pl ]
s=1

pravé pokud T, 1 = Te pro néjaké x a jednotku ¢ € H.

Diikaz. Pokud skutecné m, 1 = e pro néjaké z, pak je

n

p:N(ﬂ-x)|H7Ts

s=1

ziejmé. Nyni naopak predpokladejme, ze predchozi délitelnost plati. Uvazme pak nejvyssi

x takové, ze p | Hf;l ms, ale p 1 []i_, ms — takové x jisté existuje, nebot p { m, ale

p| ngl .. Potom vzetim

z—1
ezllﬂ-sv T = Ty, = Tgt1
s=1

v lemmatu 4.1.6 nutné p | 7,7, 1. To znadi, ze pro néjaké ¢ € H je

7T$7Tz+1 = pg,
MyT gyl = TpT2E,

Tyl = TzE,

pricemz uvazenim norem musi € byt jednotkou. [
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Lemma 4.1.9. BudiZ ddna n-tice 0y,...,0, € H \ {0} a dvé (n — 1)-tice jednotek
817--->5n717<17---7<.n71 € H. Potom

(0151>5_102527 s 75n—20n—15n—1a 5n—10n) = (01C17602C27 s 7§n—20n—1Cn—1a gn—len) ) (42)

prdvé pokud
(51, Ce 7671_1) = (Cla e 7(71—1) .

Dikaz. Rovnost (4.2) nahlizejme postupné po jednotlivych slozkéch. Vsechna 6, jsou
nenulova a H je obor, procez lze 0121 = 01(; zkratit na ¢, = (3. Timto i 7 = (4, ¢imz se
upravi

E1be = 592@7
Orey = 92C27

g2 = (a.

Je ziejmé, ze z opakovani obdobného postupu jiz indukci plyne £, = (s pro vSechna
se{l,...,n—1} O

Véta 4.1.10. Budiz H prvorozlozeny silny kvaternionovy obor a necht je

q

_ l [ ts

n = pS
s=1

rozklad prirozeného n na prvocisla, kde ¢ € N, py,...,p, jsou po dvou riznd prvocisla
aty,...,ty € Ng. Potom plati

r(n) = ra () [[ <H—“; (4.3)

Diikaz. Nejprve dokazme, ze pro prvocislo p a t € N existuje prave

ru(p) (TH(ps) - 1)t1
ru(1)
ruznych primitivnich § € H takovych, ze N(0) = p'. Kazdé takové 0 lze dle véty 4.1.7
faktorizovat jako t
0 = H T
s=1

pro néjakd ireducibilni 7, ..., m,. Tato faktorizace je navic jednoznaéna az na jednotkové
ptrechyleni, tj. mezi vSemi moznymi ¢-ticemi (7s) bude kazdé € vzhledem k lemmatu 4.1.9
zastoupeno 7 (1) 1-krat. Zbyva tedy urcit, pro kolik takovych t-tic (m,) je 6 primitivni.
To vsak dle véty 4.1.8 nastava pravé tehdy, pokud nenastdva m,,; = 7,c pro néjaké x
a jednotku € € H. Predstavme si tedy, ze jednotlivad 74 volime postupné, vyhybajice se
p | 0. Pro m se nabizi rg(p) moznosti, pro kazdé nésledujici 7y je v8ak tfeba nezvolit
zadny z kvaternionu tvaru 7,_je, kterych je ziejmeé ry(1), tedy existuje rgy(p) — rg(1)
moznosti. Dohromady je tedy takovych primitivnich 6 prave

1 o (r o =1 _ . TH(p> . o
e () ()~ (1) H<p>( 1) 7

TH(l TH(1>
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jak jsme chtéli dokazat.

Nyni dokazme platnost véty pro ¢ = 1, tedy v ptripadé, kdy je n prvociselnou mocninou.
Postupujme indukei vzhledem k ¢;. Pro ¢, € {0, 1} zfejmeé (4.3) plati (tehdy da tato rovnice
po fadé ry(n) = rg(1) a rg(n) = rg(p1)). Predpokladejme tedy, ze plati pro ¢; < x

pro néjaké x € N, a uvazujme ¢, = x + 1. Kazdé § € H spliaujici N(0) = pi+* Je jednoho
ze dvou druhti. Neni-li primitivni, pak je tvaru pfy pro néjaké fy s normou p{ ' — téchto

0 je tedy z indukéniho predpokladu prave

TH(pl) _ 1 v _ 1 r—1 ¢
o1 (”H(l) ) ru(p1)
P =ry(1) . =ry(1) (— -1 .
( 1 ) Tf;{(g)) —9 ~ ru(1)

Naopak téch 6, jez jsou primitivni, je, jak jsme dokdzali, pravé ry(p) (M — 1) . Do-
hromady tedy mame

r(1)
: (0 Do) s () -
( o () ()

|
—

T+2
rH(p1) . 1) -1
. 1) ' rg (1)
= TH( TH(pl) . 2
ri(1)

Timto tedy mame indukci vétu dokazanu pro prvocéiselné mocniny.
Nyni koneéné uvazujme zcela obecné n. Z véty 4.1.7 plyne, ze kazdé 6 s N(0) = n lze

vyjadrit jako
q
= H >\su

s=1
kde N(As) = ps pro kazdé s € {1,..., ¢} (jednoduse sdruzime vSechny ireducibiln{ ¢initele
s touz normou do jediného). Pritom podle véty 4.1.5 je tato faktorizace jednoznaéna az
na jednotkové prechyleni, procez mezi takovymi g-ticemi (\;) bude kazdé 6 zastoupeno
pravé rg(1)971-krat. Z platnosti dokazované véty pro prvociselné mocniny pak uz nutné
musi byt

TH(l)q—l polet Trf;(gs)) —9
TH
= TH(l) H ra(ps) 9 5
s=1 re (1)
coz jsme pfesné chtéli dokazat. O

Diky této vété tedy zbyva pouze uréit ry(p) pro libovolné prvocislo p.
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4.2 Modularni aritmetika kvaternionu

Navratme se nyn{ ke znaceni z kapitoly 3 (a drzme jej opét po zbytek kapitoly) — necht
jsou zvolena A, B € N, u, v € Z a pojmenujme

S =4A — 1i?, T = BS — 1?,

piicemz uvazujme pouze ty ctverice (A, B, i, v), pro néz plati S, T > 0. Déle zavedme

I v
Oé1=§, 51:ﬁ7
OéQZﬁ Ba = Z

2 S’

a = oy + o, B = P+ Pa]

a (jak bylo ukazéno v sekci 3.2) obor
H={cz+ya+z0+wap :x,y,z,w e L}.

Definice 4.2.1. Pro m € N,0,n € H necht n = 0 (mod m) znaci m | (n — 6), tj.
(n—0) € mH = Hm. Déle definujme

H,={z+ya+z20+waf:z,y,z,wei{0,....,m—1}}.

Prvky H,, chapejme jako zbytkové tiidy. Snadno si rozmyslime, Ze pro ruzna 7,60 € H,,
nemuze nastat n = 6 (mod m), naopak pro kazdé § € H existuje pravé jedno n € H,,
takové, ze n = 0 (mod m). V tomto smyslu (bereme-li s¢itdni i ndsobeni mod m tak, aby
vysledek byl vzdy z H,,) tedy potom zfejmé H,, tvori se s¢itdnim a ndsobenim okruh
(nemusi se v8ak jednat o obor, a¢ sém H oborem je).

Véta 4.2.2. Budiz p prvocislo, jez nedeli T'. Potom existuje izomorfizmus
Y H, = My(Z,)
takovy, Ze dety(0) = N(6) (mod p).

Diikaz. V celém dikazu uvazujme o A, B, i, v, T jako o prvcich Z,. Méjme libovolné § =
r+ya+z0+waf € H,. Dle lemmatu 3.2.3 existuji e, f € Z takova, ze N(e+a+ ff5) =
e2+pe+ A + Bf?*+vf =0 (mod p). Polozme potom

X =z+(e+ p)y+ Bfw (mod p),

= —fy+ z+ (e + p)w (mod p),
Z =—(Bf +v)y — Bz+ Bew (mod p),
W =z—ey— (Bf +v)w (mod p).

X Y

Vezmeme-li nyni ¢(0) = (Z W

) , bude zaruceno

detw(ﬁ):‘)Z( =XW-YZ=

Y

it

= (z+ (e+p)y+ Bfw)(z —ey — (Bf +v)w)—
—(=fy+z+(e+pw)(=(Bf +v)y — Bz + Bew) =
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v+ y*(—(e+ pe = f(Bf +v)) + B2 + Bu*(—f(Bf +v) = (e + p)e)+
+zy(—e+ (e+p)) +xw(—(Bf +v)+ Bf) +yz(—Bf + (Bf +v))+
+yw(—(e+ p)(Bf +v) — Bef + Bef + (e+ p)(Bf +v))+
+ Bzw(—e+ (e +p)) =
=2 + pry — y* (e + pe + Bf? +vf) + v(zy — zw)+

+ B(2% 4 pzw — w*(e® + pe + Bf* + vf)) =
= (2% + pxy + Ay?) + v(yz — zw) + B(2* + pzw + Aw?®) = N() (mod p).

Dale ukazme, ze zobrazeni v je prosté. Necht pro 61,6, € H,, 01 = 1+ y1a+ 21 8+ wiaf,
Oy = 29 + yoox + 228 + woar8 plati ¥(61) = ¥ (6,). To znadi

1+ (e + p)y1 + Bfw, = 29 + (€ + p)y2 + Bfwy (mod p), (X)
—fyr+ 21+ (e + p)wr = —fys + 20 + (€ + p)wy (mod p), (Y)
—(Bf +v)y1 — Bz + Bew; = —(Bf + v)ys — Bzy + Bews (mod p), (Z)
x1—eyr — (Bf +v)wy = x9 — eys — (Bf + v)w; (mod p). (W)

Z toho vzetim linedrnich kombinaci kongruenci (X) — (W), B(Y) + (Z) obdrzime po radé

(2e + w)y1 + 2Bf + v)wy = (2e + )y + (2Bf + v)ws (mod p), (4.4)
—(2Bf 4+ v)y1 + B(2e + p)wy = —(2Bf + v)ys + B(2e + j)w, (mod p). (4.5)

Nyni jiz vzetim B(2e+p)(4.4) — (2Bf +v)(4.5) a (2Bf +v)(4.4) + (2¢ + u)(4.5) obdrzime
po fadé

y1 (B(2e +p)* + (2Bf +v)?) = yo (B(2e + p)* + (2Bf +v)?) (mod p),
w1 (2Bf +v)* + B(2e + p)?) = ws ((2Bf +v)* + B(2e + p)*) (mod p),

coz vzhledem k

B(2e+ p)*+ (2Bf +v)* =4B (¢’ + pe+ Bf* +vf) + Bp® +v° =
= —4AB + By? 4+ v* = —T (mod p)

a p{T znaci
y1 = y2 (mod p), wy = we (mod p).
Z toho jiz z (X) a (Y) snadno plyne i
1 = 3 (mod p), 21 = z3 (mod p),
coz dohromady znamend, ze 1(0;) = 1)(0y), pravé pokud 6; = 0y (mod p).
¥ je tedy prosté. Piitom |May(Z,)| = p* = |H,|, takze ¢ uz musi byt bijekci. Zbyva tak

dokézat, ze se jednd o homomorfizmus. Vlastnost (0; + 62) = 1(0;) + 1(0s) je ziejma.
Ukazme tedy 1(6102) = 1(61)1(0s). Zaénéme pro 64,05 € {1, «, B, a5}. Plati

sw= (5 1), v =(_5r", 2D,
o= o) ven = (g i)
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z ¢ehoz (1) (0) = ¥(0) = (1 - 8) pro libovolné 0 € H,. Pro { € Z, je ziejmé (1)(0) =
Y (00) a zaroven

v = (i, (G o) = (B _opt,) =vem,
O Ol | A
_ (62 +_26u_+ s +Bf2_+ fv —ef - fu+f§> _
(=Bf —v)(e+p—c) Bf2+fvte
= (e ) = o) - avl1) = vl - ) = v(e?),
(B(B) = (_OB é) (_OB (1)) = (‘OB _OB> = ~BY(1) = ¥(~B) = (),
Y(B)b(a) = (_OB é) (_;}'ﬁ , :ﬁ) = (__Bif__g”u g;) =

10 Bf e+ 0 1
- (0 1) - <Be —Bfﬁu> +“(—B o) -
= —vY(1) = ¢(af) + pv(B) = ¥(—v — af + puB) = Y(Ba).
Mame tedy rovnosti
(a)p(B) = v(aB),  Y(a)? =v(a®), (B =v(B), Y(BW(a)=¢(Ba),

z nichz lze (analogicky s ptislusnou ¢ésti dukazu véty 3.2.1) jiz odvodit vSechny ostatn{

rovnosti 9 (61)1(62) = 1 (6162) pro 01,0, € {1,a, 8, a3}
Z tohoto jiz distributivitou plyne platnost 1(6,602) = 1(01)1(6,) pro libovolna 6,60, €
H,. Polozime-li totiz 01 = x1 + y1ae + 218 + wiaB, O = 29 + Yo + 228 + wear3, pak je

Y(0102) =¥ (21 + 1o + 218 + wiaB) (22 + Yo + 206 + wraf))
roznasobenim vnitini zdvorky rovno souctu ¢lent tvaru ¥ (cicaAiA2), kde
Cc1 € {$1791,217w1}a C2 €{$2>?/2722,w2}7 )\17)\2 € {1,0&,6,aﬁ}.

Z jiz. dokazaného vsak lze kazdy takovy clen prepsat na ¥ (c1A;)¥(c2A2) a tyto ¢leny opét
vytknout, ¢imz obdrzime

(19 (1) +y1p(a) + 210 (B) +wih (B) ) (w21 (1) +y2t) (@) + 200 (B) +watb(aB)) = ¥ (01)(62).-
Dukaz véty je timto hotov. ]

Lemma 4.2.3. Pro prvocislo p 4 T existuje prdaveé (p*> — 1)(p + 1) kvaternioni 6 € H,
ruznych od 0, jejichZ norma je ndsobkem p.

Diikaz. Dle véty 4.2.2 staci spocist matice

(2 1) ez,

z

ruzné od nulové matice, jejichz determinant je nasobkem p.
Pocitdme tedy ¢tvetice x,y, z,w € Z, takové, ze zw = yz (mod p), ale alespon jedno
z ,1, z,w neni nasobkem p. Rozeberme nékolik piipadu:
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(i) x = w = 0 (mod p). Potom préavé jedno z y,z musi byt 0 a druhé musi nabyvat
libovolné nenulové hodnoty. Tento ptipad tedy do celkového poctu prispéje presné
2(p — 1) maticemi.

(ii) Préve jedno z x,w je nulové. Takovych dvojic (z,w) je ziejmé 2(p — 1). Volba y, z
potom vyhovi pravé tehdy, pokud nejsou obé nenulova — takovych voleb je tedy
ziejmé p* — (p — 1)? = 2p — 1. Celkem tento piipady tedy prispiva

2(p—1)(2p—1) =4p* —6p+2
maticemi.

(iii) Obeé x, w jsou nenulova — potom musi byt nenulové i y, z. Pritom po zvoleni x, y, 2 je
jiz. w jednoznacéné urceno kyzenou kongruenci, procez tento pifpad piispiva (p —1)3
maticemi.

Celkovy tedy dostavame
(P=1°+ " —6p+2)+2(p—1)=p’ +p’ —p—-1= (- 1)(p+1)
vyhovujicich matic, ¢imz je lemma dokézano. m

Lemma 4.2.4. Méjme prvocislo p 1 T a budiz dino 7 € H, \ {0} spliujici N(1) =
0 (mod p). Potom vjraz 87 (mod p) pro 8 € H, nabjvd prdvé p* riznych hodnot, z nichz
p? — 1 je riznych od nuly.

Diikaz. Ozna¢me nejprve
M, ={0:0c H, N0t =0 (mod p)}

a dokazme |M,| = p*. Budiz 9 bijekce s vlastnostmi popsanymi ve vété 4.2.2. Potom je
67 =0 (mod p) ekvivalentni

s(0)ur) = w00) = (7 ¢)

nad Z, Oznacime-li (1) = <§ 5}), staci tedy spocist matice 1(6) = (CCL Z), pro néz

a b\ (z y) (0 0O
(c d) (z w) N (O O) ’ (4.6)
Kongruence (4.6) je pfitom ekvivalentni soustave

ax + bz =0 (mod p),
ay + bw = 0 (mod p),
cx +dz =0 (mod p),
cy + dw =0 (mod p).

Matice ¢(7) je nenulovd, procez alespon jedno z z,y, z,w neni ndsobkem p — necht je to
bez Ujmy na obecnosti x. Potom staci libovolné zvolit b, d € Z,, a polozit

a = —bzz~' (mod p), c=—dzz™" (mod p),
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¢imz bude diky zw — yz = 0 (mod p) zaruceno

axr + bz = —bz + bz = 0 (mod p),
ay +bw = —byze™' + bw = ba™ ' (—yz + zw) = 0 (mod p),
cx +dz = —dz+dz =0 (mod p),
cy +dw = —dyze™' + dw = do (—yz + 2w) = 0 (mod p).

Pritom ale ve zvoleni obou b, d mdme vzdy p moznosti, ¢imz uz musi byt |M,| = p*.
Pro 6,6, € H, ziejmé nastane 6,7 = 07 (mod p) pravé tehdy, pokud

(01 — 63)7 =0 (mod p),

neboli pokud (6; — 65) € M,. To ale znamen4, ze vzdy pravé |M,| = p? riznych 0 dava
stejnou hodnotu vyrazu 07 (mod p). Uvedeny vyraz tedy musi nabyvat préve %"" = p?
ruznych hodnot. Ptitom ale pravé jedna z téchto hodnot je 0. Pocet nenulovyc hodnot
zkoumaného vyrazu je tak p? — 1. Timto je dikaz lemmatu hotov. O]

4.3 Jacobiho véta a jeji zobecnéni

Definice 4.3.1. Budiz G prvorozlozeny silny kvaternionovy obor. Mnozinu © C G
nazvéme levou (resp. pravou) jednotkovou tridou, pokud pro kazda 01,0, € O existuje
jednotka ¢ € G splnujici 0 = €6, (resp. Oy = 01¢) a zaroven pro kazdou jednotku e je
ety € O (resp. 01 € O).

Umluva. Diky vlastnostem jednotek jsou mmnohé vlastnosti sdileny vSemi prvky levé
(resp. pravé) jednotkové tiidy. Pokud tomu tak je, pritknéme tuto vlastnost i celé jed-
notkové tiideé, konkrétné hovorme o jeji normé N(O) a tikejme, ze je primitivni, jsou-li
primitivni vSechny jeji prvky.

Rozmysleme si, ze pro 0 € G \ {0} (kde G stéle znaci prvorozlozeny silny kvaternionovy
obor) je zobrazeni € +— €6 (resp. € — fe) prosté, procez nutné musi pro kazdou levou
(resp. pravou) jednotkovou tiidu © C G ruznou od {0} byt |©] = rg(1).

Véta 4.3.2. Budiz G prvorozloZeny silny kvaternionovy obor takovy, Ze T™ -G C H C G
pro néjaké m € N. Potom pro prvocislo p t T existuje pravé p + 1 ruzngch primitivnich
levijch jednotkovych trid A C G spliugicich N(A) = p.

Poznamka. Celym ucelem podminky 7™ - G C H je umoznit takovou konstrukci g, jez
v (4.7) zaruéi v € H.

Dikaz. Uvazujme libovolné 7 = x + ya + 28 + waf € H, \ {0}, pro néz je N(1) =
0 (mod p). Sestrojime zobrazeni f, které kazdému takovému 7 jistym zpusobem priradi
levou jednotkovou tiidu A C G, pro kterou plati N(A) = p. Ukazme nejprve, Ze existuje
p € H takové, ze p = 7 (mod p) a zdroven p | N(p), ale p*> ¥ N(p).

Uzijme lemmatu 3.2.4. Abychom timto lemmatem neméli zarucenu existenci vyhovujictho
p, musely by byti derivace vyrazu

N(7) = (2% + pry + Ay?) + v(yz — 2w) + B(2* + pzw + Aw?)

vzhledem ke vSem ¢tyfem z,y, 2z, w nasobky p. To vSak ale dle lemmatu 3.2.5 nastava
pouze pro x =y = z = w = 0 (mod p), neboli 7 = 0 (mod p), coz neplati. Vyhovujici p
tedy existuje.
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Polozme G7 + Gp = G pro n¢jaké X € G. Potom p € G\, nebot p = 7 (mod p) zn
(p—7) € Hp C Gp (posledni plyne z H C GG). Déle p € G, z ¢ehoz N(\) | N(p)
tudiz N(\) € {1,p,p?}. Vzhledem k p € GX obdobné N () | N(p), takze jiste N(\)
Konecné vétou 2.3.3 musi byt p | NSD(p, N(7)) | N(A), takze nemuze byt ani N(\)
procez N(A) = p.

Jsme tedy schopni vyjadrit p = 6\ pro néjaké § € G. Budiz A C G levou jednotkovou
tiidou, jiz nalezi A. Pro libovolné e\ € A (e je jednotka) jsme schopni vyjadiit i p =
(02)(eN). Takto je uz tedy kazdému 7 jednoznacéné piitazena levéd jednotkova tiida A,
nebot je-li GA = Gt + Gp = GN, pak dle lemmatu 1.1.6 musi byt A = )\ pro n&jakou
jednotku €, coz uz ale znamena X' € A. Muzeme tak polozit f(7) = A.

Tazme se nyni, kolika ruznym 7 bude takto pfifazena tataz jednotkova tfida A. Abychom
toto zodpoveédéli, ukazme nejprve, ze f(r) = f(m), pravé pokud 7, = y7; (mod p)
pro néjaké v € H,. Jeden smér implikace je zfejmy — pokud vskutku 7 = 7, plati
p1 = 7 (mod p), p?> ¥ N(p1) a p1 = OX pro ireducibilni kvaternion A\ € G spliujici
N(X) = p, pak uz pro kazdé p, = 7 (mod p) existuje § € H takové, ze plati i

aci
2
2

;

p2 =Ty =71 = Yp1 = 70X (mod p),
P2 = YON+ 6p = YOX + OAN = (V0 + SN\,
¢imz uz jiste Hry + Hp = HM a tedy f(m) = f(m1) = A (kde A stdle znaci levou

jednotkovou tfidu, jiz nélezi \).
Naopak, pokud f(7m1) = f(12) = A 2 X a zavedeme py, po vlastnostmi

p1 = 71 (mod p), p2 = 72 (mod p),
P’ 1 N(py), P>t N(pa),
pak musi byt
p1 = 01, po = O\

pro né&jaké 61,0, € G. Vzetim norem pak jisté p t N(61), N(02). Z toho jisté existuje
existuje mod p k N(6;) inverzni prvek (N(6;))~'. Zaroven je p nesoudélné s T, procez
musi existovat ¢ € Z spliujici

¢ = (N(61))™" (mod p) AT™ | g.

Lze tak polozit o
v = 0201, (4.7)

pticemz T™ | ¢ z podminky lemmatu zarucuje v = q - (929_1) € H. Potom uz jisté

Y11 = yp1 = 0aq0y - 01\ = O3gN(0)X = (¢N(01))(02)) = (gN(01))p2 = 1-75 = 75 (mod p).

Zodpovézeni predeslané otazky se tak zredukuje na zodpovézeni, kolika ruznych nenu-
lovych hodnot pro dané 7 € H,\ {0} splaujici N(7) = 0 (mod p) nabyvé vyraz y7 (mod p)
pro v € H,. Tento pocet je vSak podle lemmatu 4.2.4 roven p* — 1.

Plati tedy, Ze pravé p* — 1 ruznych hodnot uvazovanych 7 da stejné f(7). Kazda leva
jednotkova tiida A C G s N(A) = p se pritom musi objevit jako néktera z hodnot
f(7). To plyne z toho, ze z podminky lemmatu musi byt 7™\ € H a zdroven uvazenim
normy p 4 T™A\, procez je T™\ samo jednou z vyhovujicich hodnot 7, zaroven ale ziejmé
f(T™N) = A.
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Timto vime, ze f je zobrazeni z mnoziny vSech vyhovujicich 7 do mnoziny vsSech vyho-
vujicich A, jehoz obrazem je celd tato mnozina. Zaroven se na jedno dané A zobrazi praveé
p? — 1 riznych 7. Viech vyhovujicich 7 je ale podle lemmatu 4.2.3 pravé (p® — 1)(p + 1),
procez musi vSech vyhovujicich A byt prave

(P’ - Dp+1)
p*—1

=p+1

coz jsme presné chteéli dokazat. O

Necht o(n) znaci soucet délitelt prirozeného ¢isla n. Poznamenejme, Ze se jednd o mul-
tiplikativni funkei, tj. pro nesoudélna a,b € N plati o(ab) = o(a)o(b). To plyne z toho,
ze pro nesoudélnd a, b kazdd dvojice (¢, d), kde ¢ | a,d | b, jednoznaéné urcuje e = cd, jez
deéli ab, a naopak e | ab jiz jednoznaéné urcuje (c,d).

Pocet (levych) jednotkovych tiid v prvorozlozeném silném kvaternionovém oboru G 2 H
S normou n je zfejmé roven :g((rll)) Skrze vétu 4.1.10 tak z véty 4.3.2 pro prvocislo p + T
at e N plyne

ra(1)

. (pt) . (m(p) _ 1>t+1 —1

S touto vétou tedy pro uplné vyéisleni rg(n) pro libovolné n € N staci urcit rg(1) a rg(p)
pro prvocisla p, jez déli T — téch je vSak jisté konec¢né mnoho. V ptipadech, kdy G = H
a T je prvocislo, svedeme dokézat ry (1) = rg(1).

Lemma 4.3.3. Budiz ( = v — pf + 2a. Potom plati (H = HC.

Diikaz. Plati N(¢) =T a ( = —(. Pifmymi vypocty dale mame

¢-1-¢=—¢(=-T,
(a¢ = (4AB — Bp? — v*)a + (u” + By’ — 4ABp) = Ta — T,
(B¢ = (4AB — Bp® —v*)B =T,
Cap¢ = (4ABu — Bp® — w*)B + (V* + Bp? — 4AB)afB = TuB — Tap,

z ¢ehoz pro 0 = x + ya + 2 + waf € H plyne

%£=cﬂ»ym+wa+@+wM6—wW€ff

Zobrazeni ¢ : H — H dané predpisem v (6) = C%C je pfitom samo sobé inverzni, nebot

_CFC (=D)H(-=T)

0 =0.
V() = L -
To uz znaci, ze v je bijekci, neboli % = H, coz uz snadno upravime na
(¢ CH(
(H=(CH: = =-""=-(-¢) =(-H)(=HC O

T T

Véta 4.3.4. Budiz H dany vztahem (3.3) tak, Ze T je prvocislo a H silng kvaternionovy
obor. Potom v H existuje prave jedna levd jednotkovd trida normy T'.
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Dikaz. Budiz ¢ = v — uf + 2af a pojmenujme Z levou jednotkovou tiidu, jiz ¢ nélez.
Méjme libovolné m € H takové, ze N(m) =T, a ukazme 7 € Z. Pro spor predpokladejme
T ¢ 7.

UkaZme nejprve, ze (7 je primitivni. Necht pro spor neni. Potom uvazenim normy mus{
byt (7 = €T pro néjakou jednotku € € H. Z toho uz

T elm
A a2
™ = &G,

=em,

neboli m € Z, coz je spor. Nadale tedy predpokladejme, ze (7 je primitivni.
Dle lemmatu 4.3.3 je (H = H(, neboli existuje p € H takové, ze (m = p(. Toto lze
upravit na
(rm = p(m,
T¢=pCm.
Nyni tedy jisté T' | p(m, navic N({) = T je prvocislo a p{ = (7 je primitivni, z ¢ehoz
specidlné T 1 pC. Dle lemmatu 4.1.6 uz tedy musi byt T' | {m, neboli {(m = €T pro né&jaké
£ — uvazenim normy pak musi € byti jednotkou. Z této rovnosti ale jiz plyne

gﬂ— =Te = C(_C)Ev
m = —(e.

Konecné dle lemmatu 4.3.3 plati ((—¢) € (H = H(, neboli pro néjaké ¢ € H plati

™= _Cg = ng,

pricemz uvazenim normy musi byt ¢ jednotkou, coz uz znacéi # € Z. To je spor s predpo-
kladem 7 ¢ Z, procez musi jedinou (levou i pravou) jednotkovou tiidou normy 7" v oboru
H byt Z. O

V piipadech, kdy je T prvocislo a H silny kvaternionovy obor, je timto stanoveni ry(n)
zredukovéano na stanoveni rg(1). Vétou 4.1.10 pro nesoudélna a, b € N plati

ru(ab) _ rg(a) ' ri(b)
ra(1)  re(l) rE(1)’

i (p*)

dale pro prvocislo p £ T a ¢ € N je D
z véty 4.3.4 vétou 4.1.10). Toto dohromady pro

q
n=TT]pk
s=1

kde p, jsou po dvou ruzna prvocisla ruzna od T', dava

r 73
=0 (pe) a konecné LT)) = 1 (toto plyne

ri(1

ra(n) =rg(l)-rg (TE) 'HTH((I?ZS)) = TH(DHU (pi) -
= ru(1)o (Hp§s> — ru()o (%) =) Y d (4.8)
s=1 Ttd|n

Zbyvéa tedy stanovit rg(1). Toto 1ze ucinit postupem vylozenym v sekci 3.4, pro nékteré
obory H jsme tak jiz dokonce ucinili.
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Véta 4.3.5. Budiz (A, B,u,v) = (1,1,1,1). Potom pro n € N plati

Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych Feseni rovnice
(2% + 2y +v*) + (yz — 2w) + (22 + 20 + w?) = n.

Dukaz. Je T = 2, H je prvorozlozeny silny kvaternionovy obor, a jak bylo ukazano
v dukazu lemmatu 3.4.13, plati ry (1) = 24, ¢imz je hotovo. ]

Véta 4.3.6 (Jacobiho o ¢tyfech ctvercich). Pro n € N plati

ry(n) =24 d, ra(n) =8 d.

Poznamka. Pro n € N pfedstavuje rgz)(n) pocet celociselnych feseni rovnice
x2+y2+32+w2 =n.

Diikaz. Dle vety 3.4.2 je J izomorfni oboru (3.3) pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1), z ¢ehoz uz
nutne

Dokazme nyni, ze pro levou jednotkovou tiidu © C J plati

B 8, pokud 2t N(O),
©NH(Z)| = { 24, pokud 2 | N(O).

V dikazu lemmatu 2.2.3 jsme ukéazali, ze pro libovolnou levou jednotkovou tiidu © je
|© NH(Z)| > 0 —pro kazdé 6 € J\ H(Z) lze totiz zvolit v € H(Z), a jednotku ¢ € J\ H(Z)
takové, ze  — 6 = 2 nacez uz

A=1060=(20)7+1€H(Z)

a zarovenn A\ = 06 nalezi téze levé jednotkové tiide, jako 6.

Uvazujme levou jednotkovou tiidu © C J a § € © NH(Z). Pro jednotku € € H(Z) jisté
g0 € H(Z), zbyva tedy pro jednotku ¢ € J \ H(Z) dokazat, ze ¢ € H(Z), pravé pokud
2| N(O).

Budiz tedy 0 = a + bi 4+ ¢j + dk pro a,b,c,d € Z a € = e+fi++j+hk proe, f,g,h € {£1}.
Potom plati

(ea — fb— gc— hd)+
. . 1| +i(eb+ fa+ gd — he)+
(axbitej+dk) =5\ itee+ ga+ hb— df)+
+k(ed + ha + fc— gb)

e+ fi+gj+ hk

6 —
c 2

Dikye=f=g=h=1=—1 (mod 2) a identité x> = x (mod 2) plati

ea — fb—gc—hd=eb+ fa+gd—hc=ec+ ga+ hb—df =ed+ ha+ fc—gb=
=a+b+c+d=a’+b+c*+d*=N() (mod 2),
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procez jisté
e e H(Z) < 2| N(0) = N(©).
Z toho jiz diky znalosti rj(n) snadno plyne

ey () = 8 Z2Td|n d, pokud 21tn,
H(Z) 24 Zz{dm d, pokud 2 | n,

coz lze shrnout jako

Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych feseni rovnice
(2% + 2y + 92) + (22 + 2w + w?) = n.

Dikaz. Je T = 3, H je prvorozlozeny silny kvaternionovy obor, a jak bylo ukézéno
v diukazu lemmatu 3.4.12; plati ry (1) = 12, ¢imz je hotovo. O

Véta 4.3.8. Budiz (A, B,u,v) =(1,2,1,1). Potom pro n € N plati

Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych feseni rovnice
(2% + 2y +y*) + (yz — 2w) + 2(2% + 2w + w?) = n.

Dikaz. Je T = 5, H je prvorozlozeny silny kvaternionovy obor, a jak bylo ukézéno
v diukazu lemmatu 3.4.14, plati g (1) = 6, ¢imz je hotovo. O

Véta 4.3.9. Budiz (A, B,u,v) =(2,1,1,0). Potom pro n € N plati

ry(n) =4 Z d.

Ttd|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celo¢iselnych feseni rovnice
(2% + 2y + 2y%) + (22 + 2w + 2w?) = n.

Dikaz. Plati T =T a z véty 3.3.7 je H prvorozlozeny silny kvaternionovy obor. Jednot-
kami v H jsou prave

+1, + B,

z ¢ehoz ry (1) = 4, ¢imz je dukaz hotov. O
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Pro co nejvétsi zestruénéni dukazu nékolika dalsich vét formulujme néasledujici ponékud
obecné lemma. V jeho ditkazu vyuzijeme tento vztah: pro prvocislo p a prirozené ¢islo ¢
plati

po () +o (') = pips +) pr=2 (ZPS) —1=20(p") 1. (49)

Lemma 4.3.10. Budiz G prvorozloZeny silny kvaternionovy obor spliugici H C G C H(R)
a pron € N také

pro néjaké ¢ € N a prvocislo q. Potom pokud pro néjaké X € H, N(\) = p, kde p # q je
prvocislo splrugici (p + 1) | ¢, pro kaZdou nenulovou levou jednotkovou tiidu © C G plati

¢, pokud © = Oy pro néjakou levou jednotkovou tridu Oy C G,
©nH|= < qnak,

p+17

pak uZ nutné

rH(n):piclzd_p—ic—l Z d

qfd|n p,qtdln

Diikaz. Plati N(A) = p, procez urcité |© N H| = &, neni-li N(©) = n ndsobkem p, ¢imz

o p+1
P gfd|n
Prop | N(0) = n pak z :Z—(("l) = Zqu‘n d levych jednotkovych tiid © normy n v G je pravé

;=
ch((f)) obsazeno v H, ¢imz pro

q
_ tot1 ts
n=q°p" [ [ vk,
s=2

kde ps jsou po dvou ruznd prvocisla ruznd od ¢ i p a t; > 0, s vyuzitim (4.9) plyne

o (2) 2 - () -2 (2 < ()

=100 () o () 0 (00) = 2o () (20 ) - 1) =

S op+1l \ghph p+1 \ghph
2c n c n 2c c
p+10(qt°) p+10<qt°p“) p+1z p+1 Z
qfdin p,qtdn

Posledni rovnost ale plat{ i pro p { n, nebot potom jednoduse

dd=> d

qtd|n p,qtd|n

Timto je dukaz lemmatu hotov. O]
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Véta 4.3.11. Budiz (A, B, u,v) = (2,1,1,1) a zavedme

G_{x+zﬁ+ya+waﬂ
B 2

:x,y,z,wEZ/\xEyEzEw(modZ)}.

Potom pron € N plati

TG(”):IQZdv TH(n>:82d—4Zd

3td|n 3td|n 2,3fd|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celoc¢iselnych feseni rovnice
(2% + 2y 4 2y2) + (yz — 2w) + (2% + 2w + 2w?) = n.

Dikaz. Dle véty 3.4.3 existuje izomorfizmus, ktery zachovava normu, z G do oboru (3.3)
pro (A, B, u,v) = (1,1,1,0), z ¢ehoz vétou 4.3.7 plyne

Budiz © leva jednotkova tiida v G. Dle lemmatu 3.4.12 je mnozina © N H neprazdn4,
méjme tedy 0 € © N H. Budiz U mnozinou jednotek oboru G — potom |U| = rg(1) = 12
aUNH ={£1,+6}. Budiz § = = + ya + 28 + waf. Libovolnd jednotka ¢ € U \ H je
tvaru w pro néjaka licha a, b, c,d € Z. Z toho

(2¢) - 0 = (a + ba + ¢f + daf)(x + ya + 26 + wapf) =
(14+a+p+af)(z+ya+ 28 +waf) =
(x+y+z+w)(l+a+5+af) (mod 2),

procez ef) = %(26)9 € H, pravé pokud 2 | (z +y + z + w). Toto Ize formulovat jako

[ 4, pokud 24 (z+y+z+w),
|®ﬂH|—{ 12, pokud 2 | (z+y+ 2+ w).
Ukazme dale, ze

{0:0cHN2|(x+y+2z+w)}=GCGa—-1).

Plati § € G(« — 1), prave pokud ]%((O;__ll)) = —Taa € G. Pritom ale

—fa=—za—yla—2)—z(-1—af+B) —w(—a+25) =
=2+ (r+y+w)a+ 26+ zaf (mod 2)

az=x+y+w (mod 2) je ekvivalentni 2 | (z + y + 2z + w). Dohromady tedy musi platit

12, pokud © = Oy(a — 1) pro néjakou levou jednotkovou tiidu Oy C G,

©nH| = { 4, jinak.

Timto jsou pro ¢ = 12, ¢ = 3, p = 2, A = a — 1 naplnény podminky lemmatu 4.3.10,

procez uz
rH(n):8Zd—4Zd. O

3td|n 2,3td|n
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Véta 4.3.12. Budiz (A, B, u,v) = (1,2,1,0) a zaved'me

G:{x—f—zﬁ—i-yoz—i-waﬂ

3 :x,y,z,weZ/\xEyEzEw(modB)}.

Potom pron € N plati

rg(n):242d, TH(n):12Zd—6 Z d.

2td|n 2td|n 2,3td|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych Feseni rovnice
(2% 4+ zy + v*) + 2(22 + 2w + w?) = n.

Diikaz. Dle véty 3.4.4 existuje izomorfizmus, ktery zachovava normu, z G do oboru (3.3)
pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1), z ¢ehoz vétou 4.3.5 plyne

Budiz © leva jednotkova tiida v G. Dle lemmatu 3.4.13 je mnozina © N H neprazdna,
méjme tedy § € © N H. Budiz U mnozinou jednotek oboru G' — potom |U| = rg(1) = 24
aUNH = {£1,+a,+(1 —a)}. Budiz § = = + ya + 25 + waf. Libovolna jednotka
e €U\ H je tvaru w pro néjaka a, b, ¢,d € Z spliujici a = b= c = d = m, kde
m € {£1}. Z toho

(3e) -0 = (a+ba+ cf + daf)(x + ya + 20 + wapf) =
=m(l+a+f+af)(z+ya+z0+waP) =
=m(x—y+z—w)(l+a+p+af) (mod 3),

procez el = £(3¢)0 € H, prave pokud 3 | m(z—y+z—w), tj. prévé pokud 3 | (z—y+z—w).
Toto lze formulovat jako

6, pokud 3t (z —y+ 2z —w),

|@ﬂH|:{ 24, pokud 3| (x —y+2z—w).

Ukazme dale, ze
{0:0cHA3|(z—y+2z—w)} =G(2—a).

9(a3+1) € (. Pritom ale

Plati # € G(2 — «), pravé pokud z@@ =

O+ 1)

(z—y)+ @+ 2o+ 2z +w)B+ (-2 +w)af =
(#—y)+ (@ -yt (w—2)8+(w—=2)af (mod 3)

ar—y=w—z (mod 3) je ekvivalentni 3 | (x —y + z — w). Dohromady tedy musi platit

24, pokud © = ©4(2 — a) pro né&jakou levou jednotkovou tiidu 0y C G,

‘GQH’:{ 6, jinak.

Timto jsou pro ¢ = 24, ¢ = 2, p = 3, A = 2 — a naplnény podminky lemmatu 4.3.10,

procez uz
rp(n)=12) d—6 Y d. O
2td|n 2,3td|n
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Véta 4.3.13. Budiz (A, B, u,v) = (2,2,1,2) a zavedme

wap

G:{x+ya+zﬁ+ 5

:x,y,z,wGZ}.

Potom pron € N plati

ra(n) =6 d, rp(n) =4 d—2 > d.

Std|n 5td|n 2,5¢d|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych Feseni rovnice
(2% + 2y + 2y%) + 2(yz — 2w) + 2(2* + 2w + 2w?) = n.

Diikaz. Dle véty 3.4.5 existuje izomorfizmus, ktery zachovava normu, z G do oboru (3.3)
pro (A, B, u,v) = (1,2,1,1), z ¢ehoz vétou 4.3.8 plyne

Budiz © leva jednotkova tiida v G. Dle lemmatu 3.4.14 je mnozina © N H neprazdna,
meéjme tedy # € © N H. Budiz U mnozinou jednotek oboru G — potom |U| = r¢(1) = 6
aUNH={£1l}. Budiz 0 = z + ya + 2 + wap. Libovolna jednotka ¢ € U \ H je tvaru
a+ba +cf +d% pro néjaks a,b, c,d € Z splaujici 2  d. Z toho

(2¢) - 0 = (2a + 2ba + 2¢B + daf) (z + ya + 28 + waf) =
= af(z +ya+ 20 +wap) =
= —dw —2(y + z)a + 2yS + (x — 2w)af = zaf (mod 2),

procez ef = %(25)9 € H, prave pokud 2 | z. Toto lze formulovat jako

[ 2, pokud 2{z,
©nH| = { 6, pokud 2| z.
Ukazme dale, ze
{:0€ HA2| 2} =Ga.
bl=2) ¢ . Pfitom ale

Plati 6 € Ga, pravé pokud ]\f(z) =3

01—a)=(r+2y+22)+ 2w —2)a —2wl + (—z+w)af =
=z +za+ 26+ (w+ z)af (mod 2)

a @ € (G, prave pokud jsou v predchozi rovnosti koeficienty pii 1, , 8 nasobky dvou,
tj. pravé pokud 2 | . Dohromady tedy musi platit

6, pokud © = Oy« pro néjakou levou jednotkovou ttidu Oy C G,

©n H| = { 2, jinak.

Timto jsou pro ¢ =6, ¢ = 5, p = 2, A = « naplnény podminky lemmatu 4.3.10, procez

v ru(n)=4) d—2 Y d. O

5td|n 2,5td|n
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Véta 4.3.14. Budiz (A, B, u,v) = (3,1,1,1) a zaved'me

G_{x—iryoz—irzﬁ—l—waB
B 5

cxy,z,w ELN2r =y =2=—2w (mod 5)}

Potom pron € N plati

ra(n) =24 d, ra(n) =8y d—4Y  d.

2td|n 2td|n 2,5(d|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych Feseni rovnice
(2% + 2y + 39°) + (yz — 2w) + (22 + 2w + 3w?) = n.

Dikaz. Dle véty 3.4.6 existuje izomorfizmus, ktery zachovava normu, z G do oboru (3.3)
pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1), z ¢ehoz vétou 4.3.5 plyne

Budiz © leva jednotkova tiida v G. Dle lemmatu 3.4.15 je mnozina © N H neprazdn4,
méjme tedy € © N H. Budiz U mnozinou jednotek oboru G' — potom |U| = rg(1) = 24
aUNH ={£1,+£6}. Budiz § = = + ya + 28 + waf. Libovolnd jednotka ¢ € U \ H je
tvaru w pro néjakd a,b,c,d € Z spliujici 2a = b = ¢ = —2d = 2m (mod 5)
pro néjaké m € {1,2,3,4}. Z toho

(5¢) - 0 = (a + ba + cfB + daf)(z + ya + 20 + wap) =
m(l+2a+ 26 — af)(r + ya + 26 + waf) =
=m(x+2y — 2z +w)(l+2a+ 28— af) (mod 5),

procez ef = £(5¢)0 € H, prévé pokud 5 | (z + 2y — 2z + w). Toto lze formulovat jako

4, pokud 51 (z 4 2y — 22+ w),

|@ﬂH|:{ 24, pokud 5| (z + 2y — 2z + w).

Ukazme déle, ze

{0:0€c HAbf(x+2y —2z+w)} =G(1—25).

Plati 0 € G(1 — 23), pravé pokud ]%((11__22%)) = 0(122’8) € GG. Pritom ale

0(1+426) =(x —22)+ (y —2w)a+ (22 + 2)5 + (w + 2y)apf,
a tedy w € G, pravé pokud
2 —22)=y—2w=2r+ 2= —2(w + 2y) (mod 5). (4.10)
Posledni kongruence jsou ale mod 5 po radé ekvivalentni
20 —y — 42+ 2w =0, y—2w—2x—2z2=0, 2¢ + 4y + 2z + 2w = 0,
r4+2y —2z4+w =0, r4+2y—2z+w=0, T4+ 2y —2z4+w=0,
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neboli plati (4.10), pravé pokud 5 | (z + 2y — 2z + w). Dohromady tedy musi platit

24, pokud © = Oy(1 — 20) pro néjakou levou jednotkovou tiidu Oy C G,

]@ﬂH|—{ 4, jinak.

Timto jsou pro ¢ =24, ¢ = 2, p = 5, A = 1 — 2 naplnény podminky lemmatu 4.3.10,

procez uz
rH(n):8Zd—4Zd. O

2fd|n 2,5td|n

Véta 4.3.15. Budiz (A, B, ju,v) = (3,2,1,0) a zaved'me

G_{x+ya+z6+waﬁ
B 11

cx, Y,z w €L N3 =4y = —22 = w (mod 11)}.

Potom pron € N plati

ro(n) =24y d, ru(n) =4 d-2 Y d

2td|n 2td|n 2,114d|n
Poznamka. ry(n) zde predstavuje pocet celociselnych Feseni rovnice
(2% + 2y + 3y°) + 2(2* + zw + 3w?) = n.

Diikaz. Dle véty 3.4.10 existuje izomorfizmus, ktery zachovdva normu, z G do oboru (3.3)
pro (A, B, u,v) = (1,1,1,1), z ¢ehoz vétou 4.3.5 plyne

Budiz © leva jednotkova tiida v G. Dle lemmatu 3.4.16 je mnozina © N H neprazdna,
méjme tedy € © N H. Budiz U mnozinou jednotek oboru G' — potom |U| = rg(1) = 24
aUNH = {£1}. Budiz § = x + ya + 20 + waf. Libovolnd jednotka ¢ € U \ H je
tvaru w pro néjaka a, b, c,d € Z splaujici 3a = 4b = —2¢ = d = m (mod 11)
pro néjaké m € {1,...,10}. Z toho

(11e) - 0 = (a + ba + cfB + daf)(z + ya + 20 + wap) =
=m(4+3a—68+ af)(x 4+ ya+ 26 + waf) =
= m(zr — by + 3z — 4w)(4 + 3a — 658 + af) (mod 11),
procez ef = 17 (11e)0 € H, prave pokud 11 | (z — 5y + 3z — 4w). Toto lze formulovat jako

2, pokud 111 (z — by + 3z — 4w),

©nH| = { 24, pokud 11 | (z — by + 3z — 4w).

Ukazme dale, ze

{0:0 HAN11| (x =5y + 3z —4w)} =G(3 - 5).

Plati 6 € G(3 — 3), pravé pokud ]f,(é__%)) = 0(3;{6) € (. Pritom ale

03+ ) = (3x —22)+ (By — 2w)a+ 3z + x)B8 + (Bw + y)apb,
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a tedy 9(3“3 ) e G, prave pokud
3(3x —22) =43y — 2w) = —2(3z+ ) = 3w + y (mod 11). (4.11)
Posledni kongruence jsou ale mod 11 po radé ekvivalentni

9xr — 12y — 62z 4 8w = 0, 20 + 12y + 62 — 8w =0, —2r —y — 6z —3w =0,
xr— 5y + 3z — 4w =0, r—5Yy+32z—4w =0, xr—5y+ 3z — 4w =0,
neboli plati (4.11), pravé pokud 11 | (z — 5y + 3z — 4w). Dohromady tedy musi platit

24, pokud © = ©y(3 — ) pro néjakou levou jednotkovou tiidu 0y C G,

OnHl= { 2, jinak.

Timto jsou pro ¢ = 24, ¢ = 2, p = 11, A = 3 — § naplnény podminky lemmatu 4.3.10,

procez uz
n)=4> d-2 > d O

2td|n 2,114d|n

4.4 Odvozeni vzorce pro w

V této sekei (a pouze v této sekci) necht 7 znaél to redlné ¢islo, jez je pomérem obvodu
a prumeéru libovolné kruznice. Na zavér kapitoly odvodime pomoci Jacobiho véty o ¢tyrech
¢tvercich vyjadreni m pomoci nekonecné rady vzorcem

Z postupu, ktery vyuzijeme, také vyplyne piimy vztah mezi T" a ry (1) v piipadech, kdy
T je prvocislo a H silny kvaternionovy obor.

Lemma 4.4.1. Necht Vi(R) znaci nadobjem étyrrozmérné nadkoule o poloméru R. Potom
Vi(R) = T R*.

Diikaz. Méjme nezéporné r < R a ¢ € (0,27). Potom je jisté prunikem nadkoule se
sttedem v pocatku a polomérem R s rovinou danou rovnicemi

T =17CosSp, y =rsing

kruh s polomérem v/ R? — 72, tj. s obsahem 7(R? — r?). Z toho jiz urcite

R R

R4 R4 2
/27rr7r 27r2/r dr—27r (T—Z):%RZL.D
0 0

Ziskejme vzorec pro vypocet 7 z nasledujici uvahy: ¢im je n € N vétsi, tim se nadobjem
nadkoule o poloméru /n bude bliZit poctu mifzovych bodu’ (a,b,c,d) € Z* s a® + b* +
c? + d? < n. Formalngji, bude platit

| H{(a,b,c,d) : (a,b,c,d) € Z* N0 < a®> + 1* + 2 + d* < n}|
m

5 Vi(v/m)

" Bez tijmy na celkovém vysledku vylouéime (a, b, ¢, d) = (0,0,0,0).

=1 (4.12)
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Abychom toto zieli, pfifadme kazdé jednotkové nadkrychli s vrcholy v mifZovych bo-
dech ten jeji vrchol, jenz je nejvzdéalenéjsi bodu (0,0, 0,0). Potom je kazdy miizovy bod
(a, b, c,d) splnujici 0 ¢ {a,b, c,d} takto prifazen néjaké nadkrychli. Pocet téch miizovych
bodu, jez lezi uvnitt nadkoule se stifedem v pocatku a polomérem R a spliuji 0 €
{a,b,c,d}, je piitom nanejvys umérny R® (jednd se o mifzové body lezici v pruniku
uvazované koule s témi Ctyfmi prostory, které jsou kolmé na jednotlivé osy nadpro-
storu a prochéazeji poc¢atkem — kazdy z takovych pruniku je vsak jisté kouli o poloméru
R). Podobné presah této nadkoule mimo ten soubor jednotkovych nadkrychli s vrcholy
v miizovych bodech, které jsou v nadkouli celé obsazeny, je nanejvys imeérny ,nadpo-
vrchu“ této nadkoule, ktery je také imérny R? (integrdlnim poctem lze odvodit, 7e je
roven 272 R3). Celkové je tedy rozdil

Vi(R) — |{(a,b,¢,d) : (a,b,c,d) €Z* NO < a®+ b+ +d* < R2}|
nanejvys umérny R3. Pfitom ale nadobjem Vj(R) je umérny R*, procez

Vi(R) — {(a,b,c,d) : (a,b,c,d) € Z* NO < a® +b* 4+ * +d* < R*}|

li 0
e Vi(R) !
: 74 20120 24 g2 < 12
lim {(a,b,c,d) : (a,b,c,d) € Z* N0 < a”+b°+ c* + d* < R*}| — fim Vi(R) 1
R—00 Lﬁ(}%) R—%aa‘@(}%)
Timto je platnost rovnice (4.12) osvétlena.
S pomoci véty 4.3.6 lze nyni upravit
2 1
7 =l 2 ()
72 R
T2 80
z=1  4d|z
™ 1§:Zd (4.13)
16 N nL\IIolo n? o=1 44d] ' ‘

Dvojitd suma na pravé strané nyni udava soucet z d pres vsechny dvojice (z,d) spliujici
1<z<nAdtdANd|x.

V tomto souctu je ale zapoc¢itano kazdé d spliujici 41 d A d < n préaveé tolikrat, kolik jeho

nasobku se nachazi mezi ¢isly 1, ..., n. Rovnice (4.13) se touto tvahou prevede na
™ im Y d m (4.14)
— = lim — =1 :
16 n—oon? d
1<d<n
4d

Polozme n = 4m pro m € N. Potom se n bude zvétsovat nad libovolnou mez, pravé pokud
se bude nad libovolnou mez zvétsovat m — tedy lim,,_,., piejde v lim,, ... Zaved me funkeci

e SYIH)
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Potom bude platit

4m
. dr_mJ_ d{‘l_mJ:
4d 4]d

:aFMww——§:4d{%§J::Px@n)—4FOn)

Rovnost (4.14) tak pfejde ve tvar
F(4m) — 4F(m)

2 _ .
T = ﬂ]bl_rgo — (4.15)
Lemma 4.4.2. Necht jsou z,t € N takovd, Ze 1,...,t | z, a zavedme
! z
1) = dk]
g(zt) =Y g
d=1
Potom plati
t—1
z 2(2s+ 1)+ s(s+1)
F(z) = g(z,t) + =
() =9G0+52. =
Dikaz. Upravme
z 5 3 . t—1 s 5
LB HS IHES s o H
(2)=2_d|3 2 > 43
=1 d=1 s=1d=Z27+1
Pros e {l,...,t =1} a ;5 <d < 2 (z podminek lemmatu jsou obé meze celd ¢isla) musf
platit
1 d 1
<-<-,
s+1 =27 s
z
1>2>5
s+ 7> S
coz uz znaci Lﬂ = s. 7Z toho tedy mame
t-1 3 - ) (E+ 4
F _ _ L \s s+1 s s5+1 —
(2) g(z,t)%—z Z ds g(z,t)—l—Zs 5
s=1 d:sj_l +1 s=1
t—1
2 2(2s+1)+s(s+1)
=gzt +5 : =
2= s(s+1) s(s+1)
t—1
Zx—2(25+1) 4+ s(s+1)
= g(z,t) + = O
g(z’)Jrzsz1 s(s + 1)2
Lemma 4.4.3. Pro libovolné w € N plati
. glwtht)
tlg& 2 (4.16)
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Dikaz. Plati

w(t—1)!

w(t—1)!
glwt!, t Z d{th Z d- w(t — 1) wtl.

Z toho ((%'Qt) < © groveit je ale zcela ziejmé £2%D > () neboli

()2

tht 2
OglimM lim = =0,

t—o0 (t')Q t—oo T

|
lim glwtl,t) _ 0. O
t—o0 (t')2

V (4.15) polozme m = t!. Potom m roste nad libovolnou mez, pravé pokud nad libovolnou

mez roste t (faktoridl je rostouci funkce), neboli lim,, o, prejde v lim; .. S vyuzitim
lemmat 4.4.2 a 4.4.3 pak ziskdme

B 1 4t1(2s + 1) + s(s + 1)
2 }LI?OW<(4t t—|—2t'z NOEm)E _

£(2s + 1 1
—4g(th,t —2t'§j S+<)+S(S+ )>,
S
s=1

1)
2 2 (25 + 1)(4el — t! A¢] :
= Jim <T m s t)) + lim <g< f;t)) 4 lim (g(tl,;f)) _
t=voo \ B2 s—1 (S+ ) t—o0 (t) t—00 (t)
t—1
= lim 2 3<2S+12),
t—o00 g 3(3+1)
™ = 25+1
6 : 4.17
6 <= s(s+1)? (4.17)

Stejny postup bychom mohli uzit s jinym oborem nez H(Z). Méjme obor H dany vzta-
hem (3.3) tak, ze T je prvocislo a H silny kvaternionovy obor. Polozme

M = {(m,y,z,w) eR*: (x2 + pxy + AyZ) +v(yz —zw)+ B (22 + pzw + AwQ) < RQ}
a tazme se, jaky ma M objem. Plati

(2% + pwy + Ay?) + v(yz — 2w) + B(2* + pzw + Aw?) =

2
v\ 2 S v v T 2 T
= (w05 - w3) +<y{”f+ zuf) +g (s rug) + gt

Pojmenujeme-li tedy

1 5 0 =3

0 ¥

I — 2 VS 2V8
o o T p T

s 2\s

00 o0 ¥
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pak zobrazeni ¢ : M — R* dané piedpisem
90(('777 Y, <, w)) = (Xv Y, Z, W),

T X
vl |Y
LZ_Z
w w

bijektivné mapuje M na nadkouli se stfedem v pocatku a polomérem R. Potom tedy plati
Vol(Im ¢) = |det L| - Vol(M)
(viz sekci 1.2). Pritom ale det L = L, procez

Vol (Imyp) %R _ 2m°R*

I(M) = _2t
VlM) = =167 T T

Zcela analogicky s postupem pro H(Z) tedy muzeme ziskat

) 1
1= lim WZTH@),
T

n—o0

=1
272
T - JEEOEZTH N2 d
Tid|z
272 1 n
Sk et
Try(l)  nooo n? sz;n d
Tid
272 1 Tm
= lim d-|—|, n="1Tm),
Trn() ~ A Ty 2 ] =T
TTH
2T 1 (& [ Tm| & Tm
— lim — (S a2 S | 2
it = e (S - S ).
2T w? — lim F(Tm)—TF(m)7
rg(l)  m—oo m?

2T2 t—1 |
LT 1 o(TH. 1) T_ Tt! 2s+1 +s(s+1)
2 +1)2

t—1

t (2 1
~To(t -7 5 Y R “(”)), (m =)

s=1

s(s+1)2

s=1

2T w? - 1 tl(2s+1) , g(Tt!,t) , g(t!, 1)
TH(l) t—>oo (Qt' Z (s+1)2 ) * tlggo ( ()2 B Ttliglo (¢)?

t—1

— s(s+1)2
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Z toho uz skrze (4.17) musi byt

N

47

(T —1rg(l) 6
(T —1)-rg(l) = 24. (4.18)

Pokud je tedy H silny kvaternionovy a T je prvocislo, je jiz rg(n) jednoznaéné urceno
jako

Naopak lze z tohoto vyvodit, pro kterd T' toto muze nastat. Ziejmé musi rg (1) byt sudé
¢islo, nebot N(—6) = N(6) pro kazdé 6 € H(R) a § = —0 plati pouze pro 6 = 0. To znaci
2 | rp(1) = 2%, neboli (T — 1) | 12, coz dévé jako moznosti

T € {2,3,5,7,13}

(pozadujeme, aby T' bylo prvocislem).
Zaveérem kapitoly ukazme, ze nekonecna fada na pravé strané (4.17) ma stejny soucet
jako rada

(e 9]

1
52
s=1

K tomu nejprve dokazme znamy teleskopicky soucet

o] oo t
1 1 1 1 1 1
_— = - — :1'1[] — — zlm ]_—— :1
Zs(s+1) 23:1 (s S—I—l) tioo;1 (S S+1> tioo( t+1)

s=1

S jeho pomoci uz snadno méame
2

T - - 1 1 - 1
F:Zs - ((s+1)+(s+1)2>:1+2(8+1)

s=1 s=1

S
1 X1 =1
= jg:'a' 252‘5
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Cile vytyceného v uvodu — zobecnéni kvaternionového dukazu Lagrangeovy a Jaco-
biho véty o ¢tyfech ctvercich na dalsi kvadratické formy — jsme uspésné dosahli. Ziskali
a dokazali jsme vysledky analogické k Jacobiho vété pro devét kvadratickych forem (viz
tabulku 5) a navic univerzalitu ti{ dalich forem, konkrétné

(2% + 2y + 20°) + 2(2% + 2w + 2u?),

(2® +24%) + (y2 — aw) + 2(2* + 2w?),

(2° + 2y + 2y%) + 3(2* + 2w + 2w?).
Poznamenejme, ze pro tyto formy s nejvétsi pravdépodobnosti neexistuje explicitni vzorec
podobny Jacobiho vété, nebot hodnoty rg(n) se pro pifslusné obory H chovaji zddnlive
nahodile — kupiikladu pro (A, B, u,v) = (2,3,1,0), tedy posledni z uvedenych forem,

dostavame skrze numerické vypocty hrubou silou pro nékolik malych prvociselnych n
hodnoty

TH(Q) = 4, TH(3) = 2, TH(5) = 8, TH(7) = 22,
re(11) = 20, re(13) = 20, ra(17) = 24, r(19) = 32,

Metody uzité v této praci by zajisté bylo mozno uzit i na dalsi kvadratické formy.
Zvlastni pozornost zasluhuje forma (3.1) pro (A, B, u,v) = (3,2,1,3), coz dava T' = 13.
Vzpomenme, ze v sekci 4.4 jsme pii zkoumdani vztahu T a ry(1) v piipadech, kdy T je
prvocislo a H silny kvaternionovy obor, stanovili 7' = 13 jako jednu z hodnot, pro kterou
by mohl H byt silny kvaternionovy. Stacilo by tedy v tomto piipadé pouze dokézat, ze
H je oborem hlavnich idealu, a okamzité bychom skrze teorii vybudovanou v této praci

obdrzeli
rug(n) =2 Z d,

¢emuz odpovidaji i numerické vypocty pro mala n.

Zajimavym smérem dalstho zkoumani je téz vyznam prvociselného rozkladu 7" pro vlast-
nosti oboru H. Napft. se zd4a, ze pro prvociselna T' existuje vzdy az na izomorfizmus prave
jeden obor H tvaru (3.3), zatimco pii slozeném T', pokud ma H néjaky (prvorozlozeny)
silny kvaternionovy nadobor GG, dochazi k tomu, Ze je-li ¢ nejmensi ptrirozené ¢islo s vlast-
nosti ¢G C H, pak plati ¢ | T" a zaroven je G izomorfni néjakému oboru (3.3) s 7" = %.
Obecnéji se pak lze tazat, zdali existuji néjaké silné prvorozlozené obory H se slozenym
T. To obory H, pro néz je T slozené a pro které jsme dokazali analog Jacobiho véty, silné
kvaternionové urcité nejsou. Pro kazdy z nich je totiz T' sou¢inem dvou ruznych prvocisel
(tedy bezctvercovym ¢islem) a navic jsme dokazali

TH(n):2ch—c Z d

qtd|n p,qtd|n
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pro néjaké ¢ € N a ruzna prvocisla p, g. Plati tedy

ru(p) = c(2p + 1), ru (p?) = c(2p” +2p+ 1),

ale pokud by byl H zéroven silny kvaternionovy obor, pak by vétou 4.1.10 plynulo

=c(4p* +2p+1) > c(2p* + 2p + 1),

3 3
TH(p2):C' (2p) —1 20_8]9—1
2p+1)—2 2p —1

coz by znacilo spor. Zodpovézeni této otazky, blizsi osvétleni vlastnosti (prvorozlozenych)
silnych kvaternionovych G D H ¢ poctu ruznych H tvaru (3.3) pro dané T by tak bylo
velmi zajimavym a hodnotnym vysledkem.

Uplnym zavérem pro uplnost zminme, ze az na ekvivalenci existuje pouze konecény
pocet univerzélnich (pozitivné definitnich — tedy takovych, které nabyvaji vzdy pouze
nezapornych hodnot a nuly pouze tehdy, jsou-li vSechny argumenty rovny nule) kva-
dratickych forem ¢tyf proménnych. Uplny vyéet téchto forem byl stanoven a dokdzan
na zacatku 21. stoleti (viz [2] a [1]).

Umluva. Reknéme, ze kvadratickd forma f v m proménnych reprezentuje prirozené n
) )
pokud rovnice f(z1,...,z,) =n ma celo¢iselné fesent.

Tvrzeni (Véta 290). Pozitivné definitni kvadratickd forma reprezentuje vsechna prirozend
¢isla, pravé pokud reprezentuje vsech 29 cisel

1,2,3,5,6,7,10,13, 14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26,
29,30, 31, 34, 35, 37, 42, 58, 93, 110, 145, 203, 290.

Tvrzeni. AZ na ekvivalenci existuje prdave 6436 univerzalnich pozitivné definitnich kvad-
ratickych forem ve ctyrech proménngjch.
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