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Anotace

Cilem prace je vytvoiit softwarovy systém, ktery vsobé bude efektivnim zplsobem
kombinovat ndstroj pro méteni a sbér dat na pocitaci s matematickym softwarem (Computer
Algebra System), ktery bude mozné pouzit pro jejich pfimé zpracovani ¢i samostatné vypocty
a feSeni tloh. Software disponuje piehlednym grafickym rozhranim, jehoz ovladani zvladne i
bézny stfedoskolak (bez nutnosti napf. ovladdat programovaci jazyk). Jeho funkce
V soucasnosti pokryvaji celou stiedoskolskou matematiku a vybrané obory vyssi matematiky.
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Annotation

The goal of this project is to create a software system which combines a measurement tool for
taking measurements and collecting data from sensors with a computer algebra system that
can be used for direct processing of the data and/or individual calculations and problem
solving. The software system offers a user friendly GUI simple enought so that even ordinary
high school students can work with it (without for example having to learn a programming
language). At the moment its functions cover al topics of high school math a some chosen
university level math topics.
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Uvop

CSE-Lab je software napsany v C# zaméfeny na studenty, ucitele a celkové vSechny zajemce
o matematiku, fyziku a blizké obory. Software v jednom celku kombinuje néastroj pro méfeni
(vzorkovani signdlu z analogovych senzort a jeho zpracovani) a matematicky software, ktery
mize byt pouzit pro okamzité vyhodnoceni namétenych dat a jejich ndzornému srovnani s
teorii, ¢1 samostatné vypocty, simulace a feSeni uloh. Soucasti prace je 1 tvorba méticiho
hardwaru s USB pfipojenim, ktery zajistuje vzorkovani signalu a komunikaci s PC. CSE-Lab
predstavuje fadove levnéjsi alternativu ke komerénim systémiim stejného zaméteni.

1 MERICIi SYSTEM

Samotny méfici systém se sestdva z grafického rozhrani piimo spojen¢ho s matematickym
softwarem a hardwarového modulu po piipojeni senzorit s USB rozhranim.

1.1 Hardware

Hardware je zaloZeny na mikrokontroléru ATMEGA328P-PU naprogramovaném v Arduino
IDE a umoznuje ptipojeni 1-2 senzori pti vzorkovaci frekvenci az 2 kHz nebo 1-5 senzort pii
400 Hz. Rozliseni pievodniku je 10 bitd. Je mozné piipojit libovolné analogové senzory
s vystupem v rozsahu 0-5 V. Krom¢ toho je systém osazen indikaénimi LED diodami, USB
portem a bluetooth modulem pro bezdratovou komunikaci. Napajeni je zajisténo pies USB,
Vv piipadé bezdratové operace pies napajeci konektor. V souc¢asnosti je hotovy i prvni prototyp
vylepsené verze hardwarové desky, ktery navic disponuje i dotykovou obrazovkou, ptes
kterou je mozné méteni fidit a ménit jeho parametry bez neustalého odebihani k pocitaci.

Obr. 1 - Mé&fici hardware



1.2 Softwarové rozhrani

Softwarové rozhrani slouzi k ovladani meéticiho hardwaru a nastaveni parametri méfeni.
Zaroven zobrazuje v realném case namétena data do grafu, ze kterého je mozné napft. pfimo
odedist integral ptes zvolenou oblast, nebo data prolozit polynomem.
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Obr. 2 - Grafické rozhrani méficiho systému

Systém umoziuje nastavit pro kazdy senzor podminky automatického spusténi a pozastaveni
méfeni, umoznujici uzivateli automaticky filtrovat vstupni hodnoty a uchovat pouze ty, které
zadané podminky spliuji (pouzitelné napt. pro zjiSténi, za jak dlouho napéti poklesne na
urcitou uroven nebo jak dlouho byla zakryta opticka zavora).

Trigger Settings »
Start Conditions
Use autorun
) And
@ Or
Stop Conditions
UUse auto-termination
() And
@ Or
Vase = v/ [ ][ s defout

Obr. 3 — Podminky automatického spusténi/ukonéeni méfeni



Pro odstranéni Sumu je k dispozici zpracovani pomoci diskrétni Fourierovy transformace, pti
kterém se ze signdlu odstrani uzivatelem vybrané slozky o vysoké frekvenci. Pfed kone¢nou
aplikaci zpétné transformace je vzdy mozné si UCinky zvoleného nastaveni prohlédnout
v ndhledovém grafu.

S Signal Processing — X
Data info
_ 5 Seti Inverse DFT
X axis: Y axis: :
Samples Count: 1571 Samples Count: 1571
Max Value: 7.864 Max Value: 1,58846525814272
Min Value: 0 Min Value 0.0684261574584555
Average Value:  3,93288224061107 Average Value: 0,902958871481084
Frequency analysis
DFT k- Copy Values: Copy
Calculate 0 ~ | [1412 54838709678 ~
1 10,6376809037143-402 65!
N 2 232,667650958313-40,112
U ETLACEL] 3 11,9493205342853-83,647:
. 4 185,416153186353+152 48
N= 1571 5 -63,6064051787622+51 24
- & -13,5853203844852+19, 74
kmax= 1570 7 -12.2853154256425+17 75
] -30,3583822322453+46 66:
5 -68,7580914161761+32 57
_ 10 ¥ | | 4.85480047157416-60.267 ¥ Polynomial Fit  [Rg]
Inverse DFT i Copy Values: Copy 0
[ Calodlaie | [o ~ | [1.0607562901543151 - 0
1 1,0646507015959659
T e
. 4 1,076987756071089 X axis: Copy Y axis: Copy
N= 1571 5 1,08126256119345
6 1.0255893631138203 0 ~ ||1.3098723227761485 ~
jmax= 1570 7 1.0299500382309804 0.005 1.2316715542521594
I3 1.094326288R066538 0.018 1,30987259227761485
g 1.092699709985754 0.018 1.23167155425215994
I 1/1030523547204809 0019 13098725227 761485
. - 1 1.1072660813589663 0.031 1.2658846529814272
(o= 12 v 1]1%52355553551 52 v 0.031 1.324535679374389
Min 0,034 1.2561094819153335
R 0,039 1,324535679374389
Treshold l:l 0,044 1.2561094819159335
resnal App|y Cancel 0.05 1,3587487781036167
. 0,054 1.2854345951124144
Use Noise Reduction 0.06 v |[1.3440860215053763 &

Obr. 4 — Okno pro zpracovani dat pomoci DFT

Systém predstavuje pii zachovani vSech funkci, které bézny student vyuzije, fadoveé levnéjsi
alternativu ke komerénim $kolnim méficim systémim (cena hardwaru cca. 250 K¢). Oproti
ostatnim systémim nabizi mnohem jednodu$$i a uzivatelsky pfivétivé rozhrani a piimé
propojeni s matematickym softwarem pro zpracovani a uloZzeni naméfenych dat.

2 MATEMATICKY SOFTWARE

Matematicky software je zaloZeny na grafickych pracovnich listech, na které je mozné kromé
rovnic, matematickych vyrazl, grafii a dalSich prvkl pfimo souvisejicich s vypocty vkladat i
obrazky, textova pole, video nebo dokonce pIné¢ funkéni okna webového prohlizece. Diky
tomu je mozné software pouzivat i pro vyuku a tvorbu nadzornych interaktivnich prezentaci,
které mize ucitel pfimo obohatit i 0 experiment a praci s realnymi daty.

CSE-Lab disponuje velmi Sirokou vybavou funkci pokryvajici celou stfedoskolskou
matematiku a vybrana témata vysSi (komplexni Cisla, matice, integraly a derivace,
diferencidlni rovnice, tenzory a dalsi). VSechny funkce jsou dostupné bez potieby ucit se

jakykoliv programovaci jazyk, diky cemuz je software dostupny opravdu pro kazdého.



V soucasnosti jsou jiz hotové zaklady vestavéného programovaciho jazyka, ktery by
zkusené€jSim uzivatelim zjednodusil praci a umoznil plné vyuzit potencial softwaru, jde vSak
o nadstavbovou funkci, vSechno bude nadéle pfistupné i bez ni.

e +1=0 3/T0+74i=5+1i Complex numbers

1273
A=| 456
7 889i Matrix calculations

det A =15+ 129

7,2,-9)=(4,5,6)=(57,-42,-3
Inserted picture (7,2,-8)=(4,5,8)=(57, »-3)

(1.2,-5) (4,5,6)=-40 Vectors

Textbox

Derivative calculation
RTF Farmar

%e”ms( ax2)=as“( cos( BXZ)-ZJ(SM( axz))

Obr. 5 — Pracovni list s ukdzkovymi komponentami

2.1 Zobrazovani vyrazu

nteractive table

5 ; =
3 2 475
5 0 125
7 2 325
9 4 5.25

Numeric integration
1,3

J.Ix’ +yfdx dy =9,925125

[’}

Veskeré vyrazy jsou zobrazovany v grafické formé (jako kdyby byly psadny na papir). Toto se
déje zcela automaticky, uzivatel pouze zapisuje vyrazy v textové forme, nemusi se ucit zadny

jazyk pro tvorbu jejich grafickych reprezentaci.

Math expression editor

Expression: |defiat'=defiat/sar(1-v"2/c"2)

oK

Realtime preview update

Fortt

Cancel

Obr. 6 — Grafické zobrazeni zadavaného vyrazu
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2.2 Proménné

Pro zjednoduseni vypoctlt nabizi program moznost definovat neomezené mnozstvi vlastnich
proménnych a funkci. Proménné mohou byt definovany konstantni hodnotou, vybranymi daty
z méfeni nebo pomoci vstupniho pole, které dynamicky méni obsah proménné podle
uzivatelského vstupu. Proménnych vyuziva i systém zadavani matic a tenzort.

z=25n2

k=_VZ

2

sin ( k)=1

Obr. 7 — Definice proménnych a jejich pouZiti ve vypoctu

2.3 Funkce

Uzivatel mize snadno definovat a pouzivat vlastni funkce jedné 1 vice proménnych.
Argumenty funkci mohou byt libovolné matematické objekty podporované programem (Cisla,
vycCislitelné vyrazy, matice, vektory, tenzory). V piipad¢ vice argumentli se zadavaji jako
vektor (odd€luji se pomoci ,,;).

f(x)=logz( x +7)
f(5)=5
g( h)=~/x1x2

1
g ( —, 2 ) =05
8
Obr. 8 — Definice a pouziti vlastnich funkci
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2.4 Vyhodnocovani vyrazi

Vsechny vyrazy jsou vyhodnocovany automaticky v oboru komplexnich ¢isel, vybrané funkce
vSak pouzivaji jinou variantu vypocetniho algoritmu pro n¢ optimalizovanou, kterd pouziva
pouze realna Cisla. Program piimo nabizi ptreddefinované zakladni konstanty (e, pi, i) a sadu
ptiblizné 50 funkci plné pokryvajici bézné vypocty, véetné napt. aproximaci Gama funkce a
Riemannovy zeta funkce.

/- 1090 +54i=5+9i

r(6)=120

n(sin®(12)+e +cos” (12)-1)=7

Obr. 9 — Ukazka vyhodnocovani vyrazi

2.5 Matice

Matice se zadavaji zkrze nazorny dialog, ktery uzivatele provede celym procesem. Béhem
zadavani program vzdy po stisknuti klavesy enter ulozi aktualni vstup na dané soutadnice a
sam se posune do vedlejsiho pole. V ptipad¢ potieby je mozné se vratit nebo rychle presunout
na libovolné pole v matici jednoduchym zaddnim jeho soufadnic. UZivatel mlZe vytvaret
matice libovolnych rozméri, jedinym omezenim je vykon pocitace a velikost obrazovky.

12



MatrixEditor x

Editor

Mainx name: Realtime updates

|g- | A — Egtic:) Change font
1z&- b ]

rows columns - Copy Paste

2 Inputt interpretation

8 \x+6

OK Cancel

Obr. 10 — Okno pro zadavani matic

Prvky matice mohou byt libovolné vyrazy, které je mozné vyhodnotit v oboru komplexnich
Cisel. Zavisi pouze na vysledku, vyrazy samy mohou obsahovat vektory, tenzory i dalsi
matice. S maticemi Ize po jejich definovani pracovat stejné jako s ostatnimi vyrazy. Matice je
mozné scitat, odc¢itat a nasobit, kromé toho je k dispozici fada funkci napt. pro spocitani
determinantu (libovolného fadu), inverzni matice nebo transpozici. K jednotlivym prvkim
matice je mozné prfistupovat zapsanim jejich soufadnic do hranatych zavorek za jméno
matice.

i 50 2 3 102
456 7 34
A=l 5 9 0 1 B=156
2 3 45_9 78
det A = 584 - 10806 i
1i 4 8§ 2 31+ 16136 + 22
v | .51 5 9 3 98 120
A 2 6 0 45 AB=| 4 60
3 7 1 -9 173 214

Obr. 11 — Ukazka maticovych vypoét
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K vypoctu determinantu jsou k dispozici funkce pouzivajici Gaussovu eliminacni metodu
(rychlejsi, vzhledem k pouziti déleni vSak mize zptsobit zaokrouhlovaci chyby v ptipad€, ze
matice obsahuje velmi velkd nebo mald Cisla) nebo rozvoj podle tadku/sloupce a vypocet
pomoci subdeterminanti (pomalej$i, ale vzhledem k pouziti pouze ndsobeni a séitani vzdy

piesny).

2.6 Vektory

Z libovolnych vyrazli je moZzné sestavit vektor napsanim do zavorek ,,()* a oddélenim ,,;,
napt. (1;a;z+5). Rozméry jednotlivych vektori nejsou nijak omezeny. S vektory je mozné
pracovat stejné jako s ostatnimi prvky, navic jsou podporovany operatory - (skaldrni soucin,
Ctrl+*) a x (vektorovy soucin, Alt+*). K jednotlivym prvkiim vektoru lze pftistupovat
zapsanim piislusného indexu do hranatych zavorek za vektor.

h=(1,2,3)
k=(4,5,6)
h k=32

hxk=(-3,6,-3)

hx(2,4,6)=(0,0,0)

Obr. 12 — Definice a vypoéty s vektory

2.7 Tenzory

Tenzory libovolnych fadl a rozméri se stejné jako matice zaddvaji pfes ndzorny graficky
formulaf. Defaultné nejsou slozky tenzorti na pracovnich listech kvili jejich velkému poctu
zobrazovany, v piipadé potieby je v§ak moZzné cely tenzor zobrazit. Jednotlivé prvky tenzord
opét nejsou nijak obsahové omezeny, dokud jsou vyhodnotitelné v redlnych Eislech.

K odliseni kovariantnich a kontravariantnich indexi jsou pouzity znaky ,,1“ a ,|“ zadavané
pfimo pomoci Sipek na klavesnici. K pfechodu mezi kovariantnimi a kontravariantnimi
slozkami tenzoril je pouzit metricky tenzor, ktery mize uzivatel nastavit pro kazdy projekt na
libovolnou hodnotu (implicitné je nastaven 3 rozmérny euklidovsky prostor, k dispozici je
nékolik pfedem vytvofenych metrik, napt. povrch koule, plochy c¢asoprostor,
Schwarzschildova metrika, uzivatel si vSak mize definovat zcela vlastni). S tenzory je mozné

14



provadét vSechny bézné operace, ve vypoctech je pouzita Einsteinova sumacni konvence.
K jednotlivym prvkim tenzort se piistupuje stejnym zptisobem jako u matic a vektord.

Tensor Definition x
Tensor Properties
Tensor name: Rank: 3 Dimensional 4 Dimensional
T B NEEN| NN T k
Indexes: (Separsteby””)  DIMENSIONS: (Separsteby ") d Order 3rd Order 1J
[s.ik | [ | 4 Order 441 Order
Denote covariant indexes using |
Denote contravariant indexes using
Tensor Value
index:
Vower ||| savae tii
73 B
9 2 5
g 1 4
T 112=
112 lij—s
- 1 4 7
T =
! 03 6
9 2 5
L=
2 5 8
1 4 7
0 3 6
oK Cancel

Obr. 13 — Dialogové okno pro zadavani tenzort

Lij—
-7 3 B — Tk gl
9 2 § V= Tcr Uk
8 1 4
lij—
_ 11 4 7
Tk = .
! 0 3 6 L=
93 2 5 - 103 - 244 - 385
Lij—s - 56 - 197 - 338
9 5 8 81 - 150 - 291
1 4 7 L=
0 3 6 yl= | 43 1T 26
! 45 14 23
32 1120
Lij—
k= _2% 76 136
uk= |0 -5 & 56 56 116
2 8 12 156 36 96
.56 0 2

Obr. 14 — Nasobeni tenzora®

! Tenzory vyssich fada jsou graficky zobrazovany pomoci vnorenych tabulek zobrazujici hodnoty pro riizné
kombinace indexd, napf. tabulky u tenzoru T odpovidaji hodnotam indexu k 1, 2 a 3 (shora doli)
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2.8 Jednotky

Uzivatel mize ve vypoctech pfimo pouzit jednotky. K dispozici jsou vSechny zakladni
jednotky SI a mnozstvi vedlejSich s vlastnimi jmény, v pripadé potieby je mozné jednotky
mezi sebou libovolné¢ kombinovat (ndsobit a dé¢lit) a definovat pomoci znamych nové. Aby
nedoslo ke kolizi s ndzvy proménnych, zacina ndzev jednotky vzdy znakem ,,%*. Program
akceptuje 1 pfimo nasobky jednotek, zadavaji se klasicky pomoci ustanovenych piedpon napf.
5*%mA program interpretuje jako 5 miliampéri. Vysledek vypoctu je vzdy automaticky
vyobrazen ve vhodnych jednotkach a jejich nasobku.

c .
W=QOOUF a=5m52
X
N s
—% —=1Pas v(x)=] adx
m
0
-1
10" 6V = 1,60217653 J v(05s)=25ms
X
\/Qz+ Hz H )’
( =10 s(x)=Q v(x)dx
72
0

s(30s)=45km

Obr. 15 — Vypoéty s jednotkami

2.9 ZjednoduSovani vyrazi

Soucasti programu je funkce pro zjednodusovani vyrazd. K tomu je na vyraz aplikovano
mnozstvi rlznych pravidel, program napf. pos¢itd vSechny ciselné hodnoty v souctu a
vysledek ve vyrazu zapise jako celé ¢islo nebo zlomek v zdkladnim tvaru, vykrati vyrazy ve
zlomcich, kde je to vhodné vytkne Céast vyrazu pted zavorku, piepiSe opakované cleny
Vv souctech a soucinech na jejich nasobky, resp. mocniny a dalsi... ZjednoduSovani probiha
v ¢isté symbolické forme, vyrazy proto mohou obsahovat i nedefinované ¢leny.
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ab c i d+1
3 ( 4 ) (1+d)b’

dc 4cﬁazd3

Obr. 16 — Zjednoduseni zlomku

Sa+5a 4+1+a—863+'1
9 ~ 7 2 -9 14

Obr. 17 — Uprava vyrazu

2.10 Symbolické derivovani

CSE-Lab umoznuje uzivateli spocitat derivaci libovolného tadu jakékoliv diferencovatelné
funkce v symbolické formé. VSechny vysledky jsou automaticky zjednodusovany.

4 2
d — y S5x -3x
= /n(ﬂx - X +1)-2(1+x5-x3)

X
&y o J V()

3zyx

oz oy ox y \/(x2+y2+22)

2

é 2

—cos(ax+y’)=-(cos(ax+y’))a
ox

2

e
- cos(ax+y3)=.6y(sin( ax+y3)).9(cos(ax+y3))y

4

oy

Obr. 18 — Symbolické derivovani
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2.11 Symbolické integrovani

Stejné jako derivovat miize uzivatel i integrovat libovolné funkce. Program se vzdy pokusi
integral najit pomoci zdkladnich metod (tabulkové integraly, substituce, racionalni funkce, per
partes), pokud je integrace tispé$na, nabidne program k vysledku i postup, kterym jej ziskal.

2 2
—"n(x)+axdx _ax +in (X)+
X 2

C

sin ( x)

Joos (x) & 73V (0w

n T+n
In (ax)dx=!n (ax)+c
b x b(1+n)
S x )
3 dy = - 2 4 C
(x2+a) X 4(x2+a) ¥

Obr. 19 — Symbolické integrovani

2.12 Numerické integrovani

Integraly ve vyrazech jsou standardn€ vyhodnocovany numericky s bud'to pevné danou
velikosti nebo poctem krokd (uzivatelsky nastavitelné¢). Takto je mozné pocitat 1
vicerozmérné integraly.
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4

x“ 4y dx dy =121,828

Obr. 20 — Numerické integrovani

2.13 Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Program nabizi feSeni jak obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich soustav, tak i parcialnich
diferencialnich rovnic (1 a 2 rozmérnych).

Pro obycejné diferencidlni rovnice a soustavy jsou implementovany metody Runge-Kutta az
4. ¥adu. Reseni je zobrazeno vzdy graficky, v ptipadé soustavy rovnic si mize uzivatel zvolit
mezi zobrazenim jednotlivych funkci nebo vyvoje celé soustavy (pro 2 a 3 rovnice).

Z49.1043158066368 o<y

Obr. 21 — Lorenzuv atraktor

U parcidlnich diferencidlnich rovnic je feSeni zobrazeno jako animovany graf, ktery si
uzivatel miize libovolné pozastavit a piehrdvat, dokonce je mozné nechat vygenerovat
sekvenci obrazki do zvolené slozky. K feSeni se pouzivd metoda konecnych diferenci,
k dispozici je jak explicitni, tak i implicitni schéma.
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Obr. 22 — Reseni PDE — rovnice vedeni tepla

%u:O,osvzu
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Obr. 23 — Reseni PDE — VInova rovnice

5° 5° 8°

u= 5 u+0,5—2u

ot ox ay
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2.14 Provazani s namérenymi daty

Ptes definice proménnych je mozné do pracovnich listi pfimo vlozit namefena data. Kromé
importu konkrétnich vzorkll jsou k dispozici funkce jako maximum, posledni hodnota,
prumér. Zaroven je v programu vestavéna i pfimo matematicka funkce, ktera vrati hodnotu
odpovidajici zadanému Casu (uzitend napt. pifi pouziti naméfenych dat jako okrajové
podminky pro diferencidlni rovnice). Pti opétovném provedeni méieni se vSechny hodnoty
automaticky aktualizuji a prepocitaji.

Samping Setings Settings
Measurement Status

Fieed Sampling Frequency: 1002 Ht =

[R—— 106 Open

Samples Court:

Sampling Frequency: 1k

Pobmomsal Fi.

Dervaive

Obr. 24 — Méfici rozhrani s naméfenymi daty

Definition Input X
Input Settings Graph U]
Axis: ® X Oy
Channel: 1 5

Sample number:

Units: Vi
Import with units
| Last |
Unit: % (s
First
Average

Variable Name: | |
Change font Polynomial Fit g
:
OK Cancel
:

Obr. 25 — Dialogové okno pro import hodnot
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t = 1,47799999999995 s

Obr. 26 — Importovana hodnota

2.15 Grafy

2.15.1 2D Grafy

Dvojrozmérné grafy umoziuji zobrazeni az péti fad do jednoho grafu. Graf vzdy automaticky
piizpisobi své métitko nejvyssi absolutni hodnoté, ktera se v ném vyskytuje, graf vS§ak mize
uzivatel libovolné déle posouvat a zoomovat. Pifimo v grafu je mozné odecist derivaci
v ur¢itém bod¢ a urcity integral ptes zvolenou oblast (oboji numericky), stejné jako provést
regresi polynomem az 7. fadu. Do grafu je mozné zadat nebo editovat piimo jednotlivé
hodnoty, automaticky vytvofit graf zadané funkce na libovolném intervalu nebo nechat vstup
postupné naplnit ¢isly ze zadaného intervalu.

Obr. 27 — Graf zobrazujici funkce sin(x), cos(x) a jejich souéin
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Polynomial Fi. [l

Derivative

Obr. 28 — Odetteni obsahu plochy ptimo v grafu

Graph Settings

Settings

Pt

¥ axis label IEI

[] Hide labels [ ] Hide buttons

Integral color [ ]

Dervative colar

Fit color [ ]

Calculate for plat: 1

4k

Line Width 15 =

4

Coordinates decimal places |2 =

Background Color _

Auis/Text Color

Cancel

Set Default

Draw Plots
[+ 1
M 2
3 Il
4
V5

Select All

Dezalect A

(Grid
[] Draw Grid

Obr. 29 — Vizualni nastaveni grafu
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2.15.2 3D Grafy

3D grafy pfichazi s fadou vizualnich nastaveni, jako intenzita a smér osvétleni nebo barevna
skala, ve které je graf zobrazen. Uzivatel si mize zvolit, zda chce zobrazit graf pouze jako sit’
bodli nebo jako spojity pevny povrch. S grafy je mozné libovolné posouvat, zoomovat a
otacet. Uzivatel muze pfimo editovat jednotlivé hodnoty, nechat zobrazit graf libovolné
funkce 2 nezavisle proménnych nebo vykreslit plochu zadanou parametricky.

x=(10+3cos(v))cos(u)
y=(10+3cos(v))sin(u)

z=3sin(v)

Parameters
u From: |0 To 2pi
v From: |0 To 2pi
Step size: |01 Plot

Obr. 30 — Torus zadany parametrickymi rovnicemi

3D Graph

&
&
SESNNNS e,
SO "3 e
DRI % 55 AR

O
Ay
s

999

Obr. 31 — Graf funkce 2 nezavisle proménnych, hyperbolicky paraboloid
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3DGraphSettings X

Label Settings Color Settings Rendering settings

Xaxslbel  [X3 esckgound: | O Doy o ] Draw e
¥ s label T3 Text: (® Draw suface

Z axis label Z 8,95985575234(

Graph name |30 Graph Light intensity '
[ ] Hide labels [] Hide buttons

Graph Settings

Light direction | 1;0;-1 |

Color Gradient: Use full color spectrum Grid opacity '
o
o Cance

Obr. 32 — Vizualni nastaveni 3D grafu

2.15.3 Komplexni grafy

3D grafy jsou pouzity i k zobrazeni grafii komplexnich funkci. Pro kazdou funkci jsou
vytvofeny tfi oddélené grafy zobrazuji redlnou slozku, imaginéarni slozku a absolutni hodnotu
z&vislé proménné.

i

Y

L l

)
. o

L
il %/,'%

/
.

U

Obr. 33 — Graf Gamma funkce — absolutni hodnota

26



2.16 Databaze funkci

Vzhledem k mnozstvi vestavénych matematickych funkci obsahuje program databazi funkci,
ve které je mozné vyhledavat podle jména nebo popisu funkce. U kazdé polozky je zobrazeno
jméno, ukazkovy zplsob pouziti a popis. Stejné databaze existuje i pro konstanty.

B8 Functions List — x

Search by name: | |

Search by description: | |
Functions: Function info

csc ~ .
ctrans MName: GCD Copy
degToRad
det Use: GCD{@ED)
dim
arf Description:
factorial —
floar Retums the greatest common divisor of a and b.

gamma

Eammaln

gdet

Im

irnteqgral

inverse

lem

lineq

linEqSystem

In

log

mag b

Obr. 34 — Databaze funkci

2.17 Uzivatelska rozSireni

Uzivatelé mohou z vlastnich definic funkci a proménnych (véetné matic, vektort a tenzort)
snadno vytvafet vlastni balicky rozSifeni, které mohou sdilet s ostatnimi. Program nové
rozsifeni saim nainstaluje a vlozi nové funkce a konstanty do databaze. Podle potieby je pak
mozné jednotliva rozsifeni spravovat, zapinat nebo vypinat.
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ES Extensions Manager X
[ g

Installed extensions: Extension Info
uations solvers
EElic:r Function Mame:  Inverse Hyperbolic Functions

Gamma Function Expansion

Author. - Kamil Muchunka
Reciprocal tigonometric functions
Lnit matrices Description:
Wector expansion

This extension adds inverse hyperbolic functions:

-arcsinhix)
-arccosh(x)
-arctanhifx)

= Kamil Mudrunka 2016

Enabled

Close

Obr. 35 — Spravce rozsiteni

3 ALGORITMY A IMPLEMENTACE

CSE-Lab je cely napsany v jazyce C# a kromé samotné aplikace se sestdva z velkého mnozstvi
dynamickych knihoven a dalSich soubori, proto bylo nakonec nutné vytvortit vlastni instalacni balic¢ek.
Veskery kod je vlastni dilo autora, program nepouziva zadné knihovny tfetich stran. V této ¢asti prace
Budou detailnégji popsany vybrané ¢asti programu, jejich navrh a tvorba.

3.1 Zpracovani vyrazi
Vétsina vypocetnich modult, zpracovani vyrazi a jejich grafické vykreslovani vychazi z rozkladu

vyrazu do binarniho stromu, jehoz uzly pfedstavuji jednotlivé operatory a vétve operandy (popt. udaje
o funkci, mezich integrace, ...). Stromy jsou pak zpracovavany rekurzivné.
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Obr. 36 — RozloZeni vyrazu do binarni stromu

Pti tvorb€ bylo primarné cileno na univerzalnost systému, tj. schopnost zpracovat opravdu libovolny

-----

cenu niz§iho vykonu oproti specializovanym softwarim. Pro urcité ulohy, kde hraje vypocetni vykon
podstatnou roli, nabizi software uzivateli kromé obecné varianty i variantu vypocetniho algoritmu
optimalizovanou pro dany problém, avSak ne tak obecnou (napf. kdyZ si budu chtit vykreslit graf
jednoduché funkce, nepottebuji matice nebo tenzory, tudiz pouziji rychlejsi variantu, kterd matice ani
tenzory neresi, stejné tak pfi feSeni diferencialnich rovnic az na konkrétni pfipady vétSinou nejsou
potfeba komplexni Cisla a uzivatel si tak mtize vybrat i rychlejsi variantu pracujici pouze s redlnymi
Cisly).

3.2 Matematické objekty

Pro vSechny matematické objekty (komplexni ¢isla, matice, vektory, tenzory) byly napsany
samostatné dynamické knihovny, diky ¢emuz je mozné je pouzit i v dalSich aplikacich bez
nutnosti v§e programovat znovu. Pfi zpracovani vyrazil ve formé stromu vraci vZdy program
objekt obecné tfidy jazyka C# ,,object®, od které jsou vSechny ostatni datové typy odvozeny a
teprve poté se zkontroluje typ vraceného objektu a provede se potiebna operace nebo vypsani
na obrazovku. Tento mechanismus mi umoZziiuje snadno a efektivné program rozSitovat o
nové objekty pfi zachovani jednoduchosti a piehlednosti kddu, ktery se zlistava stejny, pouze
se roz§ifi o zpracovani operaci s pfidanym objektem (napt. kontrola, zda mé dand operace
vitbec smysl, nelze tfeba s¢itat vektory a skalary, nasobit vektor skalarem naopak jde).

3.3 Tenzory

Pro podrobné&jsi popis a ukazku implementace konkrétniho problému jsem zvolil tfidu
predstavujici tenzor obecného fadu, kterd zaroven implementuje i zdkladni operace s¢itani,
odcitani a nasobeni v¢etné Einsteinovy sumacéni konvence.
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Na zacatek je tfeba poznamenat, ze program z praktickych divodi rozliSuje mezi vektory a
tenzory prvniho fadu. Zatimco tenzory pro plnou funkénost vyzaduji od uzivatele definovani
metrického tenzoru, ktery umoznuje pievadét mezi riiznymi polohami indexti a zaroven ale
omezuje rozméry tenzori v daném projektu na pouze jednu hodnotu (s 3D metrickym
tenzorem musim pouzivat trojrozmérné tenzory, jiné rozméry nebudou fungovat), vektory
jsou osvobozeny od této komplikované definice a pracuji s euklidovskym prostorem, rozmér
nijak neni omezeny, zadavaji se prostym oddélenim slozek stiedniky a uzavienim do zavorek.
Tento krok byl proveden pro zptistupnéni a zesnadnéni pouziti vektorti pro stfedoskolaky,
ktefi tenzory neznaji a pro zjednoduseni vypoctl, které tenzory nepouzivaji.

Prvnim problémem je samotné uloZeni tenzoru do paméti. Bylo potfeba vymyslet
mechanismus, ktery by byl schopen popsat tenzor libovolného fadu a rozmérd a zaroven by
umoznoval snadnou implementaci zékladnich operaci. Soucasnym feSenim je tfida nazvana
LvarArray“ (pole proménnych), ve které jsou uloZeny vSechny prvky tenzoru do dvou
jednorozmérnych poli (jedno obsahuje numerické hodnoty prvkl, druhé jejich symbolickou
formu) spolu se systémem adres a metod jednoznacné ptifazujici kazdé kombinaci indexa
pravé jeden odpovidajici prvek. Systém adres je navrZzen nejobecnéjSim moznym zpusobem,
tenzor mize mit dokonce riizné rozmeéry v riaznych indexech.

Nejjednodussi je vysvétlit jej na nazorném piikladu: Uklddam Ctyirozmérny tenzor ttetiho
fadu. Celkem tedy bude mit pole 64 prvki. Indexy budou nabyvat hodnot 0 az 3. Pro kazdou
hodnotu prvniho indexu dostavam 16 rGznych moznosti, jak zvolit dalsi dva indexy. Poté, co
zafixuji i1 druhy index mi zbyvaji dal$i 4 hodnoty. Prvky tedy mizu do pole ulozit tak, aby
jejich adresy vracely odpovidajici prvni index jako adresu délenou 16 (se zbytkem), hodnotu
druhého indexu jako zbytek po prvnim dé€leni déleny 4, atd. Takto je mozné ulozit
jednoznacné tenzor libovolného fadu. V ptipadé¢ riiznych rozmérii pro rizné indexy se budou
pouze ménit délitelé v jednotlivych krocich, ktefi jsou vzdy soucinem poctu rozméri vSech
nasledujicich indexd. Cast kodu vytvafejici strukturu adres je k nahlédnuti spolu
s vysvétlenim v Priloze 1.

Kromé samotnych poli a adresové soustavy obsahuje tfida tenzoru jesté pole urcujici rozméry
V jednotlivych indexech, defaultni indexy, které budou pouzity, pokud uZzivatel pfi vypoctu
7adné nezad4 a pole urcujici, které indexy jsou kovariantni a které kontravariantni.

Na takto uloZenych strukturdch je snadno implementovatelné s¢itani a odc¢itani. Staci pouze
zkontrolovat, zda maji tenzory shodné rozméry a fady a poté projet jednorozmérna pole prvki
obou tenzorl a secist piislusné prvky na stejnych adresach, nebot’ ty jsou pro stejné rozméry a
fad vzdy shodné.

Nasobeni je opét jednoduché, vytvoii se novy tenzor, jehoz fad je souctem fadli ndsobenych
tenzord, zkopiruji se jejich indexy a polohy a projedou vSechny jejich kombinace, pro kazdou
se akorat prondsobi odpovidajici prvky a ulozi se vysledek (symbolicky, numerické
vyhodnoceni pak provede samostatny blok kédu, ktery je soucésti jadra programu a stara se i
0 numerické vyhodnocovani matic a vektori).
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Pokud se pfi ndsobeni objevi dva stejné indexy v opacnych polohach, je aplikovana
Einsteinova sumacni konvence. I zde je implementace pomérné prosta, nejprve se najdou
vsechny dvojice stejnych indexti a pak se vzdy po jedné odstranuji a provadi se soucet pies
vSechny jejich hodnoty pro vSechny kombinace ostatnich indexd az do odstranéni vSech
dvojic. Koéd provadéjici na tenzoru automatickou sumaci je k nahlédnuti spolu s vysvétlenim
v Ptiloze 2.

3.4 Symbolické derivovani a integrovani

Reseni symbolickych vypoéti ukazu na derivacich a integralech. Vyraz je nejprve, jak je
popsano vyse, rozlozen do binarniho stromu.

Pti derivovani jsou rekurzivné zpracovany jednotlivé podstromy, na které jsou podle
operatord v uzlech aplikovana ptislusna pravidla pro derivovani. Vysledek je poté odeslan na
zjednoduSeni.

Pti integrovani je postup slozit€jsi, protoZe neexistuje Zddnd obecna metoda. Existuje Rischitv
algoritmus [8] schopny zintegrovat libovolnou funkeci, jejiz integral je mozné vyjadiit pomoci
elementarnich funkci a zdkladnich operaci, ten je ovSem nesmirné slozity a jeho
implementace daleko pfevysuje rozsah této prace. Proto byly kromé zakladnich tabulkovych
integralt implementovany bézné¢ vyucované metody substituce, per partes a parcidlnich
zlomka.

Nejprve jsou z integralu vyjmuty vSechny konstanty. Nasleduje pfepsani vSech odmocnin na
raciondlni mocniny a dé€leni na vynasobeni vyrazem umocnénym na -1. Poté se provede test
vuci tabulkovym integralim. Pokud neni dany vyraz v tabulce, postupuje se dale a vyraz je
testovan, zda neni racionalni funkci.

Pokud je vyraz raciondlni funkce, je provedeno polynomialni déleni a vyraz je rozdélen na
podil a zbytek. Podil je zintegrovan pomoci pravidel pro polynomy. U zbytku se hledaji
kofeny jeho jmenovatele. K tomu slouzi vzorce pro jmenovatele fadu 2 a 3, nebo extrakce
raciondlnich kofenil ¢i numerické metody a nasledné déleni pro vyssi fady. U numerickych
metod program po nalezeni necelo¢iselného kotenu vzdy testuje také nejblizsi celo¢iselnou
hodnotu, numerické algoritmy nezarucuji vzdy Uplné pfesné feSeni. Poté jsou sestaveny
vSechny jmenovatele parcidlnich zlomkl a ptislusnd soustava linearnich rovnic pro urceni
jejich Citateli. Ta je poté vyfeSena pomoci inverzni matice. Zbyva uz jen podle tabulek
zintegrovat jednotlivé parcialni zlomky.

Pokud vyraz neni racionalni funkce nebo integrovani parcidlnimi zlomky z n€jakého divodu
selze, ptichazi na fadu substituce. Postupné jsou zkontrolovany vSechny podstromy daného
vyrazu (kontrola je optimalizovana proti zbytecnym iteracim jako je kontrola podstromu
linedrni funkce, nebot’ tu ma pro efektivitu smysl vzdy substituovat celou). Nasledné se
vSechny potencialni substituce vyzkousi a vyberou se ty proveditelné. Ty se ndsledovné
ohodnoti podle miry, do jaké vyraz zjednodusi (pocet uzli ve stromu) a v ziskaném potadi
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poslou znovu na zacatek integra¢ni procedury. Pokud je néktera z integraci uspéSna, je
substituce vracena pro ziskani vysledku.

Jako predposledni vyzkousi program metodu per partes, pokud je to mozné. Funkce je
rozdélena na soucin dvou. Opét se vyzkousi vSechny kombinace a vyberou se ty proveditelné.
Pro kazdou se pak ur¢i, kterd z funkci se bude integrovat a ktera derivovat. Pro urychleni
vypoctu toto program odhadne na zakladé tabulek hodnoticich jednotlivé funkce. Pokud
vybrany postup nevede k feSeni, je vyzkouseno jest¢ prohozeni obou funkci. Jestlize prvni
aplikace per partes nevede piimo k vysledku, ale pouze k novému integralu, je k nému pfi
odesilani na novou integraci pfilozena informace o ziskani z per partes a pivodnim integralu a
pfi opakovaném pouziti per partes se kontroluje, jestli se vypocet nevratil k pivodnimu
integralu, ten je pak nasledné snadno spocitan.

Teprve az po vycerpani vSech metod je aplikovana linearita a integral je v piipadé souctu ¢i
rozdilu rozdé€len na dva. Pouziti na za¢atku by mohlo znemoznit nékteré substituce a nevedlo
by tak Kk vysledku. Pokud je integral nalezen, je odeslan na zjednoduSeni. V pribéhu
integrovani program také prehledné zapisuje jednotlivé kroky, které si poté uzivatel muze
zobrazit.

3.5 Meérici hardware

Mg¢tici hardware vychazi z open-source platformy Arduino, konkrétné desky Arduino UNO. Pro
snizeni vyrobni ceny vSak byly vypustény vSechny komponenty, které pro dany ucel nejsou potiebné.
Mikrokontrolér ATMEGA328P-PU tvorici jadro celého systému byl naprogramovan pomoci Arduino
IDE a cely obvod byl postaven na prototypové pdjeci desce (perfboard) a ndsledné zasazen do
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hardware pouzit pfimo samotné desky Arduino, které maji mnohé skoly ve své vybavé.
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ZAVER

Cilem prace bylo vytvorit softwarovy systém, ktery by efektivnim zplisobem kombinoval
matematicky a vypocetni software s nastrojem pro sbér dat ze senzort a byl svym ovladanim
dostupny i béznym stfedoskolaktim. Cile se podafilo dosahnout jak s méfici ¢asti programu,
ktera pfi zachovani vSech podstatnych funkci a rozumného rozliSeni predstavuje fadove
levngjsi alternativu ke komerénim systémum, tak i v oblasti matematického softwaru, ktery jiz
v soucasnosti disponuje bohatym vyctem funkei pokryvajicich celou stfedoskolskou
matematiku a mnozstvi témat z vy$s$i matematiky.

Software je neustale dale rozvijen, obohacovan o nové funkce a optimalizovan z hlediska
vykonu a uZzivatelského rozhrani. Diky své vSeobecnosti je pouzitelny v prakticky libovolném
oboru. Mezi hlavni cile do budoucna patii dokoneni vlastniho vestavéného programovaciho
jazyka, jeho dal$i vyvoj a pfeneseni celé aplikace na dalSi platformy, tj. tablety a chytré
telefony, spojené s tvorbou webové formy celého softwaru.
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6 PRILOHA 1: ZDROJOVY KOD UKLADANI TENZORU

[Serializable]
public class varArray

{
public varArray(int Rank, int[] Dims)

{
rank = Rank;
dims = Dims;
if (rank == dims.Length)
{
}
else

{
}

CreateInnerArray();

throw new ArgumentException("Rank and dims don't match!");

}

public int rank;
public int[] dims;
public int[] adresses;

public string[] vals;
public double[] Dvals;

private void CreateInnerArray()

{
int total = 1;
foreach (int i in dims)

{
}

vals = new string[totall];
Dvals = new double[total];
for (int i = @; i < vals.Length; i++)

{
}

adresses = new int[dims.Length];
for (int i = adresses.Length - 1; i >= 0; i--)

{

total *= i;

vals[i] = 5

int mult = 1;
for(int j = i; j < adresses.Length-1; j++)
{

mult *= dims[j + 17;

adresses[i] = mult;

}

public int getLoc(int[] inputIndex)
{

int loc = 0;
for (int i =

{

0; i < inputIndex.Length; i++)

loc += adresses[i] * inputIndex[i];

}

return loc;




Vyobrazeny kod je pouze Uryvkem, tfida dale pokracuje metodami pro piecteni ¢i zapis na
konkrétni hodnoty indexi. Cleny rank a dims uréuji ¥ad tenzoru, resp. rozméry v jednotlivych
indexech. Pole adresses uklada pristupové délitele pro jednotlivé indexy. Pole vals a Dvals
ukladaji symbolickou (textovou) formu jednotlivych prvkl a jejich numerickou hodnotu.
Metoda CreatelnnerArray volana v konstruktoru tiidy na zdkladé danych rozméra naplni pole
adres a ptipravi pole vals a Dvals. Metoda getlLoc pak slouzi k ziskani jednorozmérné adresy
odpovidajici zadanym hodnotam indexd.
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7 PRILOHA 2: ZDROJOVY KOD EINSTEINOVY SUMACNI KONVENCE

public Tensor SumOverIndexes()
{
List<string> normalIndexes = new List<string>();
normalIndexes.Add(this.Indexes[0]);
List<string> dummyIndexes = new List<string>();
for (int 1 = 1; i < this.Indexes.Length; i++)
{
bool normal = true;
for (int j = ©; j < normalIndexes.Count; j++)
{
if (normalIndexes[j] == this.Indexes[i] && covariant[j] != this.covariant[i])
{
normal = false;
dummyIndexes.Add(this.Indexes[i]);
normalIndexes.RemoveAt(j);
break;

}

if (normal)

{
}

if (normalIndexes.Count == this.Indexes.Length)

{
¥

else

{

normalIndexes.Add(this.Indexes[i]);

return this;

Tensor res;

res = (Tensor)this.Clone();

while (dummyIndexes.Count > 0)

{
string remIndex = dummyIndexes.Last();
dummyIndexes.RemoveAt(dummyIndexes.Count - 1);
List<int> newDims = new List<int>();
List<string> newIndex = new List<string>();
List<bool> newCov = new List<bool>();
int dummyl = -1;
int dummy2 = -1;
for (int i = @; i < res.Dims.Length; i++)

if (remIndex != res.Indexes[i])

{

newDims.Add(res.Dims[i]);
newIndex.Add(res.Indexes[i]);
newCov.Add(res.covariant[i]);

}

else
if (dummyl == -1)
dummyl = ij;
}
else

{
}

dummy2
}
}
Tensor T = new Tensor(res.Rank-2, newDims.ToArray(), newIndex.ToArray(),

int[] idimsl = new int[T.Dims.Length];
for (int i = @; i < idimsl.Length; i++)

idims1[i] = T.Dims[i] - 1;




for (int i = @; i < T.values.vals.Length; i++)

{
int[] finDim = new int[res.Dims.Length];
int dummyVal = 0;
string resStr = "";
while (dummyVal < res.Dims[dummyl])

{
int lastI = 0;
for (int j = @; j < res.Dims.Length; j++)

if (j == dummyl)
finDim[j] = dummyVal;
else if (j == dummy2)

finDim[j] = dummyVal;
}

else

finDim[j] idims1[lastI];
lastI++;
}
}
resStr += "(" + res.values.GetElement(finDim) + ")+";
dummyVal++;

}

resStr = resStr.Remove(resStr.Length - 1, 1);
T.values.SetElement(idims1l, resStr);
for (int w = idimsl.Length - 1; w >= 0; w--)

{
idims1[w]++;
if (idimsi[w] < T.Dims[w])

break;

else if (w == 09)
{

for (int h = @; h < idimsl.Length; h++)
idimsi[h] = 0;

}

else
idimsi[w] = 0;

}
}

res = T;

}

return res;

Ze zdrojového kdédu byly vynechdny prazdné tadky, aby mohl byt na dvé stranky rozumné
rozdélen a zaroven zlstal Citelny. V prvnim cyklu se postupné projdou vSechny indexy a
roztfidi se na neopakované (normalni) a opakované (dummy). Prvni index se bere jako
normalni, u kazdého dalsiho se zkontroluje, jestli uz se v normalnich nenachazi. Jestlize ano,

je presunut do opakovanych. Pokud jsou nalezeny opakované indexy, je nejprve vytvofena

kopie ptivodniho tenzoru, na které se bude kontrakce provadét. Poté jsou zkopirovana vSechna
pole vlastnosti pivodniho tenzoru kromé téch odpovidajicich poslednimu opakovanému
indexu. Je vytvofen novy, o dva fady niz§i tenzor. Poté se postupné projdou vsechny




kombinace indexil nového tenzoru (k tomu slouzi pole idims1) a na kazdou se ulozi vysledek
po poscitani pies vSechny hodnoty vybraného opakovaného indexu (v textové, symbolické
formé, o numerické vyhodnoceni se nasledné postara jina ¢ast kodu). Posledni cyklus posouva
hodnoty idims1 postupné tak, Ze se projdou v§echny mozné kombinace indext. Cely cyklus se
opakuje, dokud nejsou odstranény vSechny opakované indexy.
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