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Anotace

V této praci se zabyvam odlisnymi typy chovani, které vykazuje slabé tlumeny nelinearni oscilator
pfi buzeni periodickou silou, konkrétné fyzikalni kyvadlo. Pfedpokladané chovani kyvadla
v raznych rezimech potvrzuji numerickym fesenim diferencialnich rovnic, které pohyb kyvadla
popisuji, a vysledky experimentu.

Oproti prostudované literatufe pfinasim navic blizsi popis toho, jak konkrétné se kyvadlo chova
v raznych oblastech rezonancni kfivky, jaka je vazba mezi kyvadlem a buzenim, dale pfinasim radu
specifickych grafu, které chovani buzeného kyvadla popisuji, napf. plosnou rezonancéni mapu.
Diferencialni rovnice fesim ve vlastnich skriptech v jazyce Python, mohu tedy na zakladé
mnohacetnych simulaci zobrazit prakticky libovolnou zavislost.

Teoretické vysledky porovnavam s experimentem. Nelinearnim oscilatorem je zde fyzikalni
kyvadlo s vlastni periodou kolem frekvenci kolem 0,7 Hz, kyvadlo je buzeno DC motorem
ovladanym Arduinem. Shoda numerickych feseni a experimentu je vynikajici.

Klicova slova
nelinearnf oscilator, buzené kmity, rezonance, vazba, fyzikalni kyvadlo, oscila¢n{ mody

Annotation

In this paper I study different types of behaviour of driven nonlinear oscillator (specifically physical
pendulum), which is driven by periodic force. The assumed behaviour of pendulum in different
regimes is confirmed by numerical solutions of differential equations, describing the pendulum
movement, and by results of experimental data.

Beside the studied literature, in this work there is a closer description of how pendulum behaves
in different areas of resonance curve, what coupling is observed between pendulum and driving
force. Furthermore, there are many specific graphs describing the pendulum behaviour, e. g. maps
of resonation. The ODEs are solved in own easily modifiable scripts written in Python language,
therefore it is possible to show essentially every dependence of parameters.

The theoretical results are compared to the experiment (nonlinear physical pendulum with natural
frequency about 0.7 Hz driven by DC motor and Arduino). The agreement between theoretical
solution and experiment is very good.

Keywords

nonlinear oscillator, driven oscillations, resonance, coupling, physical pendulum, modes
of oscillation
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1 Uvob

Pojmy kmitani a vlnéni jsou ve velké mife zastoupeny nejspise ve vSech myslitelnych oblastech
tyziky — kmity a vlny jsou snad urcitym zptisobem fundamentalnim jevem naseho vesmiru. Kmity

a vlny jsou na mnoha drovnich v pozorovatelném vesmiru vsudypfitomné.

Zda se, ze 1 v oblasti klasické mechaniky stale existujf jevy, které stoji za to studovat. Domnivam
se, ze prave specifické chovani nelinearnich oscilatora by mohl byt jeden z nich.

V ramci své prace se zabyvam chovanim buzeného nelinearniho oscilatoru, konkrétné chovanim
buzeného fyzikalniho kyvadla s velkym rozkmitem. Domnivam se, ze jsem pozoroval nékolik

odlisnych oscilacnich médu, které jsou mezi sebou dobfte rozlisitelné.

Pfi jednom z téchto méda dochazi k zvlastni harmonizaci kyvadla a periodické budici sily. Jak je
znamo, frekvence nelinearniho oscilatoru zavisi na amplitud¢ kmita. Zda se, ze kyvadlo smétuje
vzdy k takovému kmitani, aby bylo v rezonanci s frekvenci zdroje — za podminky, Ze je budici sila
dostatecné velka.

Kyvadlo ma tendenci ,naladit se” na frekvenci buzeni, je-li frekvence buzeni dosazitelna
pii urcité amplitudé kmitt kyvadla.

matematické kyvadlo v této praci oznacuje hmotny bod na nehmotném zavésu o urcité délce,
k zadné dalsi aproximaci nedochazi — tedy i matematické kyvadlo se muze chovat jako nelinearni
oscilator pfi velkém rozkmitu

fyzikalni kyvadlo v této praci oznacuje realné kyvadlo, kdy téziste nelezi na volném konci kyvadla
a zaves kyvadla neni nehmotny

oscila¢ni méd v této praci oznacuje rezim kmitd, ktery je popsatelny, pozorovatelny a odlisitelny
od ostatnich



2 MATEMATICKY ROZBOR

2.1 Elementarni fyzikalni rozbor

Matematicky popis fyzikalnfho kyvadla je dobfe znamy a pomérné jednoduchy.

Dle zakona sily, thlové zrychleni je dano podilem momentu sily a momentu setrvacnosti. Vychyleni

kyvadla je vyjadfeno thlem ¢, zrychleni kyvadla je tedy druhou derivaci thlu ¢ podle casu.

Obrazek 1
Moment sily: M = mg - sing - 1
Moment setrvacnosti necht’ je znacen J.
d’¢ ..  mgl sin ]

Znaménko minus na pravé stran¢ se objevuje v dusledku toho, ze vektor zrychleni ptsobi ,,proti®

okamzité vychylce.
2.2 Tlumeni kmit

Rovnice [1] je diferencialni rovnici popisujici netlumené a nebuzené kmity fyzikalniho kyvadla.
Vzhledem k tomu, ze pocitame s velkym uhlovym rozkmitem, neni mozné nahradit sinus linearn{
funkci a tato rovnice je tedy fesitelna analyticky pomérné obtizné (1), pficemz se nabizi alternativa
v podobé feseni numerického.

Dalsim krokem bude popsani odporovych sil, v prvnim pfibliZzeni se nabizi klasicky popis znamy
z rovnic pro tlumeny harmonicky oscilator, kde je intenzita tlumeni pifimo umérna rychlosti,
v tomto piipadé ahlové rychlost, tj. prvni derivaci thlu podle ¢asu, tedy



Y =—cep— nglsinfp [2]

¢ necht’ je konstantou

Abychom vztah [3] zpfehlednili a zjednodusili, provedeme substituci

mgl
(1)0 = I

J

a konstantu ¢ vyjadfime analogicky jako v rovnici klasického tlumeného harmonického oscilatoru.
c = 2{ Wy
Ziskavame nasledujici rovnici:
0 . 2 .
¢ = —20weP — wo” sing [3]

Graf 1 ukazuje tlumené kmity kyvadla (1 m dlouhé matematické kyvadlo, pocate¢ni vychylka 85°)
v zavislosti na stupni tlumeni, je-li ¢ =0, pozorujeme netlumené kmity, je-li ¢ <1,

zaznamenavame tlumené kmity, pfi ¢ = 1 hovofime o kritickém tlumeni.

Graf 1 — kmitan{ kyvadla v zavislosti na stupni tlumen{

— zeta=0
zeta = 0.3
50} — zeta=1
— zeta =2
P \ /
= 0
=
2,
=
_50

Cas [t]

2.3 Buzeni kyvadla

Diferencialni rovnici [4] nyni rozsifime o clen buzeni — prozatim uvazujme buzeni jednoduchou

periodickou funkci, jako je sin nebo cos.



P = —2{wy® — wy? sing — Asin wt [4]
Vyraz A sin wt pfedstavuje periodické buzeni o amplitudé A a thlové frekvenci w, znaménko
pfed timto clenem neni rozhodujici, ovliviiuje pouze, zda periodické buzeni zacne pusobit
v kladném nebo zaporném sméru.
Finalni zapis diferencialni rovnice bude nasledujici:
P+ 2{wo@ + wy?sing + Asinwt =0 [5]
Tato rovnice je fesitelna numericky.

2.4 Konkrétni numericka feSeni pro jednoduché kyvadlo

NiZe zobrazime nékolik numerickych feseni rovnice [5], pro nazornost pro buzené 1 m dlouhé
mymatematické“ kyvadlo (ve smyslu - veskera hmotnost je v bodé¢ 1 m vzdaleném od osy otacent).
Vlastni frekvence takového kyvadla pro malé vychylky je pfiblizné 0.498 Hz, tj. vlastni perioda
kolem 2 s.

Graf 2 — chovani harmonického a nelinearniho oscilatoru
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OranZova kfivka v grafu 2 reprezentuje numerické feseni této diferencialni rovnice pro konstanty
9o=0, =005 A=2, 0w =wy = 2r-0.498 (kyvadlo je na pocitku v klidové poloze,
vlivem budjic{ sily je uvedeno do pohybu). Modra kiivka znazornuje buzeni (pouze kvalitativné).

Seda kfivka je numerické feseni s naprosto stejnymi pocate¢nimi podminkami jako u éervené
kfivky, ovsem po linearizaci fesené diferencidlni rovnice [5] (nahrazeni sinu linearni funkci) —
(1)02 sing = wozfp . Oranzova kfivka tedy symbolizuje rozkmitan{ kyvadla z klidové polohy
za pfedpokladu, Ze by se kyvadlo chovalo jako harmonicky oscilator.



Rozdily mezi Sedou (harmonicky oscilator) a oranZovou kfivkou (neharmonicky oscilator), jsou
jasné patrné.

Jak je zfejmé, harmonicky oscilator (Seda kfivka) dosahl pfi buzeni o své vlastni frekvenci
(frekvence buzeni a vlastni frekvence kmitd byla ekvivalentni) vysoké rezonancni amplitudy,
vy$si amplitudy, nez jaké v tomto konkrétnim pfipadé dosahuje oscilator nelinearni, tj. realné
kyvadlo. Tato skutecnost ma jednoduché vysvétleni — frekvence harmonického oscilatoru nijak
nezavisi na amplitudé — jeho vlastni frekvence je stejna i pfi vysoké amplitudé. Oproti tomu vlastni
frekvence nelinearniho oscilatoru zavisi na rozkmitu (amplitudé) — jeho amplituda je tedy v tomto

piipad¢ nizsi, aby zustala zachovana rezonance (pomér vlastni a budici frekvence 1:1).

Podivejme se na porovnani realného kyvadla a analogického harmonického oscilatoru jesté
v dal$im pfipadé. Opét rozkmitame kyvadlo i analogicky harmonicky oscilator z klidové polohy
externi periodickou silou, ovsem lehce snizime frekvenci buzeni.

Pro tento nazorny ilustra¢ni pifklad 1m dlouhého kyvadla s téZiStém na volném konci je
zavislost vlastni frekvence na dhlovém rozkmitu nasledujici (bez odporovych jevi):

Graf 3 — zavislost vlastni frekvence kyvadla na thlovém rozkmitu
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Jak je zfejmé, vlastni frekvence realného kyvadla klesa s dhlovym rozkmitem. Neni tedy
piekvapujici, ze pokud vytvotime dal$i numerické feseni (graf 3) pro stejné pocateéni podminky
9o =0, { =0.05 A =2 sonéco niZsi frekvenci buzeni - 0.42 Hz - w = 2w - 0.42 - oproti
puvodni frekvenci 0.498 Hz, bude frekvence nelinearniho oscilatoru — tj. kyvadla vys$si, nez
frekvence analogického harmonického oscilatoru. Dle grafu 3 klesa vlastni frekvence kyvadla
s rozkmitem, kyvadlo (Seda kiivka) tedy osciluje na vyssi amplitudé, nebot’ jsme snizili frekvenci

buzeni a systém ma tendenci zustat v rezonanci.
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Graf 4 - chovani harmonického a nelinearniho oscilatoru, buzeni 0.38 Hz
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Podivame-li se na amplitudu kyvadla po ustaleni, pohybuje se kolem hodnoty 120°, pfi takovéto
amplitudé by dle grafu 3 mélo kyvadlo pfirozené kmitat na stejné frekvenci, jako je nyni frekvence

buzeni (v tomto piipadé 0,38 Hz). Kyvadlo ztustava vici budici sile v rezonanci prave diky tomu,
ze pfizpusobilo svoji amplitudu zménou thlového rozkmitu.

2.5 Mechanické nelinearni oscilatory v literatufe

Resonancni kfivka nelinearniho oscilatoru je dobfe znama, diky svému excentrickému tvaru je
nazyvana v anglickojazy¢né literatute jako foldover efekt (2).

Amplitude
Al

Driving Frequency (w)
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Pik bézné resonancni kiivky se nachazi na vlastni frekvenci harmonického oscilatoru. Pik
rezonancni kiivky nelinearntho oscilatoru se nenachazi na vlastni frekvenci, ale v jeji tésné blizkosti.
Podobnou rezonancéni kiivku mazeme vytvofit pro fyzikalni kyvadlo z diferencialni rovnice [5]

Rezonandni kfivka pro buzené tlumené kyvadlo (fy = 0,5 Hz) vypada néisledovné:

Graf 5 — rezonanéni kfivka pro kyvadlo
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Plné body vznikly numericky fesenim diferencialni rovnice [5], pro kazdou amplitudu buzeni
pro razné pocitecni vychylky ({ = 0.05, wy = 2m - 0.498). Pro frekvence o néco nizsi nez f
muze kyvadlo kmitat bud’ na nizké, nebo naopak velice vysoké amplitudé. Moznym logickym
vysvétlenim je prave to, ze se kyvadlo vysokou amplitudou ,,naladi* na frekvenci buzeni.

Pokud budeme budit kyvadlo z klidové polohy nizkou frekvenci, kterou budeme postupné
zvysovat, bude se zvySovat amplituda kmitd dle rezonanéni kfivky, az preskoci (a) do jiného
,»,modu® a zacne pii dal$im zvySovani budici frekvence postupné opét klesat. Za¢neme-li s vysokou
budici frekvenci, kterou budeme postupné snizovat, dostaneme se do oblasti vysoké amplitudy
a po prekrocent jisté kritické frekvence se amplituda kyvadla prudce snizi (b) a bude se dale lehce

snizovat.

V odbornych clancich k tématu se velice ¢asto uvadi vyse uvedené rezonancni kfivky, zda se ale,
ze tato prace muze bliZze objasnit, jak se konkrétné kyvadlo v raznych oblastech kfivky chova, jaka
je jeho odezva na buzeni apod. Podobnému tématu se vénuje ¢lanek Extraordinary oscillations
of an ordinary driven pendulum (Neobvyklé oscilace obvykle buzené¢ho kyvadla) (3) otisteny
v Buropean Journal of Physics, ktery popisuje urcité typy chovani kyvadla, rovnéz popisované
v této praci. Pojem ,,m6d* se v tomto clanku objevuje v podobném vyznamu jako v této praci.

Dalsi ¢lanek, ktery popisuje odlisné typy chovani kyvadla, je eprint z databaze arXiv: Resonance
oscillation of a damped driven simple pendulum, ktery namisto pojmu ,,m6d*“ pouziva pojem

(19
,,Stave,
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Zajimavych vysledkt s nelinearnim oscilatorem dosahl také Doubochinski, ktery budil kyvadlo
vysokou frekvenci, pficemz budici sily na kyvadlo ptsobi jen v blizkosti klidové vychylky (0°).
Amplituda kyvadla se poté ,,kvantuje®, aby zustal zachovan urcity frekvenéni pomér mezi frekvenci
buzeni a frekvenci kyvadla.

2.6 Numericka feSeni

V piipadé této prace numericky fesime obycejné diferencialni rovnice, nevyskytuji se zde v zadné
podobé parcialn{ derivace, volime tedy jednu z klasickych numerickych metod.

Nabizi se moznost vyuzit jednu z numerickych metod vyssiho fadu (metody Runge-Kutta, RK4,
...), které jsou nejvhodnéjsi v poméru chyba feseni — zvoleny ¢asovy krok (je mozné ziskat velice
pfesné feseni i pro pomérné velky casovy krok).

Diferencialni rovnice uvedené v této praci se ovsem jevi jako nenarocné z hlediska volby numerické
metody (nejevi zvlastni citlivost na pocatecni podminky, chyba feseni se v prub¢hu simulace
viditelné nezvysuje), volime tedy klasickou Eulerovu metodu s konstantnim c¢asovym krokem
(At = 0,001 s), ktera je prehlednd, srozumitelna a umoznuje snadné pozménovani vytvoreného
skriptu 1 rovnic.

Z diferencialni rovnice [5] si vyjadiime dhlové zrychleni nasledujicim zpisobem:

@ + 2{weg + wy?sing + Asinwt =0
P = —2{woP — wy? sin @ — Asin wt
Nasledné¢ probiha simulace v krocich:
On+1 = Pn + @y - At

Pn+1 = Pn + @n - At

Jednotlivé skripty pro numericka feseni piseme v jazyce Python 3, coz umoznuje obecné mnohem
$irsi praci s daty a zpracovani teoretickych i experimentalnich vysledkt oproti vyuziti klasickych, jiz
vyvinutych aplikaci pro numericka feseni.

Pro piipadné vytvateni Rychlé Fourierovy transformace (FFT) pouzivime modul numpy.
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3 OSCILACNI MODY NELINEARNIHO OSCILATORU

3.1 2D ,,rezonancni mapy*

Nasledujici barevné grafy jsou opét feSenim diferencialni rovnice [5] a srovnanim harmonického

a nelinearniho oscildtoru, podminky opét stejné - ¢o = 0, ¢ = 0.05, wy = 27 - 0.498

graf 6 - ¢ + 2{weP + w2 + Asin wt = 0 — po linearizaci (harmonicky oscilator)

graf 7- @ + 2{weP + wo? sin @ + A sin wt = 0 — v pavodnim znéni (nelinearni oscilator)
Graf 6 — zavislost vysledné amplitudy na budici frekvenci a amplitudé

] 200

3.5

&
=)

Bl

1
—_
NS
a1

o
o
Amplituda buzenych kmitu [°]

~J
(@)

Budici amplituda [s?]
. N
3 =)

o)
o

] HARMONICKY
OSCILATOR

N
(&)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Budici frekvence [Hz]

Graf 7 — zavislost vysledné amplitudy na budici frekvenci a amplitudé
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Jak je zfejmé, v grafu 6 pro harmonicky oscilator se objevuje obecné nejvyssi amplituda, pokud
je frekvence oscilatoru stejna jako frekvence buzeni. Harmonicky oscilator se chova perfektné
podle klasické rezonanéni kiivky, coz je i v grafu 6 dobfe viditelné. Budici amplituda ma fyzikalni
rozmér sekundy na méné druhou, jde a amplitudu zrychleni vyvolaného externi silou.

Oproti tomu v grafu 7 se objevuji nejvys$si hodnoty amplitudy pro frekvenci buzeni lehce nizsi
oproti Wg. To je mozné vysvétlit tim, Ze ,,vlastni* frekvence nelinearntho oscilatoru (kyvadla) zavisi

na rozkmitu, viz graf 3.
3.2 Oscilacni mody

Dale se zda, ze buzeny nelinearni oscilator vykazuje nékolik konkrétnich typd chovani

v zéavislosti na budici frekvenci fp a amplitude A.

fp=0 f8=fo fg o ®
*

1 0<fs</fo 2 = 3 fo<1fs
je-li frekvence buzeni je-li frekvence buzeni je-li frekvence buzeni
podstatné mensi nez fo, priblizné stejna jako vlastni podstatné veétsi nez fi, kmitani

chovani kyvadla se pomérné frekvence fp, velice hladce kyvadla se  po  nckolika

rychle ustdli, dale se kyvadlo 4 tychle se rozvine moéd sekundach matematicky
pohybuje zcela periodicky na kmitini na vysoké obtizné popsatelného chovani
malé amplitudé amplitudé ustali, dale se kyvadlo

pohybuje zcela periodicky na
4 fe = fo

blizi-li se frekvence

malé amplitudé

buzeni zdola k vlastni
frekvenci, rozviji se pfi

amplituda

vys$si amplitudé buzeni

nejzajimavéjsi mod, kdy

se kyvadlo harmonizuje

s frekvenci buzeni;
5 nejvyssi amplituda

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

casto (zvlasté pfi vysoké amplitudé buzeni) se rozviji chaotické chovani, kdy odchylka mezi
teori{ a experimentem zavratné roste a jiz nevznikne zadny z vyse uvedenych moda

periodického kmitan{

jindy se kmitan{ kyvadla po c¢ase ustali
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Graf 8 — oscila¢ni médy
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Graf 8 opét ukazuje vyslednou amplitudu kmitt kyvadla po uvedeni do pohybu z klidové polohy

periodickou silou. Cerné body znamenaji, Ze doslo k pfetoceni kyvadla (viz méd 5).

Graf je mnohacetnjm fesenim jiz zminéné rovnice: @ + 2{wo + wo*sing + Asinwt =0

pro konstanty g = 0, { = 0.05, wy = 27 - 0.498.

V grafu 8 jsou oblasti, které jsou piislusné postupné vSem vyse popsanym oscilacnim moédam.
Nejzajimavéjsim oscila¢nim médem je méd 4, z grafu je zfejmé, ze pravé v oblasti moédu Ctyfi je
amplituda nejvyssi. V této oblasti se totiz kyvadlo frekvencéné harmonizuje s frekvenci zdroje, ktera
je nizsi nez jeho vlastni frekvence. Obecné lze fici, ze nizsich frekvenci dosahuje kyvadlo pfi vyssim

rozkmitu — proto vysoka amplituda.

Dile se budeme jednotlivym moédiam vénovat podrobnéji.
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3.3 Bl

vV

zs1

popis oscilacnich méda

,Oscilacni® méd 5 lezi mimo oblast naseho zajmu, nebot’ v souvislosti s timto médem kyvadlo

nevykazuje znamky pravidelného periodického pohybu a specifické zavislosti pohybu na buzeni.

Obecné Ize fici, ze 1ze dosahnout kteréhokoliv oscila¢cniho médu z libovolné pocatecni vychylky

kyvadla v zavislosti na nastavenych konstantach.

NiZze uvedeme dukazy, Zze se dané oscilacni moédy od sebe skutecné lisi. Nasledujici numericka

feseni jsou opét jako v pfedchozich pifkladech vytvofena pro 1 m dlouhé kyvadlo, nizké tlumenti;

pocatecni vychylka nulova.

Nasledujici kfivky zobrazuji rozkmitani kyvadla z klidu vnéjsi periodickou silou, opét feSeni

diferencidlni rovnice (o = 0, { = 0.05, A = 2.5, wy = 2 - 0.498).

20

15+

10+

Vychylka [°]

-10

=15

=20

—25

150

100}

50

Vychylka [°]

—50}

—100+t

-150

Graf 9 — pohyb kyvadla v rtznych oscilacnich médech
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Zobrazime-li si fazovy prostor po ustaleni kmitd, vysledky budou pro jednotlivé oscilacni moédy
nasledujici:

Graf 10 — fazovy prostor pro oscilacni mody 1 - 4

Uhlova rychlost - ¢ [rad-s™]

20-15-1.0-05 0.0 05 1.0 1.5 2.0
Vychyleni kyvadla - ¢ [rad]

9o=0, (=005 A=25 w,=2m-0.498

Nastavena amplituda buzeni i frekvence buzeni je v tomto srovnavacim grafu pro vSechny moédy
opét naprosto stejna (graf 10 je vytvofen z grafu 9).

Jak je zjevné, kiivky modu 1,2 a 3 se od sebe opticky pfili§ nelisi, zavislost je elipticka az kruhova,
odlisuje je pouze velikost — vysledny rozkmit kyvadla v médech 1 a 3 je mnohem mensi.

Caste¢né vybocuje méd 4 — méd harmonizace vysokou amplitudou, kdy se frekvence kyvadla
a pfizpusobi. Zde se vyobrazena zavislost pfipomina spise zaobleny ctverec.

Vyznamnéj$i a zajimavéjsi rozdily jsou v zavislosti okamzitého zrychleni kyvadla na fazi buzeni
po ustaleni pohybu.
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Graf 11 — zrychleni kyvadla na buzeni, médy 1, 2, 3
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Rozdily mezi jednotlivymi médy jsou dobfe patrné. Je-li frekvence buzeni nizka (méd 1), kiivka
zavislosti zrychleni na buzeni sméfuje z tfettho kvadrantu do prvniho, je-li frekvence buzeni
podobnid jako fy (mdd 2), prochazi tato kiivka symetricky vSemi kvadranty. Kolem fy (Iehce pod
nf) dochaz{ ke zlomu a pro vyssi frekvence (méd 3) vysledny utvar sméfuje z druhého kvadrantu
do ¢tvrtého. Kiivky popisujici zavislost okamzitého zrychleni na fazi buzeni jsou pro moéd 2 a 4

podobné (¢ = 0, ¢ = 0.05, A = 2.5, wy = 27 - 0.498):

Graf 12 — zrychlen{ kyvadla na buzeni, moédy 2 a 4
15 ‘ : .

b fB =0.49

10 ’Q’ — fB = 0.4:2

Zrychleni kyvadla [rad-s 2]
o

—10¢+

~1575 —05 0.0 0.5 1.0

Hodnota buzeni - sin(ot)

Kiivka médu 4 se ovsem od kfivky modu 2 lisi. Kfivka moédu 4 na rozdil od ostatnich neni
symetrickd (osové soumérna) a objevuje se zvlastni skutecnost — béhem trvani prvni a tfeti
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ctvrtperiody buzeni je hodnota celkového zrychleni kyvadla de facto konstantni, zatimco
béhem trvani druhé a ctvrté ctvrtperiody celkové zrychleni kyvadla velmi pfiblizné linearné roste
(znazornéno prerusovanou carou).

Pokud tento numericky experiment zopakujeme pro jiné pocatecni vychylky, dostaneme naprosto
stejné kiivky zavislosti, pokud budeme ménit hodnotu tlumeni, zistanou kiivky pro jednotlivé
mody kvalitativné stejné, kvantitativné se pozmén.

Je mozné obecné fici, ze kazdy oscila¢éni méd ma svoji zavislost zrychlenf na fazi buzenf a tato
zavislost je pro jednotlivé oscilacni médy charakteristicka.

3.4 Mod harmonizace vysokou amplitudou — moéd 4

Dal$im pfesvédcivym argumentem, ze mod 4 skutecné existuje jako specificky druh odezvy kyvadla
na buzeni, a neni pouhou ,,superpozici ostatnim modu, je skutecnost, ze se objevi skokove.

Pokud budeme budit kyvadlo o néco nizsi frekvenci, nez je jeho vlastni, napiiklad fp = 0.42, méli

bychom se dle grafu 8 pfi zvySeni amplitudy na urcitou Groven tento méd pozorovat.

Graf 13 — pohyb kyvadla v ¢ase (o = 0, { = 0.05, wy = 2m - 0.498)
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Je evidentni, Zze pokud postupné zvySujeme amplitudu buzeni v médu 1, zvysuje se amplituda
kyvadla, poté dochazi pfi nepatrné konkrétni zméné amplitudy (zde z 1.82 na 1.83) ke skokové
zmeéneé vysledné amplitudy oscilaci (z 50° na 100°), pficemz se kyvadlo dostava do oscila¢niho
modu 4, dale se pii zvySovani budici amplitudy vysledna amplituda kyvadla pfili§ neméni.

Predchozi vysledky mizeme rovnéz uvést jako zavislost zrychleni kyvadla na buzeni:

Graf 14 — zrychleni na buzeni, moédy 1 a 4
15

— AB=1.4:

10
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o

—10¢
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Hodnota buzeni - sin(wt)

Opét je zfetelné, ze po nepatrné konkrétni zméné budici amplitudy (z 1.82 na 1.83), tedy pfi
pfekrocen{ kritické hodnoty se systém skokove vyviji jinym zptsobem.

To, ze k vyznamné zméné chovani kyvadla dochaz{ pfi nepatrné zméné pocatecnich podminek,

muzeme rovnéz povazovat za silny argument proto, ze oscilacntho moéd 4 je definovatelny
a popsatelny.
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3.5 Jakje moZné, Ze dochazi k harmonizaci

To, ze ve ¢tvrtém oscilaénim moédu dochazi k harmonizaci kyvadla a buzeni vysokou amplitudou,
pfimo vyplyva z feseni diferencialnich rovnic, ovsem vysvétlit, z jakého diavodu a jakym zptsobem
k harmonizaci dochazi, je mozné i logicky.

100

50

Amplituda [°]

40 50 60
Cas [s]

0 10 20 30 40 50 60
Cas [s]

Graf 15

Etapy postupné harmonizace uvedené v grafu 15 dale rozebereme. Uvazujme, ze kyvadlo budime
o néco nizsi frekvenct, nez je jeho vlastni. Na pocatku je kyvadlo v klidu, periodicka sila jej rozkmita
z klidové polohy do malych dhla, kde je jeho frekvence pfiblizné fy, tedy vyssi, nez frekvence
buzeni. Pomér frekvence kyvadla a frekvence buzeni je tedy na pocatku o néco vyssi nez jedna.

Frekveneni skluz je zfejmy 1 v grafu rychlosti a buzent:

Rychlost [rad/s]

Buzeni[s~2]

Cas [s]

Graf 16
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V dasledku frekvencniho skluzu vznika asymetrie, zde béhem prvnich sedmi celych cykla kyvadla
pozorujeme sedm a pul kladnych pulperiod buzeni a sedm zapornych pulperiod (graf 15). Je-li
buzeni takto nevyrovnané, systém je pfimo pfedurCen ke zméné. Buzeni na pocatku lehce
pfedbiha rychlost kyvadla, mezi kyvadlem a buzenim ov§em neni nijak zavratny, to znamena, budici
sfla kyvadlo pomérné ucinné uvadi do pohybu (buzeni nepusobi proti pohybu, kyvadlo ,,nebrzdi®)
— v tomto piipadé tedy postupné roste amplituda.

Jak se zvysuje amplituda kmitd, klesa frekvence kyvadla, méni se pomér frekvence kyvadla a buzeni
a zaroven se méni fazovy posun mezi kyvadlem a buzenim — rychlost kyvadla zacne pfedbihat
buzeni, amplituda se postupné lehce snizi.

Rychlost [rad/s]

Cas [s]

Buzeni[s~?2]

24
Cas [s]

Graf 17

Dokud pomér frekvenci nenf jednotkovy, stale je pfitomna asymetrie v buzeni — zména systému je
nevyhnutelna — zde tedy dochazi pro zménu k mirnému snizeni amplitudy.

Tento regulacni mechanismus zpusobuje to, ze se pomeér frekvenci vzdy sméfuje k hodnoté jedna,
at’ uz je zminény pomér frekvenci vyssi, nebo nizsi nez jedna. Hodnotu jedna zde muzeme
povazovat za atraktor, ke kterému vyvoj systému sméfuje. Je-li pomér jednotkovy, buzeni ptsobi
symetricky a systém se chova stabilné, dale jiz nedochéazi k modulaci amplitudy.

Budime-li oscilator periodickou funkci o prakticky jakékoliv frekvenci, ze zminénych davodu se
frekvence buzeni a oscilatoru po ¢ase vyrovnaji, nikoliv pouze ve specialné popsaném modu 4.
Dochazi k tomu ale jinym zpusobem. V ptipadé oscilacniho médu ¢tyfi se mohou frekvenci buzeni
a kyvadla synchronizovat prave tak, ze si kyvadlo ,,sedne na amplitudu piislusnou urcité frekvenci.
Pravé takto vznika zajimavy oscilacni rezim.
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3.6 Frekvence a amplituda kmiti v oscila¢nim moédu 4

V médu 1 a 3 dlouhou dobu plati linearni zavislost mezi budici amplitudou a vyslednou amplitudou
kyvadla. Oproti tomu v médu 4 je amplituda na budici frekvenci zavisla mnohem méné:

Graf 18 — zavislost amplitudy na budici amplitudé
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co
S
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Graf ukazuje zavislost vysledné amplitudy kyvadla na vstupni budici amplitudé pro razné frekvence
buzeni (py = 0, { = 0.05, wy = 2m - 0.498). Pokud zesilujeme buzeni, roste amplituda kyvadla
— poté pii prekroceni kritické hodnoty dochazi k pfeskoku na ctvrty oscila¢ni méd a dale se
amplituda kyvadla pfilis nezvysuje (snizime-li frekvenci buzeni jesté vice, je zavislost na amplitudé

buzena v tomto médu jesté méné vyznamna).

Prerusované cary ukazuji rozkmit, pfi kterém by netlumené kyvadlo mélo stejnou frekvenci, jako
je frekvence buzeni. Podle vyse uvedeného predpokladu, amplituda kyvadla v médu 4 by se méla
blizit ptislusné hodnote. Jak je zfejmé, v ,,harmonizacnim® médu se hodnoty amplitudy blizi této
hodnoté, ovsem realné hodnoty amplitudy jsou o néco vyssi.

Skutecnosti zustava, ze pramérna frekvence kyvadla je ovSem vzdy po ustaleni rovna frekvenci
buzeni (v kazdém oscilacnim modu), ackoliv je konkrétné zde v numerickém experimentu
amplituda kyvadla vys$si, nez pfedpovézena hodnota (pferusovana cara) — coz by bylo mozné
vysvetlit napfiklad linearnim tlumenim, které je zavislé na rychlosti. Frekvenci kyvadla neovliviuje

pouze rozkmit, ale i tlumen{ a buzeni jako takové.
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Graf 19 — frekvence kyvadla po ustaleni v zavislosti na budici amplitudé
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Doposud jsme diferencialni rovnice fesili pro nulovou pocatec¢ni vychylku kyvadla. Pokud bude
vychylka kyvadla dostatecné velkd, napiiklad 160°, staci obecné nizsi amplituda, aby se kyvadlo
udrzelo v oscila¢nim moédu 4.

Rezonancni mapa pro velkou pocatecni vychylku kyvadla bude vypadat nasledovne:

Graf 20 — rezonancni mapa pro velkou pocatecni vychylku
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Jak je zfejmé, diky velké pocatecni amplitudé staci mensi budici amplituda, aby kyvadlo setrvalo
ve ctvrtém oscilacnim modu (neni zde energeticka bariéra, kterou je potfeba pfekonat). V cerné
oblasti doslo k pfetoceni kyvadla (méd 5).

3.7 Harmonizace kyvadla a buzeni

Jak jiz psano vyse, po ustaleni pohybu kyvadla je pozorovana frekvence jeho kmitd vzdy rovna
frekvenci buzeni — vyslednou periodu kyvadla neovliviiuje pouze rozkmit, ale rovnéz odporové sily

a buzeni ,,;samo o sob¢®.

Jiz mnohokrat bylo zminéno, Ze frekvence (netlumeného, nebuzeného) kyvadla zavisi na dhlovém
rozkmitu — s vys$si amplitudou poté klesa frekvence.

Je-li pohyb kyvadla v médu 4, pozorovana (numericky, pifpadné experimentaln¢) amplituda
kyvadla odpovida frekvenci pfislusné pro dany dhlovy rozkmit pro nebuzené, netlumené kyvadlo.

Zobrazime-li si Cerveny vyfez (a) z grafu 20, budou vysledky nasledujici:

Graf 21 — pomér skutecné frekvence kyvadla
a frekvence pfislusné pro dany uhlovy rozkmit
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Skutecné, ve frekvenénim rozsahu pifslusicim moédu 4 je pomér zjisténé frekvence kyvadla
a frekvence teoreticky piislusici pro dany dhlovy rozkmit pfiblizné jednotkovy (nepatrné vyssi).
Kyvadlo si tedy v tomto médu opravdu ,,seda” na amplitudy pfislusné dané frekvenci buzeni.
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Oproti tomu, bily vyfez z grafu 20 (b), ktery nezasahuje do oblasti médu 4, vypada nasledovne:

Graf 22 — pomér skutecné frekvence kyvadla
a frekvence pfislusné pro dany thlovy rozkmit
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V tomto piipadé je pomér jednotkovy pouze ve velmi kratké oblasti médu 3, kdy je frekvence
buzeni blizka fj.

Zda se tedy, ze je opravnéné pojmenovat moéd 4 jako méd harmonizace vysokou amplitudou,
nebot’ se systém udrzuje v rezonanci prave diky vyse popsanému vztahu rozkmitu a ,,vlastni®
frekvence kyvadla.

3.8 Hranice mezi médem 1a4

Jak je zfejmé, hranice mezi médem 1 a 4 je dana amplitudou buzeni. Uvolnime-li kyvadlo z velké
vychylky a je-li amplituda dostate¢na, kyvadlo se udrzuje v médu 4. Rozkmitavame-li kyvadlo
z nulové vychylky, je potfebna vyssi budici amplituda, aby se pohyb kyvadla ustalil v modu 4.

Mnohacetnym numerickym fesenim diferencialnich rovnic ziskame kfivky, které zavislost kritické
amplitudy umoznujici oscilacni méd 4 popisuji.

Je-li pocatecni kyvadla velka, posta¢i obecné nizsi amplituda, aby se kyvadlo v médu 4 udrzelo.
Diky nizké amplitudé buzeni se kyvadlo tak ¢asto nepfetaci, v disledku cehoz se nerozviji chaotické
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trajektorie (méd 5) a kyvadlo se frekvenéné pfizptisobuje ve velmi Siroké oblasti (0.20 Hz —
0.45 Hz).

Graf 23 — zavislost kritické amplitudy na frekvenci
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Budime-li kyvadlo amplitudou pod urovni pfislusné kfivky, rozvine se oscilacni méd 1, prekroéime-
li pouze nepatrné kritickou hodnotu, rozvine se oscila¢ni mod 4. Mezni hodnoty frekvenci jsou
0.22 Hz a 0.45 Hz, oscilacni méd 4 je pro toto nastaveni pozorovan pouze v tomto frekvenénim
rozsahu. Nejnizsi frekvence 0.22 Hz odpovida rozkmitu piiblizne 170°.

3.9 Oscilatni méd 4 a prace Danila Doubochinského

Doubochinského kyvadlo je pomérné znamym fenoménem. Jedna se o lehké kyvadlo s magnetem
na volném konci, které se pohybuje nad civkou napajenou stiidavym proudem s fadové vyssi
frekvenci. Kyvadlo interaguje s civkou pouze tehdy, je-li civece velice blizko, jinak je efekt
vzajemného ovliviiovani civky a kyvadla zanedbatelny.

Je-li budici sila dostatecné velka, amplituda kyvadla se ,,kvantuje®, aby byl zachovan urcity pomér
mezi frekvenci stfidavého proudu a frekvenci kyvadla (celé liché ¢islo). Dle Doubochinského je
takovato amplituda de facto nezavisla na sile buzeni, je-li budici sila dostate¢né velka.

Zda se, ze muzeme hovofit o analogii mezi popsanym 4. oscilaécnim moédem a kvantovanymi
amplitudami v praci Danila Doubochinského.

V médu harmonizace vysokou amplitudou se rovnéz kyvadlo frekvencné pfizpusobuje zménou
rozkmitu a dale je ustalena amplituda viceméné nezavisla na zvySovani budici amplitudy, dokud
budici amplituda nepfekroci kritické hodnoty.
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3.10 Vliv odporovych sil

Nasledujici barevné mapy popisuji zavislost mezi ustalenou amplitudou kyvadla, budici frekvenci,

budici amplitudou a konstantou ¢ vyjadfujici tlumeni (g = 0, wy = 21 - 0.498):

3.5

N oo
&) =)

Budici amplituda [s?]
[\S)
o

0.1 0.2 7 0.4 0.5 0.6 X 0.8 0. X z 0.4 0.5 0.6 ; 0.8

N
v

8
=)

—
w

Budici frekvence [Hz] Budici frekvence [Hz]

N

Budici amplituda [s?]
[ 3]
o

0.4 0.5 0.6 0.
Budici frekvence [Hz] Budici frekvence [Hz]

0.4 0.5 0.6

0.3 0.4 0.5 0.6

Pt 0.4 0.5 0.6
Budici frekvence [Hz]

Budici frekvence [Hz]

o

L R T =2 B I (o R
0100100108

Amplituda buzenych kmitu [°]

0c1
GET

Je-li tlumeni velmi malé, dochazi snaze k velkému rozkmitu a pfetoceni kyvadla — oblast médu 5
je velka.
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Hranice mezi médem 1 a médem 4 je obecné velice ostra — v grafech je patrné, jak prostfedni
oblast vysokych amplitud ostfe vystupuje do popfedi — je-li ovsem tlumeni pfilis velké, jevi se tato
hranice jako neostra a rozmazana — pfechod mezi médem 2 a médem 4 jiz dale neni dokonale

,»skokovy*“.

Zjist'ujeme, ze hodnota tlumeni { se optimalné pohybuje v fadu setin az tisicin, aby bylo mozné
pozorovat popsany oscilacni moéd 4. Autofi ¢lanku (4) hovoil o zajimavych vysledcich
pti hodnotach tlumeni (po pfepocitani) v rozsahu: 0.035 < { < 0.08, to znamena, zeta v fadu
setin, v zavislosti na pocatecnich podminkach vsak muzeme vybirat z Sirsiho intervalu tlumici

konstanty a stale pozorovat vsechny oscilacni mody.
3.11 Diskuse

Predchozi numerické vysledky ve vsech podobach byly pro nazornou demonstraci vytvofeny
pro kyvadlo o vlastn{ frekvenci kolem 0,5 Hz. Z numerickych simulaci ovsem vyplyva, Ze je mozné
zminéné typy chovani kyvadla a oscilacni médy pozorovat pochopitelné nezavisle na néjaké
konkrétni vlastni frekvenci kyvadla.

Zméni-li se vlastni frekvence kyvadla vyznamné, pochopitelné¢ se zméni i rozsahy pozadovanych
hodnot budici amplitudy, budici frekvence, pfipadné i hodnoty tlumeni, aby bylo mozné pozorovat

vsechny vyse popsané moédy chovani kyvadla.

Vyse uvedené piiklady vybral autor s maximalni peclivosti, aby srozumitelné a jasné¢ demonstroval

mozné zpusoby chovani systému a vSechny vysledky uvedl cestné a pravdivé tak, jak jsou.
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4 EXPERIMENT

4.1 Experimentalni aparatura

Experimentaln{ aparatura je tvofena lehkym kyvadlem se zavazim na volném konci, senzorem
rotace PASCO a DC motorem.

Obrazek 3 Obrazek 2 — motor, senzor rotace, zaveés kyvadla
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Obrazek 4 — aparatura

4.2 Lehké kyvadlo
Priblizné pulmetrové kyvadlo je tvofeno lehkou v
plastovou tyci a kovovym zavazim (obr. 4, obr. 6). ‘,

m¢éfené parametry kyvadla:

vzdalenost tézisté od osy otacent: | = (46,1 £ 0,1) cm
celkova délka kyvadla: I' = (61,8 + 0,1) cm

vlastni frekvence: f, = (0,683 + 0,003) Hz

hmotnost kyvadla: m = (90,9 + 0,1) g

o mgl _ mgl |
moment setrvacnosti: | = — = —— ‘
w§ Am?f

J = (0,0223 + 0,0002) kg - m?

4.3 PASCO senzor rotace

Velice pfesny senzor rotace zaznamenava vychylku
v case (a to se samplovaci frekvenci az 1000 Hz). Senzor
rotace zaroven propojuje samotné kyvadlo a budici

motot. o
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4.4 Motor

4.4.1 Zapojeni motoru, fidici elektronika

Periodické buzeni kyvadla je zajisténo DC motorem, ktery je ke kyvadlu trvale pfipojen. Motor je
periodicky zapinan a vypinan polovodicovym relé fizenym programovatelnou deskou Arduino
UNO. Toto feseni je konstrukéné jednoduché a zaroven umoznuje spinani pomérné velkych
proudt.

Budici sila je tedy teoreticky vyjadfena obdélnikovou funkci, kterd osciluje mezi hodnotou nula
a konkrétni nastavenou hodnotou budici sily, viz kvalitativné graf 5.

Graf 24 — obdélnikové buzeni
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Pomérné piekvapive reaguje kyvadlo velmi obdobné na nesymetrické obdélnikové buzeni jako

na symetricky sinus, kmity kyvadla jsou ovSem lehce posunuté po vertikalni ose (stfedem symetrie
kmita nen{ klidova poloha, ale jina blizka vychylka).

4.4.2 Meéfeni momentu sily

Vzhledem k tomu, ze maximalni rychlost nezatizeného motoru je ostfe mensi nez rychlosti,
kterych motor bézné dosahuje béhem pohybu kyvadla, povazujeme moment sily motoru
za konstantni po celou dobu zapnuti, pokud pusobi na kyvadlo stojici i pohybujici se, nebot’ se
jedna o klasicky DC motor. (5)

Moment sily vytvofeny motorem je velmi dulezity parametr ovliviujici chovani kyvadla, méfime
jej tedy dvéma nezavislymi metodami.

I. P¥imo pomoci PASCO senzoru sily s vysokym rozlisenim, ktery je umistén na volném konci
kyvadla v klidové poloze. Po zapnuti motoru pii piislusném napéti hodnota méfené sily skokove
vzroste. Vysledky po pfepocitani jsou uvedeny v grafu 6 a naméfena zavislost je dokonale linearni.
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Chybova tsecka vertikalni je vypocitana vzhledem k pfesnosti odecitani hodnoty pusobici sily,
chybova tsecka horizontalni je odhadnuta.

II. Nepfimo pomoci PASCO senzoru rotace, ktery zaznamenava vychylku kyvadla po zapnuti
motoru. Trvale zapnuty motor lehce vychyli kyvadlo z klidové polohy, az se moment tthové sily
a moment sily motoru ustali v rovnovaze. Takto nepfimo dopocitivime moment sily motoru.
Vertikalni chybova usecka je spocitina z nepfesnosti uréeni vychylky kyvadla (odhad 1°).
Horizontalni chybova tsecka je odhadnuta.

Graf 25 — moment sily v zavislosti na napéti
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Jak je zjevné, hodnoty naméfené odlisnymi zpusoby jsou téméf totozné, fit je v kazdém piipadé
linearni, vzhledem k velikosti chybovych tdsecek jedno méfeni nevylucuje spravnost druhého
a naopak.

Hodnoty naméfené piimo jsou nepatrné nizs$i nez hodnoty naméfené nepfimo, coz je mozna
zpusobeno vnitini dynamikou elektromotoru, ktery by mohl dosahovat o néco vyssitho momentu
az po drobném pootoceni apod.

Pro dals$f praci s hodnotami momentu sily volime data z méfeni nepfimého, linearn{ fit tohoto
méfeni sméfuje téméf dokonale do pocatku [0, 0] a po dosazeni téchto naméfenych hodnot
do diferencialnich rovnic jsou poté jejich numericka feseni blizsi experimentu.

V diferencialn{ rovnici [5] se objevuje ¢len pro periodické buzeni A sin wt, kde amplituda A je
podil momentu sily motoru M a momentu setrvacnosti kyvadla ], hodnota amplitudy se pohybuje

nékde v rozmezf od 1572 do 5 572 pro nastavitelna napéti motoru 3 V az 15 V.

Do diferencialnich rovnic tedy uvadime jako vstupni podminku hodnotu parametru 4 z grafu 23.
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Graf 26 — zavislost parametru A na napéti
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Obrazek 5 — méfenf momentu sily pfimo, volny konec kyvadla a silomér

4.5 Odporové sily, tlumeni kyvadla, finalni diferencialni rovnice

Tlument je dal$i charakteristickou vlastnosti kyvadla, rovnéz zapsané diferencialni rovnice reaguji
na hodnotu tlumeni velice citlivé. Proto je nezbytné nutné tlumeni spravnym zpusobem popsat.
Pozorované tlumeni kmitd kyvadla neni mozné uspokojivé popsat pouze pomoci exponencialniho
tlumeni znamého z diferencialnich rovnic pro tlumeny harmonicky oscilator, proto se pokusime
maximalné pfiblizit fyzikalni realit¢ vhodnéjsim matematickym modelem.
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V grafu 27 je zaznamenané postupné tlumeni kmita kyvadla, které bylo uvolnéno z vychylek 90°
a 160° a dale kmitalo samovolné (2 modré kiivky). Amplitudy kmita nelezi na ¢isté exponencialni
funkci, proto tedy neni mozné najit vhodnou konstantu tlumeni (¢clen 2{wg¢, rovnice 0),

aby vysledné numerické feseni diferencialni rovnice korespondovalo s naméfenou kfivkou tlumen.

Graf 27 — pozorované tlumeni kmitd kyvadla
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Zda-se, ze elektromotor sam pusobi jako dalsi tlumici prvek. Uvazujeme-li, ze motor klade kyvadlu
konstantni odpor pusobici proti sméru pohybu, matematicky popis rozsifime nasledujicim
zpusobem.

P+ 2{wep + £-2(P) + wy?sing + Asinwt =0 [7]
_( 1pokudx =0
z(x) = {—1 pokud x < 0

Clen € je hodnota konstantnfho tlumeni, funkce Z zajist’uje, ze tlumeni pusobi proti okamzité
rychlosti.

Shoda mezi teorif a experimentem je pro obé naméfené kiivky vyborna pro nasledujici parametry
¢ =0.012
£=10.19

a je rovnéz uvedena v grafu 25, ve kterém 2 modré kiivky popisuji experiment a 2 cervené kiivky
simulace.

Zda se tedy, ze tento pfedpoklad byl dostate¢né spravny, aby poskytl pfijatelné dobry popis
tlumeni, ktery poslouzi pro dalsi matematické simulace. Tento popis tlumeni je ale pochopitelné
rovnéz aproximacni, hodnota tlumeni by se mohla lisit napiiklad tehdy, pokud elektromotorem
protéka proud (magnet se pohybuje v magnetickém poli), nicméné i pfesto se tento popis tlumeni
jevi jako pfijatelné dobry.

35



5 SHODA NUMERICKYCH RESENI A EXPERIMENTU
5.1 Diferencialni rovnice pro pohyb kyvadla a jeji finalni znéni

V prvni ¢asti této prace jsou uvedeny vysledky numerickych simulaci jasné a srozumitelné rovnice
[5] pro nazorné pochopeni toho, jak se buzené nelinearni systémy mohou chovat. V této ¢asti prace
budeme porovnavat naméfena data s numerickymi fesenimi diferencialni rovnice, kterou jsme
ovsem pozménili, aby spravné reflektovala podminky experimentu.

Posledni nutnou zménou rovnice [7] je upraveni clenu pro vnéjsi silu tak, aby odpovidal
,obdélnikové funkei®, kterou kyvadlo budime.

@+ 2{weP + wy?sing + Asinwt = 0 [5]
@+ 2{wep + € z(p) + wy’sing + A - f(wt) =0 [8]

1 pokud sinx =0

fe) = {O pokud sinx <0

Porovname-li diferencialni rovnice [5] a [8], obé rovnice popisuji stejnou fyzikalni realitu, pfirozené
tlumené kmitan{ kyvadla, které je buzené externi periodickou silou. Rovnice [8] je pouze
pozménéna tak, aby po strance buzeni 1 tlumen{ idealné popisovala jednotlivé experimenty.

5.2 Konkrétni ukazka shody experimentu a numerického feseni

Dale uvedeme porovnani teorie a experimentu pfi ruznych moédech chovani kyvadla. Amplitudu
uvadime v sekundach na méné¢ druhou (resp. v radianech krat sekunda na méné druhou), nebot’ se
jedna o ,,amplitudu zrychleni” vyvolanou externi silou. Pocate¢ni vychylka je nulova, buzeni
spoustime ve fazi nula (bez fazového posunu).

Graf 28 — frekvence buzen{ f = 0.20 Hz, amplituda A = 3.14 s~2
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Pfedchozi graf ukazuje, Ze diferencidlni rovnice pfedpovidaji i komplikovany vyvoj kmita velice
pfesné. Vysledky uvadime tak, jak jsou, bez jakékoliv modifikace, se vstupnimi podminkami difve
zjisténymi z jednotlivych experimentt. Shoda je ve vSech pfipadech vyborna.

Graf 29 — frekvence buzen{ f = 0.45 Hz, amplituda A = 3.14 572
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Graf 29 — jednoduché malé kmity pfi buzeni pod vlastni frekvenci kyvadla, typicky prubéh.

Graf 30 — frekvence buzen{ f = 0.683 Hz, amplituda A = 3.14 s™2
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Graf 30 — po ustileni pomérné velké stabilni kmity pfi fp = fo.
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Graf 31 — frekvence buzenf f = 1 Hz, amplituda A = 3.14 s72
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Graf 32 — frekvence buzenf f = 0.62 Hz, amplituda A = 3.14 s~2




Graf 33 — frekvence buzen{ f = 0.58 Hz, amplituda A = 5.39 s~2
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Graf 33 — kyvadlo je z klidové pozice vlivem pusobici sily rozkmitano do kritickych ahla (160°

a vice), az se pfetoci a zacne rotovat.

Shoda teorie a experimentu je zpocatku velice dobra, pfi extrémné velkych vychylkach se jiz

kyvadlo chova nestandardné a po pfetoceni vykazuje casto znamky chaotického pohybu (coz neni

v pfipad¢ nelinearnich oscilatort nepfedvidatelné), jako castecné i v tomto pfipadé, kdy zacina

po pfetoceni rust chyba mezi teorif a experimentem.

5.3 Kriticka amplituda

Jak jiz bylo zminéno, pii buzeni v urcitém
frekvenénim rozsahu pod vlastni frekvenci
kyvadla se rozviji nejzajimav¢jsi oscilacni
méd 4, je-li amplituda buzeni vys$i nez
kritickd amplituda; je-li amplituda buzeni
niz8i, rozviji se oscilacni mod 1.

Abychom mohli prozkoumat kritickou
amplitudu v sirokém frekvencnim rozpéti,
uvolnujeme kyvadlo z velké amplitudy (zde
120°). Kyvadlo spoustime velice pfesné
ve fazi s buzenim diky elektromagnetu
fizeném  Arduinem,  ktery  kyvadlo
ve spravném okamziku uvolni.

Obrizek 6

Porovnani teorie a experimentu je nasledujici (modra kifivka je ddna mnohacetnym feSenim

posledni diferencialni rovnice):
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Graf 34 — kriticka amplituda — teoreticka pfedpovéd a experimentalni data
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5.4 Rezonanéni kiivka

Rezonanc¢ni kfivka pro pouzité kyvadlo a dané konstanty (véetné experimentalnich dat):

Amplituda [°]

Graf 35 — rezonanéni kfivka kyvadla, A = 2 (s72)
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Zobrazena rezonancéni kiivka je dana
mnohonasobnym fesenim diferencialni rovnice

a je prolozena vysledky dvou experimentu.

V piipad¢é prvnfho experimentu bylo kyvadlo
buzeno na pocatku nizkou frekvenci (0.3 Hz),

ktera  byla v pravidelnych  intervalech

navySovana o 0.05 Hz)

Druhy  experiment  probihal — obdobné,

pocatecni frekvence buzeni (0.8 Hz) byla

postupné snizovana.

S

oo
P

Obrazek 7 — Elektronika ovladajici aparaturu

Oba experimenty byly bezobsluzné fizeny Arduinem, nedochazelo tedy k pfimému ovlivnéni

¢i zasahu do méfeni. Prabehy jednotlivych experimentu:

Graf 36 — zvySovani a snizovani frekvence
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Vysledky jednotlivych experimentd téméf bezezbytku potvrzuji ocekavani. Pfi zvySovani budici

frekvence se vysledni amplituda jemné zvySuje az na konec kfivky ,,a“, poté dochizi k pfeskoku
vy 1% J Vysuj Vo»ad s p

na kiivku ,,b* a postupnému snizovani.

Naopak v druhém pfipadé pfi sniZovani budici frekvence se amplituda zvysuje do velkych hodnot
na konci kfivky ,,b%, poté dochazi k seskoku na kfivku ,,a, pficemz amplituda kmitd prudce

poklesne.

Setkaji-li se v jednom bod¢ jedné ze dvou kiivek dvé experimentalni hodnoty, rozdil mezi nimi je
zanedbatelné maly (experimenty jsou dobfe reprodukovatelné). Tyto dvojice pfekryvajicich se boda

nejsou na prvni pohled v grafu dobfe patrné.

Shoda experimentu a teorie je vyborna pro vsechny amplitudy, kromé nékolika malo nejvyssich.
Vysvétleni s nejvétsi pravdépodobni spociva v tlumeni. Tlumici sily budou zfejmé pfi takto
vysokém rozkmitu lehce odlisné oproti pfiblizeni, které nabizi fesena diferencialni rovnice. Dalsim

moznym vysvétlenim by mohly byt otfesy aparatury pii velkych rychlostech apod.
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6 ZAVER

Tato prace se zaobira fyzikalnim kyvadlem coby nelinearnim oscilatorem a dusledky, které
nelinearita ma v souvislosti s riznymi typy buzeni.

Na zakladé numerickych feseni diferencialni rovnice se podafilo popsat chovani kyvadla, typov¢ i
ve specifickych pifikladech. Mnohocetné feseni diferencialnich rovnic umoznilo vznik rozlicnych
graft popisujicich specifické zavislosti.

Dalsim aspektem této prace bylo vysvétleni, pro¢ se kyvadlo vzdy pfizptisobi frekvenci buzeni
a jakym zpusobem. Faktory, diky kterym je po ustaleni frekvence kyvadla vzdy rovna frekvenci
buzeni, jsou budici sily jako takové, tlumici sily a thlovy rozkmit.

Vzhledem k tomu, ze frekvence kyvadla klesa s hlovym rozkmitem, pozorujeme zajimavy
oscila¢ni méd s velkou amplitudou kmitu, je-li frekvence buzeni o néco mensi nez f;.

V této praci rozliSujeme Ctyfi oscila¢nf médy v zavislosti na frekvenci buzent:
1. frekvence buzeni ostie mensi nez f;
2. frekvence buzeni pfiblizné stejna jako f,
3. frekvence buzeni vyssi nez f;,
4. frekvence buzeni o néco mensi nez f,

V pfipadé, Zze dochazi k pretoceni kyvadla, vykazuje kyvadlo c¢asto znamky chaotického chovan.

Experimentaln{ vysledky velmi dobfe potvrdily vérohodnost matematického popisu a naméfené
vysledky vyborné zapadaji do obrazu resonancni kfivky buzeného tlumeného kyvadla.
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