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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je aplikovat algebraickou teorii ¢isel na teorii kvadratickych
zbytku. Konkrétnéji: zaprvé, vysvétlit ¢tenari se zakladnimi znalostmi abstraktni a linearni
algebry dukaz kvadratické reciprocity, ktery vyuziva kvadratické reciprocity a je uveden
v jednom z mych zdroju. A zadruhé, pokusit se sam vyuzitim dekompozi¢nich grup dokézat
dalsi tvrzeni o kvadratickych zbytcich.

Klicova slova

kvadraticky zbytek; Legendreuv symbol; zakon kvadratické reciprocity; dekompozicni grupa;
Frobeniuv automorfismus

Abstract

The main goal of this thesis is to applicate algebraic number theory onto quadratic resi-
dues theory. More concretely: at first, to explain proof of the quadratic reciprocity law in
which decomposition groups are used — and which is described in one of my sources — to
a reader who was introduced to abstract and linear algebra. And at second, to try to use
decomposition groups to prove more theorems about quadratic residues by myself.
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benius automorphism
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Uvod

Uvod

Hlavnim cilem této prace je pomoci algebraické teorie ¢isel vyuzitim dekompozi¢nich
grup dokézat zakon kvadratické reciprocity a aplikovat tuto teorii na dalsi tvrzeni o kvad-
ratickych zbytcich. Aby ¢tenar mohl celému textu bez potizi rozumét, mél by mit znalosti
algebry pfiblizné v rozsahu [3] a také ovladat zéklady lindrni algebry. Nicméné obtiznéjsi
algebraické pojmy, které jsou v textu vyuzivany, jsou povétsinou zopakovany.

Prvni kapitola pojednava o kvadraticky zbytcich a snad z ni plyne dostatecnd mo-
tivace pro to, dozvédét se o tomto objektu vice. V druhé kapitole se pak seznamujeme
s pojmy tykajicimi se rozsifeni téles. V treti kapitole je pak zavedena Galoisova teorie
kone¢nych rozsiteni — text by mél byt pristupny i ¢tenaii, ktery doposud nemél moznost
se s timto tématem seznamit. Hlavni vysledky jsou odvozovéany a vysvétlovany predevsim
na prikladech.

Ve ¢tvrté kapitole popisujeme zékladni vysledky algebraické teorie ¢isel. Vétsina tvrzeni
je uvedena bez dukazu a jejich platnost je demonstrovana na nékolika piikladech; v této
casti textu je cilem predevsim struéné ¢tenare seznamit s dilezitymi pojmy a tvrzenimi,
které budou potieba dale — zevrubnéjsi zavedeni algebraické teorie ¢Cisel je mozno nalézt
napi. v [I] (¢tvrtd a pata kapitola této prace vychazi predevsim z druhé, tieti a ctvrté
kapitoly citované publikace) nebo v [6] (Ize doporuéit, pokud ¢tenai preferuje cesky psany
text).

Vysledky predchozich kapitol jsou propojeny v kapitole paté, ktera se zabyva alge-
braickou teorii ¢isel v Galoisovych rozsitenich. Zde se seznamujeme s klicovymi pojmy
jako dekompozi¢éni grupa a Frobeniuv automorfismus. Teoretické poznatky pak aplikujeme
v kapitole Sesté, kde se nejprve zabyvame rozkladanim prvocisel v kvadratickych a kru-
hovych télesech a posléze teorii kvadratickych zbytku. Pomoci teorie v textu vybudované
dokazeme nejen zakon kvadratické reciprocity, ale i dalsi tvrzeni, jako napt. multiplikativitu
Legendreova symbolu, Eulerovo kritérium nebo podminky fesitelnosti rovnice 2% + y? = p
pro liché prvocislo p a cela ¢isla z, y.
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Kapitola 1

Kvadratické zbytky

Teorie kvadratickych zbytku patii k dulezitym c¢astem elementarni teorie ¢isel. Mezi
autory prvnich poznatku o kvadratickych zbytcich patfili mnozi vyznamni matematici 17.
a 18. stoleti, mezi nimi naptiklad Pierre de Fermat a Leonhard Euler. Ucelené se jim
zacal vénovat az Carl Friedrich Gauss ve svém slavném dile Disquisitiones Arithmeticae.
Povézme si tedy nyni, co to kvadratické zbytky vlastné jsou.

Definice 1.0.1. O celém cisle a nesoudélném s prirozenym c¢islem m tekneme, Ze je kva-
draticky zbytek modulo m, pokud existuje néjaké c € Z takové, Ze a = ¢* (mod m). Pokud
zZadné takové ¢ neexistuje, rikdme, Ze a je kvadraticky nezbytek modulo m.

Je pomérné jednoduché urcit vsechny kvadratické zbytky modulo p, kde p je liché
prvocislo. Zkusme urcit vsechny kvadratické zbytky modulo tiinact. Zbytkové tridy si zapiSe-
me jako £[1]13, £[2]13, £[3]13, £[4]13, £[5]13, £[6]13. Neuvazujeme tiidu obsahujici nulu, lezi
v ni totiz nasobky tfinédcti, které podle definice kvadratickymi zbytky byt nemohou. Vsechny
tyto tifdy umocnime na druhou modulo 13: (£1)* =1, (£2)? =4, (£3)? =9, (+4)? = 3,
(£5)? = 12, (£6)? = 10. Tedy celé ¢islo a je kvadraticky zbytek modulo 13 pravé tehdy,
kdyz a = 1,3,4,9,10,12 (mod 13).

Predchozi uvahu lze zobecnit pro libovolné liché prvocislo. Vsechny tridy obsahujici
kvadratické zbytky modulo p jsou tedy tvaru [1%],,[2?],, ..., [(55)%),. MiZzeme jednoduse
ukazat, ze se opravdu jedna o p%l ruznych tiid: kdyby totiz pro dvé cela cisla m,n,
0 <m <n <22 platilom? =n? (mod p), dostali bychom 0 = m? —n? = (m+n)(m—n)
(mod p), a tedy p déli soucin (m + n)(m — n). Pokud ale prvocislo déli soucin, musi délit
alespon jednoho z cinitelu, tedy p déli m + n nebo m — n, coz je ve sporu s tim, jak jsme
volili ¢isla m,n. Poznamenejme jeste, ze jelikoz pro kazdé liché prvocislo p méame prave
pT_l kvadratickych zbytkl, zbyva nam tedy nutné rovnéz ;%1 kvadratickych nezbytku.
U ptedchoziho piikladu p = 13 vidime, ze celé ¢islo a je kvadraticky nezbytek, prave kdyz
a=2,506,7811 (mod 13).

Je uziteéné tyto poznatky shrnout do nasledujici véty:

Véta 1.0.2. Necht p je prvocislo. Pak existuje prdvé p%l trid obsahujicich kvadratické

zbytky modulo p a stejny pocet trid obsahujicich kvadratické nezbytky.
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Tato véta ma zajimavy dusledek:

Véta 1.0.3. Necht K = {[a*],|a € Z,a # 0} je mnoZina vSech zbytkovijch trid obsahugicich
kvadratické zbytky modulo p. Pak K tvori p%l—prvkovou podgrupu grupy (Z [p7Z)*.

Dikaz. Ukézali jsme jiz, ze K je p%l—prvkové podmnozina mnoziny (Z /pZ)*. Zbyva tedy
ukdzat, ze se jednd o grupu. Uvazujme libovolnd nenulovd celd ¢isla a,b. Jisté [1], =
[17], € K a také [a®], - [b*], = [(ab)?], € K. Nakonec uvazujme t¥idu [a’];' a ukazme,

<l

ze lezi v K. Oznatme ¢ néjaké celé cislo spliujici [c], = [a]," (jisté je ¢ nenulové). Pak
[a®]; = ([a], ) = [d]2 = [¢*], € K, coz jsme chtéli. K je tedy opravdu grupa a tvrzeni je
dokéazéano.

[

Abychom s kvadratickymi zbytky mohli pracovat, je potieba zavést si jisté znaceni
zvané Legendreuv symbol.

Definice 1.0.4. Necht a € Z a p je liché prvocislo. Pak Legendretiv symbol (%) je definovan
ndsledovné:

1 pokud je a kvadraticky zbytek modulo p,

a
(2—9) =<0 pokud p déli a,
-1 pokud je a kvadraticky nezbytek modulo p.
Je tfeba si vS§imnout, ze pokud m = n (mod p), tak (%) = (%), tedy vSechna c¢isla
z dané zbytkové tiidy maji tyz Legendreuv symbol. Jinymi slovy tento symbol muzeme
chapat jako jakési zobrazeni z mnoziny Z/pZ do mnoziny {—1,0,1}.

Zatim vSak nemame potiebné nastroje na to, abychom s Legendreovym symbolem mohli
pocitat. Zamysleme se tfeba nad nasledujicim piikladem:

Priklad 1.0.1. Urcete, pro kterd lichd prvocisla p existuje celé ¢islo m takové, ze p|(m?*+
+10).

Zkoumanou podminku muzeme vyjddfit v ekvivalentnim tvaru m? = —10 (mod p), coz
je totéz jako (_—10) = 1. Zajima nas tedy, pro kterd p je tato podminka splnéna. Abychom ale
tento a dalsi priklady mohli fesit, musime se seznamit se zakonem kvadratické reciprocity.

Zakon kvadratické reciprocity se sklada z jednoho hlavniho tvrzeni a nékolika doplnujicich
poznatku (v anglictiné jsou znamy jako suplementary laws nebo additional laws). Uvedeme
toto tvrzeni v té nejplnéjsi podobé, ve které je mozno jej v publikacich nalézt, tedy hlavni
zékon a dva doplnujici.

Véta 1.0.5. Necht p,q jsou riznd lichd prvocisla. Potom

(5)=(5) o=



Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Dale navic plati:

_ p=1

L (35) =07,

2 P21

Vzhledem k dulezitosti téchto tvrzeni uvedeme jesté ekvivalentni formu, jiz je mozné
toto tvrzeni vyjadrit — a to pomoci kongruenci:

Véta 1.0.6. Necht p,q jsou riznd lichd prvocisla. Potom

(p) (%) pokudp =1nebog=1 (mod 4),
q) |- (%) pokudp =qg=3 (mod 4).

Dale navic plati:

1 (2) = 1 pokudp=1 (mod 4),
p —1 pokudp =3 (mod 4),

2 (2)=

1 pokudp==+1 (mod 8),
—1  pokudp = =+3 (mod 8).

Dopliujici zakony lze dokazat prostiedky elementarni teorie cisel; co se tyce hlavniho
tvrzeni, je dnes zndmo nékolik dukazu, od téch vyuzivajicich pomérné elementarni prostied-
ky az po nékteré velmi pokrocilé. Mezi ty spiSe elementarni patii dukaz pomoci Gaussova
lemmatu nebo Gaussovy sumy (s nimi je mozno se seznamit napi. v [4]) — to neni ndhodou,
tento slavny matematik si kvadratické reciprocity i diukazu, jez objevil, velice povazoval,
zakon dokonce nazyval Theorema Aurum, tedy zlatd véta. Jeho motivaci navic bylo tuto
zakonitost zobecnit (coz se vsak povedlo az pozdéji).

V Sesté kapitole uvedeme jeden z onéch pokrocilejsich dukazu zakona kvadratické reci-
procity — vyuzijeme pii ném poznatky z algebraické teorie ¢isel v Galoisovych rozsitenich.

Nez se vratime k pifkladu [1.0.1, uvedme jesté jedno dilezité tvrzeni potfebné pro po-
¢itani s Legendreovymi symboly, a to je jeho multiplikativita:

Véta 1.0.7. Pro libovolnd cela ¢isla a,b a liché prvocislo p plati:

() ()= ()

Dukaz této véty uvedeme také az ke konci prace.
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Nyni ale zpét ke kvadratickym zbytkum. S pomoci obou tvrzeni vySe s nimi muzeme
velmi dobte pracovat. Podivejme se na piiklad [1.0.1} tedy pro ktera licha prvocisla p plati

<_—10> = 1. Pfi vypoctu pouzijeme vSechna ¢tyti vySe zminéna tvrzeni:

()~ (3 @)oo @

Nyni upravime jednotlivé ¢asti vzniklého soucinu. Nejprve
(p—1)-4

(1) ()
a jelikoz p je liché, tak (—1)P~ = 1. Dale:

(p=1)(5=1)
4

p— P2*
(—D)"7 (=) = (=17 .
Exponent upravime:

p—1+p2—1 _pPPH+Ap-5  (p—-1(p+5)
2 8 8 N 8 '

Celkem tedy (_710) = 1, prave kdyz (—1)% . (%) = 1. To nastane v pripadeé, kdy jsou
bud oba ¢initelé rovni jedné, nebo minus jedné.
Abychom zjistili mozné hodnoty prvniho ¢initele, muzeme uvazovat nasledovné: p + 5
i p—1 jsou suda cisla, avsak jejich rozdil je 6, tudiz ¢tyimi je délitelné pravé jedno z nich.
Tedy pokud je p+5 nebo p—1 délite(zlnfé)(osg)ni, jejich soucin je délitelny Sestnacti, po vydéleni
p—1)(p+
8

osmi dostaneme sudé ¢islo a (—1)
) (p—l)s(p+5)

= 1. Pokud ani p + 5, ani p — 1 neni délitelné
osmi, je cely vyraz (—1 roven ¢islu —1. A podminka, ze p+5 nebo p—1 je délitelné
osmi, zjevné nastane, pravé kdyz p = 1,3 (mod 8).

Abychom zjistili mozné hodnoty druhého ¢initele, je nutno zjistit, jaky dava p zbytek
po déleni péti. To muzeme spolu s predchozim zanést do tabulky:

D mod8‘(—1)% ‘p mod5‘(§)‘
1 1 1 1
3 1 2 —1
) -1 3 -1
7 -1 4 1

Ted jiz staci dat ziskané poznatky dohromady. Piipad (—1)(p_l)zs(p+5) = (g) = 1 na-
stane, pravé kdyz p = 1,3, (mod 8) a zéroven p = 1,4 (mod 5). Podle ¢inské zbytkové
véty muzeme obé kongruence sjednotit modulo 40, tedy p = 1,9,11,19 (mod 40). Piipad

(_1)(1,_1)8(”5) = (%) = —1 nastane, pravé kdyz p = 5,7 (mod 8) a zdroven p = 2,3
(mod 5), tedy podle ¢inské zbytkové véty p = 7,13,23,37 (mod 40). Celkem tedy liché
prvoéislo p déli vyraz m?+10 pro néjaké celé éislo m, prave kdyzp = 1,7,9, 11,13, 19,23, 37

(mod 40). Muzeme uvést nékolik prikladu: 41](20% + 10), 53|(19% + 10), 157|(332 + 10).
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Uvédomme si, ze fesit tento priklad bez kvadratickych zbytku by bylo velmi néroéné,
zatimco s nimi byl piiklad sice ponékud pracny, ale principidlné pomérné jednoduchy.
Déle si muzeme vsSimnout, ze spolu s nim jsme dokézali napiiklad, ze diofantickd rovnice
17y = 22 + 10, 2,y € Z nem4 feSeni.

Doufejme, ze to vse ¢tenare presvédcilo o tom, ze kvadratické zbytky a zdkon kva-
dratické reciprocity jsou velice silné nastroje. Dale je lze vyuzit napt. v kryptografii, ale
prekvapivé i v teorii grafi nebo akustice. Dalsi jejich vyznamné vyuziti je v feseni problému,
kterd lichd prvocisla p lze pro dané prirozené n vyjadrit ve tvaru x? + ny?, z,y € Z (me-
todam Feseni tohoto problému je vénovéna kniha [8]). M4 tedy smysl zdkon kvadratické re-
ciprocity dokazovat. Abychom se k tomuto diukazu dostali, je vsak tfeba nejprve se hloubéji
seznamit s pojmem rozsiteni téles.

10
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Kapitola 2
Rozsireni téles

Télesa patii k jednomu ze zakladnich objektu studovanych v algebfe, potazmo v alge-
braické teorii ¢isel. Nds bude predevsim zajimat situace, kdy budeme mit vice do sebe
vnotenych téles — pak je mozno mluvit o rozsiteni.

Definice 2.0.1. Necht (K,+,-),(L,+,") jsou télesa. Pokud K C L, Fikdme, Ze téleso L je
roz§itenim télesa K.

Muzeme hned uvést mnoho ptikladu. Libovolné téleso K je rozsifenim sebe samého.
Teéleso komplexnich ¢isel je rozsitenim télesa realnych cisel, to je rozsitenim télesa ra-
cionélnich ¢isel. Téleso Q(y/n) je pro kazdé prirozené n rozsirenim télesa raciondlnich ¢isel.
Téleso R(x,y) raciondlnich funkei dvou proménnych nad redlnymi ¢isly (tedy R(z,y) =
= {§|f, g € Rlz,y], g # 0}) je rozsitenim télesa R(z).

Poznamka 2.0.1. V dalsim textu budeme pouzivat nasledujici znaceni: pro téleso K sym-
bolem K (ay, ..., a,) minime téleso generované mnozinou K U{ay, ..., a, }; tedy predpokladé-
me-li existenci télesa F' takového, ze K C F a ay, ...,a, € F, télesem generovanym mnozinou
K U{ay, ..., a,} myslime nejmensi podtéleso télesa F' tuto mnozinu obsahujici. V piipadé
okruhti pouzivame obdobné znaceni — je-li R okruh, zna¢ime okruh generovany mnozinou
Rn{ai, ...,a,} jako Rlay, ..., ay). Tedy napi. Q(+/2) nejmensi podtéleso redlnych ¢isel obsa-
hujici raciondlni ¢isla a odmocninu ze dvou a Z[i] je nejmensi podokruh komplexnich ¢isel
obsahujici cela ¢isla a imagindrni jednotku .

Idedl daného okruhu R generovany mnozinou {ay,...,a,} (tedy prunik vsech idedlu
okruhu R obsahujicich tuto mnozinu) pak zna¢ime jednoduse jako (ay, ..., a,).

Dulezitou vlastnosti rozsiteni téles je, ze to ,vétsi“ tvoii vektorovy prostor nad tim
,mensim®:

Véta 2.0.2. Necht K C L je rozsirend téles. Pak plati, Ze L tvori vektorovy prostor nad
telesem K.

Diukaz. Abychom tvrzeni dokézali, stac¢i si ovérit axiomy vektorového prostoru. L bude
tvortit vektorovy prostor nad K, pravé kdyz se nam podaii nalézt néjakou operaci zadanou

11
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jako +: L x L — L, s niz L tvoii komutativni grupu, a operaci - : K x L — L, ktera pro
libovolna a,b € K a u,v € L splnuje nasledujici ¢tyii podminky:

1.a-(b-v)=(ab)-v,

2. 1-v =v (kde 1 je neutralni prvek vici ndsobeni v télese K),
3. a-(u+v)=a-u+a-v,

4. (a+b)-v=a-v+b-v.

Avsak je snadno vidét, ze pokud si zvolime za operaci + klasické s¢itani v télese L a za ope-
raci - zuzeni klasického nasobeni v L na K X L, vSechny tyto podminky jsou splnény.
O

Maéame-li definovan vektorovy prostor, muzeme hovotit i o jeho dimenzi:

Definice 2.0.3. Necht K C L je rozsireni téles. Pak dimenzi L jako vektorového prostoru
nad K nazjvame stupen rozsireni L nad K a znacime tento stupen jako [L : K]. Je-li
dimenze nekonecnd, piseme [L : K| = co.

Napiiklad [C : R] = 2, jelikoz béze C nad R je mnozina {1,i}, ktera je dvojprvkova.
Déle [R: Q] = o0, [K : K] = 1.

V situacich, kdy mame vice do sebe vnotenych téles, se stupné rozsiteni chovaji velice
sympatickym zpusobem, jak nam fika véta o nasobeni stupnu:

Véta 2.0.4. Necht K C M, M C L jsou rozsivent téles. Pak pro stupné téchto rozsireni
plati

[L:K|]=[L:M]-[M:K],
pricemz vyuzivime konvence n - 00 =n = 00 - n pro vsechna prirozend n.

Diikaz. Pokud je [L : M] nebo [M : K] rovno nekone¢nu, muzeme snadno nahlédnout,
ze 1 [L : K] bude rovno nekoneénu. Necht tedy [L : M| = n,[M : K] = m. Zvolme né&jakou
bazi aq,...,a, L nad M a bazi Sy, ..., 5, M nad K. Pak lze pifimym vypoctem (ktery je
ale ponékud zdlouhavy, proto ho zde vynechame) ukazat, ze o;5; (1 <i <n,1 <j<m)
je bazi L nad K, tedy vskutku [L : K] = mn.

[

Dulezity pojem tykajici se rozsiteni téles je kompozitum.

Definice 2.0.5. Necht K C M, K C N jsou rozsirent téles, navic M i N jsou podtélesa
néjakého telesa L. Pak nejmensi podteleso télesa L, které obsahuje M i N, nazyvdme
kompozitum téles M a N a znac¢ime ho M N.

Poznamka 2.0.2. Lze ukazat, ze [MN : K] < [M : K|-[N : K]. Rovnost v této nerovnosti
nastava, pravé kdyz je baze vektorového prostoru M nad K linearné nezavisla nad N.

Jsou-li navic M a N rozsiteni télesa K kone¢ného stupné a prvky ag, ..., a, (resp.
B, ..., Bn) tvoil bézi vektorového prostoru M (resp. N) nad K, lze ukézat, ze souciny «;/f;,
1 <1 <m,l <7 <n, generuji vektorovy prostor M N nad K.
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Kapitola 2. Rozsiteni téles

Napi. kompozitum téles Q(v/2), Q(v/3) je téleso Q(v/2,v/3), coz vidime z definice:
Q(v/2) je nejmensi téleso obsahujici Q a v/2, Q(v/3) je nejmensi téleso obsahujici Q a v/3;
Q(v/2,V/3) je nejmensi téleso obsahujici Q, v/2 a v/3, tedy kompozitum piedchozich dvou.

Zatim o roziifenich nemluvime explicitné — hovoifme sice o télese Q(1/2), ale ne o tom,
z jakych prvku se skldda. Situace se nam osvétli, seznamime-li se s konceptem minimélniho
polynomu. Diky nému zjistime, v jakém vztahu jsou prvky ,vétstho“ télesa k ,,mensimu‘.

Poznamka 2.0.3. Nez prijde fe¢ na okruhy polynomu jedné proménné nad télesem,
pripomenme, Ze v téchto okruzich muzeme délit se zbytkem a pouzivat Bezoutovu rov-
nost. To proto, ze se jedna o priklad tzv. Fuklidovského okruhu — to je obor integrity R,
na némz existuje funkce f : R~ {0} — N splaujici 1) pro vSechna a,b € R,b # 0 existuji
q,7 € R tak, ze a = bg+r a bud r =0, nebo f(r) < f(b), 2) f(a) < f(ab) pro libovolna
nenulova a,b z R. V takovémto okruhu mj. vzdy muzeme délit se zbytkem a pouzivat
Bezoutovu rovnost.

Necht K C L je rozsfieni téles a f € K[z], tedy f(z) = a 2™+ +a1z+ag, ag, ..., @ €
K, a, # 0 (ptipomenme, ze ¢islu n fikdme stuperi polynomu f a znacime ho deg f). Pak pro
libovolné «v € L je f(a) = apa™ + -+ + aja + ag prvkem télesa L. Pripomenme, ze korenem
polynomu [ nazyvame libovolné a takové, ze f(a) = 0.

Definice 2.0.6. Necht K C L je rozsirend téles, a € L. Rekneme, e o je algebraicky nad
K, pokud existuje polynom f € Klz], f # 0 takovy, Ze « je jeho korenem. Pokud Zddny
takovy polynom neexistuje, rikdme, Ze « je transcendentni nad K.

Miuzeme uvést mnoho piikladu algebraickych prvku. Kazdy prvek a libovolného télesa
K je algebraicky nad K, protoze je kofenem polynomu x — a. Imaginarni jednotka i je
algebraickd nad R, protoze je kofenem polynomu z2+4-1. Pro libovolné celé éislo n a piirozené
¢islo m je m-ta4 odmocnina z n algebraicka nad Q, protoze je korenem polynomu z™ — n.
dokazat, ze ¢islo je nad néjakym télesem K algebraické — tedy najit polynom f € K,
jehoz by bylo kotenem — nez ukazat, ze je nad K transcendentni, tedy dokazat, ze zadny
takovy polynom neexistuje. Matematikim trvalo dlouhy cas ukézat, ze ¢isla m a e jsou

transcendentni nad R. Muzeme ale uvést snazsi priklad: y € R(z,y) je transcendentni
nad R(z).

Necht je prvek o € L algebraicky nad K — existuje tedy polynom f € K|[z] takovy, ze o
je jeho kofenem. Takovych polynomil je vSak urcité vice — napiiklad polynom 2f nebo f2.
Budeme nyni definovat polynom s vlastnosti f(«) = 0, ktery je v jistém smyslu nejmensi,
a uvidime, ze ma nékteré dulezité vlastnosti.

Véta 2.0.7. Necht K C L je rozsireni téles, o € L je algebraicky nad K. Pak plati, Ze o
je korenem prdvé jednoho normovaného ireducibilniho polynomu f € K|[x]. Navic plati:

1. pro libovolny polynom h € K|x] plati h(a) = 0, prdvé kdyz f|h,
2. K(a) = K|a],
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3. 1,a,a?,...,a" 1 je bdzi vektorového prostoru K(a) nad K, kde n = deg f,
4. [K(a) : K| =n.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze « je jisté v K [z] kofenem alespon jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu. Vime totiz, Ze je kofenem néjakého polynomu p € Klz|, proto
musi byt kofenem néjakého z ireducibilnich déliteli polynomu p. Rozlozime-li totiz p
na soucin ireducibilnich polynomu jako p = f; - - - f,, dostaneme 0 = p(a) = fi(«) - - - fir(a),
tedy fi(a) = 0 pro vhodné i a a je korenem ireducibilniho polynomuf;. Ten sice nemusi
byt normovany, ale je-li jeho vedouci koeficient roven m, tak je « jisté také korenem ire-
ducibilnfho polynomu m™!f;, jenz uz normovany je.

Predpokladejme nyni, ze « je kofenem vice nez jednoho normovaného ireducibilniho
polynomu, ozna¢me je f a g. Pak podle Bezoutovy rovnosti plati af + bg = 1 pro néjaké
a,b € K[z|. Pak ale 1 = a(a) f(a) 4+ b(a)g(a) = 0, coz je spor. Tedy « je opravdu kofenem
pravé jednoho normovanéhu ireducibilniho polynomu f € K{z].

Necht je nyni A € KJz] libovolny polynom, jehoz je a korenem. Jelikoz je okruh
polynomu jedné proménné nad télesem okruh s jednoznaénym rozkladem, muzeme psat
h = mpy - pg, kde m € Klz| a p; € K[z] jsou néjaké normované ireducibilni polynomy.
Potom je jisté a kofenem néjakého z téchto polynomu, feknéme p;. Protoze vsak jediny
normovany ireducibilni polynom, jehoz je o kotenem, je f, tak p; = f a tedy f|h. Naopak
také pokud f|h, tak zjevné h(a) = 0. Dokézali jsme tedy tvrzeni 1.

Uvazujme nyni zobrazeni ¢ : K[x] — Kla], které libovolnému polynomu g(x) prifadi
jeho hodnotu g(a). Toto zobrazeni je jisté homomorfismus, navic surjektivni, tedy Ko] =
=~ Klx]/ ker . Jddrem homomorfismu ¢ je vSak mnozina polynomu h takovych, ze h(a) =
0, coz jsou praveé ty polynomy, jejichz délitelem je nas polynom f. Tedy ker ¢ = (f), coz
je prvoidedl (protoze je f ireducibilni), a tudiz i maximalni ideél (jelikoz se pohybujeme
v okruhu s jednozna¢nym rozkladem). Proto Klz]|/(f) je téleso (faktorizujeme podle ma-
ximdlniho idedlu) a tedy i K[a] je téleso. Jelikoz je to nejmensi okruh obsahujici K i «,
je to tedy i nejmensi téleso obsahujici tyto prvky, tedy piimo K(«). Dokdzali jsme tedy
tvrzeni 2.

Abychom dokézali tvrzeni 3 a 4, uvédomme si, ze kazdy polynom h € K[x] je tvaru
af +r, kde a,r € K[z] a degr < n. Pak tedy

K(a) = K[a] = {h(a)|h € K[z]} = {a(a)f(a) + r(a)} = {r(a)r € K[z], degr <n} =
= {ap + a1+ -+ ap_10" Yag, ...,a,_1 € K}.
Prvky 1,a,a?,...,a" ! tedy generuji vektorovy prostor K(a) nad K. Abychom ukazali,
ze tyto prvky tvori bazi, zbyva ukazat, ze jsou linearné nezavislé nad K. To provedeme

sporem: jsou-li linedrné zavislé, dostavame rovnost

cotciat - F+cpa" =0,
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tedy « je kofenem polynomu
h(z) = ch1a™ - cra+ ¢ € K]

Z tvrzeni jedna tedy f|h, coz nelze, jelikoz degh < deg f.
Prvky 1,a,a?,...,a" ! tedy opravdu tvoii bazi vektorového prostoru K(a) nad K
a z toho plyne [K(a) : K] =n.
]

Definice 2.0.8. Polynom f z predchozi véety nazgyvdme minimadlni polynom prvku o nad
télesem K.

Dukaz je ponékud pracny, ale predstavuje krasné vyuziti zdkladnich kamenu teorie
okruhu — predevsim hlavni véty o faktorokruzich a tvrzeni, ze okruh polynomu jedné
proménné nad libovolnym télesem je Euklidovsky (a tedy s jednoznacnym rozkladem).

prikladem:

Piiklad 2.0.1. Uréete explicitné prvky téles M = Q(v/2), N = Q(v/3), L = Q(+v/2,V/3).
Navic urcete stupné rozsiteni [L : M],[L : N],[M : Q|,[N : Q],[L : Q].

Diky vété o minimalnim polynomu si s pifkladem hravé poradime. Polynom z? — 2
je normovany a ireducibilni polynom nad Q a jeho kofenem je v/2, tudiz je to minimdln{
polynom prvku v/2 nad Q. Proto M = {a + bv/2 | a,b € Q} a [M : Q] = 2. Obdobné¢
N ={a+b/3]|a,becQ}al[N:Q] =2 tentokrdt pouzijeme polynom x? — 3.

Nyn{ si véimnéme, ze 2> — 2 je rovnéz minimélnim polynomem prvku /2 nad N.
Jisté je normovany a je také ireducibilni v N[z] — kdyby nebyl, mohli bychom ho v N|z]
rozlozit na souéin linedrnich ¢initeldl a jeho kofeny by tedy lezely v N, ale v/2 ani —v/2
v N = Q(v3) zjevné nelezi (kdyby ano, musela by néjaka racionalni ¢isla a, b spliiovat
rovnost /2 = a + b\/g, po umocnéni na druhou bychom tedy dostali, ze V3 je racionalni
¢islo, coz je spor). Proto [L: N] = [N(v/2): N]=2atedy [L: Q] =[L:N]-[N:Q] =4
(podle véty o nasobeni stupiiti), obdobné bychom ukézali i [L : M] = [M(v/3) : M] = 2.

Zbyva nam zjistit, jakého tvaru jsou prvky télesa L. Jelikoz L = N(v/2), miizeme psét

L:{a+ﬁ\/§|a,ﬂ€]\f}
= {(k+1V3)+ (m+nV3V2 | k,1,m,n e Q}
= {a+bV2+cV3+dV2V3 | a,b,c.d e Q).

Q(v2,v3)

v C W)
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Nyni je treba zavést nékolik pojmu tykajicich se rozsitent:
Definice 2.0.9. Necht K C L je roziirend téles. Rekneme, e toto rozsirend je:
e konecné, pokud [L : K] € N,
e jednoduché, pokud L = K(«) pro néjaky prvek a algebraicky nad K,
e algebraické, pokud je kazdy prvek L algebraicky nad K.

Jisté je kazdé jednoduché rozsiteni konecné, jelikoz jeho stupen je roven stupni néjakého
polynomu, coz je ptirozené cislo. Déle plati:

Véta 2.0.10. Kazdé konecné rozsirent je algebraické.

Diikaz. Necht K C L je libovolné koneéné rozsfieni. Oznacme n = [L : K]. Pak pro li-
bovolny prvek a € L jsou prvky 1,a,...,a™ linearné zavislé nad K, tedy existuji prvky
ag, ..., a, € K, ne vSechny rovny nule, pro néz plati a,a™ + --- + a;a + ag = 0. Pak je «
kofenem polynomu f(x) = a,z™ + -+ + a1x + a9 € K|[z] a je tedy algebraicky nad K.

O

Vsimnéme si, ze dukaz véty o minimalnim polynomu mimo jiné iika, ze jakékoli jed-
noduché rozsiteni K (a) muzeme popsat také jako faktorokruh K[z]/(f), kde f je mi-
nimalni polynom « nad K. Az na izomorfismy tak tedy muzeme popsat veskera jednoducha
rozsiteni.

Podivejme se, co dostaneme v piipadé, kdy téleso K budou realna cisla a « bude
imaginarni jednotka 4. Jisté minimdln{ polynom i nad R je polynom 2%+ 1 - je normovany
a ireducibilni nad R. Téleso komplexnich ¢isel je vlastné téleso R(7), tudiz dostavame C =
>~ R[z]/(z* + 1).

Dalsi vyznamnou skupinou rozsiteni téles jsou rozkladova télesa.

Véta 2.0.11. Necht K je téleso, f € Klz] je nekonstantni polynom. Pak vidy existuje
téleso L, které je rozsirenim télesa K a v némz se f rozklddd na soucin linedrnich c¢initelu.

Tuto vétu lze dokazat matematickou indukei vici stupni polynomu f.

Definice 2.0.12. Necht K je téleso, f € K|x] je nekonstantni polynom. Zvolme rozsirent
L télesa K, v néemz se [ rozklddd na soucin linedrnich cinitelu, tedy

f=m-(r—a1) (v —ay),

kde m € K,aq,...,a, € L. Pak téleso K(aq, ..., a,) nazyvame rozkladovym télesem poly-
nomu f € K|x].
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Rozkladové téleso je tedy nejmensi podtéleso télesa L, v némz se polynom f rozkldda
na soucin linearnich ¢initelu. Lze ukazat, ze rozkladové téleso je vzdy uréeno jednoznacné
az na izomorfismus, avsak neni to uplné snadné, proto to v textu dokazovat nebudeme.

Napiiklad pro libovolny polynom nad racionalnimi ¢isly je podle zakladni véty algebry
jeho rozkladové téleso néjaké podtéleso komplexnich ¢isel. Rozkladové téleso polynomu

2% — 2 je téleso Q(v/2).
Priklad 2.0.2. Najdéte rozkladové téleso polynomu z3 — 2 € Qlz].

Dany polynom muzeme nad komplexnimi ¢isly rozlozit do tvaru
?— 2= (- V2)(z —wV2)(z — w?V2),

kde w = #g je primitvni tieti odmocnina z jedné. Rozkladové téleso polynomu 3 — 2
je tedy tvaru Q(v/2, wv/2, w?v/2).
Ukazeme, ze tento zapis muzeme dale upravit na elegantnéjsi tvar Q(\?/Z w). Jisteé

Q(V2,wv/2,w?V2) CQ(/2,w). Ale jelikoz zjevné
V2 € Q(V2,wV2,w*V2)

a rovneéz

1
w=5 (V2 wV2€Q(V2,w¥2,0*V2),
tak i Q(v/2,w) CQ(v/2,wV/2,w?V/2) (jakozto nejmensi podtéleso komplexnich ¢isel obsa-
hujici tyto prvky). Dostavdame tedy rovnost obou téles.

Abychom ukazali, ze rozkladové téleso je pojem velmi uzitecny, poznamenejme, ze kazdé
konecné téleso je izomorfni s rozkladovym télesem polynomu 2?" — x € (Z/pZ)[x] pro
vhodné prvocislo p a prirozené cislo n.

Rozkladové téleso je mozné definovat nejen pro jeden polynom, ale také pro libovolnou
mnozinu polynomu nad danym télesem K — je to nejmensi téleso obsahujici K, v némz
se vSechny polynomy dané mnoziny rozklddaji na soucin linedrnich ¢initelu. Lze ukazat
(ale je to pomérné pracné), ze takové téleso také vzdy existuje a je urceno jednoznacné az
na izomorfismy. Muzeme tedy dokonce sestrojit rozkladové téleso celé mnoziny K[z]:

Definice 2.0.13. Necht K je téleso. Algebraickym uzdvérem télesa K nazjvdme nejmensi
téleso L takové, ze K C L a kazdy polynom z K[z] se v L rozklddd na soucin linedrnich
ciniteli.

Dobre znamy piiklad algebraického uzavéru je téleso komplexnich ¢isel, které podle
zékladni véty algebry tvori algebraicky uzavér télesa realnych cisel.

Dalsim aspektem rozsiteni téles je grupa automorfismu daného rozsiteni. Jeji hlubsi
studium nas zavede az ke Galoisové teorii, o které budeme hovorit v néasledujici kapitole.
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Kapitola 3

Galoisova teorie

Galoisova teorie byla puvodné vytvorena k urceni fesitelnosti polynomialnich rovnic,
casem se z ni vSak stal silny nastroj v mnoha odvétvich matematiky souvisejicich s algebrou.
Abychom ji mohli zavést, je nejdiive potieba pripomenout a definovat nékteré pojmy.

Definice 3.0.1. Nechf K je téleso, U jeho algebraicky uzdvér, f € Klx] nekonstantni
polynom. Rikdme, Ze polynom f je separabilni, pokud v U nemd ndsobné koreny (jinak
receno, pokud nsd(f, f') =1, kde f’ je derivace polynomu f).

Snadno lze ukazat nasledujici véta:
Veéta 3.0.2. Kazdy ireducibilni polynom nad télesem charakteristiky 0 je separabilni.

Specialné tedy kazdy ireducibilni polynom nad télesem K, kde Q C K C C, je sepa-
rabilni, protoze vsechna takovato K maji charakteristiku 0.
K separabilnimu polynomu se vaze pojem separabilni rozsiteni:

Definice 3.0.3. Necht K C L je algebraické rozsirent téles. Pak vikdme, Ze toto rozsirent
je separabilni, pokud je pro libovolné o € L minimdlni polynom o nad K separabilni.

Vidime, ze kazdé algebraické rozsiteni K C L, kde Q C K C L C C, je separabilni,
protoze minimalni polynom libovolného prvku o € L nad K je ireducibilni polynom nad
télesem charakteristiky 0, a tedy je separabilni.

Dalsi pojem, ktery je nutno zavést, je normalni rozsiteni:

Definice 3.0.4. Necht K C L je algebraické roziiiend téles. Rikdme, Ze toto rozsirend je
normdlnt, pokud pro kaZdy prvek o € L plati, Ze v L lezi vSechny koreny minimdlniho
polynomu « nad K.

Normaélni rozsiteni je tedy napt. Q C Q(i), jelikoz v Q(7) je s kazdym prvkem a +
bi,a,b € Q,b # 0 obsazen i prvek a — bi, coz je druhy kofen minimalntho polynomu a + bz
nad Q. Naproti tomu rozsireni Q(\?/ﬁ) norméalni neni, protoze obsahuje pouze jeden koten
polynomu z* — 2, tedy minimalniho polynomu prvku v/2 nad Q (druhé dva kofeny jsou
imaginarn{ a téleso Q(v/2) se sklada pouze z redlnych éisel).
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Galoisova teorie popisuje svou hlavni vétou vlastnosti tzv. Galoisovych rozsiteni, coz
jsou pravé konecna separabilni norméalni rozsiteni. My se budeme zabyvat pouze rozsitenimi
télesa raciondlnich ¢isel, pro kterd je predpoklad separability splnén vzdy (s obecnéjsim
pristupem je mozno se setkat napt. v [5]). Budou nés tedy prevazné zajimat télesa K a L
takova, ze Q C K C L C C a K C L je konetné — tedy i algebraické — rozsiteni.

Nez se dostaneme k samotné Galoisové teorii, je potieba se vénovat automorfismum
daného rozsiteni. Déle se seznamime s hlavni vétou Galoisovy teorie a jejimi dusledky.
Nakonec se podivame na aplikace Galoisovy teorie v pripadé kruhovych téles, coz budeme
potfebovat v Sesté kapitole.

3.1 Automorfismy a vnoreni

Budeme se nyni zabyvat automorfismy daného rozsiteni téles. Pripomenme nejprve,
co to automorfismus je:

Definice 3.1.1. Necht K je téleso. Zobrazeni ¢ : K — K nazjvdme automorfismus télesa
K, pokud je to bijektivni homomorfismus.

Muzeme tedy Tici, ze automorfismus je izomorfismus télesa s nim samotnym. Mnozina
vsech automorfismu télesa K s operaci skladani je jisté grupa: to hned vidime, uvédomime-
li si, ze na automorfismus muzeme nahlizet jako na permutaci prvku K, ktera je zaroven
homomorfismem okruhu. Tuto grupu znacime Aut(K).

Nezli definujeme grupu automorfismi dané rozsifeni, zaved me nasledujici ndzvoslovi:

Definice 3.1.2. Necht M, N, X jsou mnoziny, M C N. Necht o : M — X, f: N =+ X
jsou zobrazeni a pro vsechna m € M plati f(m) = p(m). Pak tikame, Ze zobrazeni ¢ je
zizend (neboli restrikce) zobrazend f na mnoZinu M (znacime ¢ = f| )

Definice 3.1.3. Necht L, L’ jsou libovolnd télesa, K jejich spoleéné podtéleso, o : L — L'
je homomorfismus. Pokud pro vSechna a € K plati p(a) = a, tikime, Ze ¢ fizuje téleso K.

Tedy napiiklad zobrazeni 7 : C — C zadané pro libovolné a,b € R predpisem 7(a+
+bi) = a — bi fixuje téleso redlnych cisel.

Definice 3.1.4. Necht K C L je rozsiveni téles. Pak libovolny automorfismus télesa L,
ktery fizuje teleso K, nazgvame automorfismem rozsireni K C L. MnozZinu takovychto
automorfismi znac¢ime Aut(L/K).

Mnozina Aut(L/K) je tedy podmnozinou Aut(K). Priddme-li k obéma mnozinam
operaci skladani, vidime, ze Aut(L/K) je dokonce podgrupa grupy Aut(K).

Abychom grupu Aut(L/K) mohli studovat, zaméfime se na obecnéjsi objekt, jimz je
vnoreni. Budeme-li v nasledujicim mluvit o télesech K a L, budeme tim vzdy myslet télesa
takova, ze K C L je konecné rozsiteni a navic Q C K C L CC. Jina télesa budeme znacit
jinymi pismeny.

Nejprve pripomenme definici vnofent:
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Definice 3.1.5. Necht R,S jsou okruhy. Pak homomorfismus o : R — S nazjvdme
vnoteni R do S, pokud je injektivni.

Je dulezité si uvédomit, ze na libovolné vnoreni muzeme nahlizet také jako na izomor-
fismus R — o(R), kde 0(R) = {o(a)|a € R} CS. Navic si vSimnéme, ze pokud jsou R, S
télesa, tak je kazdy homomorfismus mezi nimi vnofeni: je-li ¢ : R — S homomorfismus,
pak ker ¢ je idedl télesa R, tedy bud ker o = {0} a ¢ je tedy injektivni, nebo ker p = R,
ale v tom piipadé ¢(1) = 0, coz je ve sporu s tim, ze ¢ je homomorfismus okruhu.

Uvédomme si, ze kazdy automorfismus je zaroven vnotreni. Automorfismus je totiz bijek-
tivni homomorfismus, je to tedy také injektivni homomorfismus, a tudiz vnoteni. Oznacime-
li si V(L) mnozinu vsech vnoreni télesa L do komplexnich ¢isel a V(L/K) mnozinu vsech
vnofeni L do C fixujicich K (pozor, uz to spolu se skladdnim nemusi byt grupy, protoze
obecné vnoreni nemuzeme sklddat), plati inkluze Aut(L) C V(L), Aut(L/K) C V(L/K).

Budeme se nyni zabyvat poctem vnoreni L do komplexnich ¢isel a jejich vztahem
k vnorenim télesa K do C.

Véta 3.1.6. Necht K C L je algebraické rozsirent téles, o : L — C je vnorfent, které fizuje
téleso K. Pak pro libovolné o € L plati, Ze o(«) je korenem minimdlniho polynomu proku
a nad K.

Diikaz. Necht f(x) = 2"+ ap_12™ ' + -+ + a2 + ap je minimaln{ polynom prvku o nad K.
Pak tedy plati o™ + a,_10"" 1 + -+ + aja + ag = 0. Potom ale

flo(a)) = (c(a) + an_1(c(a)" 4+ 4+ ayo(a) + ag
= (d(a))" + o(ap_1)(c(a)" 4+ -+ o(ar)o(a) + o(ag)

(@) + o(ap_12™ ) + -+ o(a1a) + o(ag)
o(a" + ap_1™ -+ aja + ag)
(

Q

0)

Il
Q

=}

Tedy o(«) je kofen polynomu f.
O

Tato véta bude mit mnoho dusledku. Na nésledujicim piikladu si ukdzeme, jak cela si-
tuace vypadd; bude sice ndrocny, ale pomuze ndm pochopit, co se v rozsitenich s vnofrenimi
a automorfismy déje. Nez se do néj pustime, vyslovime nasledujici lemma, které zjednodusi
nékteré uvahy:

Lemma 3.1.7. Necht K C K(«) je rozsirend téles, a je algebraicky nad K, [K(a) : K] = n.
Pak pokud pro néjaké 01,09 € V(K (a)/K) plati o1(a) = o9(x), tak o1 = 09. Jingmy slovy,
kazdy prvek mnozZiny V(K («)/K) je jednoznacné zaddn tim, na co zobrazi prvek c.

Diikaz. Predpokladejme, ze néjaké takové oy, oy existuji. Jelikoz podle véty

K(a) ={ag+aja+ -+ an_1a" ag, ..., an_, € K},
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tak dostavame pro kazdy prvek v télesa K (a)

n

o1(y) = o1(ag + a1 + -+ a1
= ag + a101(@) + - + an_1 (o1 ()"
= ag + a109(@) + -+ + ay_1(0a ()" !
= 02(7)-

To jsme chtéli a dukaz je hotov.
0

Priklad 3.1.1. Urcete grupy automorfismu a mnoziny vnoreni v situaci, kdy jsou dana
telesa Q(v/2), Q(w) a jejich kompozitum Q(w, v/2), kde w = % je primitivni tfeti
odmocnina z jedné.

Zkoumejme nejprve téleso Q(+/2) a hledejme prvky mnoziny V(Q(+/2)/Q), tedy vechna
vnofeni télesa Q(+v/2) do komplexnich &isel, kterd fixuji racionalni ¢isla. Vime, ze kazdé ta-
kovéto zobrazeni musf prvku v/2 piifadit néktery z kofentt minimélnfho polynomu tohoto
prvku nad Q, jimz, jak vime, je polynom f(z) = 23 — 2.

Necht A je né&jaky kofen polynomu f. Podle lemmatu existuje nejvyse jedno
vnoieni o € V(Q(¥/2)/Q) takové, ze o(v/2) = 5. Mame tedy tii potencidlni prvky mnoziny
V(Q(V2)/Q):

or(a+bV2+c¥/2) = a+ bV2+ V2,
oa(a+bV2+ V') = a+ bwV2 + cw? V2,
os(a+ bvV2 + 0\3/52) = a + bwV2 + c(WV2)? = a + bwV2 + w2’

Poznamenejme, zZe o, je sice formalné zobrazeni Q(+/2) — C, ale miizeme ho ztotoznit
s identitou télesa Q(+¥/2), protoze pro viechna o € Q(3/2) plati o1(a) = id(a). Podobné
budeme ztotoznovat i néktera dalsi zobrazeni, ktera se lisi pouze takto formélneé.

Lze si pfimym vypoétem ovéfit, Ze o1, 0a, 03 jsou opravdu homomorfismy Q(+v/2) — C
a zjevné jsou injektivni. Mnozina V(Q(v/2)/Q) m4 tedy pravé tii prvky, coz, jak si miizeme
véimnout, je také stupei rozsfieni Q C Q(+/2). Také vidime, Ze obrazy téchto vnofent jsou
ve tvaru 01(Q(¥2)) = Q(¥2), 0»(Q(V2)) = Qw/2), 73(Q(V2)) = Q(u?¥/2); tedy pouze

jedno z nich je zdroveii automorfismus. Dostavame tedy Aut(Q(+/2)/Q) = {id}.

V piipadé télesa Q(w) 1ze postupovat obdobnym zpusobem. Minimélni polynom prvku
w nad Q je polynom g(z) = z2+x+1. Mame tedy nejvyse dvé vnoieni 71, 75 € V(Q(w)/Q).
Jisté 7y = id. Kandidat na druhy prvek zobrazi ¢islo w na druhy koten polynomu ¢(z), coz je
w?, jak muzeme vidét napi. z Vietovych vztahu (protoze w-w? = 1, w+w? = 1). Dostavame
tedy zobrazeni 75 : a + bw — a + bw?. Opét lze vypoctem ukazat, Ze 7» je homomorfismus.
Navic 7(Q(w)) = Q(w?) = Q(w) (rovnost plyne z toho, 7Ze w = (w?)? € Q(w?)). Tudiz je
nejen vnoreni, ale dokonce automorfismus. Dostdvdme tedy Aut(Q(w)/Q) = V(Q(w)/Q).
Obé mnoziny navic opét maji tolik prvku, kolik je stupen daného rozsiteni.
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Nyni se podivejme, co se stane v kompozitu obou téles — uvédomme si, ze je to téleso
tvaru Q(w, v/2) = {a+ b\3/§+cx3/§2 + dw + ew /2 + fw\3/§2|a, bc,dye, feQ}alQw,v2):
Q] = 6. To plyne napi. z toho, Ze béaze vektorového prostoru Q(+/2) nad @, tj. mnozina
{1,v/2, \3/52}, je lindrné nezdvisld nad Q(w) (muzeme tedy zohlednit poznamku .

Uvahou analogickou k té, jiz jsme dokazali lemma , muzeme ukazat, ze libovolné
vnoieni ¢ € V(Q(w, v/2)/ Q) je jednoznaéné urceno tim, kam zobrazi prvky +v/2 a w. Navic
libovolna restrikce tohoto vnoreni je jisté také vnoreni (injektivni homomorfismus nemuze
prestat byt injektivnim homomorfismem jen proto, ze mu zmensime defini¢ni obor). Tedy
w’@(%) cV(Q(V2)/Q) a wl@(w) € V(Q(w)/ Q). Mame tedy 3 -2 = 6 moznosti, jak zvolit
¥, a proto [V(Q(w, v/2)/ Q)| < 6. Ukazeme, e plati rovnost.

Zvazme zobrazeni o : Q(w, v/2) — C, které fixuje Q(w) a prvek /2 zobrazi na w+/2.
Piimym (ale zdlouhavym) vypoétem si muzeme ovérit, ze se jednd nejen o vnofeni, ale
dokonce o automorfismus! Navic je to v grupé Aut(Q(w, v/2)/ Q) prvek fadu 3, protoze
0?(V2) = w?V2,0%w) = w = 02 #id a 03(V/2) = W3V2 = V2,0%(w) = w = ¢ = id.
Tedy 3|| Aut(Q(w, v2)/ Q).

Déle uvazujme zobrazeni 7 : Q(w, v/2) — C, které fixuje Q(+/2) a prvek w zobrazi
na w?. Opét si mizeme ovéfit, ze je to automorfismus, tentokrat fadu 2, jelikoz 72(v/2) =
= V2,73 (w) = w* = w. Tedy 2|| Aut(Q(w, v2)/ Q)|.

Dohromady tedy 6 déli pocet prvkil grupy automorfismi rozsifeni Q C Q(w, v/2). Spolu
s piedchozim pak 6 < | Aut(Q(w, v2)/ Q)| < V(Q(w, v/2)/ Q)| < 6.

To nim ddva Aut(Q(w, v2)/ Q) = V(Q(w, V2)/ Q) = {0,7), | Aut(Q(w, ¥2)/ Q)| =
6 = [Q(w, v2) : Q]. Co o této grupé mitzeme rlcl? Vsimnéme si, ze kazdy jeji prvek néjak
permutuje tiiprvkovou mnozinu {\3/5, Wy 2,w2\3’/§} (jedna se o kofeny polynomu x?® — 2).
Muzeme se tedy na o divat jako na trojcyklus a na 7 jako na transpozici a dostdvame
Aut(Q(w, v2)/ Q) = S3. Podle védomosti o této grupé mizeme psat

Aut(Q(w, v2)/ Q) = {id, 0,02, 7,07, 07}

a muzeme sestavit mulitplikativni tabulku této grupy:

’ ‘id‘O"O'Q‘T‘UT‘O'zT‘
id | id o o’ T | ot | 0?1

o o o | id |o?1| 7 oT

o | o2 | id o | ot |o?r| T
T T lor |o*r|id | o | o2
or | o | o1 | T o2 | id o

ot ot | T oT | © o2 | id

Na tomto prikladé jsme vypozorovali nékolik zajimavych faktu, jez by bylo mozné
zobecnit. Predevsim si nyni polozme nésledujici otdzky: plati vzdy |V(L/K)| =[L : K|? A
obecnéji, rozsifuje se kazdé vnoteni K — C na pravé [L : K| vnofeni L — C?

Abychom na tyto otdzky mohli odpovédét, uvedme nejprve bez ditkazu nésledujici vétu:
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Véta 3.1.8. Necht F,F' jsou télesa, i : F — F' je jejich izomorfismus, p € Flx] je
ireducibilni polynom. Necht U : Flz] — F'[x] je izomorfismus indukovany izomorfismem 1
na koeficientech, tedy

U(apa™ + -+ a1z + ag) = ¥(ay)z" + - +¥(ar)z + (ap)

pro libovolné ay, ...,aqg € F. Oznacme p' = ¥(p). Necht « je korenem polynomu p v alge-
braickém uzavéru télesa F', B je korenem p' v algebraickém uzdvéru télesa F'; existugi tedy
télesa F(«), F'(B). Pak existuje — a to jeding — izomorfismus ¢ : F(a) — F'(B) spliujici
v(a) =(a) pro vsechna a € F a navic p(a) = 5.

Ve specidlnim piipadé, kdy F' = F' = K, ) = id a p je minimalni polynom « nad K,
dostavame jako dusledek lemma [3.1.

Na vétu se muzeme podivat jesté ponékud jinou optikou: pokud F.,F’ jsou
podtélesa komplexnich ¢isel, muzeme se na izomorfismus v divat jako na vnoreni F do
komplexnich ¢isel, tedy prvek mmnoziny V(F'). Také izomorfismy ¢ : F(«) — F'(f) pak
muzeme poklddat za vnofeni F'(a) — C. Potom tedy dostavame nasledujici dusledek:

Dusledek 3.1.9. Necht L = K(«). Pak se kazdé vnoreni télesa K do komplexnich &isel
rozsituje na [L : K] vnoteni L do komplexnich éisel.

Dikaz. 7 textu vyse je ziejmé, ze kazdé vnoreni K — C se rozSifuje na tolik vnoreni
L — C, kolik je kotenu polynomu p’ = ¥(p). Vzhledem k tomu, jak je tento polynom
definovan, ma prave tolik kofent, kolik jich ma polynom p. To je ale minimalni polynom
a nad K, mé tedy pravé [K(«) : K| = [L : K| kotent.

O

Dostdvdme tedy kladnou odpovéd naSe otdzky ve specidlnim pifpadé L = K(a).
Uvédomme si navic, ze kazdé vnoreni L — C je rozsitenim néjakého vnoreni K — C. Plati
tedy [V(K(a))| = [K(a) : K]+ [V(K)].

Nyni tuto situaci zobecnime. K tomu nam poslouzi dusledek s pomoci matematické
indukce.

Véta 3.1.10. Necht K C L je konecné rozsiveni, Q C K C L C C. Pak se kazdé vnorent
telesa K do komplexnich ¢isel rozsituje na pravé [L : K| vnorent télesa L do komplexnich
cisel.

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle stupné rozsiteni K C L. Pokud
[L: K] =1,tak L = K atvrzeni je ziejmé. Predpoklddejme tedy nyni, ze [L : K| =n,n > 1
a ze pro vsechna télesa M, K C M C L, [L : M| < [L : K], tvrzeni plati, tedy kazdy prvek
V(M) se rozsifuje na [L : M] prvka mnoziny V(L).

Zvolme si libovolny prvek o € L\ K. Pak jiste K C K(a) C L, [L: K(a)] < [L: K],
tedy z indukéniho predpokladu plati, ze kazdy prvek V(K («)) se rozsifuje na [L : K(«)
prvka V(L).
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Z dusledku vsak vime, ze kazdy prvek V(K) se rozsifuje na [K(«) : K] prvku
V(K («)). Ve spojeni s predchozim tedy dostavame, ze kazdy prvek V(K) se rozsifuje
na [L: K(o)][K(«): K] =[L: K] prvka V(L). To jsme ale chtéli dokazat.

[

Dostavame tedy kladnou odpovéd na naSe otdzky, specidlné:

Dusledek 3.1.11. Existuje prdvé [L : K| vnoreni télesa L do komplexnich cisel, kterd
fixugi teleso K.

Zobecnili jsme tedy pozorovani z prikladu(3.1.1] Jelikoz kazdy automorfismus je vnorent,
okamzité dostavame nasledujici omezeni:

Véta 3.1.12. Necht K C L je konecné rozsireni, QC K CLC Q. Pak |Aut(K/L)| < [L :
K].

Nabizi se otdzka, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. Aby se vnoteni o € V(L/K)
stalo automorfismem, musi v L lezet obrazy vsech prvku z L — pro libovolny prvek o € L je
ale o(«) jednim z kofenu minimalniho polynomu « nad K. Aby tedy bylo o prvkem grupy
Aut(L/K), musi L s kazdym svym prvkem obsahovat také vsechny kofeny minimélniho
polynomu tohoto prvku nad K. To je ale presné definice normalniho rozsireni!

Zde jiz vsak hovorime o Galoisovych rozsitenich:

Definice 3.1.13. Necht K C L je konecné algebraické rozsireni, Q C K C L C C. Pak rikd-
me, Ze toto rozsireni je Galoisovo, pokud V(L/K) = Aut(L/K) neboli | Aut(L/K)| =
= [L : K|. Grupu Aut(L/K) pak nazgvime Galoisovou grupou rosireni K C L a znacime
Ji Gal(L/K).

Vyse jsme jiz mohli vidét nékolik pifkladi: rozsfieni Q C Q(w, v/2), Q C Q(w) jsou
Galoisova, zatimco rozsffeni Q C Q(+/2) neni.

Ukazali jsme si, ze v pripadé koneéného rozsiteni K C L, Q C K C L CC, je normalnost
tohoto rozsiteni nutna podminka k tomu, aby bylo Galoisovo. V obecném ptipadé je nutno
pozadovat jesté separabilitu daného rozsiteni, ktera je v nami diskutovaném ptipadé auto-
maticka. Obecné plati nasledujici véta:

Véta 3.1.14. Necht K C L je koneéné (tedy i algebraické) rozsirent téles. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. K CL je Galoisovo (tedy | Aut(L/K)| =L : K]),
2. L je rozkladové téleso néjakého separabilniho polynomu f € Klz],

3. K C L je separabilni a normdlni.

V dalsi ¢ésti se zamérime na hlavni vétu Galoisovy teorie, ktera dava do souvislosti
mezitélesa rozsiteni s podgrupami Galoisovy grupy.
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3.2 Hlavni véta Galoisovy teorie

Uvazujme libovolné rozsiteni téles K C L. Pak télesa M takové, ze K C M C L, nazyvame
mezitélesa rozsiieni K C L. V pifpadé rozsifenf Q C Q(w, v/2) jsme objevili napi. mezitélesa
Q(V/2),Q(w) (a otividnd mezitélesa Q,Q(w, v/2)), ale také Q(wv/2),Q(w?v/2). Nevime
vsak, existuji-li dalsi, popt. jakého jsou tvaru. Uvidime, ze v ptipadé Galoisovych rozsiteni
dokazeme elegantné popsat vSechna mezitélesa daného rozsiteni.

Uvazujme nyni koneéné rozsiteni K C L, ne nutné Galoisovo. Necht M je libovolné me-
zitéleso. Pak muzeme uvazovat grupu Aut(L/M), ktera je jisté podgrupa grupy Aut(L/K)
— pokud néjaky automorfismus fixuje M, tak tim spise fixuje K C M.

Mezitélesuim tedy muzeme prifadit nékteré podgrupy grupy automorfismu. Je tomu
v8ak i naopak. Je-li H podgrupa grupy Aut(L/K), muzeme ji pritadit tzv. fizni podtéleso
Fix(H) = {a € LIVp € H : ¢(a) = a}. Pitklad mize byt opét rozsiieni Q C Q(w, v/2)
a podgrupa H = {id, 7}, kde 7 je stejné jako v piikladu ziejmé Fix(H) = Q(v/2).
Otézkou samoziejmé je, jestli je kazdé mezitéleso fixnim podtélesem néjaké grupy.

Prvni dilezity poznatek ohledné fixnich podtéles v Galoisovych rozsitenich je néasledujici
ekvivalence:

Veéta 3.2.1. Necht K CL je algebraické rozsireni téles. Pak je Galoisovo, prdvé kdyz
Fix(Gal(L/K)) = K.

V rozsifenich, kterd nejsou Galoisova, by se mohlo stat, ze by téleso Fix(Aut(L/K))
bylo mezitéleso vétsi nez K.

Poznamka 3.2.1. Piipomenme, ze je-li M podmnozina nosné mnoziny néjaké grupy G,
zépisem (M) znacime podgrupu grupy G generovanou mnozinou M (tedy prunik vsech
podgrup grupy G obsahujicich M).

Uved'me nyni hlavn{ vétu (kone¢né) Galoisovy teorie. Ta nam ifkd, ze podgrupy Galoi-
sovy grupy a mezitélesa si jednoznacéné odpovidaji:

Véta 3.2.2. Necht K C L je koneéné Galoisovo rozsireni, G = Gal(L/K). Oznacme
H = {H|H je podgrupa G}, M = {M|M je téleso, K C M C L}. Pak dvojice zobra-
zeni H — Fix(H), M — Aut(L/M) jsou navzdjem inverzni bijekce mezi H a M (tzn.
Fix(Aut(L/M)) = M, Aut(L/Fix(H)) = H). Navic plati:

1. Je-li My = Fix(H,), My = Fix(Hy) pro libovolné Hy, Hy € H, pak:

(a) My C My < Hy C Hy,
(b) M1M2 = FlX(Hl N Hg),
(C) MlﬂMnglx((H1UH2>),

2. je-li M = Fix(H), pak:
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(a) [L: M]=[H|,[M: K] =|G/H|,
(b) M C L je vidy Galoisovo, Gal(L/M) = H,

(c) K C M je Galoisovo, pravé kdyz je H normdlni podgrupa G; v tom pripadé
Gal(M/K) = G/H (izomorfismus je ddn restrikci).

Zamysleme se nad tim, co nam tato véta vlastneé iikd. Zasadni informaci je, ze podgrupy
a mezitélesa si jednoznacéné odpovidaji; to vSak neni vSechno. Tvrzeni 1 ndm sdéluje, jakym
zpusobem si pfesné tyto objekty odpovidaji — v kostce to muzeme popsat jako ,¢im vétsi
podgrupa, tim mensi mezitéleso,“ coz neni prekvapivé vzhledem k Fix(Gal(L/K)) = K,
Fix({id}) = L. Tvrzeni 2 nam pak k& vice o vztahu télesa M k télesum L a K.

Nebudeme se dopodrobna zabyvat dukazem této véty, jelikoz vétsina myslenek pro
dalsi text neni pfilis pfinosnd; nicméné lze tici, ze dikaz tvrzeni 1 a toho, ze mezi H a M
jsou navzdjem inverzni bijekce, vyuziva pirevazné véty a a nenf piilis ndrocny.

Ukéazeme si ale dikaz tvrzeni 2, protoze ho budeme déle potiebovat (a také je pomérné
zajimavy). Dukazy tvrzeni (a) a (b) jsou pomérné jednoduché. Predpoklddejme platnost
predchozich skutecnosti z hlavni véty Galoisovy teorie. Nejprve ukazeme (b): jelikoz K C L
je Galoisovo, tak je L rozkladové téleso néjakého separabilntho polynomu f € K[x]. Ale
jelikoz K C M, tak také f € M[x] a L je zéroven rozkladové téleso polynomu z M [x] — tedy
M C L je Galoisovo. Pak tedy Gal(L/M) = Aut(L/M) = Aut(L/Fix(H)) = H. Z toho
hned plyne (a): [L : M] = |Gal(L/M)| = |H| a z Lagrangeovy véty [M : K] = =K —

(L]
G =1G/H]|.
Nyni k tvrzeni (c¢). Zavedeme zobrazeni resy; : V(L/K) — V(M/K) zadané jako
resp(o) = a‘ o tedy kazdému vnofen{ pritadf jeho restrikci na M. Toto zobrazenf je

korektni, jelikoz restrikei injektivniho homomorfismu vskutku dostaneme opét injektivni
homomorfismus. Navic je to podle véty surjekce.

Jelikoz K C L je Galoisovo, tak V(L/K) = G. Ukdzeme, 7ze jadro zobrazeni resy, je
presné mnozina H. Jisté resy (H) = {idy}, jelikoz H = Aut(L/M). A protoze se idy,
podle Véty rozsifuje na prave [L : M| = |H| prvku mnoziny V(L/K), tak jsme podle
2(a) hotovi a H je opravdu jadro.

Uvazujme nyni tiidy rozkladu G/H. Pokud dva automorfismy o, 7 lezi v jedné tiide,
tak ze zakladu teorie grup plati 7 = o1 pro vhodné ¢ € H. Pak ale pro vsechna a € M
plati 7(a) = (o¢0)(a) = o(¢(a)) = o(idp(a)) = o(a), jelikoz T/J‘M = idys. Tedy vsech |H|
prvkua dané tiidy rozkladu se zuzuje na stejny prvek mnoziny V(M /K). Naopak ale podle
vety plati, ze se kazdé o € V(M /K) rozsifuje na |H| prvka mnoziny V(L/K) = G.
Dohromady to znamend, ze tiidy rozkladu G/H a prvky mnoziny V(M /K) si jednoznaéné
odpovidaji.

Z toho ale uz dostavame tvrzeni (c¢) nasledujicim zpusobem:

K C M je Galoisovo & V(M/K) = Gal(M/K)
& resy; je homomorfismus grup

& H = ker(res)s) je normdlni podgrupa.
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Navic pokud je H normélni, tak zjevné G/H = Gal(M/K).

Poznamka 3.2.2. Pro Galoisovu teorii nekonecnych rozsiteni plati podobna véta, jako
je véta [3.2.2] Zde si vsak mezitélesa neodpovidaji se vSemi podgrupami Galoisovy grupy,
ale jen s nékterymi. Aby se zjistilo, s kterymi, je nutné zavést na Galoisové grupé jistou
topologii (tzv. Krullova topologie), kterou se z Galoisovy grupy vytvoii tzv. topologickd
grupa (to znamend, Ze grupova operace a operace brani inverzniho prvku jsou spojité
zobrazeni). Pak mezitélesa odpovidaji pravé tém podgrupam Galoisovy grupy, které jsou
v této topologii uzaviené.

Dostat se k hlavni vété Galoisovy teorie bylo vskutku narocéné, ale prinasi to své
ovoce. Aplikaci této véty je nepreberné mnozstvi, mezi vyznamné vysledky ziskané s po-
moci Galoisovy teorie jsou napiiklad kritéria teSitelnosti polynomialnich rovnic a nebo
konstruovatelnosti mnohothelniku — vyznamné jsou také aplikace v algebraické teorii ¢isel,
k nimz se dostaneme v dalsi kapitole. Nyni véak uved'me nékteré piiklady.

Priklad 3.2.1. Necht m, n jsou libovolnd riuznd celd ¢isla takovd, ze m,n ¢ {0,1} a zadné
z nich nenf délitelné druhou mocninou zddného prvocisla. Popiste rozsiteni Q C Q(y/m, /n).

Uvédomme si nejdiive, ze toto rozsiteni je Galoisovo — je to rozkladové téleso separa-
bilniho polynomu (2% —m)(x? —n). Abychom popsali toto rozsifeni, zaméifme se nejprve na
telesa Q(y/m), Q(y/n); jisté je Q(y/m, v/n) kompozitum téchto téles (z definice, viz pifklad
20).

Rozsiteni Q(v/m) je Galoisovo, jelikoz je to rozkladové téleso separabilniho polynomu
z? —m. Tedy Gal(Q(y/m)/ Q) je dvouprvkovd, obsahuje tedy identitu a prvek fddu dva.
Jelikoz automorfismus zobrazuje prvky na koteny jejich minimélniho polynomu, oznacime-li
onen prvek radu dva jako o,,, dostdvame o,,(y/m) = —y/m a tedy o,,(a+by/m) = a—by/m
pro vsechna a,b € Q. Tedy Gal(Q(v/m)/ Q) = {1,0,} = Z /27Z. Jelikoz jediné podgrupy
této grupy jsou celd grupa a trividlni grupa, tak jedind mezitélesa rozsiteni Q C Q(y/m)
jsou tato dvé télesa.

Analogickou situaci mame v pifpadé Q(y/n), tentokrat prvek iadu 2 v Galoisové grupé
oznacime jako o,.

Nyni se podivejme na jejich kompozitum — tim je téleso

Qv/m, v/n) = {a+bv/m + /i +dymy/n | a,b,c,d € Q}.

To muzeme dokdzat analogicky jako v pifkladu [2.0.0] ktery byl vlastné jen specidlnim
pifpadem této situace (jde tedy opét o to, ze polynom z? — m je ireducibilni nad Q(y/n) a
naopak). Obdobné tedy dostavame [Q(y/m,/n) : Q] = 4.

Rozsiifme-li na toto téleso automorfismy o,,, o, predpisem o, : /m — —/m, /n —
\/n, presnéji

Om(a+ byv/m + c/n + dymy/n) = a — by/m + ev/n — dv/my/n
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a obdobné pro o, vidime, zZe jsou to opét automorfismy. Navic si uvédomme, ze o,,0, =
= 0,0m,m. To si muzeme ovérit primym vypoctem:

(0mon)(a+byv/m+ cv/n+ dymy/n) = o (0n(a + by/m + cy/n + dyvmy/n))
= om(a+byvm —cv/n — dymy/n)
=a—by/m — cv/n+ dymy/n
= on(a —by/m + cyv/n — dy'my/n)
= op(om(a+bym + cv/n + dymy/n))
= (0,0m)(a + by/m + e/n + dv/ma/n).

Protoze Galoisova grupa rozsiteni Q C Q(y/m, /n) je ¢tyiprvkova, dostdvame
Gal(Q(vm,vn)/ Q) = (o, 0,) = {id, O, O, O} =2 (2 27) x (Z]27).
Podgrupy této grupy muzeme vidét na diagramu nize:

{1d7 Um; Un; Uman}

T

(i, o} (id, 00} {id, 0}
\ {iL | /

Podivejme se na svaz mezitéles. Jist¢ Fix({id o, 0, 010 }) = Q a také Fix({id}) =
= Q(v/m,y/n). Déle rovnéz Fix({id,o,,}) = Q(v/n), Fix({id,0,}) = Q(y/m). Jak ale
popsat téleso Fix({id, 0,,0,})? Vyse jsme ukdzali, Ze (0,,0,)(a+by/m+ c\/n+dy/my/n) =
= a — by/m — c\/n + dy/my/n. Tedy

Fix({id, 0.n0.}) = {a € Q(Vm, vn) | oppon(a) = a}
={(a+bym+cyn+dymyn|b=c=0,a,de Q}
={a+dymn|a,d e Q}
= Q(vmn).

Jind mezitélesa jiz nejsou. Muzeme je vidét na diagramu nize:

Q(vm, vn)

Q(v/m) Q(v/mn) Q(v/n
\ (L/

)
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Poznamka 3.2.3. Je-li ddno m,n stejné jako v pfedchozim piikladu, nazyvame télesa

tvaru Q(v/m) jako kvadratickd a télesa tvaru Q(y/m,/n) jako bikvadraticka.

Dalsim vyznamnym piikladem jsou konecnd télesa. Sice jsme Galoisovu teorii odvo-
zovali pouze pro podtélesa komplexnich ¢isel, ve véteé jsme si ale fekli podminky
pro libovolné rozsiteni. A lze ukazat, ze kazdé konecné téleso je rozkladovym télesem se-
parabilnfho polynomu 2?" — x € (Z /pZ)[z] pro néjaké prvocislo p. Nemame prostor zde
toto tvrzeni dokézat, nicméné dokazeme alespoii, ze je polynom zP" — x separabilni: pokud
by existoval néjaky jeho dvojnasobny koten o € Z /pZ, byl by to i kofen derivace tohoto
polynomu (2" —z)" = [p"],2?" ' —[1], = [~1],. Takovyto polynom ale zddné kofeny nema,
spor.

Jelikoz p i n muzeme volit libovolné, tak z vlastnosti rozkladového télesa popsanych v
druhé kapitole plyne nasledujici:

Véta 3.2.3. Pro libovolné prvocislo p a prirozené cislo n existuje (aZ na izomorfismy)
prdvé jedno konecné téleso o p™ prucich; budeme ho znacit Fyn. Navic Z [pZ CFyn je
Galoisovo rozsirent stupné n.

Galoisova grupa tohoto rozsiteni je az prekvapivé dobfe popséana:

Véta 3.2.4. Grupa Gal(Fyn/(Z /pZ)) je cyklickd. Jejim generdtorem je prvek ¢ s vlast-
nosti ¢(a) = a? pro vsechna a € Fpn. Tento prvek nazgvame Frobenitv automorfismus.

Toto dulezité tvrzeni budeme v budoucnu potifebovat. Nemame prostor je dokézat,
poznamenejme ale, ze podrobnéjsi seznameni s koneénymi télesy je mozno nalézt napf.
v [2] a ze je to velice zajimavé téma.

3.3 Aplikace Galoisovy teorie na kruhova télesa

Nejdiive musime pripomenout pojem n-td odmocnina z jedné.

Definice 3.3.1. O komplexnim cisle ( Tekneme, Ze je n-td odmocnina z jedné, pokud je to
néktery z korent polynomu x™ — 1. 'V pripadé, Ze ( neni k-td odmocnina z jedné pro Zddné
prirozené k mensi neZ n, rikdme, Ze ¢ je primitvni n-td odmocnina z jedné.

Ozna¢me M,, mnozinu n-tych odmocnin z jedné. Pak napi. My = {—1, 1}, pticemz —1
je primitivni druhd odmocnina z jedné; My = {1, —1,4, —i} (kde 7 je imagindrni jednotka)
a z toho 7, —i jsou primitivni ¢tvrté odmocniny z jedné.

Pripomenme si zapis komplexniho ¢isla v exponencidlnim a goniometrickém tvaru.

27i

Definujme ¢éislo ¢, jako ¢, = e = COS(%’T) + z'sin(%”). Jiste ¢, € M, jelikoz ¢, =
= 2™ = 1. Navic pro kazdé k € N, 1 < k < n, jisté plati (¥ € M,,. Ziejmeé také pro
kazdé i,7 € {1,2,..n}, i # j, plati ¢!, # ¢!. Z toho plynou dva poznatky: zaprvé, pro
kazdé n € N existuje alespon jedna primitivni n-t4 odmocnina z jedné, a to (,,; zadruhé

M, = {(nagfm 7<Z}

O primitivnich n-tych odmocninach muzeme tict nasledujici:
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Lemma 3.3.2. Necht k € Z, 1 < k < n. Prvek CZ je primitivni n-td odmocnina z jedné,
pravé kdyz nsd(k,n) = 1.

Diikaz. Pokud nsd(k,n) = d > 1, tak % = %, kdep =154 <n,q= s < k jsou nesoudélnd

celd csla. Potom (CF)P = e = 2 = 14 = 1, tedy ¢* je p-td4 odmocnina z jedné.

Jelikoz p < n, tak CfL neni primitivni n-t4 odmocnina z jedné.

Pokud nsd(k,n) = 1, tak pro kazdé a € Z, 1 < a < n dostavame (CF)s = "+,
Uvédomme si, Ze se tento vyraz rovna jedné, prave kdyz %k € Z; to je ztejmé. Ale jelikoz
nsd(k,n) = 1aa < n, ¥ pro zddné a < n nenf a-td4 odmocnina z jedné. Z definice je to
tedy primitivni n-t4 odmocnina z jedné.

]

Méme tedy praveé ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin z jedné, kde ¢ je Eulerova funkce.
Neni tézké ukazat nasledujici vétu:

Véta 3.3.3. MnozZina M,, tvori pro kaZdé n spolu s operaci ndsobeni grupu. Tato grupa je
dokonce cyklickd a jejim generdtorem je libovolnd primitivni n-td odmocnina z jedné.

Diikaz. Nejprve je tfeba ukédzat, Ze ndsoben{ je operace na mnoziné M,,. Necht o, 3 € M,,.
Pak (a-f)"—1=a"-f"—1=1-1—1 =0, tj. pro libovolné prvky M,, lezi v této mnoziné
i jejich soucin, coz jsme chtéli dokazat.

Asociativita operace nasobeni je zfejma, v mnoziné lezi i neutralni prvek, jimz je
prvek 1. Navic pro libovolné komplexni &fslo ¢ plati 1 = (¢- ¢~ 1" = ¢™-(¢1)™, tedy pokud
¢ € M,, tak v této mnoziné lezi i inverzni prvek k ¢. Tim jsme dokazali, ze (M,, ) je
grupa.

Nyni ukdzeme, ze M, s ndsobenim je dokonce cyklicka. Jelikoz |M,| = 1, chceme
nalézt prvek fadu n. Tim je ale z definice libovolnd primitivni n-t4 odmocnina z jedné.
Dikaz je tedy hotov, jestlize pro kazdé n alespon jedna primitivni n-t4 odmocnina existuje.
Vyse jsme ale ukazali, Ze ano, totiz ¢islo (,,.

O

V pifpadé n = 4 mame ¢, = i a vskutku vidime i' = 1,42 = —1,43 = —i,i* = 1, stejneé
tak (—i)! = —i, (—i)2 = —1, (—i)% = i, (—i)* = L.
Nyni muzeme definovat n-té kruhové téleso.

Definice 3.3.4. Necht n €N, ¢, = e je primitivni n-td odmocnina z jedné. Pak télesu
Q(¢,,) Tikdme n-té kruhové téleso.

Hovotime-li tedy o kruhovém télese, je fe¢ o néjakém jednoduchém rozsiteni ra-
cionélnich ¢isel. Muzeme uvést nékteré priklady: prvni i druhé kruhové téleso je rovno
Q, ¢tvrté kruhové téleso je Q(i), osmé kruhové téleso je tvaru (@(‘/7i + z%i) = Q(i,V2).

Jednoduse 1ze ukéazat dulezité tvrzent:

Véta 3.3.5. Rozsireni Q CQ((,,) je Galoisovo.
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Diikaz. Jelikoz ¢, € Q((,), tak podle véty M, € Q((,). Polynom 2" — 1 se tedy
v Q(¢,,) rozklada na soucin linedrnich ¢initelu a jelikoz Q((,,) je nejmensi téleso obsahujici
Q a ¢, je to rozkladové téleso tohoto polynomu. Jelikoz se jednd o separabilni polynom,
tvrzeni je dokazano.

]

Ptedchozi vétu jsme dokéazali, aniz bychom explicitné znali minimalni polynom f(x)
prvku ¢, nad Q. Lze vsak ukazat, ze f(z) je ve skutecnosti tzv. n-ty kruhovy polynom, jenz
je tvaru

1<k<n
nsd(n,k)=1

Vidime, ze je to polynom stupné ¢(n), kde ¢ je Eulerova funkce, tedy dostavdame
[Q(¢,) : Q] = ¢(n). Je mozné ukazat, ze n-ty kruhovy polynom ma vzdy nejen racionélni,
ale dokonce i celociselné koeficienty, coz se bude hodit v dalsi kapitole.

Dalsi uziteénda informace je, ze kruhova télesa jsou az na jeden piipad navzajem ruzna.
Obecné lze ukazat, ze pro dvé ruznd prirozend ¢isla m < n jsou télesa Q(¢,,) a Q((,)
stejnd, pravée kdyz je m liché a n = 2m. Piikladem mohou byt télesa Q((3) a Q((y)-

Jelikoz (5 = cos(%) + isin(3) = —1 + z"/?g, dostavame Q((3) = Q(iv/3). Stejné tak ale

jelikoz ¢ = 1+, tak Q(¢g) = Q(iv3) = Q(Cy).

Kruhova télesa jsou velmi vyznamnym objektem s rozsahlou teorii i mnoha aplikacemi,
na néz v této praci bohuzel neni mnoho mista (mnohem, mnohem vice je mozno se dozvédét
ve [7]). Pfesto je na misté zminit alespon par zajimavosti. Véta Kroneckera a Webera fiké,
ze pro kazdé konecné abelovské rozsiteni Q C K — tzn. je to koneéné Galoisovo rozsiteni s
komutativni Galoisovou grupou — je K podtéleso nékterého kruhového télesa. Jedna se o
velmi hluboky vysledek algebraické teorie ¢isel. Kruhova télesa télesa hraji také vyznamnou
roli v dukazech dvou znamych tvrzeni. Prvnim z nich je Velkd Fermatova véta, ktera tika,
ze pro prirozend n vétsi nez 2 rovnice 2" 4+ y" = 2" nema celociselné feseni. Vétu je mozno
diky kruhovym télesum dokazat pro velkou skupinu prvocisel, bohuzel nekonetné mnoho
dalsich prvocisel odolavalo celkem takika 350 let. Druhym z nich je Catalanova domnénka,
kterd iika, ze jediné celoéiselné feseni rovnice 2% — y® = 1 pro a,b > 1,z,y > 0 je tvaru
3?2 —23 = 1. Kompletni diikaz tohoto tvrzeni z roku 2002 pouziva nékteré hluboké vysledky
teorie kruhovych téles.

Nam vsak bude z teorie kruhovych téles stacit pouze nékolik informaci, a to predevsim
popis Galoisovy grupy Gal(Q(¢,,)/ Q). Vime, ze prvky této grupy jsou automorfismy télesa
Q(¢,,) fixujici Q, a tedy kazdy z nich zobrazi (,, na néktery z kofentu minimélniho polynomu
prvku ¢, nad télesem Q. Tim je ®, a jeho kofeny jsou tvaru CZ prok e N 1 <k <mn,
nsd(n, k) = 1. Pro viechna takova k oznacme o} automorfismus takovy, ze o4(¢,,) = ¢E.

Za téchto predpokladu muzeme vyslovit nasledujici vétu:

Véta 3.3.6. Necht Q(C,,) je n-té kruhové téleso. Pak
Gal(Q(¢,)/ Q) = (Z /nZ)",
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tedy Galoisova grupa rozsiteni Q CQ((,,) je izomorfni s multiplikativni grupou jednotek
okruhu Z InZ. Izomorfismus ¢ : (Z /nZ)* — Gal(Q((,,)/ Q) je ddin predpisem [k], — oy
pro vsechna k € N, 1 <k <n, nsd(n, k) = 1.

Diikaz. Jelikoz prvky mnoziny (Z /nZ)* jsou pravé zbytkové tiidy modulo n tvaru [k],
pro viechna k € N, 1 < k <mn, nsd(n, k) = 1, je [k], — o, bijekce. Zbyva ukézat, ze je to
homomorfismus. Plati ¢([al,)o¢([b],) = 04004 (o znaéi operaci sklddéni automorfismu). Ale
(0000)(Ca) = a(05(Ca)) = 0a(C) = (0a(C))" = (C1)" = (7 = 0a(C,), tedy 0,00 = 0.
Z toho dostavame ¢([al,) o ¢([b],) = &([ab],), tedy ¢ je opravdu homomorfismus a dikaz
je hotov.

[

Galoisovu grupu rozsiteni Q CQ((,,) tedy muzeme popsat pomoci objektu, ktery
je ndm dobfe znamy. Tedy napiiklad Gal(Q((g)/ Q) je izomorfni s grupou (Z /87Z)*.
Ta se skladd ze tii prvku fadu dva a neutrdlniho prvku, je tedy izomorfni s grupou
7./27 x 7 |2 7. To odpovida poznatku, ze Q(g) je vlastné bikvadratické téleso Q(i, v/2).

Poznamka 3.3.1. Zajimavd situace nastavd, pokud uvazujeme téleso Q(¢,), kde p je liché
prvocislo. Dostdvame totiz Gal(Q(¢,)/ Q) = (Z /pZ)*, coz je cyklickd grupa tadu p — 1.
Pomoci teorie grup umime popsat veskeré jeji podgrupy: pro kazdé kladné d, které déli p—1,
méme pravé jednu podgrupu H, indexu d (tj. [(Z /pZ)*/Hq| = d). Navic Hyq, C Hy,, pravé
kdyz dy | dy. Vzhledem k hlavni vété Galoisovy teorie tedy vidime, ze mezitélesa rozsifeni
QCQ(¢,) jsou tvaru Fy = Fix(Hy) (napt. Fy = Q, F,_1 = Q((,)) a navic Fy, C Fy,, pravé
kdyz dl | dg.

Jelikoz p — 1 je sudé, jedno z mezitéles rozsiteni Q CQ((,) je kvadratické téleso.
Nésledujici véta tika, jakého je tvaru:

Véta 3.3.7. Necht p je_lliché prvocislo. Pak p-té kruhové téleso obsahuje kvadratické téleso
Q/7) kde p* = (—1)F.

Toto tvrzeni, které se nam podaii dokazat v ¢asti 6.2, bude hrat vyznamnou roli v
dukazu zdkona kvadratické reciprocity.

V této kapitole jsme se sezndamili s Galoisovou teorii, od jejtho vybudovani pies hlavni
vétu az po nékteré aplikace; nakonec jsme si ukazali nékteré vlastnosti kruhovych téles.
Galoisovu teorii budeme potiebovat v dalsi kapitole, abychom ji aplikovali na prvoidedaly
jistych algebraickych rozsiteni racionalnich ¢isel a zavedli pojem dekompozi¢ni grupa —
coz neni nic jiného nez podgrupa Galoisovy grupy. Kruhova télesa a dekompozi¢ni grupu
nakonec vyuzijeme k dukazu zdkona kvadratické reciprocity.
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Kapitola 4

Algebraicka teorie cisel

Kdyz v roce 1637 slavny matematik Pierre de Fermat uvetejnil svoji domnénku, ze
rovnice 2" + y"* = 2™, x,y,z,n € N nemd feSeni, nevédél, ze tim nastoluje budoucim
generacim matematiku problém, ktery budou fesit pres 350 let. Snaha dokédzat Fermatovu
domnénku, dnes znamou pod nazvem Velka Fermatova véta, polozila zaklad celého nového
odvétvi matematiky — algebraické teorie ¢isel. Tato oblast je v dnesni dobé velice rozvinuta
a ma mnoho zajimavych aplikaci — dnes pfedevsim v kryptografii.

V nasledujicim textu se seznamime se zaklady algebraické teorie cisel a po jejich
vybudovani se budeme dale zabyvat rozkladem idedlu v ¢iselnych télesech. Na nase vysledky
pak budeme aplikovat Galoisovu teorii.

4.1 Ciselna télesa a mnozina Oy

Jak podle ndazvu nepiekvapi, algebraicka teorie Cisel pracuje prevazné s algebraickymi
¢isly, a to nad télesem racionalnich ¢isel. Proto pokud nebude feceno jinak, v néasledujicim
textu bude pod pojmem algebraické ¢islo mysleno ¢islo algebraické nad Q.

Télesa algebraickych c¢isel, jez nds budou zajimat, nazyvame ciselnd télesa:

Definice 4.1.1. Necht K je koneéné (a tedy i algebraické) rozsireni raciondlnich cisel.
Pak rikdme, Ze K je ciselné téleso.

Nyni nas bude zajimat jistd podmnozina algebraickych ¢isel, které tikame celd alge-
braicka cisla:
Definice 4.1.2. Necht a € C. Rekneme, Ze o je celé algebraické cislo, pokud je korenem

néjakého normovaného polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty.

Piikladem celych algebraickych ¢isel mohou byt napiiklad ¢isla tvaru /m pro vsechna
m € Z, dale napiiklad ¢islo ¢, = e’n" definované v predchozi kapitole (je vzdy kofenem
normovaného polynomu 2" —1 € Z[xz]). Obecné je urcité kazdé celé algebraické ¢islo zaroven
algebraické. Naopak to ale byt nemusi, jak si ukazeme na nasledujicim piikladeé:
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Priiklad 4.1.1. Ukazte, ze ¢islo */75 je algebraické, ale neni celé algebraické.

Jednd se o algebraické &islo, jelikoz je kofenem polynomu z? — %. Ukéazeme sporem, ze
celé algebraické ¢islo to neni. Predpokladejme tedy, ze ano, tedy existuje polynom

flz)=2" + 12"+ a1+ ag;ag, ..., Gnq € Z

takovy, ze f(2) = 0. Plat{ tedy (‘/73)" + an_l(\/?g)”_l + - F al(‘/Tg) + ag = 0. Vyndsobime

rovnost ¢islem 2", abychom na levé strané dostali celo¢iselné koeficienty:
(V3)" + 2a, 1 (V3)" 4 - 2 ay (VB) + 2" = 0.

Tim dostavame rovnost (pokud polozime a, = 1) A + Bv/3 = 0, kde

A= Z (V3)'a;2" " € Z,
e eadé
B= Y (V3) a2 €Z.
i o Tione

Jelikoz prvky 1,v/3 jsou linedrné nezavislé nad Q, dostavéame A = B = 0. Nynf si
vybereme jedno z ¢isel A, B podle parity n a demonstrujeme spor. Pokud je n sudé, tak
22| 0 = A dostavame 2|(v/3)"a,2" " = 32 (jelikoz ostatni scitance jsou sudé), coz je spor.
V pripadé, kdy je n liché, dostaneme obdobné spor na zakladé rovnosti B = 0.

U algebraickych ¢isel jsme ukézali, Ze jsou nejen korenem néjakého polynomu z Q[x],
ale vzdy i néjakého normovaného a ireducibilniho polynomu nad Q (tim je miniméalni poly-
nom). [ u celych algebraickych ¢isel Ize ukazat, ze jsou vzdy kofenem néjakého normovaného
ireducibilniho polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty, tj. ze jejich minimalni polynom vzdy
lezi v Z[z]. Plyne to okamzité z nasledujiciho lemmatu:

Lemma 4.1.3. Necht h € Z[z], f, g € Q[z] jsou normované polynomy a h = fg. Pak maji
f i g celociselné koeficienty.

Diikaz. Oznac¢me m (resp. n) nejmensi prirozené ¢islo takové, ze mf (resp. ng) ma celo¢iselné
koeficienty. To znamenad, ze neexistuje prvocislo, které by délilo vSechny koeficienty poly-
nomu mf nebo ng. Ukazeme sporem, ze m =n = 1.

Predpokladejme, ze to neplati, tj. existuje prvocislo p, které déli mn. Jelikoz mnh =
= mf -ng je rovnost polynomu v Z[z] a p déli levou stranu, dostdvame p|mf -ng v okruhu
Zx].

Ukazeme, ze v Z[x] plati totéz, co v Z, tedy pokud prvocislo déli soucin prvku ze
Z|z], deli alespon jednoho z ¢initelu. Predpoklddejme, Ze tomu tak neni, tj. existuji dva
polynomy h, k € Z[x] takové, ze p|hk, ale p nedéli ani h, ani k. Oba polynomy tedy maji
koeficienty, které nejsou délitelné p; zvolme koeficient a (resp. b) polynomu h (resp. k),
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ktery je ze vSech toto splaujicich koeficientu polynomu A (resp. k) u nejmensi mocniny x;
feknéme a je koeficient u z* a b je koeficient u z¥. Pak je koeficient polynomu hk u z%t?
roven souc¢tu hk s nékolika nasobky p, coz je ¢islo, které neni délitelné p. To je spor s tim,
ze plhk.

Potom tedy jelikoz p|mf - ng, tak p|mf nebo plng v Z[x]. Pak tedy p déli vSechny
koeficienty alespon jednoho z téchto dvou polynomu, coz je spor. Dostavame tedy kyzené
f,g9 € Zz].

O

Napf. ¢islo ¢, je kofenem normovaného ireducibilniho polynomu ®,,(x), o némz jsme
si fekli, ze celociselné koeficienty ma.

Jisté je kazdé celé algebraické ¢islo algebraické, ale naopak (jak jsme vidéli vyse) to
neplati. Plati ale, ze pro kazdé algebraické ¢islo existuje néjaky jeho celociselny nasobek,
ktery jiz cely algebraicky je:

Véta 4.1.4. Necht o € C je algebraické éislo. Pak existuje prirozené c¢islo m takové, Ze
ma je celé algebraické cislo.

Dikaz. Oznaéme f(x) minimalni polynom « nad Q. Jeho koeficienty jsou raciondlni,
muzeme tedy psat
Gy a a
f(l') =z" + n_lxn—l +o Tt _1':5 + _07a07 vy Gp—1 € Z7b07 s bn1 € Na
bn—1 b bo
kde nsd(a;, b;) = 1 pro vSechna i € {0,1,...,n — 1}.
Uvazujme nyni ¢islo m, které je nejmensim spoleénym nésobkem ¢isel by, by, ..., b,—1.
Vynasobime-li rovnost

n n—=1 n-1 ay Qo
a'+ —a"++—at+—=0
bn—l bl bO
¢islem m”™, dostaneme
n—1 n
My, . a m"a
(ma)" + —"L(ma)" ' 4 - + (ma) + ¢ —o.
n—1 1 bO
Tedy ¢islo ma je kofenem polynomu
n—1 n
n ma,—1 n—1 m ap mag
T+ = -t x+ )
bn—l bl bO

ktery je normovany a mé celociselné koeficienty, protoze b;|m pro vsechna i € {0,1,...,n —
1}. Proto je ma celé algebraické ¢islo.
]
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Prikladem mtuze byt opét ¢islo \/75 —vidéli jsme, Ze neni celé algebraické, ale vynasobime-

li ho dvojkou, dostaneme &fslo v/3, které celé algebraické je (protoze je kofenem polynomu
z? —3).

Uvazujme téleso Q; jisté je to ciselné téleso. Uvazujme mnozinu C' vSech celych alge-
braickych ¢isel v tomto télese. Minimalni polynom libovolného ¢éisla » € Q nad Q je tvaru
x — r. Jelikoz celé algebraické ¢islo je vzdy kofenem néjakého normovaného ireducibilniho
polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty, plati, ze r € C' < =z —r € Zlz] & r € Z, tedy
mnozina vSech celych algebraickych cisel télesa QQ je rovna mnoziné celych ¢isel. Tvori tedy
okruh.

Predchozi poznatek lze zobecnit na libovolné ¢iselné téleso:

Véta 4.1.5. Necht K je éiselné téleso. Pak mnoZina celyjch algebraickiyjch cisel télesa K
tvori spolu s operacemi sc¢itani a nasobeni okruh.

Poznamka 4.1.1. Okruh celych algebraickych ¢isel v télese K znacime Og.
Plati navic nasledujici:

Véta 4.1.6. Necht K je ciselné téleso. Pak K je podilové téleso okruhu O, jinak feéeno:

K:{%M,BGOK,B#O}.

Platnost této véty si muzeme snadno ovérit na piikladu K = Q.

Mame-li ddano néjaké ciselné téleso K, vétsinou neni snadné urcit, jakého tvaru je
mnozina Q. Ukazeme si, jak Ok vypadd v pripadech, kdy je K kvadratické nebo kruhové
téleso, protoze s témito okruhy budeme pracovat nejvice.

Véta 4.1.7. Necht K = Q(y/m), kde m # 0,1 je celé ¢islo, které neni délitelné druhou
mocninou Zadného prvocisla. Potom plati

Zl\/m] = {a + by/m|a,b € Z} pokud m =2,3 (mod 4),
Ok =

Z[Hﬁ] = {a+l)2m|a,b €Z,a=b (mod2)} pokud m=1 (mod 4).

Dtukaz predchozi véty neni obtizny, ale pocetné je pomérné zdlouhavy. Dukaz nasledujici

v

Véta 4.1.8. Necht K = Q((,,) je m-té kruhové téleso. Potom plati
Ok = Z[(,,] = {ao+ a1 ¢, + -+ +apm)—1 C;’ﬁ(m)fl lag, ai, ..., Gpmy—1 € Z},

kde ¢ je Eulerova funkce.
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To, ze se vSechny tyto okruhy daji vyjadfit pomoci celych ¢isel, neni nahoda. Obecné
lze ukazat nasledujici:

Véta 4.1.9. Necht K je ciselné téleso, [K : Q] = n. Pak existuji proky B, ...,0, € K
takové, ze O = {a161 + - + apnfnlay, ..., a, € Z}.

Definice 4.1.10. Prvky B4, ..., B, z predchozi véty nazijvdme celociselnd bdze okruhu O .

Celociselné baze okruhu z véty |4.1.7 a véty 4.1.8|jsou tedy naptiklad (1,+/m), (1, 1+5/E ),

(1,¢,, ...,Cf(”)_l). Vsimnéme si, ze celo¢iselnd baze okruhu O je vzdy zéaroven i béaze
vektorového prostoru K nad Q.
Dulezity pojem vztahujici se k ¢iselnym télesuim je diskriminant.

Definice 4.1.11. Necht K je éiselné téleso, [K/ Q] =n, o1, ...,0, € V(K/ Q) jsou viechna
jeho wvnoteni do komplexnich ¢isel (kazdé takovéto vnoteni fizuje Q). Pak diskriminant
libovolné n-tice ay, ..., o, € K je definovdn jako d(ay, ..., o) = (det(A))?, kde

oi(ay) oglay) - onlay)
A= (o)) = | 0 len) el
o1(ayn) oa(an) -+ on(an)

Diskriminant ma mnoho pozoruhodnych vlastnosti. Je roven nule, pravé kdyz se dana
n-tice sklada s linedarné zavislych prvku. Je to vzdy raciondlni ¢islo a pokud se dand n-
tice sklada z celych algebraickych ¢isel, je to dokonce vzdy celé ¢islo. Navic se ukazuje, ze
diskriminant muze slouzit jako jakysi invariant okruhu Og:

Véta 4.1.12. Necht K je ciselné téleso, Pi, ..., Bn @ Vi, ..., Yn jsou mizné celociselné bdze

okruhu Og. Pak d(By, ..., Bn) = d(V1, -y Yn)-

Definice 4.1.13. Necht K, je é&iselné téleso. Pak diskriminantem okruhu Oy — piseme
d(Ok) — nazveme diskriminant libovolné jeho celociselné bdze.

Necht K = Q(i). Spocitejme diskriminant okruhu Ok = Z[i]. Celociselnd baze je napr.
(1,4) a jiste V(Q(i)/ Q) = {id, 7}, kde 7 : a + bi — a — bi. Dostavame tedy

d(Z[i]) = d(1,i) = 1 =(1-(=i) —1-i)* = (-2i)* = —4.

T —1

Predchoz{ ivahu muzeme zobecnit na pripad K = Q(y/m), m € Z nenf délitelné druhou
mocninou zaddného prvocisla. Jisté vzdy V(K/Q) = {id, o}, kde o : a + by/m — a — by/m.
Pokud m = 2,3 (mod 4), tak mame celociselnou bézi (1,+/m) a dostaneme

L= () - 1 i) = (<2ym)” = 4.

10w) = dl1, v =|
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1+/m
2

Pokud m = 1 (mod 4), mame celo¢iselnou bézi (1, ) a obdobné dostdvame
V pripadé kruhovych téles je vypocet diskriminantu komplikovanéjsi, lze vsak ukazat,
7e je-li K m-té kruhové téleso, tak d(Ox) déli éislo m#™).

Vsechny tyto poznatky muzeme shrnout do nésledujici véty:

Véta 4.1.14. Informace o nekterych okruzich celych algebraickych cisel a jejich diskrimi-
nantech miuzeme shrnout do ndsledujici tabulky:

| K | Ok | dOx) |
Q Z 1
Q(v/m),m=2,3 (mod 4) | Z[\/m| 4m
Q(y/m),m=1 (mod4) |Z[*¥"] m
Q(¢m) Z[Cy) | d d|m?™

Diskriminant je velmi silny néstroj pti dokazovani tvrzeni z elementarni algebraické
teorie ¢isel. V praci ho budeme dale pottebovat, az budeme studovat vétveni prvoidalu v
rozsitenich ciselnych téles.

Na zavér této ¢asti uvedeme jedno tvrzeni, které se muze jevit jako ponékud prekvapivé:

Véta 4.1.15. Necht K je éiselné téleso. Pak K = Q(«) pro vhodné a € K.

Kazdé ciselné téleso je tedy ve skutecnosti jednoduché rozsiteni racionalnich cisel!
Dukaz tohoto tvrzeni vyuziva matematické indukce a nékterych vlastnosti minimalniho
polynomu. Pifkladem mtize byt ndm jiz zndmé rovnost Q(i, v2) = Q({y) = Q(\/T5 + Z*/Tﬁ)

Nyni se presuneme k dalsimu vyznamnému aspektu okruhu O, a to k vlastnostem
jeho idealu.

4.2 Ideadly O a nejednoznacnost rozkladu

V této casti se seznamime se dvéma dulezitymi pojmy, jimiz jsou téleso zbytku a De-
dekinduv okruh.

Necht P je vlastni prvoidedl okruhu P. Vime, Ze P = pZ pro néjaké prvocislo p.
Z elementarni teorie ¢isel vime, ze Z / P = Z /pZ je koneény faktorokruh; dokonce téleso,
jelikoz vlastni prvoidedly jsou v okruhu 7Z také maximalnimi idealy. Skutecnost, ze dva
prvky a,b € Z lezi ve stejné tiidé tohoto faktorokruhu, tedy ze a — b € pZ, pak znacime
a=b (mod p).

Tyto poznatky lze zobecnit na libovolny okruh O celych algebraickych ¢isel ¢iselného
télesa K. Je-li P libovolny vlastni idedl Ok, pak lze ukézat, ze faktorokruh Ok /P je
konecny (déle uvidime, ze je to opét dokonce téleso). Lezi-li dva prvky a,b € Ok ve stejné
tridé v tomto faktorokruhu, pak piseme a = b (mod P).

Za téchto podminek muzeme zformulovat nasledujici definici:
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Definice 4.2.1. Necht K je ciselné téleso, P je vlastni prvoidedl okruhu Q. Pak fakto-
rokruh Ok |/ P nazgvdme téleso zbytki.

Jde opravdu o téleso; sice aby Ok /P bylo téleso, musi byt prvoideal P maximalni,
0 néco nize vsak uvidime, ze tomu tak v okruhu Ok vzdy je.

Nyni se pfesunme k nejednoznacnosti rozkladu. Pfipomenme, ze v libovolném komu-
tativnim okruhu R muzeme zavést koncept délitelnosti: @ € R déli b € R (znacime alb),
pokud existuje k € R takové, ze b = ak. Prvkum a,b € R tikdme, ze jsou asociované,
pokud alb a zéroven bla. Je-li R obor integrity, je predchozi definice ekvivalentni s tim, ze
a = ub, kde u je néjakd jednotka okruhu R (napt. v Z jsou prvky m a —m asociované,
v Zl[i] jsou asociované prvky z, —z,iz, —iz).

Dulezity pojem souvisejici s délitelnosti je okruh s jednoznacnym rozkladem. Pripomen-
me, ze se jedné o obor integrity, v némz lze kazdy prvek, ktery neni nula nebo jednotka,
skoro jednoznacné rozlozit na soucin ireducibilnich prvku (a je ireducibilni, pokud to neni
nula nebo jednotka a jeho jedini délitelé jsou jednotky a prvky asociované s a). Slovy ,skoro
jednozna¢né“ je minéno to, ze pocet ¢initelu je vzdy stejny a pii jejich zapisu dvou ruznych
rozkladli ve vhodném potadi je k-ty ¢initel prvniho asociovany s k-tym cinitelem druhého
(pro kazdé mozné k).

Ok v8ak vzdy okruhem s jednoznaé¢nym rozkladem byt nemusi. Nékdy tomu tak je —
napi. u celych cisel nebo u kruhovych téles Q(¢,), kde p je prvocislo mensi nebo rovno
dvaceti ttem. Bohuzel v nekonecné mnoha piipadech tomu tak neni. Prikladem muze byt

napi. okruh Og /=5 = Z[v—5]: plati 6 = 2-3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5), coz jsou dva
rozklady na neasociované ireducibilni prvky okruhu Z[v/—5].

Abychom se mohli zabyvat rozkladem na prvoidedaly, definujme nejprve soucet a soucin
idealu:

Definice 4.2.2. Necht I,J jsou idedly komutativniho okruhu R. Pak definujeme jejich
soucet a soucin nasledovneé:

I+J={a+bacZbeJ},

T-J= {Zaibi|n€N,ai€I;bi€j}?

i=1
tj. soucin idedli je mnozina vsech koneénych souctu, kde jednotlivymi scitanci jsou souciny
prvku jednoho idedlu s prokem druhého idedlu.

Vsimnéme si hned, ze Z+ 7 i Z - J jsou také idedly okruhu R Soucin idedlu Z a J je
nejmensi ideal obsahujici vSechny souc¢iny prvku z Z s prvky z J.

Vzhledem k tomu, ze s¢itani a nasobeni idedlu je velmi dulezité, zdrzime se u néj
formou nékolika prikladu.

Piiklad 4.2.1. Spocitejte soucet Z a soucin J idedlu (2) a (3) okruhu Z.
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Jelikoz Z = (2) + (3) = {a + bla € (2),b € (3)}, dostavdme 1 = —2 4 3 € Z, tedy
T = 7Z. Spocitejme soucin téchto idealu:

J=(2)3) = {zn:aibﬂn €eN,a; € (2),b € (3)} = {zn: 2a; - 3b;n € N, a;, b € Z} (6).

i=1 =1
Piiklad 4.2.2. Necht R je komutativni obor integrity, ktery je dokonce euklidovsky, Z C R,
a,b,c,d € R, m,n € Z. Dokazte nasledujici:

L. (a) - (b) = (ab),

2. (a) = (b) & a = ub, kde u je néjaka jednotka okruhu R,

3. (m) + (n) = (d), kde d = nsd(m,n),

4. (a,b) - (c,d) = (ac,ad, bc, bd), kde (a,b) = aR + bR je idedl generovany prvky a a b.

Prvni ¢ast dokazeme zobecnénim vypoctu v predchozim ptikladu:

= {Zaibi\n e N, a; € (a),b; € (b)} = {Zaa; - bbiln € N, d}, b, € Z} = (ab).
i=1 =1
Dikaz druhé éésti vyuziva vlastnosti asociovanych prvku. Jelikoz a € (b), tak a = bk
pro né&jaké k € R, tedy bla. Zaroven ale jelikoz b € (a), tak a|b. Takovéto situace nastava,
pravé kdyz jsou prvky a a b asociované, tj. a = ub pro néjakou jednotku u (jelikoz se
pohybujeme v oboru integrity). Naopak, pokud a = ub, tak je rovnost (a) = (b) zfejma.
Treti cast dokazeme pomoci Bezoutovy rovnosti (tu muzeme pouzit, jelikoz se pohy-
bujeme v euklidovském okruhu). Podle ni jelikoz d = nsd(m,n), tak existuji celd ¢isla u, v
takova, ze um—+wvn = d. Jelikoz Z € R, tak um € (m) awvn € (n), tj. d = um+wvn € (m)+(n)
aproto (d) C(m)+(n). Navic jelikoz d|m a d|n, tak kazdy prvek idedlu (m)+(n) je ndsobkem
¢isla d, tedy (m) + (n) C(d). Proto (m) + (n) = (d).
Ctvrta cast plyne primo z definice soucinu:
(a,b) - (¢,d) = {ak + bl|k,l € R} - {ck' + dlI'|K',l' € R}
= {>°0 (ak; + bl;)(ckl + dl})|k;, l;, kL, I} € R}
= {30 (ack;k] + adk;l, + bel;k} + bdl; 1|k, l;, K, I € R}
={acd ) kikl+add Kl +bed Lk +bd Y LUk L KL L € RY
= {acK + adL + bcK' + bdL'|K,L,K', L' € R}
= (ac, ad, be, bd).

Vsimnéme si, ze nasobeni idedlu je komutativni a asociativni. Navic zde existuje ne-
utralni prvek — tim je sam okruh R, protoze pfimo z definice idedlu vidime, ze Z-R =
=R-IT=1.

Vzapéti uvidime, pro¢ je pro nas nasobeni idedlu tak dulezité. Sice totiz Ok vzdy
nemusi byt okruh s jednoznac¢nym rozkladem, ale vzdy je to tzv. Dedekinduv okruh, tzn.
vyhovuje néasledujici definici:
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Definice 4.2.3. Nechf R je obor integrity. Rikdme, Ze R je Dedekindiv okruh, pokud
splniuje nasledujict tri podminky:

1. kazdy idedl okruhu R je konecné generovany,
2. kazdy vlastni prvoideal okruhu R je zdaroven maximalni idedl,
3. R je celouzavreny ve svém podilovém télese K.

Posledni podminka iikd, ze pokud je libovolny prvek a € K kofenem normovaného
polynomu z R[z|, tak a € R. Ilustrovat to muzeme piikladem K = Q, R = Z: pokud je
a € Q kofenem normovaného polynomu v Z[z|, je to celé algebraické ¢islo, tj. a € Z.

Zavedli jsme nésobeni idedlu, muzeme tedy zavést i délitelnost idedlu. Tedy Z |7,
pokud existuje idedl A takovy, ze J = AZ. O délitelnosti idealu v Dedekindovych okruzich
plati nasledujici véta:

Véta 4.2.4. Necht Z,J jsou idedly komutativniho okruhu. Pak T|J, prdvé kdyz J CT.

Diikaz. Dokazeme pouze implikaci ,,=, jelikoz dikaz druhé implikace je pomérné narocény.
Predpokladejme tedy, ze Z | J, tedy z definice existuje idedl A takovy, ze J = AZ.
Uvazujme libovolny prvek ¢ € J. Jelikoz £ € AZ, tak plati £ = > | a;vi, kde a; € A
a~y; € Z. Ale z definice idedlu a;v; € Zapaki& =" a7y € Z. Tedy J CZ.
0

Velmi podstatné je pro nés nasledujici véta:
Véta 4.2.5. Necht K je ¢iselné téleso. Pak Oy je Dedekindiv okruh.

Diky tomuto faktu jsme zaprvé obh4djili korektnost definice a zadruhé je za-
chranéna jednoznacnost rozkladu, jelikoz plati nasledujici véta:

Véta 4.2.6. Necht R je Dedekindiv okruh, T je libovolny vlastni idedl okruhu R. Pak
muzeme L rozloZit na soucin prvoidedlu, tedy

T=P. ... P,
kde P; jsou navzdjem ruzné prvoidedly okruhu R a eq,...,e, € N. Tento rozklad je navic
az na poradi cinitelu jednoznacny.
Nemuzeme tedy vzdy jednoznacéné rozlozit ¢isla na soucin ireducibilnich prvku, ale v

kazdém Dedekindové okruhu muzeme jednoznaéné rozlozit idedly na soucin prvoidedlu.

Piiklad 4.2.3. Ukézali jsme si, ze Sestku nemuzeme v okruhu Og =5 = Z[v/—=5] jed-
noznacné rozlozit, jelikoz 6 = 2 -3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5). Pomoci idedli si vsak s
nejednoznacénosti snadno poradime, provedeme totiz rozklad vSech ¢initelu na prvoidedly,
ktery je nésledujici:

(2) = (2,1+V=5)?,
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3)=03,1=v=5) 3,1+ v-H),
(1+vV=5)=(2,1+vV=5)- (3,1 +v-5),
( \ ) (2’1+V_>'(371_V_5>‘
Tedy (6) = (2)-(3) = (2,1+v/—=5)%-(3,1=v/=5)-(3,1++/=5) = (1++/—5)- (1 —/=5).
Nebudeme se nyni zabyvat tim, proc jsou prvoidedly pravé takové; to uvidime v pristi
casti. Ovérme si ale, ze rovnosti vyse plati a ze se jedna opravdu o prvoidedly. Nebudeme
se vsak zabyvat vSemi ptipady, protoze postupy jsou analogické.
Ovérme platnost rovnosti (3) = (3,1 —+/—5)- (3, 1++/—5). Pocitejme (vyuzivame ¢ést

4 pﬁkladu:
(3,1 —+v=5)-(3,14++vV=5)=(3-3,3(1 +V=5),3(1 — vV=5), (1 + V=5)(1 — vV=5))
=(9,3(1+v=5),3(1 — v/=5),6)
= (3).

Ukazme, Ze (2,14 /=5) je prvoideal. Uvazujme zobrazen{ f : Z[\/=5] — Z /2 Z dané
takto: f (a+b\/_ ) = [a— by pro vSechna a, b € Z. Ukazme, Ze je to homomorfismus. Jisté
£(1) = [1]s. Déle f(a-+by/=5)+ f(a'+b'v/=5) = [a—bls+[a' ~¥) = [(a+a’) — (b+¥)}> =
f((a+by/=5)+(a’' +b'y/=5)). A nakonec f(a+by/=5)- f(a'+b'/=5) = [a—bly-[d —V]y =
laa’ + b0 — al/ — a'bly = [(ad’ — 5b0') — (ab/ + a'b)]z = f((a+ by/=5) - (@' +V'v/=5)).

Zobrazeni f je tedy vskutku homomorfismus. Uvazujme nad jeho jadrem: a = a +
bv/—5 € ker f < [a—b]y = [0]y & a = 2k+bpronéjaké k € Z. Potom o = 2k+b(1++/—5) €
(2,14 +/=5), tj. ker f C(2,1 + v/=5). Na druhou stranu f(2) = f(1 + v/=5) = [0],, tedy
idedl ker f obsahuje prvky 2 a 1 + /5. Jelikoz (2,1 + v/—5) je nejmensi idedl obsahujici
tyto dva prvky, dostavdme (2,1 + v/=5) Cker f a dohromady s piedchozim dostdvame
rovnost obou idedlt. Tudiz Z[v/—5]/(2,1 + v/=5) = Z /27 je téleso a idedl (2,1 + /—5)

je maximalni — v Dedekindové okruhu tudiz i nenulovy prvoideal.

V této casti jsme se dozvédéli o dulezitych vlastnostech okruhu Q. Situace se vsak
stane jesté mnohem zajimavéjsi, pokud nebudeme uvazovat pouze jedno ciselné téleso, ale
hned dveé, jedno do druhého vnorené. Kolik zajimavych poznatki nam to pfinese, uvidime
v nasledujicim textu.

4.3 Rozkladani prvocisel v Og

Predstavme si nasledujici situaci: je dano rozsiteni téles K C L, kde K, L jsou ¢iselna
télesa. Necht P je né&jaky prvoidedl okruhu Og. Pak jisté

PO, = {Zaibim eN,q; € P,b; € (’)L}
=1

je idedl okruhu Oj, muzeme ho tedy rozlozit na souc¢in prvoidealu okruhu Op: PO, =

— €1 e
_pl e Tr.
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Studiem této situace je mozno se dobrat k mnoha zajimavym vysledkum. Budovat
vsak nasledujici teorii v plné obecnosti je nad ramec tohoto textu, proto se omezime na
specialni pripad K = Q. VSechna tvrzeni, ktera dale uvedeme, ale mohou byt zobecnéna
— nékdy bez jakychkoli problému, nékdy s obtizemi.

Budeme tedy rozebirat situaci Q C K, kde K je libovolné ¢iselné téleso. Uvédomme si,
ze nenulové prvoidedly okruhu Og = Z jsou tvaru pZ, kde p je prvocislo (tedy pZ- O =
=pOk).

V dalsim textu bude vzdy K znacit ¢iselné téleso a budeme-li mluvit o prvoideélech,
budeme tim vzdy myslet vlastni prvoidedly.

Nasledujici véta nam ukazuje nékteré souvislosti mezi prvoidedly Z a Og:

Véta 4.3.1. Necht P je prvoidedl okruhu O, p je prvoéislo. Pak jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

1. PlpOk,

2. pOkg CP,
3. pLCP,

4. peP

5 PNZ=pZ.

Diikaz. Véta[4.2.4) k4 pifmo (1) < (2). (2) = (3) = (4) je zfejmé: pokud p Ok C P, tak
p € pZCpOk CP. Jisté také (3) < (4). Ukazme (3) = (2): pokud pZ C P, tak také
p € P. Jelikoz P je idedl okruhu Ok, tak pro kazdé a € Ok plati pa € P. To ale znamena
p Ok CP, coz jsme chtéli.

Ukézali jsme jiz (1) & (2) & (3) & (4), zbyva tedy ukdzat (4) < (5). (5) = (4) je
ziejmé. Abychom ukézali (4) = (5), vzpomenme si z definice Dedekindova okruhu, ze pZ
jakozto prvoidedl je také maximalni ideal okruhu Z. Pokud pZ CP, tak p ZCPNZCZ
(pticemz PNZ je jisté ideal okruhu Z), tedy z maximality pZ bud PNZ = pZ nebo
PN7Z = 7. Pokud by platila druhd moznost, znamenalo by to 1 € PNZ C P, tedy ideal P
by obsahoval jednotku okruhu Z, ktera je zaroven jednotkou okruhu O, platilo by tedy
P = Ok, coz je spor. Plati tedy PNZ = pZ a tvrzeni je dokazano.

O

Ohledné délitelnosti navic plati nasledujici véta:

Veéta 4.3.2. Pro kazdé p € Z je idedl p Ok je obsaZen v alespon jednom prvoidedlu okruhu
Ok . Kazdy vlastni prvoidedl okruhu Ok obsahuje prdavé jedno prvocislo.

Diikaz. Z predchoziho vime, ze p Ok je obsazen v téch prvoidedlech, které ho déli, tj.
vystupuji v jeho rozkladu na sou¢in prvoidealu; jisté vzdy alespon jeden takovy ideal
existuje. Navic jsme se dozvédéli, ze je-li P libovolny nenulovy prvoideal okruhu Op,
je Ok / P konecné téleso. Jako takové mé prvociselnou charakteristiku; oznac¢ime-li si tuto
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charakteristiku jako p, vidime, ze p € P, tedy alespon jedno prvocislo v P lezi. Nakonec
predpokladejme, ze v P lezi jiné prvocislo g. Potom ale diky Bezoutové rovnosti v P lezi
i nejvétsi spolecny délitel p a ¢, jimz je 1, tj. P = Ok, coz je spor s tim, ze P je vlastni
ideal. V P tedy lezi prave jedno prvocislo.

]

Definujme nyni dva pojmy klicové pro dalsi teorii. Témi jsou index vétveni a stupen
inercie.

Definice 4.3.3. Necht P je idedl okruhu O, p je prvocisio, P | p Ok. Necht e je nejuétsi
prirozené ¢islo k takové, ze P* |p Ok . Pak ¢islu e rikime index vétveni P nad p a znac¢ime
ho e(P |p).

Koncept indexu vétveni je jasny: je- i pOx = PT' - -+ - P rozklad idedlu p Ok na
prvoidedly, tak e(P; |p) = e;.

Definujme nyni stupen inercie. Necht P je ideél okruhu O, p je prvocislo, P |p Ok.
Pak existuje homomorfismus f : Z — Ok / P, ktery vznikne jako slozeni inkluze Z — Ok
a projekce na faktorokruh O — Ok /P. Pak ker f ={a € Zla € P} =ZNP =pZ. Z
hlavni véty o faktorokruzich tedy dostavame injektivni homomorfismus Z /pZ — Ok |/ P
— tedy vnoteni. Koneéné téleso Z /pZ je tedy izomorfni s néjakym podtélesem koneéného
télesa Ok /P. Pomineme-li tento izomorfismus (izomorfni struktury v algebte neni piilis
nutné rozlisovat), muzeme uvazovat Z /pZ C Ok /P jako rozsifeni téles. Stupen inercie
pak definujeme jako stupen tohoto rozsiteni:

Definice 4.3.4. Necht P je idedl okruhu O, p je prvocislo, P | p Ok. Pak pFirozené éislo
Ok /P : Z |pZ] nazjvame stuperi inercie P nad p a znacime ho f(P |p).

Vsimnéme si, ze jelikoz hovoifme o koneénych télesech, tak plati | O /P | = p/PIP),

Vyznam téchto pojmu nam ukaze nésledujici véta:

Véta 4.3.5. Necht [K : Q] = n. Necht p je prvocislo, pOx = P{- -+ P je rozklad
idedlu p Ok na prvoidedly okruhu Oy . Pak plati

T

> e(Pilp) f(Pilp) = n.

i=1

Platnost této dulezité véty si ovéiime na konkrétnich prikladech. Jelikoz zatim nevime,
jak obecné rozkladat na prvoidedly, musime se vystacit z priklady v kvadratickych télesech,
kde je situace celkem jednoducha.

Vzpomenme si na pifklad @I V ném jsme si fekli, ze v okruhu Og /=5, = Z[\/-5]
platf 2Z[v/=5] = (2,1 +v/=5)? a 3Z[V=5] = (3,1 + vV/=5) - (3,1 — v/=5). V prvnim
pifpadé tedy e((2,1 + v/—=5)[2) = 2 a f((2,1 + v/=5)[2) = 1, jelikoz jsme ukazali, ze
Z[V=5]/(2,1 + v/=5) = Z /2 7. Jelikoz [@(\/—_5) . Q] = 2, véta [4.3.5] v tomto piipadé

opravdu plati.
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V druhém pifpadé pak mizeme analogicky jako predtim ukézat Z[v/—5]/(3,14£/—5) =
=~ 7 /37 (jedn4 se o jadro homomorfismu a+by/—5 +— [aFbl3), tedy f((3,14/=5)|3) = 1;
navic o¢ividng e((3,1+ v/=5)|3) = 1. Tedy 2=1-1+1-1 a véta[4.3.5 opét plati.

Vétu muzeme vSak vyuzit i jinym zpusobem, jak ndm ukéze nésledujici pifklad:
Piiklad 4.3.1. Ukazte, 7e 13Z[V/3] = (4 + v/3) - (4 — v/3) je rozklad prvocisla 13 na
prvoidedly okruhu O /5 = Z[\/3].

Jisté podle pifkladu platf (4++v/3)- (4 —v3) = (4+V3)- (4 —V3)) = (13) =
13 Z[v/3]. Jedn4 se navic o riizné idealy, jelikoz jsou generované neasociovanymi prvky (jak
si miizeme snadno ovéfit). Otdzkou vak je, jestli jsou (44+/3) prvoidedly. Predpokladejme,
7e alespori jeden ne, tedy ze (4 +v/3) = [[, P, (4 — V3) = [T;_i1 P, kde r > 2. Pak
podle véty 4.3.5 plati 2 = [Q(v3) : Q] = S__, e(Pi |p)f(Pilp) > >.i_, 1 =r > 2, spor.
Tim je priklad vyfeSen.

Nyni zavedeme nové nazvoslovi:

Definice 4.3.6. Necht [K : Q] = n. Necht p je prvocislo, pOx = Py - -+ - P je rozklad
idedlu p Ok na prvoidedly okruhu O . Potom tikame, Ze

e p se vetvi v K, pokud pro alespon jedno v plati e; > 1,

e p se totdlné vétvi v K, pokudr =1 a ey = n,

e p se nevetvi v K, pokud pro vsechna i plati e; = 1,

e p se zcela rozkladd v K, pokud r =n (a tedy e; = f(P;|p) = 1 pro vSechna i).

Napt. 2 se vétvi (dokonce totalne) v Q(v/—5) (viz piiklad [4.2.3)), 13 se zcela rozklada
v Q(v/3) (viz pifklad |4.3.1)
Vétveni prvocisel neni prili§ casty jev, jak fika nasledujici véta:

Véta 4.3.7. Necht K je ¢iselné téleso, p € Z je prvocislo. Pak se p vétvi v K, prdvé kdyz
pld(Ok).

Jednoduchym dusledkem tedy je, ze se v libovolném télese vétvi pouze konecné mnoho
prvocisel.

O rozkladu prvocisel na prvoidedly jiz vime mnohé. Muzeme ale zajit dédle a urcit
presnou podobu idealu P;.

Vyslovme nejprve nasledujici lemma:

Lemma 4.3.8. Necht K je éiselné téleso. Pak existuje v € Ok takové, Ze K = Q(7).

Diikaz. Podle vety 4.1.15] existuje a € K takové, ze K = Q(«). Podle véty navic
existuje m € N takové, ze ma € Ok. Oznatme v = ma. Jiste Q(y) CQ(«), ale také

Q(a) CQ(y), jelikoz v = L - 4, = € Q. Dohromady tedy K = Q(a) = Q(v), v € Ok .
O
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Zvolme nyni ngjaké v € Ok tak, aby K = Q(v). Jisté je (Z[y], +) podgrupa grupy
(Ok,+). Lze ukazat, ze | Ok / Z[7]| je konecné ¢islo; oznac¢me ho r. Véta, kterou vyslovime,
bude platit pro vSechny prvoidealy okruhu pZ az ty, kde p déli r. Vyjimku z véty tedy
bude tvorit koneéné mnoho prvoideala.

Déle definujme homomorfismus Z[x] — (Z /pZ)[z], ktery polynomu h = a,x" + ---+
+a17 + ay € Z[z] piitadi polynom h = [a,],2" + -+ + [a1],7 + [ao), € (Z /pZ)[x].

Necht g(z) je minimdlni polynom prvku « nad Q. JelikoZ ~y je celé algebraické éislo,
tak g(z) € Zx]. Tedy g € (Z /pZ)[x] a jelikoz okruh polynomu nad télesem je okruh s
jednozna¢nym rozkladem, muzeme psat g = ' - -+ - ,°", kde ¢y, ..., g, jsou normované
ireducibilni polynomy nad Z /p Z. Ekvivalentné muzeme psat g = ¢;“* - -+ - ¢, (mod p)
(kde g; jsou normované ireducibilni polynomy v Z[z]).

Za téchto predpokladu muzeme vyslovit néasledujici vétu:

Veéta 4.3.9. Predpokladejme vSechno jako vyse, navic predpokladejme, Ze p nedeli c¢islo
| Ok / Z]]|. Pak rozklad idedlu p Ok na prvoidedly je ndsledujiciho tvaru:

pOxg =P8 ... P,

kde P; = (p,g:(7)) = p Ok +gi(7) Ok. Navic stupen inercie f(P;|p) je roven stupni poly-
nomu g;(x).

Uvédomme si, jak je tato véta silnd: pomoci ni snadno dostavame to, co jsme v
piikladech 4.2.3)al4.3.1| pracné dokazovali. Jelikoz | Og 3, / ZI\3]| = | Ogv=s / ZIV=5]| =
= 1, muzeme vétu pouzit pro kazdé prvocislo. Jelikoz 22 +5 = 2%+ 1 = (z + 1) mod 2,
tak 27Z[/=5] = (2,1 +v/=5)% Jelikoz 2> +5 = 22— 1 = (z — 1)(z + 1) (mod 3), tak
3Z[V-5] = (3,1—v/~=5)-(3,1++/=5). A do tietice jelikoz 2°> —3 = 22— 16 = (z+4)(z —4)
(mod 13), tak 137Z[v/3] = (13,4 +/3) - (13,4 — V3) = (4 + V3)(4 — v/3),4 +V3) - (4—
—V3)(4++3),4—V3) = (4 +V3)- (4 —V3).

V dalsi kapitole uvidime, co se bude dit, pokud je Q C K Galoisovo.
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Kapitola 5

Rozkladani prvocisel v (GGaloisovych
rozsirenich

V predchozi kapitole jsme se seznamili se zaklady algebraické teorie Cisel a s tim,
jak se prvocisla rozkladdji na prvoidedly okruhu Og. Rozsiteni Q C K vzdy nemusi byt
Galoisovo, napi. Q C Q(+/2), ale v mnoha pifpadech tomu tak je.

V nésledujici kapitole si ukézeme, jak obecnd situace vypada v Galoisovych rozsitenich.
Vime, ze v téchto rozsitenich je situace v mnoha ohledech piehlednéjsi — méame dobie
popsand mezitélesa, automorfismy atd. Uvidime, ze i nyni se nam situace v Galoisovych
rozsitenich zjednodusi. To ndm ale umozni zavést nové pojmy.

Jednim z duvodu, pro¢ je nasledujici text vyclenén jako samostatna kapitola, je ten,
ze se od predchoziho bude lisit nasledujicim: v predchozi kapitole obvykle nebyl prostor
tvrzeni dokazovat, maximalné jsme si je mohli ovérit na prikladech. Nyni jiz mame velkou
zasobu teorie, a proto nasledujici situaci muzeme studovat vice do hloubky a ¢astéji uvadét
i dukazy jednotlivych tvrzeni.

Poznamenejme jesté, ze i tuto situaci lze zobecnit na Galoisova rozsiteni ciselnych téles
K, L. Dohodnéme se také, ze v nasledujicim textu bude vzdy K znacit néjaké ¢iselné téleso,
které je Galoisovym rosifenim télesa raciondlnich ¢isel a grupu Gal(K/ Q) budeme znacit
jako G.

5.1 Pusobeni Galoisovy grupy na idealy Oy
Nejdiive ukazme, ze automorfismy rozsiteni Q C K zobrazi okruh O sdm na sebe:

Véta 5.1.1. Necht o je libovolny prvek grupy G. Pak o(Ok) = O a pokud T je idedl
Ok, tak i o(Z) = {o(a)|a € I} je idedl O .

Diikaz. Zvolme libovolné o € O . Minimalni polynom f prvku o nad Q ma celo¢iselné koe-
ficienty, jelikoz « je celé algebraické ¢islo. Z kapitoly 2 vime, ze pro libovolné o € G je o(«)
néktery koren polynomu f. Je to tedy také celé algebraické éislo, proto o(Ok) = {o(a)|a €
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Ok} COk. Pak ale také o7 1(Ok) C Ok, po aplikaci o dostdvdme inkluzi Ok C o(Of).
Dohromady tedy o(Of) = Ok.

Podle predchoziho tedy pro libovolny idedl Z okruhu O plati 0(Z) C Ok. S pomoci
faktu, ze je o automorfismus, si muzeme snadno ovéfit, ze o(Z) je idedl okruhu Of. Jisté
je to neprazdnd mnozina. Dale pro libovolnd «, 8 € Z plati o(a) + o (8) = o(a+ ) € o(Z)
(jelikoz o + 8 € ). Nakonec pro libovolné r € Ok oznacme r’ = o~ !(r) (uz vime, ze
r" € Ok). Potom ro(a) = o(1')o(a) = o(r'a) € o(Z) pro libovolné a € 7 (jelikoz r'a € 7).

[

Zajimavé je predevsim pusobeni Galoisovy grupy na prvoidealy okruhu O, které déli
idedl p Ok pro néjaké prvocislo p. Permutuje je nasledujicim zpusobem:

Véta 5.1.2. Necht p je prvoécislo, P je prvoidedl Ok, P |pOk. Pak pro vsechny o € G
plati o(P)|p O a navic pro libovolny prvoidedl P' C Ok, P'|pOk emistuje o0 € G tak,
ze o(P)="P".

Poznamka 5.1.1. Véta nam vlastné 7ika toto: je-li pOx = P§' - -+ - Pe rozklad idedlu
p Ok na prvoidedly okruhu Oy, pak pro kazdé i € Z,1 < i < r plati {o(P;)|c € G} =
= {Pb S Pr}

Toto ptisobeni si muzeme ovérit na predchozich piikladech: v jsme meli 13 =
= (4—/3)(4+/3), piicemz Gal(Q(+v/3)/ Q) = {id, 0}, 0 : V3 — —/3. A vskutku, vidime
id((4+V3)) = (4+v3), o((4+V3)) = (4 = V3).

Tim dostavame nasledujici:

Véta 5.1.3. Necht QC K je Galoisovo, p je prvocislo, pOx = P - -+ - P je rozklad
idedlu p Ok na prvoidedly. Pak ey = ey = - =€, a fy = fo =+ = f. (kde e; = e(P; |p)
je index vétveni a f; = f(P;|p) je stupen inercie).

Dikaz. Nejdiive si uvédomme, ze pro libovolné o € Gal(K/ Q) plati o(p Og) = p Ok; to
proto, ze o(p) = p (prvky Galoisovy grupy fixuji celé Q) a 0(O) = Ok (z véty p.1.1).

Proto tudiz, budeme-li uvazovat rozklad idedlu p Ok na prvoidedly, plati pro kazdé
o € Gal(K/ Q) nésledujict:

Pil. . 'PiT:pOK:U(pOK>:O-(PT1' . ‘Pf.r):0-<731>61 e e 'U(PT)GT.

Chceme nyni ukazat, ze e; = ey = --- = e,. Pfedpokladejme, ze tomu tak neni, napt.
e1 # ey. Podle véty existuje o € G takové, ze o(P1) = Py. Pak podle rovnosti vyse
plati e(Ps |p) = e(a(P1)|p) = e1. Z definice ale e(Ps [p) = €9, tedy e; = eo, spor.

Nyn{ ukazme f; = fo = --- = f,.. Zvolme libovolné dva idedly P, P" € {Py,...,P,}.
Podle véty existuje ¢ € G takové, ze o(P) = P’. Uvazujme nyni zobrazeni ¢ :
Ok /P — Ok /P definované pomoci o jako ¢(a + P) = o(a) + P’ pro viechna a € Ok.
Vzhledem k tomu, jak jsme volili o, je ¢ korektné definované zobrazeni. Ukazeme, ze je to
izomorfismus. Jisté je ¢ surjekce, protoze o je surjekce. Ukazme, Ze je to i injekce.
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Ptredpokladejme ¢(a + P) = ¢(b+ P) a chceme ukazat rovnost téchto tiid, tedy
a—be P. Jelikoz p(a+P) = o(a)+P', o(b+P) = o(b)+P’, dostavame p(a+P) = p(b+
P)eo(a)+P =0b)+P < o(a)—o(b) € P'=0(P) < a—be P, coz jsme chtéli. Tedy
Ok /P = Ox [P = |Ox [P| = | Ox [P'| = pPI0 = W S f(P o) = F(P'Ip).
coz jsme chtéli dokazat.

[

Poznamka 5.1.2. Z predchozi véty plyne, ze stupen inercie i index vétveni zavisi v Ga-
loisovych rozsitenich pouze na télese K a prvocisle p. Proto budeme déle pouzivat zjed-
nodusujici nazvoslovi, kde index vétveni p v K budeme znacit e(K,p) a stupen inercie

obdobné f(K,p).
Aplikaci véty dostavame dulezity vysledek:

Dusledek 5.1.4. Necht Q C K je Galoisovo rozsireni [K : Q] = n, p je prvocislo. Oznacime-
lie=e(K,p), f=f(K,p) ar jerovno poctu prvoidedli délicich p Ok, dostaneme

ref =n.

5.2 Dekompozi¢ni a ineréni grupa

V predchozi ¢asti jsme vidéli, jak pusobi Galoisova grupa rozsiteni Q C K, kde K je
¢iselné téleso, na prvoidedly P okruhu Og které déli dany ideal p Ok, p je prvocislo. Tento
fenomén nyni budeme studovat vice do hloubky.

Jisté existuje alespon jedno o € G takové, ze o(P) = P (urcité to spliuje identita).
Pak také o~ '(P) = o7 '(6(P)) = P. Navic pokud plati o(P) = P,d'(P) = P, dosta-
neme (00’)(P) = o(o’(P)) = o(P) = P; obdobné (¢'c)(P) = P. Prvky Galoisovy grupy
permutujici P tedy tvoii grupu!

S témito poznatky muzeme uvést nasledujici definici:

Definice 5.2.1. Necht p je prvocislo, P je prvoidedl O, P lpO. Pak definujeme de-
kompozicni grupu prvoidedlu P jako

D(P |p) = {0 € Glo(P) = P}.

Napiiklad pokud D(P|p) = G, tak pOx = P e > 1. To proto, ze idedly, které
deli p Ok, jsou podle véty [5.1.2) obrazy jednotlivych automorfismu z G, a tedy pokud
D(P |p) = G, tak vSechny tyto obrazy jsou rovny P.

Piiklad 5.2.1. Oznacme K = Q(i,y/m). Plati G = Gal(K/Q) = {id,o, 7,70}, kde
jako obvykle 7 : i — —i,/m — /m, o : /m — —/m,i — i. Pak ukazte, ze pokud
D(P |p) = {id, o} a p je prvocislo, které se nevétvi v K, tak pOx = P Q a Q se skladd
z prvku komplexné sdruzenych s prvky P.
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7 veéty vime, ze prvoidedly délici p Ok jsou rovny obrazum P ve vSech moznych
automorfismech grupy G. Jelikoz D(P |p) = {id, o}, tak id(P) = o(P) = P. Déle 7(P) =
Q, kde Q je néjaky jiny prvoidedl délici p Ok . A nakonec (70)(P) = 7(c(P)) = 7(P) = Q.
Tedy jediné dva idedly, které déli p O, jsou P a Q a jelikoz se p nevétvi, tak p O = P Q.
Navic jelikoz @ = 7(P) a 7 je restrikei komplexni konjugovanosti, tak se Q skldda z prvku
komplexné sdruzenych s prvky P. Tim je ptiklad vyfesen.

Poznamka 5.2.1. Na predchozim ptipadé jsme si mohli v§imnout, ze prvoidedly délici p
odpovidaly tiidam rozkladu G/D(P |p) = {{id, o}, {r,70}}. Jiz brzy se ndm toto pozo-
rovani podari zobecnit.

Kromé dekompozi¢ni grupy muzeme definovat jesté jednu dulezitou podgrupu grupy

G:

Definice 5.2.2. Necht p je prvocislo, P je prvoidedl O, P |p Of. Pak definujeme ineréni
grupu prvoidedlu P jako

E(Plp) ={0 € GVa € Ok : o(a) =a (mod P)}.
Mezi obéma grupami panuje nasledujici vztah:
Véta 5.2.3. Oznacme D = D(P|p),E = E(P |p). Pak je E normdalni podgrupa grupy D.

Diikaz. Vyberme libovolné o € E. Pak pro vSechny a € P plati o(a) = a =0 (mod P),
tedy o(a) € P a o(P)CP. Jelikoz o(P) i P jsou prvoidedly v Dedekindové okruhu, jsou
zaroven maximalni a dostavame rovnost o(P) = P. Proto 0 € D a E je podgrupa grupy
D.

Nyni ukazme, ze E je dokonce normalni podgrupa D. Zvolme libovolné 6 € D, o € E.
Zvolme libovolné o € Of. Jelikoz o € E, plati o(67'(a)) = 6 () (mod P). Pak tedy
(o671 (a) = 6(a(671(a))) = 6(67 ) = a (mod §(P)). Ale jelikoz § € D, tak 6(P) = P
a tudiz dod~! € E. Tudiz je E opravdu normalni.

O

V dukazu véty jsme mimo jiné ukdzali, Ze kazdy automorfismus o € G indu-
kuje izomorfismus Ok /P — Ok /o(P) (kde P je néjaky prvoidedl okruhu Of). To ale
znamend, ze kazdy prvek o dekompoziéni grupy indukuje automorfismus ¢ télesa O /P
ve smyslu g(a +P) = o(a) + P.

Vime, ze pokud P |p Ok, tak Z /pZ C Ok |/ P (kde Z /p Z ztotoznujeme s jeho vnorenim
do Ok /P) je rozsiteni konec¢nych téles, tedy je Galoisovo. Je-li ¢ automorfismus télesa
Ok /P indukovany prvkem dekompoziéni grupy, pak ¢ fixuje téleso Z /pZ (prvky dekom-
pozi¢ni grupy jsou zaroven prvky grupy Gal(K/Q), tedy fixuji Q a tim spise Z, proto ¢
fixuje Z /pZ), tedy o € Gal((Ok / P)/(Z /pZ)). Oznacime-li G = Gal((Ok / P)/(Z /pZ)),
dostévame tedy zobrazeni ® : D — G. Toto zobrazeni je dokonce homomorfismus (jak si
muzeme snadno oveérit).

To jsou sice zajimavé poznatky, ale muzeme zajit jesté dal: zkoumejme jadro homomor-
fismu ®. Zvolme libovolné o € D a oznatme ¢ = ®(0); pak plati: 0 € ker® & ¢ =id &
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SVaeOk:p(a+P)=a+PeVacOg:o(a)+P=a+P <Vaec Ok :0(a) =«
(mod P) & o € E. Tedy ker® = E a podle hlavni véty o faktorgrupach dostavame
injektivni homomorfismus grup D/E — G.

Je mozné ukdzat jesté vice, a to ze @ je surjekce, tedy kazdy prvek G je indukovén
prvkem dekompoziéni grupy. Z toho plyne nasledujici:

Véta 5.2.4. Necht D = D(P |p), E = E(P|p), G = Gal((Ox / P)/(Z |pZ)), f = f(P|p).

Pak D/E =G a tedy% = f.

Poznamka 5.2.2. Pokud budeme mit pevné zvoleno prvocislo p a prvoideal P délici
idedl p Ok, budeme dile pouzivat zjednodusené nazvoslovi D = D(P |p), E = E(P |p),

G = Gal((Og /P)/(Z pZ)), f = f(Plp), e = e(P|p), r je pocet prvoidedlu délicich

7 predchozich poznatku odvodime nasledujici vétu:

Véta 5.2.5. Necht D,E,G, f,e,r je jako obuykle, n = [K : Q|. Pak plati r = |G/D],
|D|=ef a |E|=e.

Diikaz. Nejprve ukézeme r = |G/D|. Zvolme dva ruzné automorfismy o, 7 € G, které lezi
v stejné tifde rozkladu G/D. Ze zdkladu teorie grup pak 7—'o € D, tedy (77'o)(P) = P.
Potom 7(P) = 7((17'0)(P)) = o(P). Tedy tifidy rozkladu G/D a prvoidealy délici p Ok
si jednozna¢né odpovidaji a plati |G/D| = r, coz jsme chtéli dokazat (tim zobecnujeme

priklad [5.2.1} jak ndm k4 pozndmka [5.2.1)).

Dalsi tvrzeni z véty plynou z pravé dokazaného a z véty |5.2.4) Jelikoz r = |G/D| = %,
tak |D| = @ =2= % = ef. A protoze % = f, tak |E| = e.
O]

Zamysleme se nad pifpadem, kdy je F = {id} trividlni. Pak D = G. Pfitom G je, jak
vime z véty , cyklickd grupa generovand prvkem ¢ € G, pro néjz plati ola+P) =
= (a + P)P pro viechna a € O. Tedy D je generovéna prvkem ¢ = ®~1(p), pro ngjz
plati ¢(a) = a? (mod P). Tento prvek nazyvdme Frobenituv automorfismus a znacime ho
¢(P |p). Je na misté dodat, ze timto ndzvem je Casto oznacovan jak generator dekompozicni
grupy, tak generator grupy automorfismu rozsiteni koneénych téles — to opét proto, ze
izomorfni struktury se v algebfe casto ztotoznuji. Nékdy jsou jesté tato zobrazeni pojmové
rozlisSovana jako globélni a lokalni Frobenituv automorfismus.

Frobeniuv automorfismus je objekt velkého vyznamu a bude pro nés dulezity v dalsim
textu. Nyni jej vSak ponechame na chvili stranou a dame do souvislosti stupen inercie a
index vétveni s dekompozicni a ineréni grupou.

Nejprve si uvédomme, ze jelikoz jsou D i E podgrupy grupy G = Gal(K/Q), tak podle
hlavni véty Galoisovy teorie existuji télesa Lp = Fix(D) a Lg = Fix(F) (nazyvame je jako
dekompoziéni a ineréni téleso). Navic jelikoz {id} CEC D CG,takQC Lp C Ly C K. Tato
télesa maji mnoho dulezitych vlastnosti, které muzeme shrnout do nésledujici véty:
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Véta 5.2.6. Necht Q C K je Galoisovo rozsirend, p je prvocislo, P je prvoidedl okruhu O
takovy, ze P|p Ok. Necht je D, E,r,e, f definovdno pro zvoleny prvoidedl P jako obvykle.
Pak platz/ [K : LE] =Ec, [LE : LD] = f, [LD : Q] =T.

Diikaz. Tvrzeni plyne z predchozich vét a hlavni véty Galoisovy teorie: [K : Lg| = |E| = e,
[Lg:Lp]=|D/E|=f,[Lp:Q]=I|G/D|=r. 0

Dostavame vyznamny poznatek s velkym aplikaé¢nim potencidlem. Poznamenejme
ale, ze kdybychom ptedchozi teorii definovali v plné obecnosti, tedy pro rozsiteni K C L
¢iselnych téles, mohli bychom pozorovat jesté vice, napi. bychom zjistili nékteré vlastnosti
prvoidedlu okruht Or, a Op,,.

V nésledujici podkapitole si ukdzeme, jak se situace zjednodusuje, pokud je K C L
nejen Galoisovo, ale dokonce abelovské rozsiteni.

5.3 Dekompoziéni grupa v abelovskych rozsirenich
Ukazeme nejprve nasledujici vétu, ktera popisuje, jak spolu souvisi ruzné dekompoziéni
a iner¢ni grupy prislusné danému prvocislu:
Véta 5.3.1. Necht QC K je Galoisovo rozsirend, p je prvoéislo, P, P’ jsou prvoidedly
okruhu Of, které deéli idedl p O . Zvolme o € G tak, ze P' = o(P). Pak plati
D(P'|p) = eD(P[p)o~,
E(P'|p) = oE(P [p)o!
Diikaz. Nejprve dokazme ¢ast véty o dekompozicéni grupeé:
7 € D(P'|p) = D(o(P)lp) & 7(c(P)) = o(P)
S VaeP:7(o(a)) € o(P)
sVYacP o Y r(o(a)) € o(P)) =P
SVYaeP: (o 'r0)(a) €P
s (o7 ') (P) =P
& o 'ro € D(P|p).

Tedy D(P'|p) = {r € Glo~*ro € D(P|p)} = cD(P |p)o—!
Druhou ¢éast véty dokdzeme obdobné, jen s trochu jinym argumentem:

7€ E(P'|p) = E(oc(P)|p) & Va € Ok : 7(c(a)) = o(a) (mod o(P))
sSVYa €Ok o Y r(o(a)) =0 (o(a)) =a (mod P)
& Va €Ok : (67 10)(a) = (a) (mod P)

& o 'ro € E(Pp).
Tedy E(P'|p) = {r € Glo™'r0 € E(P|p)} = cE(P |p)o~*
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7 této véty plynou nékteré zajimavé poznatky:

Disledek 5.3.2. Necht je ddno p, P, P’, o jako vijse, navic predpoklddejme, Ze se p nevétvi
v K. Pak ¢(P'|p) = 0p(P |p)o~".

Diikaz. Vzpomenme si, ze Frobeniovy automorfismy jsou jednoznacné urceny jistymi kon-
gruencemi: jsou to kongruence ¢(P |p)(a) = o (mod P), ¢(P’ |p)(a) = a? (mod P’) (pro
vSechna a € Q). Pak tedy pro vsechna o € Ok plati

¢(Plp)(o~ (@) = (67 (a))" =0~ (a”) (mod P),

tedy
(cd(Plp)o) (@) = o(¢(Plp) (0~ (@) = o(07 (o)) = o (mod o(P)).

Jelikoz o(P) = P’, dukaz je hotov.

[

Dusledek 5.3.3. Necht G je komutativng, tzn. Q C K je abelovské. Necht p je prvocislo,
pOg = P -+ Py je rozklad idedlu p Ok na prvoidedly. Pak D(Py|p) = D(Pa|p) =
=+ = D(Py|p), E(P1lp) = E(P2lp) = -+ = E(P,|p) a pokud je E(P;|p) trividlni, tak
¢(P1lp) = ¢(P2lp) = - = (P: p)

Dukaz je ziejmy; vidime tedy, ze pokud je rozsiteni QQ C K nejen Galoisovo, ale do-
konce abelovské, zalezi dekompozicni a ineréni grupa i Frobeniuv automorfismus pouze na
prvocisle p.

Poznamka 5.3.1. Necht p je prvocislo. Je-li Q C K abelovské, budeme znacit dekom-
pozi¢éni grupu prislusnou rozkladu prvoécisla p v Ok jako D(K,p), ineréni grupu jako
E(K,p). Pokud je E(K,p) trividlni, Frobeniuv automorfismus oznacime ¢(K, p).

Uvedeme nyni dulezitou vétu, kterda bude velmi uzitecna nadéle:

Véta 5.3.4. Necht Q C K je abelovské rozsirend, p je prvocislo, M je libovolné mezitéleso
rozsireni Q C K. Oznacme D = D(K,p), E = E(K,p). Pak:

1. p se zcela rozklada v M, prdave kdyz M C Lp,

2. p se nevetvi v M, pravé kdyz M C Lg.

Po ziskani novych informaci nyni shrime do nésledujici véty poznatky, které mame o
vétvent:

Véta 5.3.5. Necht Q C K je abelovské rozsivend, p je prvocislo, P je prvoidedl okruhu Ok
takovy, zZe Plp Ok, E = E(P |p). Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. p se vétvi v K,
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3. |E|> 1,
4 Ly 4K,

Predpokladejme nyni, ze se dané prvocislo p v K, nevétvi a zamérme se na Frobeniuv
automorfismus. Vime, ze ¢(P |p) je zadéan jako jediny automorfismus splaujici ¢(P |p)(a) =
= of (mod P) pro vechna o € Of. Pokud je tedy Q C K abelovské, tak podle predchozi
plati ¢(K,p)(a) = a? (mod P;), kde P; jsou vsechny prvoidedly okruhu Oy, které déli
p Ok. Pak tedy tato kongruence plati i modulo Z = (), P;. To je vSak pifmo ideal p Ok, coz
muzeme ukazat nasledovné: jelikoz P; |p Ok pro kazdé i, mame pro kazdé i také p O CP;,
tj. pOk CZ. Ale jelikoz Z CP; pro kazdé i, tak také P;|Z a dohromady rovnéz p O =
=[LP:|Z, tj. TCpOk: celkem tedy T = p Ok.

Dostavame tedy nésledujici:

Véta 5.3.6. Necht Q C K je abelovské. Pak pro libovolné prvocislo p, které se nevétvi v
K, a pro vsechna o € Ok plati

o(K,p)(a) =a? (mod pOk).

Pokud je Q C K je abelovské, tak je i Q C M abelovské, kde M je libovolné mezitéleso
rozsiteni Q C K. Ukazeme dulezitou vétu, jez bude hrat vyznamnou roli v dukazu zakona
kvadratické reciprocity:

Véta 5.3.7. Necht Q C K je abelovské, M je libovolné mezitéleso, p je libovolné prvoéislo,
které se nevétvi v K. Pak plati

O(M,p) = (K, p)|,,
tedy ¢(M,p) je roven restrikci ¢(K,p) na M.

Diikaz. Z véty [5.3.6) vime, ze pro vSechna o € Ok plati ¢(K, p)(a) = of (mod p Ok). Je-
likoz Oy C Ok, tak tato kongruence plati pro vsechna aw € O,y; tedy z definice ¢p( K, p)(a)—
—a? € pOg. Pak tedy pro vSechna o € M, plati (Z)(K,p)‘M(a) —af = ¢o(K,p)(a) —aP €
pOgNOy = pOy, tj. ¢(K,p)|M(a) = o (mod pOyy). To je ale podminka, jiz spliuje
pouze automorfismus ¢(M, p). Proto se oba automorfismy rovnaji a tvrzeni je dokazéano.
O]

Tato véta ma nasledujici dusledek:

Disledek 5.3.8. Necht Q C K je abelovské rozsiveni, M je libovolné mezitéleso tohoto
rozsirent, H = Gal(K/M). Pak ¢(K,p) € H, pravé kdyz ¢(M,p) = idy,.
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Dikaz. Vzpomenme si na dukaz ¢asti 2(c) hlavni véty Galoisovy teorie — v ném jsme
ukazali, ze vSechny prvky grupy H se zuzuji na id,;. Také jsme ukazali, ze id,; se rozsituje
pravé na prvky grupy H. Jelikoz ¢(M,p) je podle predchozi véty zizenim ¢(K,p) € H
na M, tvrzeni z toho okamzité plyne.

O

Na zaver této kapitoly uvedeme jedno velmi hluboké tvrzeni, které je dusledkem
tzv. class field theory, kterd zkouma ¢iselnd télesa mnohem pokrocilejsimi metodami, nez
muzeme my v této praci.

Véta 5.3.9. Necht K je ciselné téleso takové, ze Q C K je abelovské rozsireni. Pak kazdiy
prvek grupy Gal(K/ Q) je Frobeniovym automorfismem pro nekoneéné mnoho prvocisel.

V dalsi kapitole uvidime, ze jedna vyznamna véta o rozlozeni prvocisel — tzv. Dirichle-
tova véta o prvocislech v aritmetickych posloupnostech — je pouhym dusledkem této velmi
silné véty.

V této kapitole jsme se seznamili s algebraickou teorii ¢isel a ziskali jsme nékteré silné
nastroje. V dalsi kapitole budeme tuto teorii aplikovat na kvadratickd a kruhova télesa,
abychom se dostali az ke kvadratickym zbytkum.
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Kapitola 6

Aplikace algebraické teorie cisel na
kvadratické zbytky

V prvnich dvou c¢astech této kapitoly podrobnéji popiseme situaci v kvadratickych
a kruhovych télesech. Ve treti ¢asti pak dokazeme zakon kvadratické reciprocity a dalsi
tvrzeni z teorie kvadratickych zbytk.

6.1 Kwvadraticka télesa

V nasledujicim textu bude m vzdy znacit celé ¢islo rizné od jedné, které neni délitelné
druhou mocninou zadného prvocisla.

Pro dalsi text polozme K = Q(y/m). Vime, ze K je ¢iselné téleso a Q C K je Galoisovo
rozsiteni stupné 2 s Galoisovou grupou G = Z /2 7. Teorie z predchozich kapitol ndm dava
nasledujici lemma:

Lemma 6.1.1. Necht p je prvocislo, K = Q(y/m). Pak plati prdvé jedno z ndsledujciho:
1. pOx =P f(Plp) =1,
2.p0x =PQ P#Q, f(Plp) = f(Qlp) =1,
5. pOx =P, f(Plp) =2,

kde P, Q jsou néjaké prvoidedly okruhu Q. Navic pro lichd prvocisla nastdva moznost 1,
pravé kdyz p|lm.

Diikaz. Staci aplikovat dusledek [5.1.4; jelikoz ref = 2 (kde e = e(K,p), f = f(K,p),r je
pocet prvoidealu délicich p Ok ), dostavame pro moznosti e = 2,7 = 2, f = 2 moznosti 1,
2, 3. Dodatek plyne z véty a z toho, ze d(Ok) je m nebo 4m.

O

Uvédomme si, ze v druhém pripadé se p zcela rozklada v K.

56



Kapitola 6. Aplikace algebraické teorie ¢isel na kvadratické zbytky

Co se stane, kdyz na prvoidedly O délici p Ok aplikujeme vétu Piekvapive
se vratime ke kvadratickym zbytkum!

Nejdrive je vSak potfeba urcit, pro ktera prvocisla muzeme vétu pouzit. Z véty

4.1.14] vime, ze pokud m = 2,3 (mod 4), tak O = Z[/m], tj. |Ok /Z[/m]| = 1.
V piipadé m = 1 (mod 4) vsak O = Z[H;/m]. Ukézeme ale, ze index Z[y/m]| v Ok
je roven dvéma:

Lemma 6.1.2. Necht m =1 (mod 4). Pak | O | Z[\/m]| = 2.

Diikaz. Uvédomme si, ze v predchozim O i Z[y/m] uvazujeme pouze jako aditivni grupy
(podle predpokladi k véte [£.3.9). Uvazujme nyni homorfismus aditivnich grup (pozor,
nikoli okruhu!) f : Ox — 7Z /27 zadany jako f(a + b - %m) = [b]2 pro libovolna celd
¢isla a,b. Zjevné se jedna o surjektivni homomorfismus a jeho jadro je (aditivni) grupa
{a + 2k H;/m]a, k € Z} = Z[\/m], tedy podle hlavni véty o faktorgrupach Oy / Z[/m]| =

~ 7 /27 atedy | Ok | Z[\/m]| = | Z /27| = 2.

O
Pokud je tedy p liché prvoéislo, muzeme bez obav aplikovat vétu volbou a = /m:

Véta 6.1.3. Necht K = Q(y/m), p je liché prvocislo, p nedéli m. Pak ndsledugici podminky
jsou ekvivalentni:

1. p se zcela rozklada v K,

2. m je kvadraticky zbytek modulo p, tedy (%) =1,

3. pOg = (p,n — v/m)(p,n ++/m), kde n> =m (mod p).

Ddle p Ok je prvoidedl Ok, pravé kdyz (%) = —1. Navic pokud p je liché prvocislo, které
deli m, tak plati p O = (p, /m)*>.

Diikaz. Dukaz vyuzivd vétu [4.3.9) a lemma [6.1.1] Liché prvocislo p se zcela rozklddd v K,
pravé kdyz p O = PQ, tedy podle véty pravé kdyz g = ¢192 (mod p), kde g je
miniméln{ polynom /m nad Q a g;,¢> jsou normované ireducibiln{ polynomy. Jelikoz
g(x) = 2% —m, dostavame, 7Ze p se zcela rozkladd v K, prave kdyz 22 —m = (z +a)(x +b)
(mod p) pro néjaka a,b € Z. To neznamend nic nez ze > —m ma v Z /pZ koien, tedy
existuje néjaké n € Z takové, ze n®> — m = 0 (mod p), tedy m = n? (mod p). To ale
znamena, ze m je kvadraticky zbytek modulo p.

Pak tedy 22 —m = (v — n)(z + n) (mod p), tedy podle véty [1.3.9 p Ok = (p, /m—
—n)(p,v/m + n). Jelikoz jisté (p, /m £ n) = (p,n £ y/m), prvni ¢ést tvrzeni je dokdzana.

V pripadé (%) = —1 je polynom x? — m ireducibilni, a tedy stupen inercie pifslusny
prvocislu p je roven dvéma. Tedy p Ok je opravdu prvoidedl.

Pokud p|m, tak 22 — m = 2? (mod p) a tedy pOx = (p,/m)* Tvrzeni je tedy
dokézéano.

O
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Ptipad p = 2 vypada nasledovneé:
Véta 6.1.4. Necht K = Q(y/m). Potom se 2 Ok rozklddd na prvoidedly okruhu Of jako
1. (2,y/m)* pokudm =2 (mod 4),
2. (2,1++/m)*> pokudm =3 (mod 4),

3. (2, 1_5/m)(2, 1+;/m) pokud m =1 (mod 8),
4. 20k, tj. je prvoidedl, pokudm =5 (mod 8).

Nebudeme se touto situaci dopodrobna zabyvat, jelikoz to neni pro dalsi text uzitecné.
Poznamenejme jen, ze zatimco v pripadech 1, 2 postupujeme podobné jako v predchozi véte,
na piipady 3 a 4 nemuzeme aplikovat vétu musime si tedy poradit jinak: v ptipadé
3 rovnost dokazeme obvyklym zpusobem jako dvé inkluze. V piipadé 4 ukézeme, ze pro
libovolny prvoidedl P, ktery deéli 2 Ok, plati f(P|2) = 2. Ukdzeme totiz, ze Ok /P neni
izomorfni se Z /2 7. A to tak, Ze vysvétlime, Ze polynom z? + z + kTm mé v Ok /P kofen,
zatimco nad Z /27 je ireducibilni.

Nyni se podivejme, jak situace vypada v télesech kruhovych.

6.2 Kruhova télesa

V nésledujicim textu bude vzdy n dané pfirozené ¢islo a (,, = e bude primitivni
n-t4 odmocnina z jedné.

Necht K = Q((,,). Vime jiz, ze Q C K je Galoisovo a ze [K : Q] = ¢(n), kde ¢ je
Eulerova funkce. Abychom zjistili, jak se prvoidedl p O rozkladd4, pisme n = p*m, kde p
neni délitelem prirozeného ¢isla m. Budeme sledovat, co se s prvocislem p déje v télesch

Q(Cpr) 2 Q(C,r)-

Lemma 6.2.1. Za stejnijch predpokladu jako vyse oznacme R okruh (’)Q(gpk) = Z[C,]. Pak
pR=(1- gpk)w(p’“),

Tedy p se v Q((,x) totdlné vétvi. Nebudeme se zdrzovat dukazem tohoto tvrzeni (lze

ukdzat pomoci véty @ a kongruence 27" — 1 = (2 — 1)*" (mod p)), protoze nds bude
predevsim zajimat, co se déje v télese Q((,,). Podstatné pro nés ale je, ze z tohoto lemmatu
plyne véta : z piedchoziho vime, ze p se v Q((,) totdlné vétvi, tj. se vétvi i v kvadra-
tickém podtélese K télesa Q(C,). Jelikoz d(Z[(,]) je mocninou p, je p navic jediné prvocislo,
které se v Q((,) vétvi — je to tedy i jediné prvocislo, které se vétvi v K, proto podle véty
nutné d(Ok) = p. Z véty muzeme snadno odvodit, ze tato podminka bude
platit, pravé kdyz K = Q(y/p) ap =1 (mod 4) nebo K = Q(y/—p) a p =3 (mod 4). To
muzeme shrnout do podminky K = Q(y/p*), kde p* = (—1)%1]), coz je presné znéni véty
B.3.7
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Presunime se nyni k télesu Q(¢,,). Jelikoz z véty [4.1.14| vime, Ze d(Ogc, )) déli mocninu
m, tak se p nevétvi. Dekompozicni grupa D(Q((,,), p) je tedy cyklicka; ozna¢me Frobenituv
automorfismus, jeji generator, jako ¢. Pfipomenme jesté, ze

Gal(Q(¢,,)/ Q) = {owll <k <m,0(C,) = G-
Za téchto predpokladi muzeme vyslovit nasledujici vétu:

Véta 6.2.2. Predpoklddejme viechno jako vyse. Necht & je celé éislo spliujici & = p
(mod m) takové, Ze 1 < & < m. Pak ¢, = 0.

Diikaz. Frobeniuv automorfismus je prvkem grupy Gal(Q((,,)/ Q), tedy musi byt roven oy,
pro nékteré k. Které k to je, zjistime tak, ze jej aplikujeme na (,,. Z definice Frobeniova
automorfismus dostavame o (¢,,) = ¢* = ¢ (mod pZ[(,,]), tedy p déli 1 — (P v okruhu
2.

Ukazme sporem, ze pak m|k — p. Kdyby ne, bylo by ¢*? € M,, \ {1} jednim z kofenti
polynomu f(z) = (2" —1)/(z—1) = 2™+ - +2+1. Jelikoz p|(1 - & 7) a (1 -5 7)| (1)
(v okruhu Z[(,,]), platilo by p|f(1), avsak f(1) = m, tedy dostavame spor.

O]

Vzpomenme si, jak jsme definovali izomorfismus Gal(Q(¢,,)/ Q) — (Z /mZ)*. Proto
muzeme formulovat predchozi lemma i jinak: pokud p nedéli m, tak obraz Frobeniova
automorfismu ¢ v izomorfismu vyse je tiida [p]m,.

Odbocme na chvili a aplikujme na tento poznatek vétu [5.3.9, Ta nam tika, ze kazdy
prvek Galoisovy grupy je Frobeniovym automorfismem pro nekonec¢né mnoho prvocisel.
V piipadé kruhovych téles to tedy znamend, ze kazda zbytkova tiida z (Z /m Z)* je obrazem
Frobeniova automorfismu pro nekoneé¢né mnoho prvocisel, tedy kazda tato tiida podle
predchoziho lemmatu obsahuje nekoneéné mnoho prvocisel. To je pfesné znéni Dirichletovy
véty o prvocislech v aritmetickych posloupnostech. Jelikoz sama tato véta je pokrocily
vysledek, vidime, jak silné véta je.

Véta [6.2.2 mé dulezity dusledek:

Dusledek 6.2.3. Necht m € Z, p je prvocislo, p nedéli m. Necht f = f(P;|p) pro pr-
voidedly P; okruhu Ogc, y = Z[C,,), které deli pZ[C,,]. Pak f je rovno fdadu prvocisla p
modulo m.

Diikaz. Ukézali jsme si, ze Frobeniuv automorfismus prislusny k p odpovida zbytkové tiideé
[p]m- Jelikoz dekompoziéni grupa je Frobeniovym automorfismem generovand, tak |D| je
roven jeho fadu v Galoisové grupé, ktery je roven fadu [p], v (Z /mZ)*. Jelikoz f = |D|,
dukaz je hotov.

O]

To, jak se rozkladd p v Q(¢,,) pro libovolné n, nyni poskldaddme z predchozich dvou
piipadi. Napiseme n = pFm, kde p nedéli m. Kvili tomu, Ze jsme definice indexu vétveni
a stupné inercie vyslovili jen ve specidlnim piipadé Q C K, nemuzeme dukaz provést zcela
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korektné, ale myslenka je jednoduché: z lemmatu dostaneme e > ¢(p*) a z véty
pak fr > ¢(m), dohromady ref > ¢(p*) o(m) = o(n). Jelikoz ref = p(n), nastava v této
nerovnosti rovnost, pravé kdyz se nam znamé e, f, r z predchozich pripadi nebude ménit.
Dostaneme tedy:

Véta 6.2.4. Je-li K n-té kruhové téleso, kde n = p*m a p t m, dostdvdime e(K,p) = o(p*)
a f(K,p) je rad prvku p modulo m.

6.3 Kvadratické zbytky

Ucelem této c¢dsti bude aplikovat predchozi teorii na kvadratické zbytky. Budeme
pouzivat predevsim dvou vyse dokdzanych tvrzeni: prvni z nich je, ze (%) = 1, prave
kdyz se p zcela rozkldda v Q(y/m). Druhé pak, ze Frobeniuv automorfismus piislusny
prvocislu p v télese Q((,,), p 1 n odpovida zbytkové tiidé [p],,.

Pro¢ pravé kvadraticka a kruhova télesa? Dokazme nejprve jeden z vedlejsi zakonu

kvadratické reciprocity:

Véta 6.3.1. Necht p je liché prvocislo. Pak (’?1) = (—1)%1, neboli

(—1) _J1  pokudp=1 (mod 4),

p/) -1 pokudp=3 (mod 4).
Diikaz. Jelikoz p t d(Z[i]) = 4, tak E(Q(i),p) je trividlni a D(Q(7), p) je cyklickd. Jisté je
Qi) = Q(v/—1) kvadratické téleso. Proto podle véty (_?1) = 1, prave kdyz se p zcela
rozkladd v Q(7). V tom piipade tedy f(Q(i),p) = 1.
Také ovsem Q(i) = Q(¢,) je kruhové téleso. Tedy podle dusledku [6.2.3] f(Q(4), p) =

pravé kdyz je ¥ad prvku p modulo 4 roven jedné. To nastane, pravé kdyz p = 1 (mod 4)
Tim je tvrzeni dokazano.

0
A dalsi z nich:

2

Véta 6.3.2. Necht p je liché prvocislo. Pak (%) = (—1)%, neboli

(g)_ 1 pokudp=+1 (mod 8)
p) -1 pokudp=+3 (mod 8).

Diikaz. Uvazujme téleso Q(i,v/2) = Q((g), tedy opét téleso kruhové a tentokrat ne kvad-
ratické, ale bikvadratické. Jeho svaz podtéles muzeme vidét na diagramu nize.
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Q(i,v2)

SN
Q) V=2 Qw2
\é /

Nyni vyuzijeme Galoisovy teorie, a to tak, ze popiseme grupu G = Gal(Q(i,v/2)/ Q)

dvojim zpusobem. Zaprvé jako Galoisovu grupu bikvadratického télesa: G = {id, o, 7,07},
kde 7 fixuje Q(v/2) a i zobrazi na —i, o fixuje Q(i) a v/2 zobrazi na —/2. Zadruhé jako
Caloisovu grupu kruhového télesa: G = {01, 03, 05,07}, kde 0% ((g) = CE. Zjistime, jak si
tato dvé vyjadieni odpovidaji tim, ze automorfismy z ,,bikvadratického“ vyjadreni budeme
aplikovat na (g = f + zi Nejdrive si ale napisme, jak piislusné mocniny vypadaji:

L Cs f‘H\[

° (3= (\2[+i\/7§)3:—72+i727
« G=(F+if)y=—F i
o (i=(F+ig) =3~

01d(‘f+lf) V22—l id =0,

2 2
- 5

° a(%§+z‘/7§):—72—272:g“8:>0—05,
. 7

o T(\/?§+Z\/T§):?2—272:C8:>T—0'7,

¢ N(F ) = —FHiF =T =0
Pak uz staci jen projit vsechny moznosti pro prvocislo p:

ep=1(mod8) = ¢, =0, =id = D = {id} = Lp = Q(i,v2) = psev Q(/2)
zcela rozklada = (%) =1,

e p=3(mod8) = ¢, =03 =07 = D = (o7) = Lp = Q(iv2) = psev Q(/2)
zcela nerozklada = (%) =—1,

ep=5(mod8) = ¢, =05 =0 = D = (0) = Lp = Q(i) = psev Q2
zcela nerozklada = (%) =—1,

ep=7mod8) = ¢, =07 =7=D = (1) = Lp = QV2) = psev Q2
zcela rozklada = (%) =1.
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Tim je tvrzeni dokazano.

[

Vidime, ze se nam v predchozich dukazech darilo dobte. To vsak nikoli proto, ze by to
snad byla jednoduchd tvrzeni, ale kvuli nesmirné sile teorie, kterou jsme vybudovali diive.

Klicem k uspéchu bylo v obou tvrzenich vyuzit poznatky o kvadratickych a kruhovych
télesech zaroven. Co vsak délat, kdyz je kruhové téleso, které potiebujeme, ,vétsi“ nez
bikvadratické? Uvidime, Ze to pro nas nebude obtiz a povede se nam dokéazat i hlavni
zakon kvadratické reciprocity.

Ukazeme dva dukazy. Prvni z nich je uveden v [I]. Druhy z nich je méné technicky
a 0 néco abstraktnéjsi.

Nejprve dokazeme, ze se hlavni zakonem kvadratické reciprocity je ekvivalentni po-
dobné tvrzeni:

Véta 6.3.3. Necht p,q jsou riznd lichd prvocisla. Hlavni zdkon kvadratické reciprocity je

q p ’

Dukaz. Rozepisme si danou rovnost podle toho, jaky zbytek davaji prvocisla p a ¢ po déleni
ctyrmi.

Pokud p =1 (mod 4), tak p* = p a tedy (g) = (%).

Pokud p = 3 (mod 4), tak p* = —p a tedy (%) = (%p) = (_71) . (%’) (predpokladame
multiplikativitu Legendreova symbolu, ale neni tieba se ni¢eho obavat, jelikoz zanedlouho
ji dokézeme). Pokud ¢ =1 (mod 4), tak (_71) =1, pokud ¢ = 3 (mod 4), tak (_71) =—1.

Dohromady tedy dostavame

p—1

kde p* = (—1)"z p.

(p) <]%> pokud pnebog=1 (mod 4),

q) —<%> pokudp=¢=3 (mod 4).

To je ale presné znéni hlavniho zdkona kvadratické reciprocity. Tim je tedy dukaz hotov.
O

Nyni se muzeme pustit do prvniho dukazu. Pfipomenme nejprve situaci z poznamky
3.3.1f pro prvocislo p je G = Gal(Q(¢,)/ Q) = (Z/pZ)* cyklickd grupa fadu p — 1 a
mezitélesa rozsiteni Q C Q((,) jsou fixovana podgrupami Hy grupy G majicimi v G index
d, kde d jsou kladni délitelé cisla p — 1. Oznaéime nyni F; = Fix(Hy); mj. plati Fy, C Fy,,
pravé kdyz di|dy. Tedy napi. F; = Q a predevsim Fy = Q(/p*), jak vime z véty .

Za téchto podminek vyslovme nasledujici lemma, které zobecnuje argument, jenz
v dukazu pouzijeme:

Lemma 6.3.4. Necht p,q jsou dvé riznd prvocisla, d je kladny délitel &isla p — 1, Fy
mezitéleso rozsireni Q CQ((,) jako vyse. Pak existuje a € Z takové, Ze q = a? (mod p),
pravé kdyz se q zcela rozklada v Fy.
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Diikaz. Uvédomme si, Ze existuje celé ¢islo a spliujici ¢ = a? (mod p), prave kdyz q% =1
(mod p), tedy pravé kdyz je tdd prvku ¢ modulo p délitelem cisla ’%1. Tim je ale f =
= f(Q(¢,), q), tedy existuje celé cislo a spliujici ¢ = a? (mod p), prave kdyz f|p%1. Tato
podminka je ale ekvivalentni s d|p%1. Avsak jelikoz e = 1, tak ref =rf=p—1a p%l =r.
Proto ¢ = a? (mod p) < d|r & F;C F,. Ale F, nenf nic jiného nez dekompozi¢ni téleso
prvocisla ¢, jelikoz je to jediné mezitéleso stupné r nad Q (vyuzivame poznatky z véty
. Navic Fy; C F,, (podle véty pravé kdyz se q zcela rozklada v Fy. Tim je

tvrzeni dokazano.

[

Nyni se jiz dostaneme k hlavnimu zdkonu kvadratické reciprocity:

Véta 6.3.5. Necht p,q jsou rmiznd lichd prvocisla. Potom (5) = (%) . (—1)@71)41@71), neboli

<p> (%) pokudp =1 nebog=1 (mod 4);

q — (;%) pokudp=q=3 (mod 4).

Dukaz. Jelikoz q je kvadraticky zbytek modulo p, pravé kdyz existuje a € 7Z takové, ze
q = a® (mod p), muzeme vyuzit piedchozi lemma pro d = 2 a a vidime, ze (%) =1, prave
kdyz se q zcela rozkladd v Fy, coz neni podle véty nic jiného nez téleso Q(/p*). Avsak

q se zceld rozklada v Q(1/p*), pravé kdyz (%*) = 1 Dostavame tedy (%) =1< (%) =

1 a z toho hned (%) = (p—*). To uz vsak neni nic jiného nez znéni zdkona kvadratické

reciprocity, jak jsme ukazali ve vété [6.3.3]
O

Nyni uvedeme jesté jeden dukaz kvadratické reciprocity, snad dokonce krasnéjsi ve své
jednoduchosti:

Diikaz. Stejné jako vyse (]%) = 1, pravé kdyz existuje a spliujici ¢ = a®> (mod p). Oznacme
nyni H podgrupu indexu 2 v G = Gal(Q(¢,)/ Q). To je p%l—prvkové podgrupa grupy G,
tedy fixuje téleso Fy» = Q(1/p%).

Uvazujme izomorfismus G = (Z /pZ)*. V ném podgrupa H odpovidd podgrupé ¢tveret,
tj. grupe K = {[a*|,la € Z,p t a} (to plyne z véty|1.0.3)). Potom tedy (%) =led,e K&
& #(Q(¢,),q) € H (v posledni rovnosti jsme opét vyuzili toho, ze Frobenitv automorfismus
prislusny ¢ odpovida t¥ideé [g],).

Vzpomenme si nyni na dusledek véty [5.3.7, Podle néj ¢(Q(¢,),q) € H, prave
kdyz ¢(Fix(H),p) = ¢(Q(y/p¥),q) = id. Tudiz D(Q(1/p*),q) = {id}. Piesli jsme tedy
od dekompoziéni grupy prvocisla g v kruhovém télese k dekompoziéni grupé prvocisla ¢
v kvadratickém télese. Oznacime-li tuto novou dekompozicéni grupu jako D, mame Lp =
= Fix({id}) = Q(y/p*), coz nastane, pravé kdyz se ¢ zcela rozklada v Q(y/p*). To je
ekvivalentni s (%*) = 1. Dohromady s pfedchozim tedy opét dostavame (%) =1l& (%*) =
= 1 a z toho okamzité plyne hlavni zakon kvadratické reciprocity.

O
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Pro ptehlednost struéné zopakujme argumenty, které jsme pouzili. V prvnim dukaze
(f znadi stupeii inercie ¢ v Q(¢,) a r pocet prvoidedli okruhu Z[¢,] délicich ¢ Z[(,]):

<g>:1®3an:an2 (mod p)
p

p—1
<q?2 =1 (mod p)

< tad ¢ modulo p déli b=

p—1
< fQG): )| =—=—
p—1
VI | —
| f
& BCF =Loag,)a

& q se zcela rozkldda v Fy = Q(1/p*)

o (p—> —1.
q
V druhém pak (H opét znaci podgrupu grupy Gal(Q(¢,,)/ Q) indexu 2):

<g>:1@3an:an2 (mod p)

p

& lap € K ={[a’|pla € Z,pta}
(Q(¢,),q) e H=K
(Q(VP*), q) = ¢(Fix(H), q) = id

& Lo = AV
& ¢ se zeela rozklada v Q(v/p*)

(%)

Tim mame hotovo to hlavni, co jsme si v textu kladli za cil: pomoci algebraické teorie
¢isel dokazat vyuzitim dekompozic¢nich grup zakon kvadratické reciprocity.

U toho se ale nezastavime a aplikujeme tuto teorii na dalsi tvrzeni z teorie kvadra-
tickych zbytku. Zacneme multiplikativitou Legendreova symbolu:

=0
=0

S

- . s s . s v s 7, a b _ ao
Véta 6.3.6. Pro libovolnad celd ¢isla a,b a liché prvocislo p plati: (5) . (5) = (p )
Diikaz. K dukazu této véty vyuzijeme téleso Q(+/a, \/5) Uvazujme nejprve plab. Pak (%) =
= 0 nebo (%) = 0, ovSsem také (%’) = 0, tudiz tvrzeni plati. Predpokladejme tedy déle,
7e ptab, tj. p se nevétvi v Q(y/a, Vb).

Pokud je a nebo b druha mocnina celého ¢isla, bez ijmy na obecnosti muzeme predpokla-

dat a = k%, k € Z. Pak dostavame (%) . (%) = (’%) . (%) = (%) Déle muzeme jisté Tict,
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7e ab = k*b je kvadraticky zbytek modulo p, prave kdyz je b kvadraticky zbytek modulo p,
z ¢ehoz plyne (%’) = (g), tvrzeni tedy v tomto piipadé plati.

Pokud a ani b neni druhd mocnina celého ¢isla, ale ab ano, je ( b

)

) = 1. JelikoZ muizeme

N

psat ab = k? pro vhodné celé ¢islo k, dostdvame ab = k? (mod ), z éehoZ plyne (%) =1,

praveé kdyz (%) =1, tedy (%) = (%) a (%) . (]%) =1= (%b). Tvrzeni tedy plati i v tomto
pripadé.

Nyni se konetné muzeme pustit do piipadu, kdy p 1 ab a ani a, ani b, ani ab neni dru-
hou mocninou celého éisla. Muzeme predpokladat, ze a,b ¢ {0,1} a ani a, ani b neni
délitelné druhou mocninou Zaddného prvocisla (platilo-li by napt. a = ¢?k pro né&jaké
prvocislo q a celé ¢islo k, z predchoziho bychom dostali (%) = (%)) Potom je tedy
Q(v/a, \/5) bikvadratické téleso. Projdeme nyni jednotlivé piipady podle toho, které z me-
zitéles rozsireni Q C Q(1/a, \/5) je dekompoziénim télesem vzhledem k dekompozicéni grupé

D = D(Q(v/a, vb).p).
Q(va, vb)

/ \
Q(Va) Q(vab) Q(vb)
\ (L /

Jisté to neni téleso Q, protoze pak by D = (Z /27Z) x (Z /27Z) nebyla cyklickd, coz
by byl spor s tim, Ze p se nevétvi. Pokud Lp = Q(y/a, vb), tak se p zcela rozkladéd v
Q(v/a),Q(vb) i Q(v/ab). Proto (%b) = (%) = (%) =1, tvrzeni tedy v tomto pripadé plati.

p p
Pokud Lp = Q(v/a), tak se p zcela rozkladd pouze v Q(v/a), tedy (%) =1 a také
(%) = (%) = —1. Tvrzeni v tomto ptipadé opét plati. V piipadé Lp = Q(\/l_)) muzme

postupovat zcela analogicky.
Koneéné pokud Lp = Q(vab), tak se p zcela rozkladé pouze v Q(v/ab), tedy (%’) =1,

(%) = (g) = —1. Tvrzeni plati i nyni, plati tedy v vSech moznych situacich. Tim je dukaz
hotov.
O

Nyni dokazeme jesté obecnéjsi tvrzeni, z néjz multiplikativita Legendreova symbolu
piimo plyne, a tim je Eulerovo kritérium.

Véta 6.3.7. Necht a € Z, p je liché prvoéislo. Pak plati

o't = (%) (mod p).

Dukaz. Nejprve si uvédomme, ze pokud pla, tvrzeni je ziejmé, protoze na obou stranach
kongruence figuruje nula. Predpokladejme tedy, ze p nedéli a.
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Dukaz lze vést mnoha zpusoby, ziejmé nejjednodussi bude si vzpomenout na Dirichle-
tovu vétu o prvocislech v aritmetickych posloupnostech. Ta nam zarucuje existenci lichého
prvocisla q, které lezi s a ve stejné zbytkové tridé modulo p, tedy tvrzeni, jez dokazujeme,
je ekvivalentni s qp%l = (%) (mod p) (druhy zpusob, jak fici, Ze tvrzeni staéi dokazovat
pro lichéd prvocisla, je zohlednit multiplikativitu Legendreova symbolu: vime, ze obé strany
dokazované kongruence jsou multiplikativni a a je souc¢inem vhodnych prvocisel).

Jisté ale ¢! = 1 (mod p) (to je mald Fermatova véta). Proto 0 = ¢! — 1 =
= (¢"7 —=1)(¢"T +1), tudiz ¢"= = £1 (mod p). V ditkazu zakona kvadratické reciprocity
jsme jiz ale vidéli, ze qu_l =1 (mod p), prave kdyz (%) = 1. Tim je tvrzeni dokazano.

O
Déle muzeme ukazat nasledujici:

Véta 6.3.8. Necht a je celé éislo, které neni ctverec. Pak existuje nekoneéné mnoho

prvocisel p, pro nez plati (%): 1, a nekonecné mnoho prvocisel q, pro néez plati (5): —1.
Dukaz. Dokazovat toto tvrzeni elementarnimi prostiedky neni iplné jednoduché. Pro nas
to vsak jednoduché bude: tvrzeni je piimym dusledkem véty [5.3.9f Uvédomme si, ze
napiSeme-li @ ve tvaru k?m, kde m neni délitelné druhou mocninou zddného prvoécisla
(a z predpokladu to neni ani 1 nebo 0), tak

()-(5)-6) ) G3)

pro vSechna lichd prvocisla p (ve vypoctu jsme vyuzili multiplikativitu Legendreova sym-
bolu), tj. tvrzeni staci dokazovat pro m.
Podle véty je kazdy prvek Galoisovy grupy Gal(Q(y/m)/ Q) Frobeniovym au-

tomorfismem pro nekoneéné mnoho prvocisel. Existuje tedy nekonecné mnoho prvocisel
p takovych, ze ¢ = id, tedy D = {id}, Lp = Q(y/m), (%): 1, a také nekone¢né mnoho
prvocisel ¢ takovych, ze ¢ = o (0 : /m — —y/m), tedy D = (o) ,Lp = Q, ()= —1.

q

]

Tuto kapitolu zakonéime tvrzenim, které aplikuje predchozi teorii na problém z oblasti
diofantickych rovnic:

Véta 6.3.9. Necht p je liché prvoéislo. Pak rovnice x* + y?> = p md celoéiselnd resent,
pravé kdyz p =1 (mod 4).

Diikaz. Na dukaz jednoho sméru ekvivalence ani nepotiebujeme predchozi teorii. Predpokla-
dejme, 7ze p = 22 + 12 celoéiselnd feseni m4, dejme tomu x = a,y = b. Pak majf a, b riznou
paritu, jelikoz jinak bychom dostali p =0 (mod 2), coz je spor. Tedy jedno z nich je sudé,
napi. a, a druhé liché, napi. b. Pak p=0a?>+0*=0+1=1 (mod 4).

Na dukaz druhého sméru jiz potifebujeme teorii, kterou jsme vybudovali. Predpokladej-
me p =1 (mod 4). Pak (_71) = 1, tudiz se p zcela rozkldada v Z[i]. Je ale zndmo, ze Z][i] je
okruh hlavnich idedlu, proto muzeme psat pZ[i] = (p) = (a + bi) - (¢ + di), a,b,¢c,d € Z.
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Podle véty jsou idedly délici p Z[i] komplexné sdruzené (Galoisova grupa rozsitent

Q CQ(z) se sklada z identity a z 7 : a+bi — a—bi). Muzeme tedy dokonce psat (p) = (a+

+bi)-(a—bi) pro néjakd celd ¢isla a, b. Pak z piikladu (p) = ((a+bi)(a—bi)) = (a®*+1?)

a p = u(a® + b?), kde u je néjakd jednotka okruhu Z[i]. Je ale znamo, Ze jednotky toho

okruhu jsou 1, —1,4,—i a jelikoz u = %55 je kladné raciondlni ¢islo, tak u = 1 a rovnice
2% 4+ y? = p mé celociselnd feseni v = a,y = b.

0
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Zaver

Diky dekompoziénim grupam jsme ziskali mnoho informaci o kvadratickych zbytcich a
dokazali zakon kvadratické reciprocity. Muzeme vsak ale definovat i reciprocitu vyssich radu
— napf. kubickou reciprocitu, kde Legendreuv symbol zobecnujeme na kubicky mocninny
symbol

<g>3 = 5 (mod )

™

pro o, m € Z[(4], kde 7 je libovolny prvocinitel tohoto okruhu a N(7) = | Z[(5]/7m Z[(5]|-
Zéakon kubické reciprocity je pak prekvapivé jednoduchého tvaru

0 T
(7),- ),
kde 7,60 jsou libovolni primédrni prvocinitelé (tzn. dévaji zbytek dva po déleni tiemi)
spliujici N(0) # N ().

Ptirozenou otazkou je, jak zobecnit poznatky o Legendreové symbolu (ktery se ob-
dobnym zpusobem jako v kubickém pripadé zobecniuje na tzv. n-ty mocninny symbol) a
zakon kvadratické reciprocity? V pripadé kubické a bikvadratické reciprocity si matematici
zvladli poradit zobecnénim diikazu kvadratické reciprocity vyuzivajictho Gaussovy sumy.
Dale uz vsak meéli problém.

Ukéazalo se, ze spravna cesta je ta, jiz jsme zvolili v této praci — pomoci algebraické
teorie ¢isel. OvSsem na vyssi tirovni, nez jaké jsme dosahli my — jedna se o class field theory,
kterou jsme jiz zminili v souvislosti s vétou [5.3.91 Jednim z jejich hlavnich vysledku je
tzv. Artindv zdkon reciprocity. Jednim z jeho dusledku je prave Zdkon reciprocity n-tyjch
mocninnijch symbolu zobecnujici kvadratickou reciprocitu. Zajimavé je, ze jednim z objektu
pouzitych k dukazuim téchto vét je pravé nami pouzivany Frobeniuv automorfismus.
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