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Abstrakt

Cilem préce je jazykem srozumitelnym stredoskolskému studentovi popsat zakladni teorii
kvadratickych forem. V praci jsou predstaveny zakladni pojmy této teorie, jako ekvivalence
forem, diskriminant nebo redukovana forma, ale také nékteré hlubsi vysledky, konkrétné
grupa tiid forem a elementarni teorie genu. Ziskané poznatky jsou v praci aplikovany na
feSeni problému, ktera licha prvocisla muzeme pro dané ptirozené cislo n vyjadrit ve tvaru
2? +ny?, x,y € Z.
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Abstract

The goal of this thesis is to work out text about quadratic forms accesible to highschool
students. Elementary concepts of quadratic forms theory are introduced and defined in
this work, for example equivalence of forms, discriminant, or reduced form, but also some
deeper results, namely form class group and elementary genus theory. Obtained results are
applied to study the following problem: given a positive integer n, which odd primes can
be expressed in the form p = 2% 4+ ny?, =,y € Z?
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Uvod

Uvod

Cilem préce je vytvorit text zabyvajici se teorii kvadratickych forem, ktery je pséan jazykem

srozumitelnym stredoskolskému ¢tenari. O tomto tématu, ackoli je velmi zajimavé, totiz
v ¢eském jazyce nalezneme velmi malo informaci.

V textu se také zabyvame nésledujicim problémem: mame-li ddno pfirozené cislo n,
jaka lichd prvocisla lze vyjadiit ve tvaru 2% +ny? pro néjakd celd ¢isla z, y? Touto otdzkou
se zabyvalo mnoho slavnych matematiku, jako naptiklad Carl Friedrich Gauss nebo Le-
onhard Euler. Uz oni dokézali vyTtesit tento problém pro velmi malé n, napt. pron = 1,2, 3.
Jak to ale bude napft. v ptipadé n = 1057 Na konci tfeti kapitoly to budeme schopni fici,
protoze praveé teorie popsana v této praci je klicem k teSeni onoho starého problému.

V prvni kapitole se ¢tenai dozvi vice o okruzich zbytkovych t¥id a sezndmi se s al-
gebraickymi pojmy jako grupa, okruh nebo téleso. Dale je zde popsana zakladni teorie
kvadratickych zbytku.

Druh4 kapitola se zabyvé elementérni teorii kvadratickych forem. Ctendi se sezndmi
s dulezitymi pojmy, jako napiiklad ekvivalence forem, diskriminant, redukovand forma
apod.

Na zacatku treti kapitoly je opét tieba zavést nékolik pojmu z algebry — jedna se o po-
jmy podgrupa, homomorfismus, faktorgrupa. Potom se kone¢né dostavame k pokrocilejsim
pojmum z teorie kvadratickych forem — ke gentim a grupé tiid forem. Diky studiu téchto
objektu se nam podaii zjistit mnohem vice o problému popsaném vyse.

Pokud ¢tendfe tato problematika zaujme, mohu ho odkézat na knihu [1], z niz jsem
pii psani prace vychazel a jez se timto tématem zabyva na mnohem pokrocilejsi trovni.
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Kapitola 1

Okruh zbytkovych trid a kvadratické
zbytky

V prvni kapitole nejprve zavedeme nékteré pojmy z algebry, jejichz znalost je pro tento

text nezbytnd, a to predevsim pojem grupa. Také si pfipomeneme, co to jsou zbytkové
tridy. Poté se seznamime s pojmem kvadraticky zbytek, ktery bude hrat dulezitou roli
pri studiu kvadratickych forem.

1.1 Grupa, okruh, téleso a zbytkové tridy

Podivejme se na mnozinu nenulovych racionalnich ¢isel a operaci nasobeni. Pokud néso-
bime dveé racionalni ¢isla, vysledkem je vzdy raciondlni ¢islo. Nasobeni je také jisté asocia-
tivni, tedy plati (ab)c = a(bc) pro kazda tii ¢isla a, b, c € Q. Je dokonce komutativni, tedy
ab = ba. Dale se v této mnoziné vyskytuje ¢islo 1, které ma tu zajimavou vlastnost, ze pro
libovolné a € Q plati la = a. A dokonce pro kazdé nenulové racionélni ¢islo m existuje
raciondlni ¢islo n takové, ze mn = 1 (pro zlomek m = § polozme n = 2)

Uvazujme nyni mnozinu celych ¢isel a operaci s¢itani. Sou¢tem dvou celych cisel je vzdy
opét celé cislo, operace scitani je asociativni a komutativni, onim ,zajimavym® prvkem je
nyni nula: 0 + a = a, a + (—a) = 0 pro vsechna a € Z.

Podivejme se jesté na ponékud jinou operaci, nez klasické s¢itani a nasobeni. Uvazujme
mnozinu uspofadanych dvojic M = {(1,1),(1,-1),(—1,1),(—1,—1)} a operaci ® mezi
usporadanymi dvojicemi definovanou jako (a,b) ® (¢,d) = (ac,bd). Opét zde plati komu-
tativita a asociativita. Pro vSechny prvky (a,b) mnoziny M plati (1,1) ® (a,b) = (a,b),
ke kazdému prvku muzeme najit prvek tak, aby jejich souc¢inem byla dvojice (1,1) (soucin
libovolného prvku z této mnoziny s nim samym je roven dvojici (1, 1)).

Takovouto sadu vlastnosti operace na mnoziné muzeme najit na mnoha dalsich pii-
kladech. Napiiklad realna nebo racionalni ¢isla s operaci sc¢itani, nenulova realna cisla
s nasobenim, mnozina {1,—1} s ndsobenim. Pokud je ¢tendr obezndmen s imagindrni
jednotkou i, muze si ovérit, ze stejné vlastnosti ma i mnozina {1,—1,7,—i} s operaci
nasobeni.
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Pojem grupa tyto poznatky zobecnuje.
Nejprve definujme, co je to binarni operace na mnozineé.

Definice 1.1.1. Bindrni operaci na mnoziné M rozumime zobrazeni &: M x M — M.
Pro libovolnd x,y,z € M znacime skutecnost ®(z,y) = z obvykle jako x ©®y = z.

Na predchozi strané jsme definovali nékolik piikladii binarni operace na mnoziné.
Odcitani v ptirozenych ¢islech nebo déleni v celych ¢islech jsou priklady, které pozadavky
z definice nesplnuji, protoze vysledek operace nemusi lezet v zadané mnoziné (2 — 5 ¢ N,
5:12 ¢ 7).

Nyni muzeme definovat grupu.

Definice 1.1.2. Mnozinu G spolu s bindarni operaci ® na ni definovanou nazveme grupou,
pokud spliuge tyto podminky:

1. operace je asociativni, tzn. pro kazdé x,y,z € G plati (O y)©z =20 (y © 2),

2. existuje tzv. neutrdlni prvek, tedy néjaké e € G takové, Ze pro kazdé x € G plati
eOr=xrx=z0e,

3. ke kazdému prvku muzeme nalézt prvek k nému inverzni, tedy pro kaZdé x € G existuje
y€e G tak, Zex Oy=e=yOx.

Vsimnéme si, ze v definici jsme nepozadovali komutativitu operace. V ptipadé, ze ope-
race komutativni je, nazyvame nasi grupu komutativni nebo Abelovskou grupou (to podle
norského matematika Nielse Abela, ktery jako jeden z prvnich grupy zkoumal). Existuje
mnoho nekomutativnich grup, napf. grupa vsech permutaci na néjaké mnoziné majici ale-
spon tii prvky. V tomto textu se vSak budou vyskytovat prevazné komutativni grupy.

Je nutno poznamenat, Ze se pii praci s grupou uziva dvoji symbolika. Zaprvé je to tzv.
aditivni symbolika vychéazejici z operace s¢itani, kdy inverzni prvek k prvku z oznacujeme
jako —z, pro neutralni prvek uzivame symbol 0 a prvek x n-krat secteny se sebou samym
(pro néjaké ptirozené ¢islo n) znacime nz. Déle existuje tzv. multiplikativni symbolika
vychézejici z nasobeni, kdy inverzni prvek k x znaéime x~!, pro neutralni prvek pouzivame
symbol 1 a prvek x vyndsobeny n-krat sam se sebou znacime jako z™.

Pocitani v dané grupé muzeme piehledné ilustrovat tzv. multiplikationi tabulkou. Ukazme
si to na prikladu grupy {(1,1),(1,—1),(=1,1),(=1,—1)} s operaci ndsobeni po slozkach
(definovanou na zacatku kapitoly):

| | @,y | O,-1 | (-1,1) [(-1,-1)|
(1,1) (L) | (O,=1) [ (=1,1) [(=1,=1)
(L_l) (17—1) (171) (_17_1) (_171)

(—1,1) (-1,1) | (—1,-1) (1,1) (1,-1)

(=1,—=1) || (=1,=-1) | (=1,1) (1,-1) (1,1)




Kapitola 1. Okruh zbytkovych tiid a kvadratické zbytky

Lze jednoduse ukazat, ze kazda grupa ma praveé jeden neutralni prvek, pravé jeden
inverzni prvek ke kazdému prvku a ze v grupé muzeme jakoukoli rovnost bez obav kratit,
tzn. vynésobit inverznim prvkem obé strany rovnosti zleva nebo zprava.

Ve treti kapitole bude uziteéné znat jesté jeden pojem, a to tzv. #dd proku. Rad prvku
a grupy (G, +) je nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze a™ = 1. Pokud zadné takové n neexis-
tuje, fikdme, ze fad daného prvku je nekoneéno. Napiiklad v grupeé (Q, -) je tad prvku 1 ro-
ven jedné a ¥ad vsech ostatnich prvkia nekonecnu, v grupe {(1,1), (1,-1),(-1,1),(-1,-1)}
popsané vyse je fad prvku (1,1) roven jedné a fad vSech ostatnich prvka roven dvéma.
V grupé {1, —1,7,—i} s operaci nasobeni je fad prvku 1 roven jedné, u prvku —1 je roven
dvéma a u prvki 44 je roven ¢tyiem, protoze (£4)? = —1, (&) = (=1)(&i) = Fi, (i)* =
= (=12 =1.

Abychom mohli hovorit o kvadratickych zbytcich, je nejprve vhodné si pripomenout
pojem mnozina zbytkovych tiid. Mame-li dané pfirozené ¢islo n, muzeme pro kazdé celé
¢islo urcit, jaky ma zbytek po déleni n. Tim ndm vzniknou mnoziny celych ¢isel se stejnym
zbytkem po déleni n — tzv. zbytkové tridy modulo n. Napt. pro n = 3 jsou to mnoziny
{..,=-3,0,3,...}, {...,—2,1,4,...}, {...,—1,2,5,... }. Vidime, Ze tyto mnoziny jsou
vzdy disjunktni a jejich sjednocenim dostaneme opét mnozinu celych cisel.

Fakt, ze dvé cela cisla a,b lezi ve stejné zbytkové tiidé modulo n, zna¢ime a = b
(mod n) a fikdme, ze a je kongruentni s b modulo n. Zbytkovou t¥idu modulo n obsahujici
celé ¢islo m znacime [m),. Mnozinu vSech zbytkovych tiid modulo n budeme znacit jako
Z/nZ.

Mezi tiidami muzeme definovat operace séitani a ndsobeni pomoci reprezentantu — vy-
bereme z kazdé z obou ttid libovolné ¢islo a provedeme danou operaci s nimi. Souctem
(resp. soucinem) téchto tiid je pak ta t¥ida, kterda obsahuje soucet (resp. soucin) zvolenych
reprezentantu. Jinou volbou reprezentantu se vysledek operace nezméni: zvolime-li si li-
bovolného reprezentanta an + k tiidy [k], a reprezetnanta bn + [ tiidy [l],, kde a,b, k1
jsou néjakd celd cisla, jejich sectenim dostaneme celé ¢islo tvaru (a + b)n + (k + 1), tedy
vzdy reprezentanta tiidy [k + (], jejich vyndsobenim celé ¢islo tvaru (abn + al + bk)n + ki,
tedy reprezentanta tiidy [kl],. TudiZ jsou vyse uvedenym postupem opravdu korektné de-
finované operace na mnoziné Z/nZ. Pti pocitani se zbytkovymi tiidami casto pouzivame
reprezentanty {0,1,...,n — 1} nebo {[—2| +1,[—-2| +2,..,[2] —1,[2]} (kde |r] znac
dolni celou ¢&st raciondlniho ¢isla 7).

Neni tézké dokazat, ze pro jakékoli n € N tvoil mnozina zbytkovych tfid modulo
n spolu s operaci s¢itani pomoci reprezentantu grupu. Tato operace je jisté asociativni.
Neutrélni prvek je zbytkova tiida obsahujici nulu. A inverzni prvek k tiidé [al, je tiida

[-a],.

Jak je na tom ale mnozina zbytkovych tiid modulo n vuéi ndsobeni? Poznamenejme
nejprve, ze operace sc¢itani a nésobeni jsou na mnoziné Z distributivni, tj. pro vSechna
x,y,z € Zplati z(y+2) = xy+xz, (y+ 2)x = yr + zz. Proto je tedy distributivni i séitani
a nasobeni pomoci reprezentanti na mnoziné Z/nZ. Také muzeme fici, Ze je ndsobeni
pomoci reprezentantu komutativni a asociativni.
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Sestrojme nyni multiplikativni tabulku nasobeni v mnoziné zbytkovych tiid modulo 7
(uvazujme jen ty neobsahujici nulu a pro struénost zapisu budeme misto tiid psat jejich
reprezentanty):

L [1[2]3[4]5[6]
1[1]2]3]4]5]6
2 2(4]6[1[3]5
336/2(5]1]4
1[4[1/5(2]6]3
5 5(3]1]6]4]2
6165 4(3]2]1

Vidime, ze jsme dostali grupu! Nésobeni reprezentantii je asociativni operace na mno-
ziné Z/nZ ~ {[0],, }. Zbytkova tfida reprezentovand jednickou hraje roli neutralniho prvku
a ke kazdému prvku muzeme v tabulce nalézt inverzi (tiidy [2]7 a [4]7 jsou navzajem svymi
inverznimi prvky, stejné tak tiidy [3]7 a [5]7, tfida [6]7 je sama svym inverznim prvkem).

Takové mnoziné T, na které jsou zavedeny operace s¢itani a nasobeni tak, ze se s¢itanim
tvoii komutativni grupu a jeji podmnozina T\ {0} (kde 0 je neutralni prvek vuéi séiténi)
tvofi komutativni grupu s nasobenim, piicemz tyto dvé operace jsou navic distributivni
na T', tikdme téleso.

Bohuzel k takto krasnému vysledku nedojdeme vzdy. Podivame-li se na mnozinu zbyt-
kovych tiid modulo 4 bez nuly s nasobenim, dostavame multiplikativni tabulku o poznani
méné péknou:

101123
2121012
33121

Jednicka sice opét hraje roli neutralniho prvku, ale ur¢ité nemuzeme ftici, ze by mél
kazdy prvek svoji inverzi. Dokonce pokud se t¥ida [2], ndsobi sama se sebou, vysledkem je

Pokud mnozina T tvofi se s¢itanim grupu, ale vuéi nasobenti si zachova pouze vlastnost
asociativity a existence neutralniho prvku, a navic jsou tyto operace na T distributivini,
fikdme, ze T je okruh. Vidime tedy, ze kazdé téleso je okruh, ale naopak to urcité byt
nemusi.

Lze ukazat, ze mnozina zbytkovych tfid modulo n s operacemi sc¢itani a nésobeni
definovanymi pomoci reprezentantu je okruh pro jakékoli prirozené n. Tento okruh je navic
téleso, prave kdyz n je prvocislo.

Vratime-li se k multiplikativni tabulce v Z/4Z, vSimnéme si, ze nékteré prvky maji svoji
inverzi, a to konkrétné tiidy obsahujici jednicku a trojku, tedy ¢isla s ¢tyrkou nesoudélna.
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Je mozné ukazat, ze pro jakékoli prirozené n muzeme najit inverzni prvek prave ke vsem
zbytkovym tiiddam s reprezentanty nesoudélnymi s n. Mnozina takovychto prvku tvori
vuci nasobeni grupu, kterou nazyvame grupa jednotek okruhu a znacime ji (Z/nZ)*. Jako
piiklad uvedu multiplikativni tabulku v grupe (Z/127)*:

A
T[1]5]7]1
55 1 [11] 7
7715
1111 7|5 |1

Na zaver tohoto oddilu jesté uvedu bez dukazu dva vyznamné poznatky z elementarni
teorie cisel, které budou v dalsim textu vyuzity, a to ¢inskou zbytkovou vétu a Bezou-
tovu rovnost. Prvni z nich souvisi s fesitelnosti soustav kongruenci modulo ruzna cela
¢isla (fesenim soustavy kongruenci rozumime pravé takové celé éislo x, pro které vsechny
kongruence soustavy plati):

Véta 1.1.1. Necht my, ma, ..., m, jsou po dvou nesoudélnd prirozend c¢isla vétsi nez jedna.
Potom pro libovolnd ay,as, ..., a, € Z plati, Ze soustava kongruenci

r=a; (mod my)
r=ay (mod my)
r=a, (modm,)
ma Tesent x, které je jednoznacné uréeno modulo mims - --m,.

Bezoutova rovnost popisuje vztah mezi dvéma celymi ¢isly a jejich nejvétsim spolecnym
délitelem:

Véta 1.1.2. Necht a,b jsou néjakd celd c¢isla, d = nsd(a,b). Potom existugi celd ¢isla u,v
takova, Ze ua + vb = d.

Definovali jsme zakladni pojmy, které budeme v celé praci pottebovat. Nyni uz se mtizeme
pustit do studia kvadratickych zbytk.

1.2 Kvadratické zbytky a Legendretuv symbol
Pojem kvadraticky zbytek se vztahuje pravé k okruhu zbytkovych tiid modulo m.

Definice 1.2.1. O celém cisle a nesoudélném s prirozenym céislem m rekneme, Ze je kva-
draticky zbytek modulo m, pokud existuje néjaké ¢ € Z takové, Ze a = ¢* (mod m). Pokud
Zadné takové c neexistuje, rikdme, Ze a je kvadraticky nezbytek modulo m.

10
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Neni velky problém urcit kvadratické zbytky modulo liché prvocislo. Zkusme urcit
vSechny kvadratické zbytky modulo jedenéct. Zbytkové tridy si zapiSeme pomoci reprezen-
tantu jako £1, 42, +3, +4, £5. Neuvazujeme tiidu obsahujici nulu, lezi v ni totiz nasobky
jedenactky, které podle definice kvadratickymi zbytky byt nemohou. Vsechny tyto ttidy
umocnime na druhou modulo 11: (£1)2 =1, (£2)2 =4, (£3)2 =9, (£4)2 =5, (£5)? = 3.
Tedy celé ¢cislo a je kvadraticky zbytek modulo 11 pravé tehdy, kdyz a = 1,3,4,5,9
(mod 11). Predchozi ivahu lze zobecnit pro libovolné liché prvocislo. Vsechny kvadratické
zbytky modulo p jsou tedy tvaru 12,22, ..., (21)2. Mizeme jednoduse ukdzat, ze se opravdu
jedné o ’%1 ruznych zbytku: kdyby totiz pro dvé cela cisla m,n, 0 < m <n < p%l, platilo
m? = n? (mod p), dostali bychom 0 = m? —n? = (m +n)(m —n) (mod p), a tedy p déli
soucin (m+n)(m—n). Pokud ale prvocislo déli sou¢in, musi délit alespon jednoho z ¢initelu,
tedy p déli m 4+ n nebo m — n, coz je ve sporu s tim, jak jsme volili ¢isla m,n. Pozname-
nejme jesté, ze jelikoz pro kazdé liché prvocislo p méame praveé p%l kvadratickych zbytku,
zbyva nam tedy nutné rovnéz ’%1 kvadratickych nezbytki. U predchoziho piikladu p = 11
vidime, ze celé ¢islo a je kvadraticky nezbytek, pravé kdyz a = 2,6,7,8,10 (mod 11).

Jsme tedy schopni rozhodnout, zda je néjaké celé ¢islo kvadratickym zbytkem modulo
dané liché prvocislo. Jak ale urcit, modulo které liché prvocislo je dané celé ¢islo kvadra-
tickym zbytkem? Abychom si na tuto a dalsi otdzky mohli odpovédét, musime se seznamit
s Legendreovym symbolem a zakonem kvadratické reciprocity.

Definice 1.2.2. Nechf a € 7 a p je liché prvoéislo. Pak Legendretiv symbol (%) je definovdan
nasledovné:

1 pokud je a kvadraticky zbytek modulo p,

(E) =40 pokud p déli a,
P -1 pokud je a kvadraticky nezbytek modulo p.

Toto znaceni nam usnadnuje pocitani s kvadratickymi zbytky. Je tfeba si v§imnout,

ze pokud m = n (mod p), tak (%) = (%), tedy zbytkova trida zachovavd Legendreuv
symbol. Mezi dalsi vyznamné vlastnosti Legendreova symbolu patii nasledujici:

Véta 1.2.1. Pro vsechna a € Z a vsechna lichd prvocisla p plati

(E) =a"T (mod p).

p

vvvvvv

Fermatovu vétu, kterd nam tika, ze pro vSechna celd ¢isla a, ktera nejsou délitelna danym
prvocislem p, plati
a? ' =1 (mod p).

p—1

Tedy p | (a?' —1) = (a2 — 1)(a% + 1). Pokud ale prvocislo déli soucin celych ¢isel,
déli nutné alespon jednoho z Cinitelu, tudiz o7 = +1 (mod p).
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Tvrzeni je jisté pravdivé, jestlize p|a. Pokud (%) = 1, tak existuje n¢jaké m € Z tak,
7e a = m? (mod p). Potom ale "2 = mP~! =1 (mod p). Predpoklédejme nyni a"z = 1
(mod p). Vsechna takova a jsou kofeny polynomu 2" —1. Zde mi étenai bude muset uvérit
jedno tvrzeni znamé z teorie okruhu (dikaz lze najit napt. v [2]), totiz to, ze takovy polynom
muze mit nejvyse tolik kofentt modulo p, kolik je jeho stupen, tedy nejvyse ’%1. Ale my
uZ vime, Ze jich méa prave tolik, totiz 12,22 ..., (1%1)2. To jsou ale vSechno kvadratické
zbytky:.

Zatim jsme ukazali, ze (%) = 1, pravé kdyz 7 =1 (mod p). Pro zbyvajici celd

¢isla a nesoudélna s p ale vzhledem k predchozimu plati nejen (%) =—1,alei o'z = —1

(mod p). Tim je tedy tvrzeni dokdzano. O

Podstatnym dusledkem tohoto tvrzeni je, Ze pro celd ¢isla a,b a liché prvocislo p

vzdy plati (%) . (g) = (%b) To 1ze dokazat pomoci predchozi véty pfimym vypoctem:

(%) . (g) =a"7 b7 = (ab)’zT = (%b) (mod p).
Abychom mohli pocitat s kvadratickymi zbytky, je potfeba znat jesté nékolik dalsich

vztahu. Ty vSak uvadim bez diukazu, protoze presahuji rdmec této prace.

Véta 1.2.2. Necht p,q jsou riznd lichd prvocisla. Potom:

(5= (T

Treti z téchto vztahu se nazyva zdkon kvadratické reciprocity a je pro pocitani s kva-
dratickymi zbytky zcela zasadni.

Uvedli jsme si nyni dost vlastnosti na to, abychom byli schopni poé¢itat s Legendreovymi
symboly. Zamysleme se nad néasledujicim piikladem: pro ktera licha prvocisla p existuje celé
¢istlo o takové, Ze p | (22 +5)7

Vidime, ze tento piiklad je ekvivalentni otdzce, pro kterd licha prvocisla p je —b
5 —1 5

kvadraticky zbytek modulo p. Zkusme to tedy zjistit. Pocitejme: (‘7) = (7) : (5) =

— (1) (2) - (=) = (=) (2) - (=Pt = (=1)"T (2). (Vywzili jsme vatahi
1 a 3 z predchozi véty a navic faktu, ze jelikoz p je liché prvocislo, tak p — 1 je ¢islo sudé
a tedy (—=1)P7! = 1.) Tedy pozadujeme (—1)% = (g) = +1. Abychom zjistili hodnoty
prvniho vyrazu, musime se podivat, jaky zbytek dava p po déleni ¢tyimi, hodnotu druhého
vyrazu zjistime, podivame-li se, jaky dava p zbytek po déleni péti. To uz je ale problém
velmi jednoduchy:

p mod 4 ‘ (—1)pr1 H p mod 5 ‘ (%) ‘
1 1 +1 1
3 —1 +2 —1

12



Kapitola 1. Okruh zbytkovych tiid a kvadratické zbytky

Aby tedy bylo ¢islo —5 kvadratickym zbytkem modulo liché prvocislo p, musi p spliovat
bud p = 1 (mod 4),p = £1 (mod 5), nebo p = 3 (mod 4),p = +2 (mod 5). To jsou
vlastné ctyri soustavy kongruenci, podle ¢inské zbytkové véty tedy ziskdvame praveé ctyri
feseni modulo dvacet: p = 1,3,7,9 (mod 20). Tato kongruence je tedy nutné a postacujici
podminka k tomu, aby platilo (_?5) = 1. Uved'me jesté nékolik vhodnych piikladi pro kon-
krétni prvocisla. Napiiklad —5 = 6% (mod 41), —5 = 8% (mod 23), —5 = 3? (mod 7),
—5 =112 (mod 29).

Nevyhodou Legenderova symbolu je, ze se v jeho ,jmenovateli“ muze nachazet pouze
liché prvocislo. To muze byt v nékterych ohledech zna¢né omezujici podminka. Proto byl
zaveden tzv. Jacobitho symbol, ktery je jednoduchym zobecnénim Legendreova symbolu:
pro celé ¢islo m a liché prirozené ¢islo n je definovan jako

() -11(5)-

pricemz n = p1po - - - pr je prvociselny rozklad n a (;1) jsou Legendreovy symboly.

Uvédomme si, ze pokud je m kvadraticky zbytek modulo n, je také kvadraticky zbytek
modulo p;, kde p; je libovolny prvociselny délitel ¢isla n. Tedy pokud je m kvadraticky

zbytek modulo n, tak (%) = H (T> = 1. Narozdil od Legendreova symbolu to ale
bi

neplati naopak, pokud ( ) = 1 eznamena to jesté, ze je m kvadraticky zbytek modulo

n. Napiiklad (39) = (—) (%) —1) =1, ale 2 neni kvadraticky zbytek modulo 39.

Pro Jacobiho symboly plati analogie ptedchozich uvedenych vztaht platnych pro Le-
gendreovy symboly.

Véta 1.2.3. Necht M,N € 7Z a m,n jsou lichd pFirozend c¢isla. Pak plati ndsledujici
vztahy:

(m-1)(n—1)
4

[
—
33
SN—

|
—
3z
SN—
—
|
—
S—

Navic pro Jacobiho symboly plati tato uzite¢na vlastnost: pokud m = n (mod D),
kde m,n jsou lichd pfirozend ¢isla a D = 0,1 (mod 4), tak (%) = (%) Dukaz neuvadim,
protoze je pomérné dlouhy a pro nasledujici text nema zadny vyznam.

13



Kapitola 1. Okruh zbytkovych tiid a kvadratické zbytky

V 1. kapitole jsme se seznamili s definicemi grupy, okruhu a télesa, ujasnili si pojem
zbytkové tfidy a seznamili jsme se s kvadratickymi zbytky. Pro lepsi praci s nimi jsme
zavedli Legendreuv a Jacobiho symbol a poznali jsme nékteré jejich dulezité vlastnosti.
Maéame tedy dostatecny aparat, abychom se mohli pustit do studia kvadratickych forem.
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Kapitola 2

Kvadratické formy

U zrodu teorie kvadratickych forem stali slavni matematici jako Lagrange, Legendre nebo
Gauss. Motivaci pro detailni vyzkum vlastnosti téchto objektu byla otazka: mame-li ddno
piirozené &islo n, jaka liché prvoéisla lze vyjadrit ve tvaru 22 4+ny? pro néjaka celd ¢isla z, y?
Pro n = 1 muzeme tento problém vyftesit elementarnimi metodami, podobnym zpusobem
lze postupovat i v piipadé n = 2 an = 3. Pro vyssi n jsou vSak tyto postupy nedostacujici.
Uvidime, Ze pravé kvadratické formy tvaru z? + ny? hraji v teorii, kterou vybudujeme,
dulezitou roli.

2.1 Zakladni poznatky o kvadratickych formach

Nejprve je nutno definovat, co kvadraticka forma vlastné je.

Definice 2.1.1. Kvadratickou formou rozumime objekt tvaru f(z,y) = ax® + bry + cy?,
a,b,c € 7. Za x a y dosazujeme celd cisla.

Ve stiedoskolské matematice se muzeme setkat s polynomy jedné proménné — vyrazy

n
ve tvaru f(z) = Zaix’i. Kvadraticka forma je tedy jakysi polynom dvou celociselnych
i=0
proménnych x,y ve specialnim tvaru. Vidime také, ze pro a = 1,0 = 0,¢ = n ziskdvame
tvar f(x,y) = 2% + ny?.

Definice 2.1.2. Necht f(x,y) = ax? + bxy + cy? je kvadratickd forma a m € Z.
O formé f(x,y) Tekneme, Ze je primitivni, pokud jsou koeficienty a,b, c nesoudélné.
O ¢islum Tekneme, Ze je reprezentovdno formou f(x,y), pokud za x ay muzeme dosadit
celd ¢isla u,v tak, aby platilo m = f(u,v). Pokud navic plati, Ze u a v jsou nesoudélnd,
nazyvame tuto reprezentaci vhodnou.

Pro ujasnéni pojmii uvedu nékolik pifkladt. Forma 422 + 122y + 6y? neni primitivni,
protoze viechny jeji koeficienty jsou délitelné dvojkou. Naopak formy 22 + 5xy + 4y? nebo
2% 4 42xy + 152 primitivni jsou. Cisla reprezentovana formou 6x2 4+ zy + y? jsou napiiklad
32 (prox =y = 2),39 (prox =2,y = 3), 36 (pro z = 1,y = 5), pricemz posledni dvé

15



Kapitola 2. Kvadratické formy

z nich jsou reprezentovana vhodné. Forma x2 4 2zy + y? reprezentuje pravé druhé mocniny
celych cisel.
Nyni se seznamime s pojmem, ktery ma v teorii kvadratickych forem zasadni vyznam.

Definice 2.1.3. O dvou kvadratickych formdch f(x,y),g(z,y) Tekneme, Ze jsou ekviva-
lentnd, pokud existuji vhodnd celd ¢isla p,q,r,s tak, aby f(z,y) = g(px + qy,rz + sy)
a ps — qr = +1. Pokud navic ps — qr = 1, rikame o ekvivalenci, Ze je vhodnda, pokud
ps —qr = —1, tak je nevhodnd.

Tato definice neni zcela intuitivni; jak takova ekvivalence vypadd, ukazme na piikladu.
Uvazujme formu f(z,y) = 32? + 2xy + 5y?. Zkusme k nf nalézt né&jakou ekvivalentni
formu. Polozme p = 2,q = 3,r = 1,s = 2. Pak forma g(x,y) = f(2z + 3y,x + 2y) =
3(2x43y)? +2(2x+3y) (z+2y) +5(x+2y)? = 212>+ 70xy + 59y je forma s ni ekvivalentni,
a to dokonce vhodné, protoze ps —qr=2-2—-3-1=1.

Je nutné poznamenat, ze lze ukéazat, ze forma ekvivalentni s primitivni formou je také
primitivni.

Jaky ma vibec vyznam definovat takovou na prvni pohled podivnou skutec¢nost? Nesmirny.
S pomoci nékterych poznatku o maticich muzeme totiz snadno ukazat, ze ekvivalence dvou
forem je relace ekvivalence v pravém slova smyslu — je to tedy relace reflexivni (forma je
ekvivalentni sama se sebou), symetricka (pokud je f ekvivalentni s g, tak je i g ekvivalentni
s f) a transitivni (pokud je f ekvivalentni s g a g ekvivalentni s h, je také f ekvivalentni s
h). Prikladu relace ekvivalence muzeme ve stfedoskolské matematice najit mnoho — napf.
relace rovnosti prvki néjaké mnoziny, relace rovnobéznosti ptimek ¢i rovin, nebo kongru-
ence dvou celych ¢isel modulo n.

Z tohoto faktu (konkrétné symetrie ekvivalence dvou forem) plyne podstatny poznatek:

Véta 2.1.1. Dvé ekvivalentni kvadratické formy reprezentuji tatdz cisla.

Diikaz. Necht f(x,y) = g(pxr + qy,rz + sy), kde p,q,r,s spliuji nase podminky. Pak
ke kazdému m reprezentovanému formou f muzeme najit u,v € 7Z tak, ze f(u,v) = m. Ale
pak také existuji celd ¢isla k = pu—+qu,l = ru+sv takova, ze g(k,l) = m. Tedy vSechna ¢isla
reprezentovand formou f jsou reprezentovana i formou g. Jelikoz relace ekvivalence dvou
kvadratickych forma je symetrickd, existuji také celd ¢isla P, @, R, S takova, ze g(z,y) =
= f(Px + Qy, Rz + Sy), PS — QR = £1. Tedy muzeme obdobné ukazat, ze vsechna ¢isla
reprezentovand formou ¢ jsou reprezentovana formou f. Obé formy tedy reprezentuji ta
sama Cisla. ]

Ekvivalence kvadratickych forem dokonce zachovava vhodnou reprezentaci. Dukaz
je jednoduchy: necht m = f(u,v) = g(pu+ qu,ru + sv) stejné jako vyse. Predpokladejme,
ze nsd(u,v) = 1. Necht nsd(pu + qu,ru + sv) = k. Pak k|(s(pu + qu) — q(ru + sv)) =
= (ps — qr)u = tu, ale také k|(r(pu + qv) — p(ru + sv)) = (¢r — ps)v = v, tedy k = 1.
Tudiz pokud je m reprezentovédno formou f(x,y) vhodné, tato vlastnost se pro formu
ekvivalentni s f zachova.
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Pokud mame danou kvadratickou formu f(z,y) a néjaké celé ¢islo m, zatim neméme
zadné prostiedky k tomu, abychom urcili, zda je m touto formou reprezentovano. Motivaci
k nasledujicim tvaham je mimo jiné snaha urcit podminky, které ¢islo musi spliovat,
aby bylo reprezentovano néjakou formou.

Véta 2.1.2. Forma f(z,y) = az®+ bxy + cy® vhodné reprezentuje celé éislo m, prdvé kdyz
existuji celd ¢isla k, 1 tak, Ze je f(x,y) vhodné ekvivalentni s formou maz? + kzy + ly?.

Dukaz. Musime dokazat dvé implikace. Nejprve ukazme, ze pokud pro néjaka dvé ne-
soudélna celd cisla p, g plati f(p, q) = m, tak je forma f(x,y) vhodné ekvivalentni s formou
ma?+kxy+1ly? pro néjaka celd ¢isla k, [. Jelikoz nsd(p, ¢) = 1, Bezoutova rovnost nam k4,
ze existuji celd cisla ¢, s takovd, ze ps—qr = 1. Potom f(pz+ry, g+ sy) je po roznésobeni
a tpraveé rovno f(p,q)z* + (2apr + bps + brq + 2cqs)zy + f(r, s)y* = ma? + kxy + ly>.
Abychom ukézali opacnou implikaci, sta¢i si uvédomit, ze pokud jsou formy f(x,y)
a ma? -+ kxy +ly? vhodné ekvivalentni, vhodné reprezentuji tataz éisla. Jelikoz pii dosazeni
(z,y) = (1,0) dostdvame mz? + kxy + ly* = m, tak forma f(x,y) jisté také reprezentuje
¢islo m. Jelikoz nsd(1,0) = 1, je tato reprezentace vhodna. ]

Nyni zavedeme pojem, ktery nam velmi usnadni orientaci mezi kvadratickymi formami.

Definice 2.1.4. Necht f(x,y) = ax?® + bxy + cy® je kvadratickd forma. Celému &islu
D = b — dac vikdme diskriminant této formy.

Pojem diskriminant zname uz ze zakladni skoly. Bylo to ¢islo definované podobné
jako nyni a urcovalo pocet feseni kvadratické rovnice a tvar téchto reSeni. I diskriminant
kvadratické formy je ¢islo velice uziteéné. Pro ekvivalentni formy se totiz neméni! Necht D
(resp. D') je diskriminant formy f(z,y) (resp. g(x,y)) a navic jsou tyto formy ekvivalentni,
tedy f(z,y) = g(pr + qy,rx + sy), p,q,r,s € Z,ps — qr = £1. Pak pfimym vypoctem
muZzeme dojit ke vztahu D = (ps — qr)?D' = D'.

Diskriminant nam fika jednu podstatnou véc o cislech reprezentovanych néjakou for-
mou. Pro f(z,y) = ax® + bxy + cy? totiz plati rovnost 4af(z,y) = (2ax + by)*-Dy?
(platnost rovnosti je mozno si ovéfit jednoduchym vypoétem). Z této jednoduché tdpravy
plyne, ze pokud je diskriminant zaporny, tak dana forma reprezentuje kromé nuly pouze
kladnd ¢i pouze zapornd ¢isla (podle znaménka koeficientu a). Formy se zépornym diskri-
minantem nazyvame pozitivné definitni, pokud je koeficient a kladny. Pokud jsou diskri-
minant i koeficient a zapornymi ¢isly, formé tikame negativné definitni. Naopak formam s
kladnym diskriminantem tikame indefinitni. Je mozné ukéazat, ze indefinitni formy mohou
reprezentovat ¢isla kladna i zaporna.

Vsimnéme si jesté jedné véci. Jelikoz D = b*>—4ac, tak D = 0,1 (mod 4). Muzeme tedy
fict, ze koeficient b je sudy (resp. lichy), pravé kdyz je diskriminant kongruentni s nulou
(resp. jednickou) modulo 4.

Nésledujici véta nam fekne nutnou a postacujici podminku pro to, aby bylo ¢islo m
vhodné reprezentovano nékterou primitivni formou diskriminantu D:
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Véta 2.1.3. Necht D = 0,1 (mod 4) a m je liché prirozené éislo nesoudélné s D. Pak
existuje primitioni forma diskriminantu D vhodné reprezentujici m pravé tehdy, kdyz je D
kvadraticky zbytek modulo m.

Dukaz. Nejprve predpoklddejme, ze forma f(x,y) vhodné reprezentuje m. Protoze vhodna
ekvivalence zachovava diskriminant, muzeme bez ijmy na obecnosti na zakladé véty 2.1.2
predpoklddat f(z,y) = mz? + bxy + cy®. Tedy D = b* — 4me = D = b* (mod m) a tedy
D kvadraticky zbytek modulo m, coz jsme chtéli.

Nyni piedpoklddejme, Ze existuje piirozené ¢islo b takové, ze D = b (mod m). JelikoZ
m je liché, muzeme predpokladat, ze b a D maji stejnou paritu — nezapomenme, ze se stale
pohybujeme v okruhu zbytkovych tiid a pokud maji D a b paritu ruznou, b muzeme vymeénit
za b + m, reprezentanta stejné zbytkové tiidy modulo m. Tedy D = b (mod 2) a navic
D =0,1 (mod 4), dohromady tedy D = b? (mod 4) a spolu s predchozim kone¢né D = b?
(mod 4m). To znamena, ze D = b*> — 4mc pro né&jaké ¢ € Z. Tudiz forma ma? + bxy + cy?
diskriminantu D vhodné reprezentuje m, a tato forma je primitivni, jelikoz jeji koeficienty
jsou nesoudélné diky pozadavku nesoudélnosti m a D. ]

Tato véta m4 nasledujici dusledek: necht n € N a p je liché prvocislo, kteréd nedéli n.
Pak (‘Tfl) = 1 pravé tehdy, kdyz je p vhodné reprezentovano primitivni formou diskrimi-
nantu —4n.

Poprvé si muzeme vSimnout piinosu teorie kvadratickych forem pii hleddni prvoéisel
tvaru a2 + ny?. Otdzka, kterd lichd prvocisla mizeme napsat ve tvaru z2 + ny?, je ekvi-
valentni otazce, ktera lichd prvocisla jsou vhodné reprezentovana kvadratickou formou
2% + ny?. To je forma diskriminantu —4n a tedy vidime, Ze pro vsechna hledand prvocisla
musi platit (_Tf‘) =1.

Diskriminant a vhodna ekvivalence forem nam pomohli vnést do svéta kvadratickych
forem trochu svétla. Muzeme je nyni roztiidit na mnoziny forem stejného diskriminantu
a dokazeme Tict, co musi ¢islo spliovat, aby bylo néjakou z téchto forem vhodné repre-
zentovano. Na mnoziné forem daného diskriminantu muzeme také diky relaci ekvivalence
provést totéz, co v pripadé zbytkovych tiid: rozdélit nosnou mnozinu na tzv. tridy ekvi-
valence (v predchozim piipadé jsme pro né méli specidlni ndzev — zbytkové tridy modulo
m). To totiz muzeme provést vzdy, kdyz mame na mnoziné definovou relaci ekvivalence.
Z vlastnosti tohoto druhu relace plyne, ze ttidy ekvivalence jsou disjunktni, tj. prunikem
dvou ruznych tiid je prdzdnd mnozina, a jejich sjednocenim je celd nosna mnozina.

V pripadé, kdy je nosnou mnozinou mnozina vSech primitivnich forem daného diskri-
minantu, tedy pomoci vhodné ekvivalence dostavame tiidy ekvivalence. Vyse jsme si navic
ukazali, ze vSechny formy jedné tiidy reprezentuji tataz ¢isla. Porad vsak mnoho nevime.
Neurcili jsme, zdali je tiid ekvivalence konecné mnoho ¢i ne, nejsme schopni tiidy charak-
terizovat néjakym vyznaénym reprezentantem, jako tomu bylo u zbytkovych tiid. V onom
piipadé jsme dokonce mezi tfidami zavedli operaci a zformovali grupu. Nabizi se otédzka,
je-li néco takového mozné i v piipadé kvadratickych forem. Smyslem dalsiho textu bude
tuto teorii vybudovat.
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2 2| 2 2
x +xy+10y |3x +3xy+d4y

2 2 2 2
2x +xy+5y = 2x -xy+5y

Na obrazku muzeme vidét schematické znazornéni vyse popisované situace u mnoziny
primitivnich kvadratickych forem diskriminantu D = —39. Nosnd mnozina je zndzornéna
kruhem, ktery je rozdélen na ctvrtiny predstavujici tiidy ekvivalence. V kazdé ctvrtiné je
navic uveden jeden zastupce — zanedlouho uvidime, zZe tito reprezentanti nebyli zvoleni
nahodné.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat pouze pozitivné definitnimi kvadratickymi
formami, tedy témi se zdpornym diskriminantem a kladnym koeficientem u z2. Jejich
teorie je totiz prehlednéjsi a je snad mozno i ici, ze elegantnéjsi. Také mezi nimi lezi formy

2 2
e+ ny“.
Jako reprezentanty tiid ekvivalence obvykle volime ty v néjakém smyslu nejmensi.
Svym zpusobem ,,nejmensi“ formy matematici objevili i v ptipadé kvadratickych forem —
vsechny pozadavky splnuje tzv. redukovana forma.

Definice 2.1.5. O primitivni pozitivné definitni formé f(z,y) = ax® + bxy + cy? Fekneme,
Ze je redukovand, pokud |b| < a < ¢, a navic pokud |b| = a nebo a = ¢, tak b > 0.

Na obrazku vyse jsme mohli vidét vSechny redukované formy diskriminantu —39 —
2% 4 xy + 1092, 322 + 3wy + 492, 202 £ xy + 5y?. Dalsi piiklady: formy 222 + zy + 5y?, 2% +
xy+1y?, 4% —2xy+T7y? jsou redukované, naopak formy 222 —2xy+3y?, 222+ Twy +3y?, b —
xy + 5y? redukované nejsou. Forma x? + ny? je pro kazdé piirozené ¢islo n redukovana.

Ptinos redukovanych forem nam ukéaze nasledujici véta:

Veéta 2.1.4. KazZdd primitioni pozitivné definitni forma je vhodné ekvivalentni s prdvé
jednou redukovanou formou.

Diikaz. Dukaz této véty nevyzaduje zadné pokrocilé znalosti, ale je velmi zdlouhavy a tech-
nicky naro¢ny. Uvedu tedy pouze ideu dikazu.

Nejprve ukazeme, ze dand forma f je vhodné ekvivalentni néjaké formé spliujici
podminku |b| < a < ¢. Abychom snizili koeficient b, vytvorime vhodné ekvivalentni formu
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g(z,y) = f(x +my,y), kde m je dobte zvolené celé ¢islo. Pokud ve vysledku plati a > ¢,
tak koeficienty vyménime postupem h(x,y) = g(—y, x). Pokud nyni stale neplati podminka
|b] < a < ¢, predchozi postup opakujeme, dokud nedostaneme formu tuto podminku
spliujici.

Déle je nutno dokéazat, ze forma, kterou jsme vytvorili, je vhodné ekvivalentni néjaké
redukované formé. Podminka |[b] < a < ¢ je jiz splnéna, zbyva pouze vyfesit piipad,
kdy b < 0, ale =b = a nebo a = ¢. V ptipadé a = —b staéi nahradit (z,y) — (z +y,y), v
piipadé a = ¢ provést (z,y) — (—vy, ).

Tim jsme dokazali, ze kazdd primitivni pozitivné definitni forma je vhodné ekvivalentni
s néjakou redukovanou. Nyni je nutno ukézat, ze tato redukovana forma je pravé jedna.
K tomu staci dokazat, ze dvé redukované formy nemohou byt vhodné ekvivalentni. Tuto
¢ast dukazu uplné vynecham, opravdu neni nezbytné, aby ji ¢tenar znal. O

Vsimnéme si, ze uvedena c¢ast dukazu je konstruktivni, davd nam totiz navod, jak
redukovanou formu sestrojit. Podivejme se napifklad na formu f(z,y) = 322+ 192y + 321°.
Vytvoime redukovanou formu vhodné ekvivalentni s f. Nejprve snizime koeficient u zy:
g(z,y) = f(x — 3y,y) = 3z* — 18xy + 27y* + 192y — 57y* + 32y* = 32% + 2y + 2y%. Nyni
je tteba vyménit koeficienty u x? a y?: h(x,y) = g(—y, x) = 22? — zy + 3y*. Tato forma jiz
redukovani je.

Konstruktivita dukazu nam také udava algoritmus, jak uré¢it, zda jsou dvé dané primi-
tivni pozitivné definitni formy téhoz diskriminantu vhodné ekvivalentni: ke kazdé z obou
forem najdeme redukovanou formu s ni vhodné ekvivalentni a pokud nam v obou ptipadech
vysla tataz, zkoumané formy vhodné ekvivalentni jsou.

Ackoli dukaz véty 2.1.4 je mechanicky a technicky nérocna prace, rozhodné se zurocila.
Mame totiz to, o¢ jsme se snazili — reprezentanty tiid ekvivalence primitivnich pozitivné
definitnich forem daného diskriminantu, se kterymi se d4 dobte pracovat. Redukovanou
formu vhodné ekvivalentni se zadanou formou navic dokazeme vzdy sestrojit. To néas po-
sunulo velmi daleko. Je ale tiid koneéné mnoho? Muzeme ukéazat, ze ano.

Vsimnéme si nasledujici vlastnosti diskriminantu redukované formy. Z definice jisté

b <a?aa<c tedy —D = 4ac—b> > 4a* — a® = 3a? a tedy a < @/%. Jelikoz D je ddno

C - y .. . . 2
a |b| < a, existuje pouze koneéné mnoho moznosti, jak vybrat a i b. A protoze ¢ = b=D 1 D
a

existuje pro zvolenad ¢isla a, b nejvyse jedno c. Redukovanych forem je tudiz koneéné mnoho
a mame tedy pouze konetné mnoho tiid vhodné ekvivalentnich primitivnich pozitivné
definitnich forem daného diskriminantu! Tato skutec¢nost jisté udélala ¢tenari radost.

Mnozinu tiid vhodné ekvivalentnich pozitivné definitnich forem daného zaporného
diskriminantu ozna¢ujeme jako C(D), jejich pocet pak h(D). Vidime, ze h(D) je konec¢né
¢islo, na které se zaroven muzeme divat jako na pocet redukovanych forem.
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2.2 Redukované formy daného diskriminantu

Zavedli jsme velké mnozstvi teorie, zastavme se tedy nyni na chvili a podivejme se na
néjaké priklady. Zkusme najit vSechny redukované formy daného diskriminantu.

Napiiklad D = —40. Hleddme redukované formy axz? + bxy + cy?. Vime, 7e 0 < a,
a < ,/% = %, tedy 0 < a < 3. Déle vime, ze |b| < a a jelikoz D je délitelé ¢tyimi,

b musi byt sudé, tedy b = 0 nebo b = +2. Pro b = 0 dostavame ac = I’QfD = 10, jelikoz
a < ¢, tak bud a = 1,¢ = 10, nebo a = 2,¢ = 10. Ziskali jsme tedy redukované formy
2% +10y? a 222 + 5y%. Pokud b = +2, tak ac = 11. Potom se ale a musi rovnat jedné, coz
je ve sporu s podminkou |b| < a. Zadné dalsf redukované formy tohoto diskriminantu jiz
nejsou.

Mame tedy dvé tiidy ekvivalence, jejichz reprezentanti jsou redukované formy tvaru
22 +10y? a 222 + 5y, Podivejme se nyni na to, kterd lichd prvoéisla (nedélici diskriminant,
tedy ruznd od péti) muzeme vyjadrit néjakou formou diskriminantu —40. Vime, Ze to jsou
pravé ta prvocisla p, pro které plati, ze —10 je kvadraticky zbytek modulo p. Poc¢itejme
tedy: )

(59 =G () () = (D7D () (DT = (DT () (8).

Aby bylo ¢islo —10 kvadraticky zbytek modulo p, musi byt soucin téchto ti{ vyrazu
roven jedné. Podivejme se jejich mozné hodnoty:

pmod 8] () [ (2) [p mod 5] ()]

1 1 1 1 1
-1 —1 1 2 -1
3 -1 | -1 -1 1
-3 1] -1 -2 -1

Aby platilo (_Tlo) = 1, musi platit (_72) = (g) = +1. Tabulka vyse nam tika, Ze oba
symboly jsou:

1. rovny jedné, pokud p = 1,3 (mod 8), p = +1 (mod 5), celkem tedy p =1,9,11,19
(mod 40),

2. rovny minus jedné, pokud p = —1,—3 (mod 8), p = £2 (mod 5), celkem tedy
p=7,13,23,37 (mod 40).

Nevime ale, ktera prvocisla jsou vhodné reprezentovana formami které tiidy ekviva-
lence. Jak na to? Uvazujme obé redukované formy modulo deset. Uvédomme si, ze pokud
mé byt liché prvoéislo vyjadieno formou 2 + 10y?, x musi byt liché ¢islo. Dostdvame tedy
p=2? (mod 10) = p=1,9 (mod 10).

Naopak pokud m4 byt liché prvoéislo vyjadienou formou 222 + 52, musi byt liché é&islo
y. Tedy p = 222 + 5 (mod 10). Protoze x nemuze byt délitelné péti, pro viechny mozné
volby ¢isla = dostdvame p = 3,7 (mod 10).
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Prvocislo p musi navic spliiovat podminku (_Tm) = 1. Dohromady s predchozim tedy
pro libovolné liché prvocislo p # 5 dostavame:

1. p=2>+10y* & p=1,9,11,19 (mod 40),
2. p=2x?+5y*> & p=17,13,23,37 (mod 40).

Dostali jsme se ke krasnému a jednoduchému vysledku. Jednoznacné jsme urcili,
které prvocislo je vhodneé reprezentovanou kterou redukovanou formou (tedy formami které
ttidy). Pokud by to platilo pro kazdy diskriminant, otdzka, kdy p = 2% + ny?, by byla
vytesena. Bohuzel na nasledujicim prikladu si ukazeme, ze situace neni vzdy tak ruzova.

Nechf D = —39. Dostavéme 0 < a < \/53? — 0 < a <3 NynfjeD liché, tedy i b
musi byt liché. Pro b = 41 dostavame ac = 10 a aby byla ziskand forma redukovana,
musi (a,c) = (1,10) nebo (a,c) = (2,5). V prvnim piipadé plati |b| = a, tedy z definice
mus{ byt b kladné. Ziskdvame prvni t¥i redukované formy: x? + xy + 10y?, 222 £+ xy + 5y°.
Pro b = 43 dostavame ac = 12 a tedy a = 3,¢ = 4. Jelikoz |b] = a, musi byt b opét
kladné a ziskdvdme tedy formu 32? + 3xy + 4y%. Celkem tedy mame 4 redukované formy
diskriminantu D = —39.

Urceme nyni, kterd lichd prvocisla (nedélici diskriminant, tedy ruznd od tif a tfinédcti)
muzeme vyjadiit témito formami. Jak jiz vime, —39 musi byt kvadraticky zbytek modulo p.

Pocitejme: (=) = (5)-(3) = ()% (&)-(—1)"7 "5 = (=) H9(2) = (2).(&).

Aby tedy (_739) = 1, musi (1%) = (%) = £1. Ocividné je p kvadraticky zbytek (resp.
nezbytek) modulo tii, pokud p =1 (mod 3) (resp. p = —1 (mod 3)). I kvadratické zbytky
modulo 13 muzeme snadno urcit:

(Z) =1 p= (£1)%(£2)2% .., (£6)* = 1,3,4,9,10,12 (mod 13), odkud plyne
(&) =—-1ep=2,5,6,7,811 (mod 13).

Dohromady dostavame p = 1,4, 10, 16, 22,25 (mod 39), pokud je p kvadraticky zbytek
modulo 31 13, a p = 2,5,8,11,20,32 (mod 39), pokud je p kvadraticky nezbytek modulo

3113.

Jak nyni urcit, ktera prvocisla vyjadiuje ktera forma? V predchozim prikladu jsme si
situaci usnadnili trikem s paritou ¢isel x a y. V obecném piipadé to ale tak jednoduché byt
nemusi. Vzpomernime si nyni na vztah 4af(z,y) = (2ax+by)* Dy?. Modulo |D| dostavdme
rovnost 4af(x,y) = (2ax + by)? (mod |D|). Pokud jsou ¢isla D a 4a nesoudélnd, m4 4a
svuj inverzni prvek modulo |D| a na levé strané kongruence muzeme osamostatnit danou
formu. Aplikujme tento postup na redukované formy diskriminantu —39:

42? +ay+10y°) = 22 +y)? = 10-4(2* + 2y +10y?) = 102z +y)? = 22 +2y+10y* =
= 7?2z +y)? = 2® +xy+ 10y* = (142 + Ty)? (mod 39), tedy tato forma muze vyjadrovat
jen druhé mocniny modulo 39. Aby mohlo byt liché prvocislo vhodné reprezentovano touto
formou, musi tedy p = 1,4, 10, 16,22,25 (mod 39).
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8(2x? £ xy + 5y?) = (4z + y)* = 222 + zy + 5y* = 5(4x £ y)? (mod 39), tedy liché
prvocislo vyjadieno nékterou z téchto dvou forem musi byt pétindsobkem nékteré druhé
mocniny — celkem tedy p = 2,5,8,11,20,32 (mod 39).

Co se tyce posledni formy, 322 + 3xy + 4y?, viimnéme si, ze nsd(4 - 3,39) # 1, tedy
prvek 4a v tomto pripadé nemé inverzi. Tohoto problému se jednoduse zbavime — pouzijeme
formu vhodné ekvivalentni s tou nasi, ktera tento problém mit nebude. Po dosazeni (z,y) —
— (—y,z) mame formu 4z* — 3zy + 3y* nsd(4 - 4,39) = 1. Tedy 16(4z* — 3zy + 3y?) =
= (8y+3z)? = 42% 3wy +3y* = 22(8y +3x)? = 42° —3zy+3y* = (80y+30x)? (mod 39).
Liché prvocislo vyjadrené touto formou tudiz musi byt opét kongruentni s vhodnou druhou
mocninou modulo 39 — tedy p = 1,4, 10, 16,22,25 (mod 39).

Dostavame tedy:

1. p=222+ 2y +5y* & p=2,5,8,11, 20,32 (mod 39),
2. p=a?+ xy + 10y? nebo 322 + 3zy + 4y* < p = 1,4,10,16,22,25 (mod 39).

V tomto pripadé bohuzel nemuzeme rozlisit, kterd prvocisla jsou reprezentovand forma-
mi kterych tiid — muzeme rozlisit jen skupiny tiid. Témto podmnozindm C'(D), mezi nimiz
v tuto chvili nemtuzeme rozlisit, ktera prvocisla jsou vhodné reprezentovana formami které
tiidy, fikdme geny (situaci D = —39 vidime na schematickém obrazku nize). S presnéjsi
definici a dalsim popisem gent se setkame ve treti kapitole.

2 2 2 2
X +xy+10y 2X +xy+5y

2 2 2 2
3x +3xy+4y 2x -xyt+5y

Vsimnéme si, ze v bodé 1 obé formy reprezentuji tataz cisla, protoze jsou ekvivalentni
(ackoli nevhodné). Naopak, u forem v bodé dva lze ukézat, ze kazdé z nalezenych prvocisel
lze vyjadrit praveé jednou z téchto forem. Podivejme se napiiklad na prvocislo 43. Je vidét,
7e toto prvocislo je vhodné reprezentovdno formou g(z,y) = z% + xy + 10y?; preci f(1,2) =
= 43. Ukazme, Ze toto prvoéislo nemizeme vyjadiit ve tvaru 322 4 3zy + 4y%. PouZijeme
opét onu uzitetnou rovnost 4af(x,y) = (2ax + by)>-Dy?. V tomto pifpadé dostavame
f(z,y) = 32? + 3zy + 4y* = L ((62 4+ 3y)* + 39y?) = 3(2z +y)? + 2y? > 842, tedy pokud
by pro vhodnd x,y platilo?)f(x7 y) = 43, tak musi platit 43 > %%92, aztedy ly| < 3. Déle také

z rovnosti 43 = f(z,y) = 2(2z+y)*+ %yQ plyne rovnost % —3y* = (2z4y)?, v niz tedy
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vyraz na levé strané musi byt roven druhé mocniné néjakého celého éisla pro |y| < 3. Ten
ale nabyva pro |y| od nuly do tii hodnot 1—52, 53, 40, %, coz ani v jednom piipadé druh&
mocnina celého é&fsla neni. Prvocislo 43 tedy formou f(x,y) = 322 + 3zy + 4y? vyjadiit
nemuzeme.

Stejnym zpusobem, jako v predchozich dvou ptikladech, muzeme postupovat pro kazdy
y,rozumné maly® diskriminant. Uvedu bez postupu dalsi dva priklady:

2 2 _
= 5 Sp=1,9 d 20
L D= 20 P70 _or ;9 (mod 20),
p=2x*+2zy+3y* < p=3,7 (mod 20),
9 D 55w dP= 2?4+ 1492222 + Ty & p=1,9,15,23,25,39 (mod 56),
‘ p = 322 + 2zy + 5y? & p=3,5,13,19,27,45 (mod 56).
Umime tedy zatim rozlisit, ktera prvocisla jsou vyjadiena formami kterého genu.
Vsimnéme si, ze pro jakykoli zdporny diskriminant D urcité existuje redukovana forma
2 D, 2 - : 2 1-D, 2 D1 . .
r°—Fy*, pokud je D sudé, a x°+wxy+-~y*, pokud D je liché. Tyto formy nazyvame hlavni
a gen, v némz tyto formy lezi, nazyvame hlavni gen. Nabizi se tedy otazka: kdy v hlavnim
genu lezi jedind forma? Odpovime si na ni v tfeti kapitole.

Zobecnéme nyni postup, jimz jsme urcili, ktera prvocisla se daji vyjadrit hlavni formou.

Pro D = —4n,n € N jsme nejdifv uvazovali o parité. Aby forma 22 + ny? vyjadiovala
liché prvocislo, musf mit & a ny riznou paritu. Pro y = 2k, k € Z mame p = 22 +n(2k)* =
= 22 + 4nk? = 2? (mod |D|), pro y = 2k + 1,k € Z dostévame p = a® + n(2k + 1)? =
= 22 + 4nk® + 4nk +n = 2* + n (mod |D)).

Pro D = 1—4n,n € N jsme pouzili postup 4(z?+xy+ny?) = 42?+4zy+y*—y*+4ny? =
=2z +y)?— (1 —4n)y* = (22 +y)? (mod |D|).

Pokud tato pozorovani shrneme, dostavame nasledujici vétu:

Véta 2.2.1. Necht D = 0,1 (mod 4) je dané zdporné celé ¢islo. Pak hlavni gen reduko-
vanych forem diskriminantu D vyjadruje pouze lichd prvocisla p tvaru:

1. p=a*a? -2 (mod |D|), pokud D =0 (mod 4),
2. p=a? (mod |D|), pokud D =1 (mod 4).

Ve treti kapitole si ukdzeme, jak tato pozorovani zobecnit a co z nich plyne. Abychom
tak mohli u¢init, musime se seznamit s pojmy podgrupa a homomorfismus a také konecné
sestrojit grupu tiid primitivnich pozitivné definitnich forem daného diskriminantu.
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Kapitola 3

Grupa trid forem a tivod do teorie
genu

Na konci predchozi kapitoly jsme zjistili o reprezentaci lichych prvocisel primitivnimi pozi-
tivné definitnimi kvadratickymi formami mnoho informaci. U¢inili jsme také pozorovani, je-
jichz platnost jsme vsak nezformulovali obecné. Abychom tak mohli uc¢init, nejprve je nutno
struéné se obeznamit s nékolika pojmy z teorie grup.

3.1 Podgrupa, homomorfismus, faktorgrupa

Mame-li mnozinu G a na ni definovanou operaci, vime uz, co musi byt splnéno, aby dohro-
mady tvorily grupu. Mluvime-li o podgrupach grupy G, zajimaji nas takové podmnoziny
mnoziny G, které spolu se ztizenim dané operace tvori rovnéz grupu.

Definice 3.1.1. Necht (G,-) je grupa, H je neprdzdnd podmnozina G. Pak (H,-) je
podgrupa grupy (G, -), pokud:

1. 1€ H;
2. pro véechna a € H plati a™! € H;
3. pro vsechna a,b € H platia-b e H.

Je treba poznamenat, Ze tyto podminky na sobé nejsou nezavislé a lze je sloucit
do jedné: necht (G,-) je grupa, H C G, H je neprdzdnd. Pak (H,-) je podgrupa grupy
(G, ), pokud pro vSechna a,b € H plati a-b~' € H.

Muzeme uvést mnoho ptikladu. Kazda grupa G ma vzdy podgrupy G a tzv. trividlni
podgrupu obsahujici pouze neutralni prvek. Grupa (Z, +) je podgrupa grupy (Q, +), coz je
podgrupa grupy (R, +). Grupa (Q \ {0}, ) je podgrupa grupy (R ~ {0} ,-). Pro libovolné
m € Z je grupamZ = {...,—2m, —m, 0, m, 2m, ...} s operaci s¢itdni podgrupa grupy (Z, +).
Mnozina {—1,1} s operaci ndsobeni je podgrupa grupy {—1,1, —i,i} s operaci nasobeni.
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Naopak napiiklad mnozina lichych celych ¢islech s operaci s¢éitani neni podgrupa celych
¢isel s operaci scitani, protoze v této mnoziné nelezi neutralni prvek 0. Stejné tak mnozina
nezapornych celych ¢éisel s operaci s¢itani neni podgrupou grupy (Z, +), protoze ackoli v ni
lezi neutralni prvek i soucet jejich libovolnych dvou prvkiu, zadny prvek kromé nuly zde
nema svoji inverzi.

Vsimnéme si také, ze pokud je grupa komutativni, jeji podgrupa tuto vlastnost zdédi.

Podgrupa je pojem velice intuitivni. Co je vSak homomorfismus? O zobrazeni mezi
dvéma grupami fekneme, ze je homomorfismus, pokud spliuje jednu nam sympatickou
vlastnost — zachovava operaci.

Definice 3.1.2. Necht f: G — H je zobrazeni, (G,-),(H,-) jsou grupy. Pak o tomto
zobrazeni tekneme, Ze je homomorfismus, pokud pro vSechna a,b € G plati f(a - b) =

= f(a)- f(D).

Z této jedné sympatické vlastnosti plynou hned dvé dalsi sympatické vlastnosti: ho-
momorfismus zachovava neutralni a inverzni prvek.

Véta 3.1.1. Necht f: G — H je homomorfismus. Pak:
1p) =1,
2. pro vdechna x € G plati f(z~1) = f(z)~*.

Diikaz. Ad 1: Nejprve je vhodné poznamenat, ze na levé strané rovnosti symbol 1 predsta-
vuje neutralni prvek grupy G, zatimco na pravé strané rovnosti je takto oznacen neutralni
prvek grupy H. Potom muzeme snadno spocitat f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1). Po vynédsobeni
obou stran rovnosti prvkem inverznim k f(1) tedy f(1) = 1.

Ad 2: 1= f(1) = f(x-27') = f(x)f(z™"). Pokud obé strany rovnosti vyndsobime
zleva prvkem f(z)~!, dostdvame f(x7!) = f(x)L. O

Zobrazeni f: (Z,+) — (Z,+) dané predpisem f(z) = mx je pro kazdé m € Z homo-
morfismus, jelikoz f(x+y) = m(x+y) = mez+my = f(z)+ f(y). Vidime, ze f(0) =0m =0
a f(—2) = —ma = — f(z).

Vime, ze homomorfismus zobrazi neutralni prvek opét na neutralni prvek. Nemusi
to byt ale jediny prvek, ktery se na néj zobrazi. Uvazujme zobrazeni f: (Z,+) — (Q,)
1 ©2z
-1 &2z
a na neutralni prvek — jednicku se zobrazi vSechna sudé celd ¢isla (tedy i neutrdlni prvek
0). Ty ale se s¢itdnim tvoii podgrupu grupy celych ¢isel. Muzeme ukazat, ze to plati vzdy.
Nejprve vsak musime definovat jadro homomorfismu.

definované predpisem f(x) = . Snadno si ovérime, ze f je homomorfismus,

Definice 3.1.3. Necht f: G — H je homomorfismus. MnoZinu proki G, jeZ se zobrazily
na neutrdlni prvek grupy H, nazijvdme jadro homomorfismu a znacime Ker f, tedy

ker f={z e G| f(z) =1}.
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Nyni muzeme zobecnit pozorovani u¢inéné vyse.

Véta 3.1.2. Necht f: G — H je homomorfismus. Potom plati, Ze ker f je podgrupa grupy
G.

Dikaz. Je nutné ukazat nasledujici:
1. 1 € ker f;
2. ac€kerf=a!ekerf;
3. a,bekerf=a-b¢ckerf.

Ad 1: Z 1. bodu véty 3.1.1. vime, ze f(1) = 1, ¢imz jsme hotovi. Ad 2: Opét ve vypoctu
vyuzijeme vétu 3.1.1, a to bod 2. Pro vechna a € ker f muzeme psat: f(a™') = f(a)™! =
= 17! = 1. Z toho tedy plyne, Ze pokud je a prvkem ker f, tak a=! € ker f. Ad 3: Z definice
homorfismu muzeme pro libovolnd a, b z ker f pocitat f(ab) = f(a)f(b) =1-1 = 1. Tedy
i ab € ker f, ¢imz jsme dukaz dokoncili. ]

Abychom porozuméli dalsimu textu, potfebujeme se seznamit jesté s jednim pojmem
z teorie grup, jimz je faktorgrupa.

Vratme se na chvili ke grupé zbytkovych tiid modulo m s operaci s¢itdni pomoci
reprezentantu. Tuto grupu jsme dostali tim, ze jsme rozdélili celd ¢isla podle toho, jaky
davaji zbytek modulo m, na tiidy ekvivalence — tedy systém neprazdnych disjunktnich
mnozin, jejichz sjednocenim je opét cela mnozina celych ¢isel. Tomuto procesu fikame
faktorizace. V tomto piipadé jsme na faktorizaci potiebovali kongruenci, coz je relace
ekvivalence.

Faktorizovat muzeme ale i jinym zpusobem. Vyse jsme si ukdzali, ze grupa (mZ,+)
je pro jakékoli piirozené m podgrupou grupy (Z,+). K mnoziné mZ nyni ,piictéme* li-
bovolné pevné zvolené celé ¢islo a v tom smyslu, ze utvoiime mnozinu sou¢tu tohoto a
s postupné véemi prvky mnoziny mZ. Tim jsme ale dostali zbytkovou tfidu [a],,! Pokud
tomuto procesu podrobime vsechna celd cisla a, dostaneme tedy jako vysledek mnozinu
vsech zbytkovych tiid modulo m. O této mnoziné ale vime, ze se s¢itanim definovanym
pomoci séitani reprezentantu tvoii grupu.
Co jsme tedy v predchozim odstavci udélali? Opét jsme faktorizovali, ale ne jen
néjakou mnozinu podle néjaké relace ekvivalence, ale grupu podle jeji podgrupy. A co bylo
vysledkem? Opét grupa. Pokusme se nyni tento postup zobecnit.

Necht (G,-) je grupa, (H,-) jeji podgrupa. Pro né&jaké a € G oznaéme a - H =
={a-h|h € H}. Lze ukazat, ze pokud tuto mnozinu vytvorime pro vsechna a z G, dosta-
neme vzdy systém disjunktnich mnozin, jejichz sjednocenim je mnozina G. Dukaz to neni
nijak slozity, ale neni nutné ho zde uvadeét.

Faktorizovali jsme tedy grupu podle jeji podgrupy a dostali jsme mnozinu prvki {a-H |
a € G}. Zkusme opét definovat operaci pomoci reprezentantt, tedy pro vsechna a,b z G
definujme (a- H) - (b- H) = (a-b) - H. Aby tato operace byla korektni, nesmi zdviset
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na volbé reprezentantu, tedy pokud a- H =b-H ac-H =d- H, musi platit (a-c)- H =
= (b-d) - H. V pripadé zbytkovych tiid tomu tak bylo, obecné to ale platit nemusi. To
vSak muzeme napravit, pokud budeme pozadovat, aby podgrupa, podle niz faktorizujeme,
byla tzv. normdlni podgrupa — to je takova podgrupa H grupy G, pro jejiz kazdy prvek
h € H a pro jakykoli prvek a € G plati a-h-a™' € H. V tomto piipadé lze ukazat,
ze operace opravdu korektni je. Jelikoz ale v textu pracujeme vyhradné s komutativnimi
grupami, nemusime byt prili§ obezfetni, protoze jakakoli podgrupa komutativni grupy je
jisté normalni.

Vytvorili jsme tedy grupu. Jelikoz jsme tuto grupu ziskali faktorizaci, jeji nazev je fak-
torgrupa.

3.2 Grupa trid forem

V druhé kapitole jsme shromézdili nékolik indicii, podle nichz by tfidy vhodné ekvi-
valentnich primitivnich pozitivné definitnich kvadratickych forem daného diskriminantu
(dale jen tiidy forem) mohli utvofit grupu. Stéle ndm vsak chybi néjaka operace, kterou
bychom mohli mezi tfidami forem definovat.

Prvni, kdo se o to pokusil, byl Gauss. Skutec¢né ukazal, ze ttidy forem daného diskrimi-
nantu spolu s operaci zvanou piima kompozice tvofi grupu. S touto operaci se vSak pracuje
nesmirné zdlouhavé a komplikované. Na mnohem vhodnéjsi operaci prisel az Dirichlet —
budeme se nyni bavit o tzv. Dirichletové kompozici.

Definice 3.2.1. Necht f(x,y) = ax® + bzy + cy?, g(x,y) = d'z* + Vay + dy* jsou primi-
tivni pozitivné definitni formy se steynym diskriminantem D, které navic spliugi podminku
nsd(a, a’,b%b/) = 1. Potom Dirichletova kompozice forem f(x,y) a g(z,y) je kvadratickd

forma
2

— 2
—V,
a

4a

kde B je celé c¢islo jednoznacéné uréené modulo 2aa’ soustavou kongruenci

F(z,y) = ad'x* + By +

1. B=b (mod 2a)
2. B=V (mod 2d')
3. B> =D (mod 4ad’).

Dokézat, ze ¢islo B existuje a je jednoznacéné urcéeno modulo 2aa’, je pomérné zdlou-
havé, dukaz proto neuvadim.

Abychom mohli vytvorit grupu, Dirichletova kompozice ndm musi uddvat korektné
definovanou operaci na mnoziné tiid forem daného diskriminantu. Lze ukazat, ze tomu tak
skutecné je. Zaprvé, celé cislo B sice neni urc¢eno jednoznacné, ale formy vzniklé ruznymi
volbami B jsou spolu vhodné ekvivalentni. Déle, pokud je forma f vhodné ekvivalentni s
f"ags g, jeikompozice forem f a g vhodné ekvivalentni s kompozici forem f" a ¢’. A
nakonec, pokud formy f a g nesplinuji podminku nesoudélnosti koeficientu z definice, vzdy
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existuje forma ¢’ vhodné ekvivalentni s g, kterd uz tuto podminku spolu s puvodni formou

f splnuje. Tedy vybereme-li si dvé tfidy vhodné ekvivalentnich forem, muzeme vzdy zvolit

reprezentanty z obou tfid tak, abychom mezi nimi mohli provést Dirichletovu kompozici,

a navic ruznou volbou reprezentantu se neméni tiida, jiz bude nélezet vysledna forma.
Nyni mame dostatek informaci, abychom vytvorili grupu.

Véta 3.2.1. Necht D = 0,1 (mod 4) je zdporné, necht C(D) je mnoZina trid primi-
tivnich forem tohoto diskriminantu. Pak Dirichletova kompozice uddvd korektné defino-
vanou bindrni operaci na mnoziné C(D), kterd spolu s touto mnoZinou tvori konecnou
komutativni grupu s h(D) pruky.

Neutralni prvek této grupy je trida obsahujici hlavni formu — nazyvdme ji hlavnd tridou.
Inverzni proek tridy obsahugjici formu ax? +bxy + cy? je trida obsahujici formu ax?* — bry +
cy?, kterou nazjvdme opacnou formou.

Dukaz neuvadim. Vétu je mozno dokézat pomoci vlastnosti Dirichletovy kompozice,
ale je to dukaz velice dlouhy a pracny. Pro rychlejsi a jednodussi dukaz bychom museli byt
seznameni s pojmem grupa ttid idealu, ktery vyrazné presahuje ramec této prace.

Spokojme se tedy s konkrétnim ptikladem, na némz budeme demonstrovat pocitani
v grupeé ttid forem.

Nechtf D = —56. Redukované formy tohoto diskriminantu jsou h(z,y) = z? + 1492,
a(z,y) = 322 + 2zy + 592, b(x,y) = 322 — 2zy + 5y?, r(x,y) = 22% + Ty?. Tridy obsahujici
tyto formy oznacme H, A, B, R. Dirichletovu kompozici forem f a g ozna¢me f ® g. Podle
véty 3.2.1. bychom meéli byt schopni predpovédét, jak vypadaji kompozice v této grupé:
H je neutralni prvek, A, B jsou navzijem inverzni, R je inverzni sdm sobé. Multiplikativni
tabulka této grupy by méla tedy vypadat takto:

. [H[A[B|R]
H|[H|A|B|R
A|A|R|H B
BB |H R A
RI|RE|B A H

Pojd'me si to nyni ovérit. Cislo B z definice 3.2.1. nyn{ budeme znacit b, aby se nepletlo
s formami. Nejdrive spocitejme druhé mocniny vsSech tiid: nejjednodussi postup je vzit
kompozici dané redukované formy f(z,y) s vhodné ekvivalentni formou f(—y,z) — to ndm
zarucuje podminku o nesoudélnosti koeficientu.
b=0 (mod 2)
H?: (2% + 149%) © (1422 + %) = b=0 (mod 28) » = b=0 (mod 28).
¥»=-56=0 (mod 56)

Volme b = 0= F(z,y) = 1-142® + Ozy + 932%¢° = 142 + y* € H = H* = H.
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b= 2 (mod 6)
A% (Ba? + 2zy + 5y?) © (ba? — 2zy + 3y?) = b= — (mod 10) p =
b = —56 =4 (mod 60)
= b =28 (mod 30).

Volme b = 8 = F(x,y) = 3-5a?+8xy+552y? = 1522 +8xy+2y°. Zndmym postupem

nyni muzeme najit formu s touto vhodné ekvivalentni: 1522 +8xy+2y* ~ 222 —8xy+15y* ~
202 + Ty € R= A’ = R.

b= -2 (mod 6)
B? . (32% — 2zy + 5y?) © (52? + 2zy + 3y?) = b=2 (mod 10) p =
b = —56 = (mod 60)

= b =22 (mod 30).

Volme b = —8 = F(x,y) = 3- 522 — 8xy + 48;26?;2 = 1522 — 8xy + 2y* ~ 222 + Sxy+
+15y* ~ 22°> + Ty> € R = B?> = R.

b=0 (mod 4)
R%: (222 4+ Ty?) ® (T2* + 2¢°%) = b=0 (mod 14) 3 = b=0 (mod 28).
b»’=-56=0 (mod 56)

Volme b = 0 = F(x,y) = 2-Tz? —|—Oxy—|—427y = 142’ +y? ~ 2> +14y> € H = R* = H.

Nyni spocitejme ostatni kompozice.

b=0 (mod 2)
HoOA=AOH : (22 +14y*) © (32% + 2zy + 5y?) = b=2 (mod 6) 3 =
b= —56 = (mod 12)

= b=2 (mod 6).

Volme b =2 = F(z,y) =1-32% + 22y + 3552 = 322 1 2oy + 5y’ c A= HO A =
413
=A0H=A.
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b=0 (mod 2)
H®B=BOH: (*+14y*) ©® (32 — 2zy + 5y?) = b= -2 (mod 6) » =
V’=-56=4 (mod 12)
= b= —2 (mod 6).

Volme b = =2 = F(x,y) = 1-32® = 2zy+ 7209> = 32® —2ay +5y° €e B=>HOB =
=BoOH=B.

H®R =ROH : (2% + 14y?) © (222 + Ty?) = b=0 (mod 4) p =

= b=0 (mod 4).

Volme b=0= F(z,y)=1-222+ 2202 =222+ T € R=HOR=ROH=R.

4-1-2

b=2 (mod 6)
A®B = BOA : (3x2+2z2y+5y*) O (5x* +2zy+3y?) = b=2 (mod 10) » =
V»=-56=4 (mod 60)
— b =2 (mod 30).

Volme b =2 = F(z,y) = 3522 + 2zy + 720y = 15 + 2xy + y* ~ 2% — 2y + 15y ~
~a?+14’c H=>BoA=A0B=MH.

b=0 (mod 4)
ROA=AOR: (222 +Ty?) © (32 + 2zy + 5y?) = b=2 (mod 6) » =
V> =-56=16 (mod 24)
= b =8 (mod 12).

Volme b = —4 = F(z,y) = 2-32® —4zy+550y? = 62° —day+3y? ~ 32 +4wy+6y* ~
~3r? —2zy+ 52 € B=>ROA=A0R=B.
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b=0 (mod 4)
R®B=BOR: (22*+Ty*) ® (32? — 2zy + 5y?) = b= -2 (mod 6) » =
V>’ =-56=16 (mod 24)

= b=4 (mod 12).

Volme b =4 = F(z,y) = 2-32° +4xy+ %gf = 622 +4xy+3y? ~ 322 — 4oy +6y* ~
~32+ 22y + 5P € A= ROB=BOR=A.

Timto jsme hotovi a vidime, ze se naSe vypoc¢ty shoduji s predpovézenou multiplikativni
tabulkou.

Koneéné jsme zformovali grupu. Mame tedy dostateény nastroj na to, abychom mohli
0 néco vice prozkoumat geny forem.

3.3 Geny forem

Vratme se nejdifve k pozorovdnim, kterd jsme ucinili, kdyZ jsme na konci druhé kapi-
toly u nékolika zapornych diskriminantu zkoumali, kterd prvoéisla jsou vhodné reprezen-
tovana kterymi redukovanymi formami. Abychom tato pozorovani mohli popsat ponékud
formalnéjsim jazykem, musime se na chvili vratit na samotny zacatek — k Jacobiho sym-
bolu.

V nésledujicim textu budeme casto pracovat s grupou jednotek okruhu (Z/|D|Z)*,
kde D bude néjaky zaporny diskriminant. Pro jednoduchost budeme pouzivat zapis bez ab-
solutni hodnoty, tedy (Z/DZ)*. Také jednotlivé zbytkové tiidy modulo |D| budeme znacit

[CL]D.

Véta 3.3.1. Necht D = 0,1 (mod 4) je nenulové celé ¢islo. Pak existuje jediné zobrazend
X: (Z/DZ)* — {£1} takové, Ze x([p|p) = (%) pro kazdé liché prvocislo nedélici D. Toto
zobrazeni je navic homomorfismus splnugici x([m]p) = (%) pro vsechna lichd prirozend
¢isla m nesoudeélnd s D.

To, ze je x opravdu korektné definovany homomorfismus, plyne z vlastnosti Jacobiho
symbolu uvedenych v prvni kapitole. To, Ze existuje jediné zobrazeni spliujici podminku
danou ve véte, nam tika tzv. Dirichletova véta o prvocislech v aritmetickych posloupnostech,
podle niz v kazdé zbytkové tiidé obsahujici ¢isla nesoudélna s modulem lezi nekonecné
mnoho prvocisel.

Posunime se nyni ke kvadratickym formam. Véta 2.1.3 nam iikd, ze libovolné liché
m € 7 nesoudélné s D je vhodné reprezentovano néjakou formou daného diskriminantu
D, praveé kdyz je D kvadraticky zbytek modulo m. Ve svétle véty 3.3.1 to tedy znamena
x([m]p) = 1 atedy [m|p € ker x. Tedy vSechny tiidy v (Z/DZ)*, které obsahuji licha ¢isla,
jez lze vyjadrit nékterou z redukovanych forem daného diskriminantu, tvoti podgrupu ker x
grupy (Z/DZ)".
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Pripomenme si, jak tato situace vypada pro D = —20:
p = 2% + 5y? & p=1,9 (mod 20),
p =2z +2zy+3y* & p=3,7 (mod 20).

Pokud je p vhodné reprezentovano nékterou z kvadratickych forem diskriminantu —20,
tak p € {[1]20, [3]20, [7]205 [9]20 }- Je to opravdu podgrupa grupy (Z/DZ)* = {[1]20, [3]20, [7]20,
9]0, [11]20, [13]20, [17]20, [19]20 } 7 Lezi zde neutralni prvek [1]59 a snadno si ovéiime, ze v této
podmnoziné lezi sou¢in jakychkoli dvou jejich prvku. Inverzni prvek tiidy [3]ag je t¥ida [7]2o
a naopak, tida [9]y9 je sama svym inverznim prvkem. Opravdu to tedy podgrupa je.

Nyni muzeme zobecnit pozorovani u¢inéna na konci druhé kapitoly.

D =-20=

Véta 3.3.2. Necht D = 0,1 (mod 4) je dané zdporné celé éislo, ker x C (Z/DZ)* stejné
jako vyse a f(x,y) je primitivni pozitivné definitni forma diskriminantu D.

1. Tridy v (Z)DZ)* obsahujict lichd ¢isla reprezentovand hlavni formou tvori (normding)
podgrupu H C ker y,

2. Tridy v (Z)DZ)* obsahugici lichd ¢isla reprezentovand formou f(x,y) tvori mnoZinu
H' € keryx/H.

Jednotlivé geny tedy opravdu reprezentuji jednotlivé tiidy v ker y/H. Pokud gen re-
prezentuje hodnoty lezici v tiidé H', fikdme mu gen prisiusny H'. Vidime také, ze jelikoz
H je normélni podgrupa ker y, muzeme podle ni faktorizovat a tiidy H' € ker x/H repre-
zentované ruznymi geny tudiz tvori prvky faktorgrupy.

Opét se vratme k pifkladu D = —20. Licha piirozend &fsla vhodné reprezentovand
nékterou z forem hlavniho genu lezela v mnoziné H = {[1]a0, [9]20}, ¢isla vhodné repre-
zentovand nékterou z forem druhého genu lezela v mnoziné K = {[3]a, [7]20}. Ovéime si
na tomto prikladé platnost predchozi véty. Ta nam tika, ze H je normalni podgrupa grupy
ker x = {[1]20, [3]20, [7]20, [9]20} , @ Ze navic plati ker x/H = {H, K'}. Je tomu opravdu tak?

Nejdiive ukazme, ze H je podgrupa ker x (protoze pracujeme s komutativnimi struk-
turami, bude jisté normdln{). Musi v ni tedy leZet neutralni prvek, ale ten v ni je; vzdyt
[1]30 € H. Déle v nf musi lezet soucin kazdych jejich dvou prvkii. Pocitejme [1]g° = [1]30 €
H, [1]50 - [9)20 = [9]20 € H, [9]20" = [1]20 € H. I toto kritérium je tedy splnéno. Také vidime,
ze kazda ttida z H je sama sobé inverznim prvkem, tedy H je opravdu podgrupa.

Nyni ukazme ker x/H = {H, K'}. Podle definice plati:

kerx/H = {[1]20 : H, [3]20 : H, [7]20 . H, [9]20 : H}

Pocitejme:
[0 - H = {[1]20 - [1]20, [1]20 - [920} = {[1]20, [9]20} = H,
320 - H = {[3]20 - [1]20, [3]20 - [9]20} = {[3]20, [T]20} = K,
[T)20 - H = {[7]20 - [1]20, [T]20 - [9]20} = {[7]20, [3]20} = K,
[9]20 - H = {[9]20 - [1]20, [9]20 - [9]20} = {[9]20, [9]20} = H
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Tedy opravdu ker x/H = {H, K}. Navic vidime, ze vypocty v této faktorgrupé vypa-
dajf ndsledovné: H?> = K? = H HK = KH = K.

Oveéfili jsme si tedy na pifkladu D = —20 platnost véty 3.3.2. Ctendf si muze tuto
vétu obdobné ovérit i na dalSich vyse probiranych ptikladech D = —56, —40, —39.

Vsechny predchozi poznatky muzeme shrnout do nésledujici véty:

Véta 3.3.3. Necht D = 0,1 (mod 4) je dané zdporné celé ¢islo, H C kerx jako vyse.
Necht H' € ker x/H a p je liché prvocislo nedélici D. Pak [p|p € H' prdvé tehdy, kdyz je
p reprezentovdno néjakou redukovanou formou diskriminantu D z genu prislusného H'.

Toto je hlavni poznatek elementérni teorie genti. Rikd ndm mimo jiné, Ze existuje ko-
rektné definované zobrazeni ®: C(D) — ker x/H, které kazdé tiidé forem prifadi mnozinu
zbytkovych tiid modulo diskriminant, které obsahuji licha pfirozena cisla, jez jsou nékterou
z forem dané tiidy vhodné reprezentovana. Lize navic ukazat, ze toto ® je homomorfismus.

Hlavni cil zakladni teorie genu je odpovédét na otazku, kolik genu mé grupa tiid forem
pro ktery diskriminant. Grupa C'(D) a homomorfismus ® jsou dost silné nastroje, aby této
odpovédi mohlo byt dosazeno. Bez dukazu stru¢né popisu, jak toho dosahnout.

Nejdrive se ukaze, ze vSechny geny v dané grupé tiid forem obsahuji stejny pocet tiid,
a ze pocet genu je mocnina dvojky. Déle se ukaze, ze hlavni gen je roven mnoziné vsech
druhych mocnin prvkia C'(D) — druhou mocninou néjaké tiidy rozumime jeji kompozici s ni
samotnou. To jsme mj. vidéli u naseho piikladu D = —56: (C'(D))* = {H? A%, B% R*} =
= {H, R}, coz je hlavni gen.

7 téchto informaci muzeme vyvodit, Ze hlavni gen obsahuje jedinou t¥idu, pokud mé&
kazdy prvek fdd nejvyse 2. Pak je hlavn{ gen totiz roven (C(D))? = {H}, kde H je tiida
obsahujici hlavni formu, jelikoz je to neutrdlni prvek.

Ukaze se také, ze prvky radu nejvyse dva jsou pravé tiidy obsahujici redukovanou
formu az? + bry + cy?, pro niz plati bud b = 0, nebo a = b, nebo a = c. S touto informaci
lze dokonce obecné uréit, kolik takovychto prvku je.

Zvladneme-li urcit vSechny redukované formy daného zaporného diskriminantu D,
dokazeme tedy posléze i urcit, zda hlavni gen obsahuje pouze hlavni formu.

Udejme na zaver jesté nékolik prikladu, které demonstruji silu této teorie. Az doposud
by pro nas u vétsich diskriminantu byla nesmirné zdlouhava préace urcit, které formy lezi
v hlavnim genu a kterda prvocisla vhodné reprezentuji — viz piiklady z druhé kapitoly.
Podivejme se nyni na grupu tiid forem diskriminantu D = —280. Je tfeba nejprve urcit
vsechny redukované formy — pro veétsi diskriminanty je asi nejjednodussi zpusob napsat
pocitacovy program, ktery nam pro vSechny mozné volby koeficientu a a b urci, zda je ¢ =
= 1724— celé ¢&islo. Pro diskriminant D = —280 dostaneme tyto redukované formy: z2+70y2,
222 + 352, ba? + 1442, Ta? + 10y>. Vidime, Ze pro vsechny tyto formy plati b = 0, a tedy
v grupé tiid forem vzdy reprezentuji prvky fadu nejvyse 2. Uvedli jsme vysSe, ze toto zjisténi
je ekvivalentni s tim, Ze v hlavnim genu lezi pouze jedina forma, a to hlavni — 22 4+ 7032
Podle véty 2.2.1 tedy liché prvoéislo p tudiz muzeme vyjadiit ve tvaru 2 + 70y?, pravé
kdyz p = o?,a? + 70 (mod 280), takové prvocislo je napiiklad 2129 = 13% (mod 280).
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Kapitola 3. Grupa tiid forem a tivod do teorie genu

Nyni se podivejme na diskriminant D = —400. Redukované formy jsou nésledujici:
2% +100y?, 422 + 2592, 822 + 4wy + 13y%, 8x2 — 4xy + 13y>. Bohuzel vidime, Ze posledni dvé
formy jsou reprezentanty tiid, které maji v grupé tiid forem rad vyssi nez dva. V hlavnim
genu tedy lezi vice forem, nez ta hlavni. VySe jsme zjistili, ze urcit, jaké to jsou, muzeme
umocnénim vSech prvku grupy tiid forem na druhou. Je nutné to provést jen u forem
8z 4+ 4xy + 13y?, ostatni jsou Ffadu nejvyse dva (tedy jejich umocnénim na druhou ziskdme
neutrdlni prvek grupy — hlavni formu). Vysledkem je forma 4z* + 252, to je tedy druhd
forma lezici v hlavnim genu. V tomto ptipadé tudiz muzeme pouze fici, ze liché prvocislo
p muzeme vyjadiit ve tvaru z? + 100y? nebo 4x% + 2532, pravé kdyz p = o2, a? + 100
(mod 400).

A nakonec priklad zminény v tvodu: uvazujme diskriminant D = —420. Dostaneme
tyto redukované formy: z* + 105y?%, 22% + 2xy + 53y?, 3x* + 352, 5a® + 21y?, 62% + 6xy+
+19y2, 72 + 1592, 1022 + 102y + 13y?, 1122 + 8zy + 11y2. Vidime, Ze vSechny reprezen-
tuji prvky fadu nejvyse 2, mame tu dokonce vsechny t¥i druhy takovychto prvku (vysky-
tuji se zde formy tvaru b = 0, a = b i a = ¢). Tudiz v hlavnim genu lezi pouze jedin
forma 2% + 105y2. Liché prvocislo p tedy muzeme vyjadiit ve tvaru a2 + 1052, prave kdyz
p=a? a®+ 105 (mod 420). Tedy napi. o prvocislu 2221 = 121 = 11? (mod 420) nyn{
vime, Ze je muZeme napsat ve tvaru x? + 105y
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Zaver

Svou préaci konc¢im v bodé, kdy dokdzeme pro nékolik (ale stdle jen konetné mnoho)
ptirozenych n uréit, kterd lichd prvoéisla muzeme vyjadfit ve tvaru 22 + ny?. Pro jakékoli
zéporné celé ¢islo D = 0,1 (mod 4) navic dokdzeme fici, zda dané prvocislo muzeme
vyjadrit nékterou z forem hlavniho genu. Vybudovanim teorie kvadratickych forem jsme
tedy ucinili znac¢ny pokrok od pocateéniho stavu, kdy jsem zminil, ze elementarnimi me-
todami je mozné problém vytesit pouze pro n < 3.

Otézku, kdy p = 2? 4+ ny?, zodpovida pro nekoneéné mnoho n az véta, jejiz rozsah
dalece presahuje tuto praci. Pro zajimavost ji nyni uvedu:

Véta 3.3.4. Necht n je prirozené éislo, které navic nend délitelné Zddnou druhou moc-
ninou prvocisla a plati n # 3 (mod 4). Pak existuje normovany ireducibilni polynom
fn(x) s celociselnymi koeficienty, jehoZ stupen je roven cislu h(—4n), tedy poctu reduko-
vangych forem diskrimininantu —4n, s ndsledujici vlastnosti: pro libovolné liché prvocislo
p, které nedéli ani n, ani diskriminant polynomu f,(x), existuji celd ¢isla z,y takovd,
Ze p = 2% + ny?, prdavé kdyz (‘Tf) = 1 a zdroveri md kongruence f,(x) = 0 (mod p)
celociselné resent.

Navic plati, zZe f,(z) je minimdlni polynom redlného algebraického cisla o, pro néz je

L = K(«) Hilbertovo téleso trid télesa K = Q(v/—n).

Vidime, ze i formulace této véty je znacéné narocnd. Zjednodusené feceno existuje
néjaky polynom f jistych vlastnosti tak, ze pro kazdé liché prvocislo p, které nedéli ani n,
ani diskriminant polynomu f, plati, Ze p miZeme vyjadiit jako z? + ny?, pravée kdyz
(—n/p) = 1 a soucasné p|f(t) pro vhodné celé ¢islo t. Zname stupen tohoto polynomu
a vime, Ze je normovany a ireducibilni a jeho koeficienty jsou cela ¢isla.

Zajimavé je, ze k dukazu této véty neni potieba znat teorii kvadratickych forem. Dukaz
vychazi z ponékud jiné oblasti algebry, je v ném fe¢ o prvoidedlech a Galoisovych rozsitenich
téles.

Nabizi se ovsem dvé otazky: zaprvé, co zbyla n, na néz se nevztahuji podminky véty
3.3.4, a zadruhé, jak najit onen polynom f,(z)? K nalezeni odpovédi na né je tieba studovat
geny a grupu tiid forem pomoci mnohem silnéjsich nastroju. Véta 3.3.4 se dé generalizovat
na veskera prirozend n pomoci tzv. teorie téles tiid, a to pouhou zménou charakteris-
tiky polynomu f,(x). Je v8ak potieba dalsf silné teorie, tzv. teorie komplexniho ndsobent,
abychom dostali algoritmus, jak nalézt polynom f,(x). Pak muzeme opravdu odpovédét
na otazku, kdy lze liché prvoéislo napsat ve tvaru 22 + ny?, pro véechna pfirozend &isla n.
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