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Anotace

Cilem je podat v cestiné praci, ktera ukaze, co to jsou multiplikativni funkce. V praci
je uveden Dirichletuv soucin a z néj odvozena Mobiova inverzni formule. Nésledné jsou
ukazany nékteré aplikace Mobiovy inverzni formule jako je Eulerova funkce. Eulerova funkce
bude nésledné uzitecna pro zkoumani Fareyovych zlomku. Nakonec je vysvétleno, v ¢em
spo¢iva Riemannova hypotéza, a je ukdzana jeji souvislost s multiplikativnimi funkcemi.
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Annotation

The aim of this thesis is to explain in Czech language what multiplicative functions are.
The Dirichlet product is introduced to the reader and Mobius inversion theorem is derived.
Then several applications of M6bius inversion theorem as Euler function are shown. Euler
function is then important in exploration of Farey sequence. In the final part is explained
what Riemann hypothesis is and its connection to multiplicative functions is shown.
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Uvod

Uvod

Ustfednim tématem prace jsou aritmetické a hlavné multiplikativni funkce. Oba tyto
pojmy jsou pojmy z teorie ¢isel, které ovSsem nejsou moc znamé a v Ceském jazyce ne-
existuje prakticky zadnd literatura, kterd by se jimi v takovéto mire zabyvala. V prvni
kapitole se budu zabyvat obecné multiplikativnimi a aritmetickymi funkcemi, uvedu, o co
se jednd, a jaké maji vlastnosti. V druhé kapitole se budu zabyvat operaci s aritmetickymi
funkcemi — Dirichletovym souc¢inem. Nejdulezitéjsim pojmem druhé kapitoly bude Mobi-
ova inverzni formule. Diky ni odvodim vztah pro vypocet hodnot Eulerovy funkce. A pak
se budu zabyvat Fareyovymi zlomky. Ve tieti kapitole se budu zabyvat jednim z ,,problému
tisicileti“ — Riemannovou hypotézou. Nejprve vysvétlim, v cem problém spoc¢iva, a nasledné
ukazi jeho souvislost s teorii ¢isel. Zatimco v prvnich dvou kapitolach se budu snazit, aby
se jednalo o text pomérné formalni, ve teti kapitole to vzhledem k naro¢nosti problému ne-
bude mozné. Text by mél byt srozumitelny pro stiedoskolského ¢tenare, ktery zna zaklady
teorie Cisel a setkal se se sumacni symbolikou.

V celém textu bude platit, ze vSemi déliteli daného cisla myslim vSechny kladné
délitele. Navic, pokud uvazuji rozklad néjakého c¢isla na prvocisla ¢i prvociselny rozklad,
tak predpokladam, ze vSechna prvocisla z rozkladu jsou ruzna.
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Kapitola 1

Multiplikativni funkce

V prvni kapitole si fekneme néco o multiplikativnich funkcich a uvedeme néjaké priklady,

vvvvvv

1.1 Definice multiplikativnich funkci

Definice 1.1.1. Necht je déna funkce f: N — C, pak funkci f nazveme aritmetickou
funkei.

Priiklad 1.1.1. Nékteré aritmetické funkce:
e Libovolna konstantni funkce f(n) = ¢, kde ¢ je libovolné komplexni ¢islo.
e Funkce, ktera k ptirozenému ¢islu n pritadi pocet jeho cifer.

e Funkce S(n), kterd k pfirozenému ¢éislu prifadi jeho ciferny soucet.

Definice 1.1.2. Aritmetickou funkci f nazveme multiplikativni, pokud pro kazda ne-
soudélnd m,n € N plati:

L f(mn) = f(m)f(n);
2. f(1)=1.
Priklad 1.1.2. Nékteré multiplikativni funkce:
e Konstantni funkce f(n) =1 je multiplikativni.
e Funkce tvaru f(n) = n* pro libovolné redlné k jsou multiplikativni.

Déle se budeme zajimat o funkce, které zavisi na délitelich daného ¢isla — jejich poctu,
souctu a soucinu.
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Definice 1.1.3. Necht funkce 7(n) znaci pocet délitelu ¢isla n, o(n) znaci jejich soucet
a funkce v(n) jejich souéin.

Pro vsechny tyto funkce existuji vztahy, pomoci kterych muzeme urcit jejich hodnoty.
Pojd'me si tyto vztahy odvodit.

Necht n je pfirozené ¢islo s prvociselnym rozkladem n = Hle p;", kde p; jsou navzajem
ruznd prvocisla a «; jsou prirozend cisla. Potom kazdého délitele d ¢isla n muzeme vyjadrit
jako d = Hle pf ‘, kde f3; jsou nezaporna cela cisla takova, ze 3; < «; pro vSechna ¢ = 1,
2,..., k. Potom ale §; muze nabyvat a; + 1 moznych hodnot (od nuly po «;). A podle
kombinatorického pravidla soucinu tak plati, ze 7(n) = i (s + 1).

Nyni budeme pocitat soucet vSech téchto délitelu. Pro pozdéjsi potieby oznac¢me D; =
= p% pro vSechna ¢ = 1, 2,... k. A nyni uz k samotnému souc¢tu. Vezméme si prvocislo
p; — jedno z prvocisel délicich n, a ukazme, ze souCet muzeme prepsat takto: na prvni
radek napiSseme vSechny délitele cisla n, které nejsou délitelné prvocislem p;. Ziejmé jde
o vSechny délitele ¢isla D;. Na druhy fadek napiSme ten stejny soucet, jenom vynasobeny
prvocislem p;, na tret{ ten samy soucet vyndsobeny p?, ..., na oy + 1-ty fddek napisme
soucet z prvniho fadku vyndsobeny ¢islem p;'. Pokud si vechny délitele ¢isla D; oznacime
jako dy, ds,. .., d,,, tak ziskavame toto:

dy+dy+ -+ dp+
+pidy + pidy + - - -+ pidi+
+pidy + pidy + -+ pidmt

oty de 4

A proc¢ vlastné muzeme soucet takto prepsat? Vzhledem k jednoznacnosti rozkladu
na prvocisla je zrejmé, ze zadny s¢itanec se v tomto souctu nevyskytuje dvakrat. Navic
vSechny s¢itance déli ¢islo n, takze pokud se tento soucet lisi od naseho hledaného, tak
to musi znamenat, ze je sc¢itancu méné nez v hledaném souctu. Ovsem hledany soucet ma
7(n) s¢itancu. Na kazdém tadku tohoto souctu je 7(D,;) = % s¢itancu, a protoze mame
a; + 1 Fadkn, tak celkem ma tento soucet (o + 1)7(D;) = 7(n) scitancu. To je ale stejny
pocet jako mé hledany soucet, a tak maji stejnou hodnotu. Vzhledem k tomu, jak je soucet

vyse napsany, je ziejmé, ze z kazdého rddku muzeme vytknout o(D;) a ziskdvame
o(n)=+p+p +p)+... +p")o(D).

Podle vztahu pro soucet prvnich a; + 1 ¢lenu geometrické posloupnosti:
pOllJrl o 1
A+p+pi+p+...+p")o(D) = lp—la(Dl).
—

A takto muzeme pokracovat i pro dalsi prvocisla (na prvocislo p; jsme nekladli zadné
specidlni podminky), kterd déli ¢islo n, jenom je budeme vytykat ze souctu délitelu ¢isla

7
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D; a ne ze souctu délitelu ¢isla n. A tak ziskdavame vztah:
k p?H—l -1

o(n) = ]%T

i=1

Nakonec uvazme soucin délitelu ¢isla n: v(n) =[], d. Budeme zkoumat v jaké moc-
niné budou v celkovém soucinu vSechna prvocisla z rozkladu ¢éisla n. Zkoumejme tedy
néjaké prvocislo p; (pro jednoduchost se muze jednat o stejné prvocislo jako vyse). Uvazme
obdobné schéma jako pti odvozovani hodnot funkce o(n) s tim rozdilem, ze ¢isla neséitame,
ale ndsobime. Protoze nasobeni je komutativni, ¢initele muzeme prepsat tak, ze na kazdém
fadku vedle sebe postavime mocniny prvocisla p; a za né az vSechny ostatni ¢initele. A kdyz
tedy chceme veédét, v jaké mocniné bude ve vysledném soucinu procislo p;, tak vezméme
)T(Dl) )T(Dl),. .., ana poslednim

v ivahu, Ze na prvnim radku méme (p) , na druhém mdme (p;

7(Dy)

radku mame (p;") a ve vysledku dostdvame:

o

o
i\T(Dr) jT(D
[T =1]#""
j=1 j=1
Nyni secteme exponenty:

[£7]

ZjT(Dl) = 7(Dy) Zj - T(Dl)%oq(oq +1).

U posledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze Z;”: 1 J je vlastné soucet ¢isel 1 +2+3--- 4 o.
Z definice ¢isel D; plati, ze 7(D;)(a; + 1) = 7(n). A v nasem konkrétnim piipadeé:

T(Dl)%al(ozl 1) - %aﬂ'(n).

Vzhledem k tomu, Ze jsme na prvocislo p; nekladli zddné zvlastni podminky, to stejné
musi platit i pro vSechna ostatni prvocisla z rozkladu ¢isla n. Tim ziskavame:

koo k 37(n)
v(n) =[] p™ ™" = (H p?”) =270,
i=1 i=1
Pomoci téchto vztaht uz snadno uréime hodnoty funkci, tedy naptiklad pro n = 12:
7(12) =7(3'-22) = (1 + 1)(2+ 1) = 6 a c¢islo 12 ma délitele 1, 2, 3, 4, 6 a 12.
o(12) = o(3! - 2?) = 3212 = 8T = 28 3 142+43+4+6+12=28.
p(12) = 1236 =128 = (12-1)(2-6)(3-4) =1-2-3-4-6 - 12.
Odvozené vztahy nam pomohou v nasledujicim prikladu.

Piiklad 1.1.3. Funkce 7(n) a o(n) jsou multiplikativni, zatimco v(n) nikoliv.
Dukaz: Zvolme 2 mnesoudélnd c¢isla a,b, pricemz jejich prvociselné rozklady jsou:
a=[[p"ab=][_, qu, pficemz plati: p; # g; pro libovolnd i, j. Z toho plyne:

T(ab) = TP P3P @ gh? i) =
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— (o + D@+ 1) (m+ DB+ DB+ 1) (Bt 1) =
= [l + (a2 +1) - (am + DB+ D(Ba + 1) -~ (B + 1)] =
= TP ps" )T (6 4" ) =
=7(a)7(b)

7(n) je tedy multiplikativni. Pro o(n) se multiplikativita ukaze analogicky. Pro dikaz
toho, ze v(n) neni multiplikativni sta¢i nalézt 2 nesoudélnd ¢isla a,b : v(ab) # v(a)v(b),
tedy napiiklad a = 2,b = 3,ab = 6 a délitelé ¢isla 6 jsou: 1, 2, 3,6, v(6) =6-3-2-1 =
=36 # 6 = v(2)r(3), tedy funkce v(n) neni multiplikativni.

Poznamka 1.1.1. Nékdy se misto funkef 7 a o definuje obecnéjsf funkee oy(n) = 3, d,
kde k,n € N. Je vidét, ze o¢(n) = 7(n) a 01(n) = o(n). Tato funkce je také multiplikativni.

Véta 1.1.1. Necht g(n) je multiplikativni funkce. Pak aritmetickd funkce f(n) definovand

vztahem
=> g(n)

dln

je také multiplikationd.

Diikaz. Necht a,b jsou nesoudélnd piirozend ¢isla. Potom:

Zg(dl) Zg(d2) :Z g(dl)zg(dQ) ZZZg(dl)g(dg)-

di]a da|b di)a da|b dila da|b

Zatim jsme jenom roznasobili zavorky. Navic, protoze jsou a a b nesoudélna, musi platit,
ze libovolny délitel cisla a je s libovolnym délitelem ¢isla b nesoudélny, takze plati:

ZZQ dl d2 Zzg d1d2 Z g(dldz)-

d1|a d2|b dl\a d2|b d1|a/\d2\b

Ale kazdého délitele ¢isla a - b urcéité muzeme zapsat jako soucin dvou ¢isel tak, ze prvni
déli a a druhé déli b, takze dostavame:

> gldidy) = f(ab).

dq \a/\d2|b

Tedy f(n) je multiplikativni funkei. ]

A k ¢emu nam vlastné je definovat néjakou funkeci takto na prvni pohled zvldstné?
Podivejme se na funkce 7(n) a o(n). Plati, ze 7(n) = >_,,lao(n) =3, d
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1.2 Mobiova funkce

V této casti se budeme zabyvat jednou multiplikativni funkci, ktera, a¢ se na prvni pohled
zda byt komplikované definovana, bude velice dulezita v dalsi kapitole pro zkonstruovani
Mobiovy inverzni formule.

Definice 1.2.1. Mébiova funkce p: N — Z, kde prvociselny rozklad ¢islan jen = Hle i,
je definovéana takto:

1 pokud n =1,
pu(n) =<0 pokud 3d € N~ {1} : d?|n,
(—1)F  jinak.

Priklad 1.2.1. Hodnoty funkce p snadno spoc¢itame z rozkladu na prvocisla:
o 1(18) = p(2-3%) = 32|18 = u(18) = 0.
o u(42) = pu(2-3-7) = (-1 = —1.

Véta 1.2.1. Mébiova funkce p(n) je multiplikativni.

Dikaz. Necht a,b jsou nesoudélnd ¢fsla s prvociselnym rozkladem: a = Hle i

ab= Hé’:l qu, kde p; a ¢; jsou ruzna prvocisla pro vSechna 4, j a oy, 3; € N.

1. Predpokladejme, Zze a nebo b jsou délitelné druhou mocninou néjakého prirozeného
¢isla jiného nez 1. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze timto ¢islem bude a.
Potom pro néjaké 7 urcité plati, ze o; > 1. Potom p?|a, a tim pddem taky p?|ab, tedy
p(ab) = 0 = p(a) = p(a)u(b).

2. Nyni predpokladejme, Ze a,b nejsou délitelnd druhou mocninou pfirozeného cisla.
Potom ale musi platit, ze jejich rozklad na prvocisla vypada nasledovné: a = Hle Dis

b=1IT,_, 4, potom p(ab) = w(TTi, pi [T, ¢5) = (—1)**
p(a)pu(b) = (=1)k(=1)! = (=1)*" = p(ab). Takze funkce pu(n) je multiplikativni.

Véta 1.2.2. Necht n € N~ {1}, pak plati:

> u(d) =0.

dln

10
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Diikaz. Napisme si rozklad ¢isla n na soucin prvocisel: n = Hle p;*. Vzhledem k tomu,
kdy Mobiova funkce nabyva hodnoty 0, je zrejmé, ze do souctu nam prispéji pouze ti
délitelé ¢isla n, ktefi jsou ve tvaru: d = HZ 1 pZ , kde f3; € {0, 1}. Spocitejme, kolik délitelu
¢isla n je v tom tvaru, ktery pozadujeme, a §; = 1 pravé pro [ ruznych hodnot i. Téch je
prave (I;) a kazdy z nich piispé&je do celkového souétu &slem (—1)!, potom:

S =3 (Ve =0 v =0

din =0

Predposledni rovnost plyne z binomické véty. ]

Lemma 1.2.1. Kazdé prirozené ¢islo n € N miZeme zapsat ve tvaru: n = a - b*, kde a
a b jsou prirozend c¢isla a a neni délitelné druhou mocninou Zadného prvocisla.

Dikaz. Uvazme prvociselny rozklad cisla n = Hle pit. Pak polozme a = [] jer Pj» kde
L je mnozina obsahujici vSechna takova prirozena cisla x, pro kterd plati, ze a, je liché
¢islo. Urcité plati, ze a|n, protoze a je soucinem stejnych prvocisel jako n, jen exponenty
u prvocisel v rozkladu a jsou 0 nebo 1 a exponenty v rozkladu n jsou vétsi nebo rovny
1. Pak 2 je druhou mocninou pfirozeného cisla, nebot je to sou¢in prvoéisel se sudymi
exponenty. Tedy pokud polozime b = \/g, tak plati, ze n = a - b* a zdroven neexistuje
d € N\ {1} takové, ze d?|a. O

Véta 1.2.3. Necht n € N, pak plati:
> uld) =
d2|n

Diikaz. Podle piedchoziho lemmatu muZzeme n psat jako n = a - b%. Samotny dikaz
rozdélme do dvou casti:

1. b =1 Tim padem n = a a jediné pfirozené c¢islo, jehoz druha mocnina déli ¢islo n je
¢islo 1. Tedy hodnota u(n) je +1 nebo —1 a tedy p?(n) = 1. Zaroveri plati:

D p(d) = p(1) = 1= p(n).

d?|n

2. b # 1 Tedy b?|n a protoze jsme nasli ¢fslo ruzné od 1, jehoz druhd mocnina déli n,
tak plati, ze pu(n) = p?(n) = 0. A jelikoz z4ddnd druhd mocnina nedéli ¢fslo a, tak

platf: 7, pld) = D g2 u(d) = 3_ g 11(d), ale podle véty plati:
> uld) =0 = p*(n).

d|b

11
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Kapitola 2

Dirichletuv souc¢in a Mobiova
inverzni formule

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat operaci s aritmetickymi funkcemi — Dirichle-
tovym soucinem a nasledujici otdzkou: jsou dany 2 aritmetické funkce f, g, pricemz plati,
ze f(n) = > 4, 9(d). Zvlddneme z tohoto vztahu vyjadiit hodnoty funkce g v zdvislosti

na funkci f? Odpovéd nam dé pravé Mobiova inverzni formule.

2.1 Dirichletuv soucin

Definice 2.1.1. Necht jsou ddny 2 aritmetické funkce f, g, pak jejich Dirichletiv soucin
o definujeme nasledujicim vztahem:

(fog)n) =D fld)g (%)

dln

Poznamka 2.1.1. Definici Dirichletova souc¢inu muzeme také prepsat: pro aritmetické
funkce f,g a dy,ds,n € N definujeme Dirichletiv souc¢in nasledovné:

(fog)n) = > [fldi)g(ds).

(d1,d2)
dido=n

Jednd se o to stejné, jako v ptredchozi definici, jelikoz ze vztahu dids = n muzeme ds
vyjadrit jako dy = .

Piiklad 2.1.1. (top)(4) =7(L)u(4) +72)p2) +7(4)u(l)=1-0+2-(-1)+3-1=1

V nasledujici vété shrneme dulezité vlastnosti Dirichletova soucinu.

12
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Véta 2.1.1. Pro Dirichletuv soucin plati:
1. Dirichletiv soucin je na mnoziné multiplikativnich funkci uzavreny).
Dirichletuv soucin je komutativni.

Dirichletuv soucin je asociativnd.

Ezistuje aritmetickd funkce e, pro kterou plati, Ze pro libovolnou aritmetickou funkci

fge (foe)(n) = f(n).

Diikaz. Oznaé¢me M mnozinu vSech multiplikativnich funkei a A mnozinu vsech aritme-
tickych funkei.

1. Vzhledem k tomu, ze dukaz je velice podobny jako dukaz véty tak ho pouze
naznac¢im. Uvazme 2 funkce f,g € M a funkci h = fog. Chceme dokazat, ze h € M.
Pro nesoudélné a,b € N vezméme soucin h(a)h(b) = ((f o g)(a))((f o g)(b)) a témér
stejnym postupem jako pii dikazu véty ukazeme, ze h(a)h(b) = h(ab).

2. Necht f,ge A,neN

(fog)n) =D fld)g (%)

dn

Polozme ¢ = %, pak c|n praveé tehdy, kdyz d|n, a tedy:
n n
;f(d)g (%) = |Z £ (%) gte) = (g0 D).

A Dirichletuv soucin je komutativni.

3. Dirichletiv soucin je asociativni. Necht f,g,h € M,n € N, pak chceme ukézat:

(folgoh))(n)=((fog)oh)(n)

(folgoh)(n)= > fld)(goh)d) =Y | fld) Y g(da)h(ds) | =
(d1,d)

(d1,d) (d2,d3)
did=n did=n dods=d

- Z Z f(dy)g(d2)h(ds) = Z f(d1)g(d2)h(ds)

(d1,d) (d2,ds3) (d1,d2,d3)
did=n dod3z=d didads=n

(fog)oh)(n)= > (fog)dh(ds)= > [h(ds) Y  fld)g(ds) | =

(d3,d) (d3,d) (d1,d2)
dsd=n dsd=n dido=d

13
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=D D> Mda)f(dglde) = Y f(d)g(da)h(ds) = (f o (g0 h))(n).

(d3,d) (d2,d1) (d1,d2,d3)
d3d n dodi=d didadsz=n

4. Necht n € N, pak funkce e: N — C, definované piedpisem:

1 pokud n =1,
e(n) = -
0 jinak,

md pozadovanou vlastnost. Plati totiz (f o e)(n) = >_,, e(d)f (2), pricemz ale
e(d) # 0 prave tehdy, kdyz d = 1, a tak (foe)(n) = f(n)

]

2.2 Mbobiova inverzni formule a jeji aplikace

Kdyz uz jsme seznémeni S Dirichletovyrn soucinem, tak si mﬁieme ukézat Mébiovu in-

Definice 2.2.1. Definujme funkci /: N — C jako konstantni funkci /(n) = 1.

Poznamka 2.2.1. Funkce [ je zjevné multiplikativni. Kromé toho ma jesté dalsi zajimavé
vlastnosti, které shrnuje nasledujici véta.

Veéta 2.2.1. Pro funkci I plati:
1. Necht f je libovolnou aritmetickou funkci, pak (f o I)(n) = > f(d).

2. (I opu)(n)=e(n).

Diikaz.  Ad 1: Podle definice Dirichletova soucinu plati: (f o I)(n) = >, f(d)! (2),
ale protoze I nabyvéa pouze hodnoty 1, dostavdme pozadované, tedy > an | (d)I (%) =

= Zd\n f(d)

Ad 2: Pro n =1 je tvrzeni ziejmé. Pro n # 1 plati (podle 1. ¢asti):
(Fonio) = Lo

Coz plati podle véty [1.2.2 ]

14
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Véta 2.2.2. (Mobiova inverzni formule) Necht f, g jsou aritmetické funkce, pro které plati

vztah:
g(n) =>_ f(d).

dn

Pak funkci f muzeme vyjadrit jako:

fm) =3 gldn (%)

dln

Diikaz. Funkci f urcité muzeme vyjadrit nasledujicim zpusobem:

f=foc=foluol)=fopol=(fol)on

Posledni krok jsme mohli ucinit, protoze Dirichletuv souc¢in je komutativni a asociativni,
navic podle predchozi véty plati, ze g(n) = >_,,, f(d) = (foI)(n). Tim paddem dostavame:

(foll)op=gou= Zd‘n g(d)p (%), coz je dokazované tvrzeni. ]

Poznamka 2.2.2. Plati i opa¢né tvrzeni, tedy pokud mame 2 aritmetické funkce f,g,
pro které plati, ze f(n) = 3_,, 9(d)n (%), pak g(n) = >_dn f(d). Dokazuje se analogicky.

Priklad 2.2.1. V piikladu nam vyslo, ze (7o pu)(4) = 1, ale 7(n) = >_,, 1, zo-
becnéni ((1op)(n) = 1) ndm prinasi pravé Mébiova inverzni formule. Vzhledem k tomu, Ze
T(n) = > 4, 1(d), tak podle Mdbiovy inverznf formule: I(n) = (7 o p)(n) = 1. Analogicky
dostaneme také >, o(d)u (%) =n.

Dale se budeme zabyvat velice dulezitou funkei v teorii ¢isel — Eulerovou funkei ¢(n). Ta
je dulezita zejména kvuli Eulerove véteé, ktera je jednim ze zédkladnich nastroju pouzivanych
pii Sifrovani pomoci algoritmu RSA.

Definice 2.2.2. Necht n € N, pak Eulerovou funkci (n) definujme jako pocet ¢isel
mensich nebo rovnych n, ktera jsou s n nesoudélnd, tedy ¢(n) = [{k € N|k < n, (n, k) = 1}|.

Snadno zvladneme uré¢it hodnotu Eulerovy funkce pro prvocisla — vSechna ¢isla mensi
nez dané prvocislo p jsou s p nesoudélna. Tedy ¢(p) = p — 1. Pro mocniny prvoéisel je
to také jednoduché. S ¢islem p* jsou mensi a soudélnd pravée ta éisla, kterd jsou délitelnd
p. To jsou ale ndsobky prvoéisla p, tedy ¢isla 1-p,2 - p,...,pF 1 - p, coz je p*~! éisel,
tedy ¢(p¥) = p* — pF~1. A jak je to se slozenymi &isly, kterd nejsou mocninou prvoéisla?
Ukézeme, Ze pro n = Hle pi plati

a=n(15) () (5)

Tvrzeni se dd dokdzat ruznymi zpusoby (napiiklad pomoci principu inkluze a exkluze
nebo ukazanim, ze Eulerova funkce je multiplikativni), my si ho dokdzeme pomoci Mobiovy
inverzni formule.
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Lemma 2.2.1. Pro Eulerovu funkci p(n) plati: 3, ©(d) = n.
Diikaz. Uvazme n zlomki:

n'n n

a vSechny je pokratme do zdkladniho tvaru. Urcité se mezi ¢itateli nezkracenych zlomki
vyskytnou vsichni délitelé ¢isla n (jednd se o vSechna ¢isla, kterd jsou mensi nebo rovna n
a vsichni délitelé n jsou taky ¢isla mensi nebo rovna n). A taky se urc¢ité vyskytnou mezi
jmenovateli po tom, co se viechny zlomky zkrati do zakladniho tvaru, nebot pokud d|n, tak
po zkrdceni se ve jmenovateli objevi ¢islo % — oznacme ho ¢ — a toto ¢islo urcite také deli n,
tedy se objevi v néjakém jiném citateli. Ale zlomek, ktery bude mit v ¢itateli ¢, bude mit
po zkraceni ve jmenovateli d. Uvazme zlomek, ktery bude mit po pokraceni ve jmenovateli
¢islo b. A kolika hodnot muze nabyvat citatel? No, aby se jednalo o zlomek v zdkladnim
tvaru, tak se musi jednat o ¢islo nesoudélné s b. A protoze ¢itatel puvodniho zlomku byl
mensi nez jmenovatel puvodniho zlomku, tak i ¢itatel pokraceného zlomku musi byt mensi
nez jmenovatel pokrdceného zlomku. A tim padem méme ¢(b) zlomku se jmenovatelem
b. Kde b je ale libovolné ¢islo, které délf n. Takze celkovy pocet zlomki je >, ©(b), ale
zlomku jsme méli n. Tedy >_,, ¢(d) =n. O

Véta 2.2.3. Nechf n € N, n = Hlepf"' pak plati:

=) () 05)

Diikaz. Z predchoziho lemmatu vime, ze n = 3, ¢(d), tedy podle Mobiovy inverzni
formule ziskdvdme: o(n) = >, pu(d)g. A protoze se do vysledného souctu zapocitaj
pouze ty, kde d vznikne soucinem nékolika ruznych prvocisel, tak ziskavame:

k
n i n
o) =D pdg=n+d (-0 Y, o=
d|’l’b i=1 (pjlvpjgr--vpji) JiEg2 Ji
1<j1<g2<...<j;i <k
k
n n n n
:n—E — + E - E + ...+ —1)k—:>
— Di — . DiDj — piDiDi ( pPip2 - Pk
i=1 (pi,p5) (pi,pj,p1)
1<i<j<k 1<i<j<iI<k
k
n 1 1 1 1
ey gnls Loy L L
n — Di — DiDj — bip;pi Pip2 - - Pk
1=1 (pipj) (pi,pj,p1)
1<i<j<k 1<i<j<I<k

Nyni si povS§imnéme, co se stane, kdyz osamostatnime vSechny s¢itance, které maji prvocislo
p1 ve svém jmenovateli. Pokud si z posledniho fadku vybereme soucet, ve kterém séitame
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pres usporadané s-tice (kde s je libovolné ptirozené ¢islo mensi nez k), plati nésledujici
vztah:
1 1 1
> = ) ) |
PriPry - - Pr PryPry - - Pr P1PriPry = " Pry_
(p’l‘l 7p7‘27'~~7p’rs) ! 2 ? (pT1 7p7‘27~~'7p7“s) ! 2 ° (p'r1 7p7”27"-7p7“s_1) ! 2 st
1<ri<re<...<rs<k 2<r1<re<...<rs<k 2<r1<ro<...<rs_1<k

Vztah plati, protoze na levé strané mame soucet vSech s-tic prvocisel a na pravé strané
mame soucet vSech s-tic, které obsahuji prvocislo p; a téch, které ho neobsahuji, coz jsou
ziejmé vSechny s-tice. Potom ale muzeme @ prepsat takto:

o(n) "1 1 1 1
—:1—5 —+ E — E +...+(—1)k——
" im2 i (pi,ps) Pib; (pi,pj-p1) PibiD1 P2ps = P
2<icj<k 2<ic i<k
k
1 1 1 1 1
- ——g — + E - g —+...+(—1)”“— =
p1 — P1Di — . DiDbiDj — pP1piP;iPi P1p2ps3 - - - Pk
i=2 (pipj) (pispj,p1)
2<i<j<k 2<i<j<I<k
k
1 1 1 1
:1—5 —+ E - E —|—...+(—1)k——
—, Di — . DiDj — bib;iPi D2ps - - - Pk
1=2 (pispj) (pi;pj,p1)
2<i<j<k 2<i<j<I<k
1 L 1 1 1
- — l—E —+ —_— = E +...+(—1)k— =
b — Di — . DiDj — bip;ipi D2ps - - - Pk
1=2 (pispy) (pispj.p1)
2<i<j<k 2<i<j<I<k
1 L 1 1 1
B S S Sy
h — Di — . DiDj — bip;ipi P2ps - - - Pk
=2 (pispy) (pispj,p1)
2<i<j<k 2<i<j<I<k

Ovsem takto muzeme pokracovat i pro ostatni prvocisla z rozkladu ¢isla n. A dostaneme

pozadovany vztah:
1 1 1
en)=n{l——|(1=——)---|1=——].
b1 P2 Pk

Poznamka 2.2.3. Eulerova funkce je multiplikativni. Tvrzeni by se dokazovalo stejné
jako multiplikativita funkce 7 v ptikladu [1.1.3]
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Priklad 2.2.2. S Eulerovou funkeci se, diky dokdzanému vzorci a multiplikativite, da péknée
pracovat. Dokazme napiiklad nasledujici tvrzeni: p(n) = § pravé tehdy, kdyz n = 29,
a € N. To, ze s mocninami ¢isla 2 jsou nesoudélna a mensi pravé vSechna licha ¢isla,
kterych je polovina, je ziejmé. Predpoklddejme tedy, ze ¢(n) = 5. Vzhledem k tomu, ze
Eulerova funkce je zobrazeni do pfirozenych ¢isel, tak n musi byt sudé a tim padem ho
muzeme zapsat jako n = 2%m, kde « je prirozené ¢islo a m je liché prirozené ¢islo, a tedy
nesoudélné s ¢islem 2%. Potom ale ¢(n) muzeme vypoéitat nasledujicim zpusobem:

p(n) = p(2°m) = p(2%)p(m) = 27" p(m),
g = 2°"'p(m),
2a—1m — 2a—lgp<m>’
m = p(m).

Pro kterda m ale plati, ze m = ¢(m)? No pro kazdé ptirozené ¢islo k vétsi nez 1 plati, ze
o(k) < k, protoze ¢islo k je samo se sebou soudélné. Tedy m = 1, ale potom n = 2% - 1,
coz je to, co jsme chtéli dokazat.

Jednou z mnoha aplikaci Eulerovy funkce jsou napiiklad Fareyovy zlomky:.

Fareyovy zlomky

Fareyovy zlomky jsou zajimavym pojmem z teorie ¢isel. Jejich vyuziti je prevazneé praktické
— pouzivaji se k aproximaci redlnych cisel.

Definice 2.2.3. Fareyovymi zlomky fadu n myslime mnozinu zlomku
a
F, = {g‘aENO,bEN,agbgn}

zkracenych do zékladniho tvaru a sefazenou od nejmensiho po nejvétsi.

Fareyovy zlomky byly objeveny na pocatku 19. stoleti. Zajimavé je, ze s jejich jme-
novcem geologem Johnem Fareyem starSim toho nemaji zas tak moc spole¢ného. Ten je
zkoumal a bez dukazu uvedl sva pozorovani, ktera byla nasledné otisténa ve francouzském
casopise. Tam si jich v§iml Cauchy, ktery tvrzeni dokazal. VSechno uz ale bylo dokazano
o nékolik let difve matematikem Charlesem Harlosem.

Ukazme si, jak vypadaji Fareyovy zlomky pro prvnich par hodnot n. Vzhledem k tomu,
ze plati 0 < a < b, jde videét, ze se jedna o ¢isla z intervalu (0;1).

o 01
11

Priklad 2.2.3.
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1'2°1

Pti zkoumani Fareyovych zlomku je dulezitym pojmem mediant.

Definice 2.2.4. Necht

a+tc
zlomek brd

%> 5 jsou 2 libovolné zlomky. Pak jejich mediantem § & § rozumime

Mediant ma totiz jednu velice péknou vlastnost:

< takové, Ze ¢ < 5 a jejich mediant

a+c

bt Pak

Véta 2.2.4. UvazZme libovolné zlomky

a+c
plati: § < 355 <74

a
b

Dikaz. Nejprve si uvédomme, ze z predpokladu véty plyne, ze ad < be, tedy bc — ad > 0.
Dokazujme postupné obé nerovnosti:
atc a blat+c)—alb+d) bc—ad
b+d b b(b+ d) ~ b(b+d)

> 0.

A analogicky:
c atc cb+d) —dlatc) bc—ad -0
d b+d d(b+ d) Cdb+d) T

]

O mediantu plati navic také to, ze pokud uvazime libovolné 3 po sobé jdouci ¢leny
Fareyovych zlomku tadu n, tak prostfedni z nich je mediantem zbylych dvou. K tomuto
tvrzeni existuje ekvivalentni tvrzeni: pokud #,% jsou po sob¢ jdouci cleny Fareyovych
zlomku tadu n, tak plati: [ad—bc| = 1. Obé tvrzeni se daji ukdzat elementdrnimi prostiedky,
ovSem pomeérné zdlouhavé a slozité, a tak je zde dokazovat nebudeme. Jejich dukaz je mozné
nalézt v [2].

Uvedené vlastnosti nam nabizi uz druhy zpusob, jak vygenerovat Fareyovy zlomky fadu
n. Bud podle definice uvdzime vsechny zlomky se jmenovatelem mensfm nebo rovnym n
a zkratime je do zdkladniho tvaru nebo vytvorime zlomky fadu 1 a nasledné ze zlomku
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radu k vygenerujeme zlomky tfadu k + 1 tak, ze mezi kazdé 2 sousedici vlozime jejich
mediant a pokud jeho jmenovatel bude vétsi, nez k + 1, tak ho smazeme. Takovyto zlomek
se objevi az ve zlomcich vysstho fadu. Tedy napiiklad pojdme vygenerovat z F; vSechny
nové zlomky, které se objevi v Fjy, sestrojme medianty vSech sousednich zlomku a ty, které
budou mit jmenovatel 5, jsou ty, které pribudou.

0111231
Fy=<S-i7i55i50 7
174372737471

Podivame-li se na soucty sousednich jmenovatelu, dostdavame: 5, 7, 5, 5, 7, 5, coz
zmamend, ze piibudou zlomky P4 = £, 345 = 2 ;82 = 3 38 — 2

Zajimavé je, kolik vzniklo novych zlomku, které jsou v Fs a nejsou v Fj, a kolik
vznikne novych zlomku, které jsou v Fj a nejsou v Fg. Vzhledem k tomu, ze |Fy| — |Fy| =
=1 < |F3| — |Fy| =2 < |Fy| — |F3| = 2 < |F5| — | Fy|, by se mohlo zdét, ze se bude jednat
o neklesajici posloupnost, ovsem pravé rozdil |Fg| — |F5| toto zdéni ukéze jako chybné.
Podivame-li se totiz na soucty jmenovatelu sousednich zlomku v Fjy, ziskame ¢islo 6 pouze
na zacatku a na konci, tim padem |Fy| — |F5| = 2. Kolik je tedy Fareyovych zlomku fadu
n?

Véta 2.2.5. Necht n € N,n > 1, pak pro pocet Fareyouvijch zlomki vddu n plati ndsledugjici
vztahy:

L |Fy| = [Eaa] + o(n),

2 |Ful = 1+ 320 e(d).

Dukaz. Ad 1: plyne z toho, ze pokud chceme vytvorit F), z F,,_1, tak musime pridat vSechny
zlomky tvaru %, 1 < k < n, ale zlomky, které nebudou v zakladnim tvaru, se pokrati
a zmensi se jmenovatel. Bude se tedy jednat o néktery ze zlomku, které patii do F),_1,
a pokrati se ty, kde bude citatel soudélny s n, a tim padem ptibudou ty, kde je citatel
nesoudélny s n, ale téch je pravé p(n). Ad 2: plyne z toho, ze |Fi| = 2 a z prvni éasti. [J

Bez dukazu jesté uvedme asymptotické chovéani |F,|.
Véta 2.2.6. Pocet Fareyovijch zlomku rdadu n lze odhadnout takto:
3n?

A co se tyce vyuziti Fareyovych zlomku, tak to napovida nasledujici véta, kterou opét
uvedu bez dukazu:

Véta 2.2.7. Necht xz je libovolné rediné &islo a n je libovolné prirozené, pak existugi

nesoudélnd cisla p,q € Z takovd, zZe 0 < ¢ < n a plati:

x——'g;.
a| ~ qln+1)
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Diikaz. Dukaz lze najit v literatuie [2]. O

Predchozi tvrzeni nam v podstaté 1ika, ze pro kazdé redlné ¢islo existuje aproximace
ve formé zlomku v zdkladnim tvaru (to, Ze se nejednd o zlomek mensi nebo roven 1, jenom
znamend, ze ho muzeme napsat jako soucet néjakého celého cisla a nékterého Fareyova
zlomku), o kterém dokézeme Fici, o kolik se bude lisit od daného redlného ¢isla. Toto
se v praxi da pouzit tak, ze napiiklad iracionalni ¢islo nahradime zlomkem, se kterym
se mnohem lépe pracuje. Zajimavé také je, ze toto se nékdy pouziva k aproximaci ,ne-
vhodnych“ raciondlnich ¢éfsel. Uvedme si ¢isté hypoteticky pifklad. Predstavme si, Ze
potfebujeme vyrobit hodiny, které budou mit velkou vtefinovou ru¢icku a malou ,rocni“
rucicku, tedy mala rucicka se pohne o 1 dilek poté, co velkda rucicka obkrouzi celé kolecko.
V kazdych hodinédch jsou néjaka ozubend kolecka, ktera urcité maji celociselny pocet zub.
Navic plati, ze pokud néjaké kolecko ma m - n zubu, tak ho muzu nahradit soustavou dvou
kolecek, které budou mit m a n zubu. Predstavme si, ze v nasem hypotetickém prikladé
by vyslo, ze rok se skldda z prvociselného poctu sekund. Potom bychom ale museli museli
pouzit jedno obrovské kolo ¢itajici o néco malo vice zubu, nez 365 - 24 - 3600, které by ale
bylo velice nepraktické. Hodilo by se tedy ho nahradit mensimi kolecky, ale jelikoz se jedna
o prvocislo, tak to neni presné mozné. Souvislost se zlomky ziskavame, podivame-li se na
uhlovou rychlost, ktera je rovna u kolecka s x zuby cislu % TakZe aproximujeme vyraz *,
kde p je néjaké velké prvocislo, na néjaké slozené ¢islo, jehoz jmenovatel muzeme rozlozit
na vice mensich ¢isel, a tim padem bychom mohli nahradit velké kolecko nékolika malymi
a ziskali bychom hodinky ,rozumné® velikosti. Hodinky sice nebudou tak presné jako ty
hadnout, jakou budou mit chybu. K nalezeni ,dobré* aproximace se vyuziva vlastnosti
mediantu — konkrétné toho, ze mediant dvou zlomki je zlomek s nejmensim jmenovatelem,
ktery lezi mezi nimi.
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Kapitola 3

Riemannova hypotéza

Roku 1900 matematik David Hilbert vydal seznam 23 problému, které povazoval za nejvétsi
nevytesené problémy své doby. Roku 2000 Clayuv matematicky institut sestavil podobny
seznam 7 tzv. ,problému tisicileti“, pricemz za vyteseni kazdého z nich nabizi odménu jed-
noho milionu dolaru. Z Hilbertova seznamu zbyvaji 3 problémy, které nebyly vyfeseny,
z ,problému tisicileti“ byl vyfesen jediny. Zajimavé je, ze tyto 2 seznamy nejvétsich
problému své doby maji pravé jeden spolec¢ny — Riemannovu hypotézu. Uz to, ze se vice jak
100 let jedna o jeden z nejvétsich problému, vypovidd o jeho vyznamu a také o narocnosti
jeho vyteseni. V této kapitole bych chtél vysvétlit, v ¢em problém spociva, a nasledné
ukéazat nékteré prekvapivé souvislosti s predchozim textem.

3.1 Formulace Riemannovy hypotézy

A¢ to neni spravné, jelikoz Riemannova hypotéza je stale pouze hypotézou, uvedme si ji
jako vétu.

Veéta 3.1.1. Vsechny netrividalni nulové body Riemannovy zeta funkce maji redlnou cast
rovnu jedné poloviné.

Pojd'me si nyni vysvétlit, co to vlastné znamend. Nejprve si néco feknéme, o Rieman-
nové zeta funkci.

Definice 3.1.1. Necht s € R, pak Riemannovu zeta funkci (: R — R definujeme
nasledujicim predpisem:

C()—1+1+1+1+1+ 1
3_13 s 3s 45 5s T 777/3'

Je vidét, ze ¢im vétsi je s, tim mensi hodnoty funkce nabyva. Zkusme dosadit za s
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nékteré hodnoty a podivejme se, co vychazi.

1 1 1 1
C(O):F+@+@+E+”':1+1+1+1+1+1+1+'”
1 1 1 1
((—1):—1_1+—2_1+—3_1+—4_1+...:1+2+3+4+...
1 1 1 1 2
N=—4+—4+—+—+...= —.
C() 12+22+32+42+ §)

U prvnich 2 hodnot neni problém o vysledku rozhodnout, je vidét, ze fada diverguje
(jde do nekoneéna). Co se tyce tieti hodnoty, tak urceni hodnoty ((2) se nazyva Basilejsky
problém a jeho vyfeseni je pomérné obtizné. Problém byl poprvé vyfesen Leonardem Eu-
lerem. D4 se dokonce ukézat, ze pro vsechny kladné sudé s muzeme ((s) vyjadiit néjakym
explicitnim vyrazem s ¢islem 7. Zajimavé je, Ze o lichych s nic podobného nevime. Vidime,
ze pro néktera s zeta funkce diverguje, pro jina konverguje. Vzhledem k tomu, ze funkce
je klesajici, tak by méla existovat néjaka hrani¢ni hodnota, pro kterou bude platit, ze je
nejvetsi hodnotou, pro kterou Riemannova zeta funkce diverguje.

Véta 3.1.2. ((1) diverguje.

Dikaz. Rozepisme si, jak vypadd ((1):

C)=<+5+

Na poslednim fadku je divergentni fada a tak ((1) také diverguje. ]

Soucet prevracenych hodnot vSech ptirozenych cisel se nazyva harmonicka rada a to,
ze diverguje bylo dokazano uz pred mnoha staletimi. Diikaz, ze pro vSechna s > 1 plati, ze

Z formulace Riemannovy hypotézy se da ocekavat, ze souvisi s tim, kdy Riemannova
zeta funkce nabyva hodnoty 0. Ovsem vSechny séitance muzeme zapsat jako a®, kde z je
realné a a kladné. No ale pro vSechna takovato a a x plati, ze a® > 0. A celkovy soucet
tak nemuze byt nulovy. Aby mohla byt Riemannova hypotéza formulovédna, tak je tieba
rozsitit definiéni obor na mnozinu vSech komplexnich ¢isel. Tedy Riemannova zeta funkce
by se méla definovat jako funkce z komplexnich ¢isel do komplexnich ¢isel. Naznacme tedy,
jak se zavadi exponencialni funkce pro komplexni exponent. Hlavni myslenkou bude to,
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ze chceme, aby exponencidlni funkce v komplexnich cislech méla stejné vlastnosti jako
exponencialni funkce v ¢islech realnych, tedy chceme, aby pro z,y € C platilo:

Y = %Y,

Zacneme tak, ze urcime, jak se bude chovat pro z = a + bi, kde a,b € R:

ef = €a+bz — eaebl'

Vyraz e je normalni umocnovani na realné ¢islo, takze staci vyresit umocnovani na ryze
imaginarni ¢islo. Vysledkem umocnéni na ryze imaginarni ¢islo ¢z, € R bude néjaké
komplexni ¢islo, které mohu napsat v algebraickém tvaru jako a+ bi, kde a,b € R. Ale ¢isla
a a b musi byt zavisld na ¢isle z. Tedy je mohu napsat jako a = ¢(z) a b = s(x), kde c(z)
a s(z) jsou néjaké funkce redlné proménné. Nyni se opét vratme k tomu, Ze chceme, aby
pro exponencialni funkei platilo, ze pro z,y € C je e*™¥ = e%e¥. Dosadme x = i1,y = ixo,
kde 1,29 € R:

ix1+1r2 — eizl 1o

(& (&

i(ml—l-zg) _ ixleil‘z

(c(xy) +is(xq))(c(xa) + is(x2))
c(xy)e(xe) — s(xy)s(za) +i(c(xr)s(xg) + s(z1)c(z2)).

e
c(z1 + x2) +is(x1 + x2)
c(xy + x9) +is(zy + x9)

Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti dostavame soustavu:
c(xy + x9) = c(xy)c(za) — s(x1)s(x2)

s(x1 + xg) = c(x1)s(xa) + s(z1)c(z2).

Vidime, ze soustava pripomina souc¢tové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Ty sice
nejsou jedinym feSenim této soustavy, ale vzhledem k nékterym dalsim podminkam je
nejvhodnéjsi definovat exponencialni funkci tak, ze funkce c¢(x) a s(z) nahradime préve
funkcemi sinus a kosinus. Tedy pro a,b € R plati:

et = ¢%(cos(b) + isin(b)).

Zajimavé je, ze i kdyz takto rozsitime defini¢ni obor funkce na mnozinu komplexnich ¢éisel,
tak stéle plati, ze ((s) konverguje pravé tehdy, kdyz pro redlnou cast ¢isla s (znacme R(s))
plati, ze je vétsi nez 1.

Nyni uz vime, co to je Riemannova zeta funkce a muzeme se vratit k dalsim pojmum,
které se vyskytuji ve formulaci Riemannovy hypotézy. Nulovy bod je takové s, pro které
plati |((s)| = 0. Co znamena, ze je néktery nulovy bod netrividlni nebo trivialni, si vysvétlime
az nakonec. Nejprve se zamyslime nad tim, ze realnd ¢ast néjakého s méa byt rovna jedné
poloviné. Problém spoc¢ivd v tom, ze ((s) neni definovéna pro R(s) < 1 a my chceme,
aby R(s) = % Duvodem, pro¢ to muzeme udélat, je to, ze nevezmeme funkci ¢ v takové
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podobe, v jaké ji zname, ale trochu ji upravime. Obcas se muze stéat, ze pro néjakou kom-
plexni funkci plati, Zze v nékterych mistech komplexni roviny diverguje, ale my bychom s ni
radi pracovali i v téchto mistech. Problém se Tesi tak, ze se najde jina Sikovna funkce, ktera
v téch mistech, ve kterych byla ptivodni funkce definovand, nabyva stejnych hodnot, ale je
definovand i pro nékteré hodnoty, ve kterych puvodni funkce divergovala. Takovéto funkci
se Tika analytické pokracovani puvodni funkce.

Definice 3.1.2. Necht f, g jsou komplexni funkce po fadé definované na oblastech F, G
z komplexni roviny takové, ze F' C G C C, a plati, ze g(z) = f(z) pro vSechna z € F, tak
funkci g nazveme analytickym pokracovanim funkce f.

Predchozi definice neni uplné korektni, funkce f,g musi totiz byt analytické, tento
pojem ale neni pro tuto praci dulezity. Da se ukézat, ze analytické pokracovani dané
funkce je jediné na mnoziné G. Pro funkci ( existuje analytické pokracovani pro vSechna
s takova, ze R(s) # 1. Toto pokracovani vyhovuje (pro R(s) < 1) nésledujici funkcionalni
rovnici:

¢(s) = 2°7° L sin (g) D(1 - s)C(1— s). (3.1)

Kde T' je znama gama funkce, kterd je zobecnénim faktoridlu do komplexnich ¢isel.
Uvedme si jeji definici.

Definice 3.1.3. Necht z € C\ {n| —n € Ny}, pak I'(z) je definovédna nasledujicim

vztahem: -
['(z) = / e '*ldt.
0

Matematickou indukci a integraci per partes se dé ukazat, ze pro n € N plati, ze
['(n)=(n—1)L
Diky uvedené rovnici tak dokazeme spocitat hodnoty zeta funkce pro ta s, kterd maji
zapornou realnou ¢ast, pomoci téch, kterd ji maji vétsi nez 1. Uz z této rovnice jde vidét,
ze ¢ néjak souvisi s jednou polovinou. Dosadime-li s = %, tak dostavame na levé i pravé
strané ((3).

Nyni se konetné muzeme podivat na posledni pojem z Riemannovy hypotézy —
(ne)trivialni nulovy bod. Dosadme s = —2k, kde k € N do[3.1] Dostévame:

w(—2k)

C(—2k) = 2722 Lgin ( ) D(1 4 2k)C(1 + 2k).

Podivdme-li se na argument sinu, tak vidime, ze zustane sin(—kw), coz je 0. A tak
((—2k) = 0. Vsechna sudé zdporna ¢isla tedy jsou nulovymi body a jsou to ty, které
se nazyvaji trivialni. VSechny ostatni jsou netrividlni. O netrividlnich nulovych bodech

toho uz pomérné hodné vime. Vsechny lezi v tzv. kritickém pdsu, coz je mnozina vsech
komplexnich ¢isel s, pro néz plati, ze 0 < R(s) < 1. Kromé kritického pasu se jesté
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definuje kriticka primka — mmnozina vSech komplexnich ¢isel, jejichz redlna cést je rovna
jedné poloviné. Je dokazano, ze na této piimce dokonce lezi nekonecné mnoho netrivialnich
nulovych bodu a nalezenych na ni jich bylo vice nez 1 500 000 000. Navic zadny nebyl
nalezeny mimo piimku, ale to, ze zadny takovy neexistuje, stale nikdo nedokéazal. Bod
s nejmensi imaginarni ¢asti (presnéji s nejmensi absolutni hodnotou imagindrni ¢ésti) je
5 = % + 14,134725...4. Ale z rovnice vidime, ze pokud je s = % + ¢t nulovym bodem
(pro néjaké t € R), pak jim také musi byt bod s = % — it, takze hned méame dalsi:
s=1—14,134725. . .i.

3.2 Riemannova hypotéza a teorie cisel

V predchozi ¢asti jsme si Tekli, co to je Riemannova zeta funkce, a vysvétlili jsme si, v cem
spoc¢iva Riemannova hypotéza. OvSem zatim neni vubec jasné, proc¢ je zarazena do prace
o teorii ¢isel a ne do prace o komplexni analyze. Pojdme si to ukdzat na jednom vztahu,
ktery znal uz svycarsky matematik Leonhard Euler.

Vyndsobme ((s) éfslem o5

1 1 1 1 1 1

C(S):F—F;—i—?%—;—i—g—'—g—#...,
1 1 1 1
e T

(1—l)<(s)=i+l+i+...

Vidime, ze ze sou¢tu ndm zmizely vSechny c¢leny, u kterych byl zédklad jmenovatele
délitelny dvojkou. Vynasobme tento soucet cislem 3% a opét odectéme:

LIV (! C()—1+1+1+1+1+
T Ty T T T o

Nyni ndm zbyl soucet ¢isel, u kterych je zdklad jmenovatele nesoudélny s ¢islem 6.
Pokud cely postup zopakujeme i pro pétku dostavame:

1 1 1 111 11
- ) (1-2)(1-= -y
< 5)( 3)( 28) S =rtetmtmimt
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Tedy soucet, kde zdklad jmenovateli je nesoudélny s ¢islem 30. Pokud bychom takto
pokracovali pro vSechna prvocisla, tak z pravé strany odstranime vSechny jejich nasobky
a tak zbude pouze ¢islo 1 (ozna¢me P mnozinu vSech prvocisel):

QQII(L—l)zl.

S
peP p

Tedy:

o6 =TI (1- i) (32)

S
peP p

Tim padem se nam podatrilo vyjadrit ((s) v zavislosti na prvoéislech.
Na zavér si jesté ukazme dalsi vztahy podobné Eulerovu vzorci. Zacnéme tim, zZe uréeme

¢(s)~!. Upravujme vzorec .

-T1(-3)
- I1(5)

peEP

(-2 (-3 (-2) (-2)-

Je vidét, ze vysledkem soucinu bude néjaky soucet zlomku, které budou mit ve jmeno-
vateli prirozena cisla umocnénd na s-tou a v citateli budou mit jednicku — po roznésobeni
totiz, vzhledem k zakladni vété aritmetiky, nemohou ve jmenovateli byt u 2 ruznych zlomku
2 stejna ¢isla. Zkoumejme, ktera ptirozena ¢isla mohou ve jmenovateli byt. Urcité v souctu
vznikne ¢islo 1 — bude to ¢len, ktery vznikne tak, ze se pii rozndsobovani vynasobi vSechny
jednicky. Urcité taky vznikne libovolné prvocislo p — vynasobime ;—51 se samymi jednickami.
Dulezité je vSimnout si, ze ve vysledném souc¢tu bude se znaménkem minus. A urcité
také mohou vzniknout i ¢isla, kterd jsou soucinem libovolného poctu ruznych prvocisel.
A naopak nemohou vzniknout ¢isla, ktera nejsou délitelna druhou mocninou libovolného
prvocisla. Tedy ve vysledku dostavame:

-1 S L
N T T TR
_ N M)
n=1 ne
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Vypoctéme nyni ((s)?. Postupujme podle definice zeta funkce:

C@L—i+i+i+i+i+ S T i
S\l 23 4 5 ) \1s 28 345 b )

Opét po roznasobeni urcité dostaneme soucet zlomku, ale tentokrat budou vsechny

kladné. Navic se tentokrat ve jmenovatelich téchto zlomku objevi vSsechna pfirozena cisla

(umocnénd na s-tou), protoze po roznasobeni jeden ze s¢itancu bude tvaru %ni Kolika

zpusoby ale muzeme vytvorit zlomek se jmenovatelem n°? No pro kazdého délitele ¢isla n
praveé jednim. Ale pocet délitelu daného ¢isla jsme urcovali na zacatku celého textu, a tak

dostavame:

o=y

Analogicky muzeme dostat ruznd dalsi tvrzeni. Urceme ((s)((s — 1):

Ce)es—n=(2+ iyl L 1y I
S § - 18 s 3s 453 58 o 15-1 2s—1 3s—1 451 5s—1 R

11 1 1 1 1 2 3 4 5
= Gtetatptet ) gtetstatat )

25 35 45 b

Stejné jako v predchozim prikladé plati, ze vysledek roznasobeni bude soucet zlomku,
které budou kladné, a jejich jmenovatelé budou vsSechna prirozenda ¢isla umocnénd na s-
tou. A do citatele zlomku se jmenovatelem n® prispéji vSichni délitelé ¢isla n. Zatimco
v predchozim prikladé kazdy prispél cislem 1, tak nyni bude v ¢itateli soucet vsech délitelu.
Tedy:

Co)cts—1 =3 2

Pokud si vzpomeneme na funkci o, z poznamky [I.1.1] tak muzeme posledni tivahy
zobecnit:

ak(n

~—~—

s — k) =

ns
n=1

Nasli jsme tedy souvislost Riemannovy hypotézy s multiplikativnimi funkcemi.
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Zaver

V prubéhu prvni kapitoly jsme se seznamili se spoustou multiplikativnich funkci. Ukazali
jsme si ruzné jejich vlastnosti, které vétsinou plynuly ze zédkladni véty aritmetiky.

V druhé kapitole jsme se seznamili s Dirichletovym souc¢inem. Ten byl dulezity zejména
pro zavedeni Mobiovy inverzni formule. Mobiova inverzni formule je zajimavé tvrzeni, jejiz
vyuziti se prolinad ruznymi oblastmi matematiky. Mébiovych inverznich formuli totiz exis-
tuje vice druhu nez jen ten, ktery byl ukazan v této praci. Nasledné jsme mluvili o Eule-
rove funkci, ktera je jednou z moznych aplikaci Mobiovy inverzni formule, a nakonec jsme
si ukdazali, co to jsou Fareyovy zlomky, které souvisi pravé s Eulerovou funkci.

V posledni kapitole jsme se vénovali jednomu z nejvétsich nevyfesenych problému
soucasné matematiky — Riemannové hypotéze. Jednd se o problém, jehoz krésa spociva
v tom, ze propojuje dvé na prvni pohled velice vzdalené matematické discipliny — analyzu
a teorii ¢isel. Nejprve jsme vysvétlili, v ¢em problém spociva a néasledné jsme si nastinili
souvislost s teorif ¢isel a multiplikativnimi funkcemi. Hlavnim divodem, pro¢ je Rieman-
nova hypotéza tak dulezitd, je jeji souvislost s rozlozenim prvoéisel. Bernhard Riemann,
po kterém je hypotéza pojmenovana, byl némecky matematik, ktery za cely zivot napsal
jedinou znamou praci tykajici se teorie ¢isel. V této praci objevil Gzasny vztah, ktery vy-
jadruje funkci, kterd pocita pocet prvocisel mensich nez dana hodnota v zavislosti na zeta
funkci a vyrazu souvisejicim s jejimi netrividlnimi nulovymi body. Kdyby byla Riemannova
hypotéza dokazana, tak bychom dokéazali pomérné presné ur¢it pocet prvocisel mensich nez
dand hodnota. Bohuzel pochopeni Riemannovych metod vyzaduje velice rozsahlé znalosti
komplexni analyzy.
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