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Abstrakt:

I v dnesni dobé spolecnost neustale pocituje potfebu bojovat proti nebezpeénym
chorobam. Pod pojmem choroba si vsak muzeme predstavit i mnohem abstrakt-
néjsi pojmy, jako je tieba modni trend.

Cilem prace je ukazat potifebu oddéleni vlastnosti topologie vztahu lidi ve spo-
le¢nosti, kde se epidemie §iti, a samotného charakteru choroby. Tim zaroven uka-
zujeme velkou zavislost vypoctu pravé na strukture spole¢nosti.

Nejprve uvadime zakladni zpusoby modelovani, a to jak deterministické, tak
stochastické. Ukazujeme tradi¢ni zpusoby simulaci na komplexnich sitich. Poté
predstavujeme novy algoritmus oddélujici vlastnosti sité od vlastnosti samotné
choroby.
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Uvod

Prvni vazné pokusy o modelovani vyvoje epidemii ve spolec¢nosti sahaji do 18. sto-
leti. Od té doby se mnohokrat zménil pohled na tuto problematiku, potieba zna-
losti dynamiky chorob vsak stale pretrvava. V dnesnim svété postizeném mnoha
snadno prenosnymi chorobami, jako je AIDS, ruzné druhy chtipek, nebo SARS,
je stéle nutné zkoumat do hloubky zakonitosti, které doprovazi prenos téchto ne-
moci ve spolecnosti. Internet, cilena reklama, sifeni politického presvédceni, to
vSe jsou oblasti, na které se daji velmi snadno aplikovat znalosti nabyté prave
studiem epidemii.

Smeér a zpusoby vyzkumu v této oblasti se v priubéhu déjin ménily. Na pocatku
prace vysvétlime zakladni zpusoby deterministického a stochastického modelovani
v nerealné dokonale misené tekutiné, kde kazdy jedinec ovliviiuje stejnou mérou
jakéhokoliv jiného jedince. Poté se presuneme na komplexni sité, kam v dnesni
dobé mii{ vétsina zajmu védcu. Pro komplexni sité uvedeme novy zpusob simu-
lace, ktery oddéluje vlastnosti sité od vlastnosti samotné choroby. Pomoci néj
dale ukazujeme nutnost tohoto oddéleni a vybrané vlastnosti scale-free siti.

Vsechny numerické vypocty a simulace byly provadény v programovacim ja-
zyku IPython [I] za pouziti jeho zndmych balicka, napiiklad scipy, numpy nebo
matplotlib.



1 Fundamentalni deterministické modely

Studujeme-li siteni choroby ve spole¢nosti, nemusime se tolik zajimat o bio-
logicky pohled na nemoc. Neni rozhodujici, zda infikovand osoba kasle, nebo
ma vyrazku. Zajimame se pouze o stavy, v jakych se studovany jedinec muze
mrtva. Tato abstrakce nam déava jednotny pohled na mnohem vice, nez jen lidska
onemocnéni. Muzeme studovat pocitacové viry, rozvoj politickych myslenek nebo
zprav ve spolecnosti pomoci stejnych nebo velmi podobnych metod. Slovo ,,cho-
roba® od této chvile tedy budeme chapat v mnohem Sirsim smyslu. V celé préci
budeme pro jednoduchost uzivat prevazné biologické nazvoslovi i pii popisu ne-
biologickych systému.

Prvni, kdo se pokousel matematicky modelovat epidemie, byl fyzik Daniel
Bernoulli [2]. V roce 1766 prisel se systémem popsanym diferencidlnimi rovnicemi.
Takovéto rovnice nam dovoluji nahlizet na Siteni nemoci jako na chemickou reakci
v dokonale miSené kapaliné.

Pred tim, nez se za¢neme bavit o konkrétnich zpusobech modelovani epidemii,
bychom je méli roztiidit do nékolika kategorii podle jejich prubéhu. Nejprve defi-
nujeme stavy, ve kterych se osoba muze nachézet. Na zacatku je vétsina jedincu
zdravd (susceptible, S). V tomto stavu nemuzeme nijak ovlivnit zddnou jinou
osobu, my sami vSak muzeme byt nakazeni. Kdyz nas nékdo nakazi, stavame se
infekénimi (infected, I) a muzeme nakazit ostatni jedince. V nékterych mode-
lech se po néjakém case dostaneme do faze oznacované pismenem R. Interpretace
tohoto stavu se lisi napfi¢ jednotlivymi modely. Nékdy tim myslime vyléceny (re-
covered), nekdy imunni (resistant), jindy mrtvy (dead). V kazdém piipadé vsak
v tomto stavu nemuzeme nikoho ovlivnit a zaroven nikdo nema jak ovlivnit nas.

Kdyz nyni zname zakladni stavy, se kterymi budeme pracovat, nic nam nebra-
ni udeélat krok vpred a definovat nékolik modelu. Existuji celkem ¢tyti zakladni
modely (S1, SIS, SIR, SIRS), které pracuji pouze se ¢tyimi stavy definovanymi
vyse. Tyto procesy jsou popsany diferencialnimi rovnicemi, ale je snadné napsat
algoritmy, které déje modeluji prirozenéji nez rovnice (spolecnost neni dokonale
misend kapalina). Jinymi slovy, nase nize popsané modely jsou pouze popisy
zpusobu §iteni choroby mezi lidmi a muze na né byt nahlizeno z vice tthlu pohledu.
Plné vysvétlime chovani jen pro nékteré modely, s jejichz znalosti si jiz snadno
predstavime modely zbyvajici.

1.1 Model SI

Tento model 1ikd, zZe se nemoc muze prendset pouze z infikovanych jedinct na
zdravé jedince. Zadnou jinou reakci nepovoluje. Obrézek popisuje graficky tento
proces. Rychlost tohoto prenosu zavisi na parametru a konkrétni choroby. Inter-

g [— o1

Obrazek 1: Diagram ST siteni choroby.

pretace parametru zavisi na tihlu naseho pohledu (algoritmus, dif. rovnice).



7 biologického hlediska muzeme Ttict, ze jakmile je clovék infikovan, nikdy
se nevyléci a v kazdém okamziku muze nakazit kohokoliv jiného. Tento model
odpovida naptiklad siteni informace na zakladni skole o tom, ze JeziSek neexistuje.

Tento model muzeme snadno reprezentovat systémem dvou diferencidlnich
rovnic. Nejprve definujme pocatecni podminky. Necht N je pocet studovanych
lidi, nikdo nepfichézi ani neodchazi. V case t = 0 je zde [, infikovanych a Sy
zdravych. Jelikoz nas model pracuje pouze s témito dvéma stavy, je zfejmé, ze
So + Ip = N. Zméni-li se pocet zdravych jedincu, musi se stejné velkd zména
stat i u nakazenych jedincu. Definujme funkce ¢asu S(t), I(t), kde S(t) je pocet
zdravijch jedinct a I(t) pocet infikovanych jedinct v ¢ase ¢ Nynf mizeme psét:

ds + dr =0. (1.1)
dt  dt

Podobné jako pti chemickych reakcich je rychlost pfenosu nemoci pfimo imérna
poctu nakazenych i poc¢tu zdravych osob (jejich obdobou budou v chemickych
reakcich koncentrace 1atek). Cim bude vice zdravych a infekénich, tim rychleji se
nemoc bude prendset. Nyni jiz snadno napiSeme rovnice, které toto popisuji:

d

ds = —aSI

% (1.2)
= 4SI

P aS1,

kde a je parametr urcujici rychlost siteni chorobyﬂ Vzhledem k tomu, ze S(t) +
I(t) = N = S(t) = N — I(t), muzeme systém prepsat do snadno Fesitelné
podoby a najit feseni pouze pro I(t). Jelikoz celkovy pocet studovanych jedincu
N se neméni, pocet zdravych osob v case t bude S(t) = N — I(t).

dr

— =al(N -1 1.3
= al(N - 1) (13)
Nyni vydélime celou rovnici celkovym poctem lidi N. Definujeme novou
proménnou i(t) := % a parametr a ;= alN.

di : .
i ai(l —1) (1.4)

Nyni separujeme proménné a dostavame:

iO—Dm:a&' (1.5)

Zde rozlozime na parcidlni zlomky a integrujeme. Diky nasi epidemiologické mo-
tivaci vime, ze Vt : i(t) € (0,1) a proto muzeme snadno pséat:

In(i) —In(1 —i) = at +c. (1.6)

'Pro jednoduchost budeme, pokud neuvedeme jinak, bez dalsich piipominek uzivat pismena
S, I jako funkce ¢asu definované vyse.

2Toto je analyticky snadno fesitelnd soustava, rovnice jinych modelii viak tak snadné nejsou.
Vétsinou analytické feSeni vibec nemaji.



Po nékolika algebraickych tupravach nachdzime pékny vztah pro i(t).

eatJrc

i(t) (1.7)

- 1+ eat+c
Nyni po porovnani s pocatecnimi podminkami snadno dostaneme hodnotu
integrac¢ni konstanty ¢, a tedy i presny pocet infikovanych osob v jakémkoliv case
t:

Z'Oeat

io(eat — ].) +1

i(t) = , (1.8)

kde i, = L.

0.8

0.2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Obrézek 2: Numerické feseni rovnice [1.3| pro a = 4.7 a i¢ = 0.06.

Model ST nenf pilis komplikovany. Jak muzeme vidét z grafu [, po néjaké
dobé je vétsina lidi infikovana. Muzeme snadno ukazat, ze pro t — oo model
predpovida i(t) — 1. To znamend, ze po dostatecné dlouhé dobé je kazdy ve
studované skupiné infikovany.

1.2 Model SIR

Model STR je trochu vice komplikovany nez model SI, ale hodi se pro jiné cho-
roby, napiiklad nestovice. Proces infikovani a moznosti zdraviyjch jedincu jsou
stejné jako v modelu S7. Jediny rozdil je v tom, ze po néjaké dobé se infikovani
jedinci stédvaji mrtvgmi/imunnimi — jednoduse uz nijak neovliviiuji studovanou
spole¢nost. Tento proces zavisi na parametru . Graficky je znazornén diagra-
mem [3]

o 15} R

S |——| [ |——

Obrazek 3: Diagram SIR sifeni nemoci.

Neni dulezité jak pojmenujeme stav R, jedina rozhodujici skutecnost je, ze
v tomto stavu jedinec nemuze nikoho ovlivnit a nikdo nemuze nijak ovlivnit jeho.
Miuzeme snadno odvodit rovnice popisujici tento proces. Pouzijeme stejnou
notaci jako u ST modelu, kterou intuitivné rozsitime o nékolik novych pojmu.



Je ziejmé, ze pro SIR bude platit podobny vztah jako pro ST plati[I.1] tedy ze
v prubéhu pozorovani je celkovy pocet osob konstantni.

s dI dR
—0 1.
a Tar Tar (1.9)

Na rozdil od ST mame tii mozné stavy, tedy potiebujeme tii rovnice. Stejné tak je
nutné snizovat pocet osob ve stavu I a zvySovat pocet osob ve stavu R rychlosti,
ktera zavisi na poctu infikovanych osob a parametru . Nas systém tedy vypada
takto:

ds

dt
dI
dt
dR
=% = BI
dt P

Problémem je, ze tato soustava diferencialnich rovnic neni analyticky feSitelna.
I presto vSsak muzeme odvodit nékteré zajimavé vlastnosti systému. Nejprve
prepiseme soustavu do uzitecnéjsi podoby. Vydélime ji celkovym poctem stu-
dovanych lidf N a definujeme nové proménné s(t) = 58 () = L0 p(t) = £

N N N
a parametr o = alN. Parametr § zustava stejny.

= —aSI

= aSI—pI (1.10)

@
dt
ds
dt
dr
dt

= —ast
— B

Je ztejmé, ze pro ig = 0 je s(t) = so, i(t) = ig = 0, r(t) = ro. Proto uvazujme
o>0ar=20 EL Diky nasi biologické motivaci vime, ze @ > 0, § > 0. Nyni, je
ziejmeé, ze % <0, % > 0, proto je pocet zdravych jedincu vzdy klesajici a portrét
imunnich jedincu vzdy rostouci. Zakonitosti pro % = asi— [i jsou vice zajimavé.
Muzeme vidét, ze pro s > g je pocet infikovanych rostouci, pro s = g konstantni a
pro s < g klesajici. To znamena, ze je-li po¢atecni pocet zdravijch jedincu sg < g,
potom i(t) je stale klesajici. To vse je pékné vidét z fazového portrétu proménnych
s a 1. Muzeme snadno odvodit jeho exaktni tvar z rovnice [[.11] Ekvivalentnimi

upravami ji transformujeme do podoby:

= — 95
as i
v (1.12)
dt =
as i — (31
dale:
_ ds _ de (1.13)

asi  asi— 3

3 Imunni jedinci neovliviiujf nijak systém, miizeme tedy bez ijmy na obecnosti polozit ro = 0.



Po separovani proménnych, integraci a nalezeni integracni konstanty z poc¢atecnich
podminek dostdvame implicitni predpis pro i(s), tedy nas fazovy portrét.

i(s) = gln(s) -5 — gln(so) +1 (1.14)

7 tazového portrétu , vidime, ze existuje lokalni maximum. Po porovnéani %

s nulou snadno dokazeme, ze se nachézi v bodé s = g Z rovnice muzeme

spocitat presnou hodnotu max(i) = i(2), ta vak nem4 piflis hezky tvar.

[0}

.
501

QIR — = = = = =

S

Obrazek 4: SIR tazovy portrét pro a = 0.8, f = 0.2 a ig = 0.053.

1.3 Model SIRS

Model STRS je o néco komplikovanéjsi nez STR, ale vice se hodi pro jiné choroby,
naptiklad pro chiipku. V diagramu [5| muzeme pozorovat chovani tohoto modelu.
Rika nam, ze muzeme byt v jednom ze tii stavu: zdravy, infekcéni nebo imunni.

SLILR

S~— — —
Y

Obréazek 5: Diagram STRS §ifeni nemoci.

Proces infikovani je stejny jako u SITR modelu, ale po néjaké dobé, kdy jsme
imunni, se znovu stavame zdravymi a nakazitelnymi. Tato transformace zavisi na
parametru .

Stejné snadno jako pro STR a ST modely muzeme odvodit systém diferencidl-
nich rovnic i pro STRS. Vyjdéme z rovnice[L.10|pro STR a pridejme zménu z R do
S, kterd zavisi na poctu imunnich jedincu a parametru . Pfepisme vSsak rovnou
celou soustavu do podoby po vydeéleni celkovym poctem sledovanych jedincu:

@ = T — St

a

d&i

& asio g (115)
d

d—z = [i—r.



Stejné jako v piipadé STR toto neni analyticky feSitelny systém. Muzeme o ném
vsak tict nékteré uzitecné informace.

Tento systém ma jeden trividlni stabilni stav ¢ = 0. Je zde vSak zajimavéjsi
netrividln{ stabilnf stav. Polozime-li $ = 9 = 9 = 0 a uvézime, ze s(t) + i(t) +
r(t) = 1, obdrzime nésledujici soustavu nelinearnich algebraickych rovnic:

yr—asi= 0
asi—fBi= 0 (1.16)
Bi—~yr= 0.
Po jejim vyteseni dostavame netrividlni stacionarni reseni:
B
s = —
o
. Y & —
i=1e=p) (1.17)
a(y+ B)
(a—p)
B)

(a) a=0.7, 3 =0.2, v =0.05 (b) «=0.6, 5=0.7, y =0.05

Obrazek 6: Numerické teseni STRS systému m pro ig = 0.1, ro = 0.

takové «, 3,7, pro které se hodnoty s, i, r nachdzi v intervalu (0, 1). Uvazujeme-li
totiz B > a, podle by jisté s > 1 a i < 0, coz o¢ividné neni mozné. Je vsak
ziejmé, ze pro f > « nemoc vymira, tedy s — 1 a zaroven ¢ — 0. To muzeme
videt v grafu |6(b)|

Zajimavé informace lze zjistit také z fazového diagramu proménnych i a
s. Bohuzel jej neni mozné odvodit analyticky, lze jej vSsak snadno numericky
dopocitat. V grafech [7] vidime fédzové portréty se stejnymi parametry jako jsou
v grafu[6], avsak pro ruzné poc¢éteéni podminky. Povsimnéme si, ze vysledny stav
systému skuteéné nezavisi na hodnotach sg, 7g. Na obou obréazcich jsou diagramy
postupné pro ig = 0.2,7y = 0.4,i9 = 0.6,79 = 0.8. V piipadé a > [, tedy [7(a)|, se
y(a—B)

a(y+p)”
V pripadé, kdy je 8 > «, tedy , nemoc vymira a smétuje do stavu s = 1,72 = 0.

hodnoty s,i dostavaji do staciondrniho stavu se soufadnicemi s = g,i =
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(a) a=0.7,8=0.2,v=0.05 (b) «=0.6, 5=0.7,y =0.05

i
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Obrazek 7: Fazovy portrét SIRS systému m pro rg = 0 a i¢ postupné iy =
0.2,70 = 0.4,19 = 0.6,19 = 0.8.

2 Stochasticky pristup

Je jisté zfejmé, ze Sifeni nemoci ve spolecnosti nefunguje stejné deterministicky
jako systém popsany obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi predstaveny v pred-
chozi kapitole. Lidé se nepotkavaji po presné danych intervalech casu, ani neni
jisté, ze pii kazdém setkani si chorobu predaji. Stejné tak se muze stat, ze potkdme
naprosto ndhodné jedince, ktery nés nakazi, aniz bychom s nim byli v néjakém
pravidelném kontaktu. To byl jeden z hlavnich duvodu vzniku novych pravdépo-
dobnostnich implementaci zakladnich modelu.

2.1 Prechod k exponencialnimu rozdéleni

Pro jednoduchost a pochopeni zédkladnich principi nejprve vytvoime simulaci
v dokonale miseném prostredi, tedy bez jakychkoliv ohledi na topologii vztahu
spole¢nosti.

Pokusme se tedy néjakym zpusobem zakomponovat ndhodu do naseho modelu
SIS. V textu nize budeme déle definovat pravdépodobnosti nékolika udalosti,
které oznacime malymi pismeny p s ruznymi indexy. Pod zépisem s velkym
pismenem P[A] vSak chdpeme pravdépodobnost obecného jevu A. Zavedme pro-
ménné S(t), I(t), R(t) stejnym zpusobem jako difve. Uvazme maly element casu
dt. Vime, ze I(t) je pocet nakazenych v case t. Potom stav systému v case t + dt
miize byt nasledujic{’}

1. pokud dojde k jedné ndkaze: I(t + dt) = T'(t) + 1, tuto udalosti budeme
znacit Z7;

2. pokud dojde k jednomu uzdraven{’} I(t + dt) = T(t) — 1, tuto udalosti
budeme znacit Z~.

4Stejnym zplisobem funguje ndhodnd prochizka na 1D ose.
5Uzdravenim v SIS modelu je myslen pfechod ze stavu I zpét do stavu S.



Zadny jiny déj v SIS modelu nemuze pro dostatecné malé dt probéhnout. Vai-
mnéme si, ze zatim nefesime, kdo se uzdravil, nebo nakazil. Uvazujeme, Ze se
nakazila 1/n celkové skupiny sledovanych jedincu, kde N je pocet osob.
Hledejme nyni pravdépodobnost, ze za ¢as dt dojde k ndkaze, tedy k déji
Z7", oznacme ji pt. Aby doslo k ndkaze, musi se setkat nakazeny jedinec se
zdravym jedincem. Pravdépodobnost, ze tato situace nastane, je jisté imérna
skoncentracim® jednotlivych stavu ve sledovaném souboru. Pod timto chemickym
nazvoslovim se neskryva nic jiného nez podil, kterym je konkrétni stav zastoupen
ve zkoumaném systému, tedy % a ]%, Nezapominejme, ze S a I jsou funkce ¢asu,
tento podil tedy nebude v case konstantni. Zavedme opét obdobné znaceni pro

koncentrace jako v prvni kapitole: s(t) := %, i(t) = Lj\;) Pravdépodobnost, ze
se dva jedinci s témito stavy potkaji, je % : % = si. Je ztejmé, ze p™ bude déle

umeérné elementu ¢asu dt a prenosové rychlosti a. Ta v tomto piipadé predstavuje
pravdépodobnost, ze se infekce pri setkani nakazitelného a infekéniho ptrenese
za Cas dt. M4 tedy jednotku [a] = 1/s. Nyni jiz snadno dostavame p*(t) tedy
pravdépodobnost, ze mezi casem t a t 4+ dt se jedna osoba nakazjﬂ

pT(t) = P[Z7] = dt as(t)i(t). (2.1)

Obdobné odvodime pravdépodobnost, Ze se mezi casem t a t + dt jedinec uzdravi
p~(t), tedy probéhne déj Z~. Tento déj zavisi na parametru 3, s obdobnou inter-
pretaci a stejnou jednotkou jako o a koncentraci nakazenych % =1.

p (t) = P[Z7] = dt Bi(t) (2.2)

Jelikoz v modelu SIS uvazujeme jen tyto dva déje, muzeme snadno dopocitat
pravdépodobnost, se kterou se mezi ¢asem t a t 4+ dt nic nestane, tedy nikdo
nebude nakazeny a nikdo se neuzdravi:

pre(t) =1—pt(t) —p (1) (23)

Pokusme se nyni najit pravdépodobnost, ze po dobu 7' se nic dit nebude a ihned
potom v case t + T se néco stane, tedy nékdo se nakazi nebo uzdravi. Tuto
pravdépodobnost ozna¢me p(7"). Uvédomme si vSak, Ze zdvisi i na pocateénim
case t na kterém implicitné zavisi koncentrace. Pro jednoduchost vsak tento pa-
rametr psat nebudeme. JelikoZ jsou déje ZT a Z~ disjunktni, pravdépodobnost, Ze
se stane alespon jeden z nich je P[ZTVZ~] = (p* 4+ p~). Rozdélme si ¢asovy tsek
T na M elementu ¢asu At, tedy T'= M At. Nyni tedy M ¢asovych kroku zustava
systém ve stejném stavu a poté se stane jedna z moznych udalosti. To znamen4,
7e se M-krat stane déj s pravdépodobnosti p™. Jelikoz jde o M nezdvislych déj,
které vsak musi vSechny nastat v konjunkci, pravdépodobnost, ze se tak stane je
(p™e)M . Déle tedy jiz snadno:

ie\ M _
p(T) = (p")" (" +p7) =
\NM _
=(1—=p"=p )" (" +p).
6Musime si uvédomit, ze tato pravdépodobnost zavisi implicitné na ¢ase, nebot je zdvisla

na koncentracich, které jsou proménnymi éasu, proto pideme pT(¢). U koncentraci, tedy hodnot
s(t),i(t), nebudeme pro jednoduchost vzdy argument s casem psét.

(2.4)
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Pro prehlednost oznac¢me w(i) = asi+ i = ai(1 — i) + Bi. Je funkel koncentrace
nakazenych, tedy funkci éasum. Nyni substituujme rovnici s rovnicemi ,

a dostavame:

p(T) = (1 — Atasi — Atpi) (dt asi + dt Bi) =
. M . (2.5)
=(1—w(i)At)" w(i)dt

Prepiseme-li nyni element At v zavorce podle naseho déleni ¢asu T', dostavame:

p(T) = (1 - WEQT)Mw(z') dt . (2.6)

Z tohoto tvaru jiz snadno [3] limitné pro M — +oc:

: — N —w()T
Mlgiloop(T) dtw(i)e . (2.7)

Nase pravdépodobnost p(7T") toho, ze po ¢as T' se nic dit nebude a poté se ihned
néco stane, ma tedy ziejmé exponencialni rozdéleni s parametrem w zavislym na
koncentraci infekénich jedinct.

Tato znalost nam dovoluje sestrojit jednoduchy algoritmus simulujici Siteni
nemoci v dokonale promichané spolecnosti. Tim, Ze je postaven na nahodnych
udélostech, je opét o néco blize skutecnosti, nez jsou deterministické modely
uvadéné v predchozi kapitole.

Pro pravdépodobnosti p* (), p~ (¢) plati, ze p* (t)+p~(¢t) < 1. Nyni vak vime,
7e mezi casem T a casem T + dt jeden z d&ju nastane urcité. Zavedme tedy nové
pravdépodobnosti ¢T(t), ¢~ (t), pro které musi byt ¢*(¢t) + ¢~ (¢t) = 1. Déle chceme
zachovat vzajemny pomér puvodnich pravdépodobnosti, plati tedy i gt—g; = Zi 8
Nyni muzeme snadno tyto dvé rovnice fesit pro neznamé ¢*(t),q (t). Vysledné
hodnoty budou ziejmé nase hledané pravdépodobnosti.

Data: Pocatecni podminky, tj. N, Iy, parametry «, [, dale pocatecni cas
to = 0 a ¢as tye, kdy chceme simulaci ukoncit.

1 t:=1tp;

2 while t < t,,,, do

3 vybereme ¢as T' z exponencialniho rozdéleni s parametrem w(i);
4 vybereme néghodné z € (0,1);
5 if © < ¢*(t) then

6 s:=s —1n;

7 i:=1+YnN;

8 else

9 s:=s +1n;
10 i:=1—1/nN;
11 end
12 t:=t+7T
13 end

Algoritmus 1: Algoritmus S7.5 simulace.
Tento algoritmus simuluje Siteni choroby typu SIS ve spolecnosti. Piikazy na
radcich , zajistuji pouze vybér mezi tim, zda bude jeden jedinec infikovén,
nebo vylécen.

"Pro piehlednost viak budeme uzivat i tvar bez argumentu w(7).
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Celkem snadno bychom mohli uzivat algoritmus, ve kterém bychom kazdy
¢asovy element dt vybrali jednu ze ti{ moznych variant p*, p—, p™. Problém je
viak v tom, ze p"°(t) > p*(t), a samoziejmé také p™c(t) > p~(t). V drtivé
vét§ing pifpadi bychom tedy vybrali p™¢. Proto nam pfechod na exponencialni
rozdéleni pro velmi malé dt vyrazné Setii strojovy cas.

Obdobnym zptsobem by se daly vytvorit algoritmy i pro ostatni modely.
Nasim cilem vsak bylo ukazat odvozeni vybéru tzv. waiting time z exponencidl-
niho rozdéleni.

2.2 Stochasticky pristup vs. determinismus

To, ze stochasticky piistup je o néco realnéjsi nez ten deterministicky, je snad
jasné jiz z uvodu této kapitoly. Nyni vsak ukazeme, ze provadime-li stochastické
simulace v dokonale misené spolecnosti, jsme schopni jej s dostatecnou presnosti
prirovnat k deterministickému modelu. Tim snad pfiblizime nutnost modelovani
na komplexnich sitich, kterou osvétlime v kapitole nasledujici.

Pro jednoduchost budeme dale pracovat s modelem ST predstaveném v sek-
ci[l.1] a algoritmem [2] pfedstavenym nize.

Data: Pocatecni podminky, tj. N, Iy, parametr «, déle pocatecéni cas
t() =0.

t = tp;

while i < 1 do
vybereme ¢as T' z exponencidlniho rozdéleni s parametrem w(i);
=1+ 1N,
t:=t+7T

end

S s W N

Algoritmus 2: Algoritmus ST simulace.

Timto algoritmem jsme spocitali celkem 100 simulaci, vzdy deset simulaci pro
deset hodnot argumentu c,, = 0.1,0.2, ..., 1.0. Pocatecni podminky pro vsechny
simulace byly N = 1000,/ = 10. Déle jsme simulovana data fitovali pomoci
metody nejmensich ¢tvercu rovnici [I.8 Tim jsme nasli jednotlivé hodnoty para-
metri ag;r deterministického systému, které nejvice vyhovuji parametrum danym
ve stochastickém modelu.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Qegp

Obrazek 8: Zavislost parametru deterministického a stochastického modelu.
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Na grafu [§ jsou na vodorovné ose jednotlivé hodnoty parametrii oy, které
byly pouzity pii vypoctu pomoci algoritmu [2} Tecky jsou nejvhodnéjsi parame-
try ag;s diferencidlniho systému pro jednotlivé béhy algoritmu nalezené metodou
nejmensich ctvercu.

Muzeme si povSimnout, Ze pro zvysujici se ae,), se zvySuje i rozptyl nalezenych
hodnot ag;r. Relativni pfesnost je konstantni, kdyz vsak ae,, roste, zvétsuje se
absolutni presnost, tedy rozptyl.

Jde vidét, ze nalezené hodnoty si dobie odpovidaji, nemaji velky rozptyl. Jde
tedy ftici, ze diferencidlni systém a nas stochasticky algoritmus budou v tomto
piipadé ddvat podobné vysledky. O tom se muzeme presvedéit i z grafu[9] zavislosti
zlomku infekénich jedincu na case.

— exp. model
== dif.rce

Obrazek 9: Graf zavislosti zlomku infekénich jedinct na case ve stochastickém a
deterministickém pojeti modelu S1T.

I presto jsou stochastické modely v dokonale miseném prostiedi o néco realnéjsi
nez deterministické modely. Nejvice se to ukazuje pfi modelovani chorob typu
SIS, nebo SIRS, které nejsou v case monoténni. Ukazuje se, ze v takovych
pripadech muze choroba uplné vymfit, coz ndm deterministické modely nedovo-
luji. Ukolem této kapitoly je vsak ukazat, ze ani modely zahrnujici nahodu nejsou
dokonalé. Pro realnéjsi vysledky bychom se méli presunout z dokonale miseného
prostfedi na komplexni sité s realnéjsi topologii vztaht.

3 Modely na komplexnich sitich

Komplexni systém si muzeme predstavit jako mnozinu mnoha bodu, kde nékteré
body jsou navzajem propojeny. Kdyz se podivame na mapu, kazdé mésto za-
znac¢ime jako bod (tecku) a kazdou silnici spojujici mésta zakreslime rovnou
piimkou, dostdvame komplexni sit. Stejné tak mohou fungovat kiizovatky a
silni¢ni sit, propojeni pocitacti v LAN siti, nebo napiiklad letisté a pifmé spoje
mezi nimi. Komplexni sité mohou predstavovat ale i o néco abstraktnéjsi pojmy.
Muzeme zkoumat védecké clanky a citace v nich uvadéné, World Wide Web a
odkazy na jednotlivych strankach. Zajimavou siti je také systém pratelstvi mezi
lidmi, kde jedinec je vrchol a pravidelny kontakt hrana sité.

Jak je zfejmé z predchoziho odstavce, pii studiu komplexnich siti je hojné
uzivano matematickych poznatku a nazvoslovi teorie grafti. I my budeme v dalsi
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¢asti textu casto zameénovat naptiklad slovo jedinec se slovem wvrchol. Stejné tak
budeme pod hranou chapat vzajemny kontakt dvou wvrcholi/jedinci.

Piesnéji feceno, komplexni sit je tedy mnozina vrcholit a mnozina hranf}, kterd
reprezentuje topologii néjakého systému.

P1i modelovéni v této kapitole budeme ve vétsiné pripadu chapat vrcholy sité
jako jedince a hrany jako jejich vzdjemny vztah, tedy napiiklad to, Ze se jednou za
cas setkaji. Musime si ale uvédomit, ze pii modelovani ndm nejde o to zjistit, kdy
bude jaky ¢lovék nakazen, ale spiSe o nalezeni obecného chovani modelu. Nezalezi
tedy na tom, jestli si pod vrcholy predstavujeme velka letisté a za ,setkani®
dvou vrcholu prelet jednoho letadla s mnoha lidmi, nebo vrcholy povazujeme za
jednotlivé jedince a setkanim myslime jakoukoliv piilezitost pfedani choroby.

3.1 Klasifikace siti

Je klicové si uvédomit, ze topologie sité hraje jednu z nejdulezitéjsich roli pii
Sffeni choroby. Abychom mohli strukturu sité zkoumat, zavedme stuperi vrcholu
k jako pocet hran vychazejicich z vrcholu k.

Abychom mohli studovat procesy na komplexnich sitich, je ¢asto potieba si
vytvorit vliastni umélou sit, kterd bude mit podobné vlastnosti jako néjakd realnd
sit. Casto uzivany algoritmus pro tvorbu nahodnych grafii je zalozen na tzv.
Erdés—Rényiho modelu [4, 5], ddle jen ER. Tento zpusob generovani ndhodnych
grafu tvori sité, ve kterych maji stupné vrcholu exponencidlni rozdéleni. Pro grafy
vygenerované touto metodou oznac¢me p; pravdépodobnost, ze vrchol ma stupen
k. Potom plati:

k
%e“ﬂ, (3.1)
kde (k) je prumérny stupen vrcholu v celém grafu.

Ukazuje se vSak, ze stupné vrcholu redlnych siti nemaji exponencialni rozdélent,
ale spise mocninné (power law) rozdéleni [8 [7]. Proto se pro modelovéni siteni cho-
rob v posledni dobé uziva spise tzv. scale-free model, dale jen SF. Pravdépodobnost,
ze bude mit vrchol stupen k je pro SF [4], [5]:

pr =Ck™7, (3.2)

Pk =

kde v > 0 je parametr urcujici miru propojenosti a C' pouze normalizaéni kon-
stanta. Normalizacni konstanta C' zajistuje, aby Zle pr = 1, muzeme ji tedy
snadno odvodit. Pro snazsi znaceni budeme uzivat béznou definici Reimannovy

funkce zeta [9] ((s) =Y o k*

> pe=CY kT =0C¢(). (3.3)

Odtud jiz snadno dostavame C' = 1/¢(y), tedy
L
¢t

8Pod hranou je v tomto piipadé myslena dvojice vrcholii. V celém textu budeme uvazovat
pouze neorientované hrany, tedy neuspofadané dvojice vrcholu. Vice o vyuziti teorie grafu
v komplexnich sitich se muzeme doéist v [4, [5]

Pe = (3.4)
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Rozdilem SF siti od ER siti je prevazné to, ze umoziuje vytvatret vrcholy s velmi
vysokym stupném.

V préaci budeme pouzivat také grafy s umélou topologii. Takovéto sité nemaji
strukturu ani zdaleka podobnou lidské spole¢nosti, maji vsak zajimavé vlastnosti,
které se mohou hodit pro testovani ruznych hypotéz. Nejprve zavedeme plné
propojeny graf, tj. graf s n vrcholy ve kterém kazdy vrchol ma stupen presné
n — 1, je tedy propojen se vSemi ostatnimi vrcholy.

Déle v préaci budeme uzivat tzv. étvercovou sit. To je graf ve kterém m4 kazdy
vrchol stupen pravé ¢tyti. Je potieba si uvédomit, ze nejde o ,tradiéni ¢tverec”,
v tom by ,,okrajové vrcholy“ nemély stupen ctyri. Kazdy okrajovy vrchol spojime
s jinym okrajovym vrcholem, ¢imz dosdhneme toho, ze vSechny vrcholy maji
stupen ¢tyfi. Nyni trochu presnéji. Uvazujme graf G(V, E), kde V je mnozina
vrcholu a £ mnozina hran. Pocet vrcholu, tedy velikost mnoziny V', zvolme tak,
aby |V| = n?, kde n € N. Vrcholy ozna¢me postupné ¢isly 1,...,n%. Oznacme E,
mnozinu hran vrcholu k, poté plati:

Ey, = {(k,k — 1 mod n?), (k, k + 1 mod n?), (k, k — n mod n?), (k, k +n mod n?)}.
(3.5)

Neni nutné naprosto presné chapat definici tohoto grafu. Staci si predstavit
¢tverec tvoreny vrcholy, kde kazdy vrchol méa stupen ¢tyfi.

3.2 Sit svétovych letist

K dispozici jsme méli data obsahujici mnoho informaci o nejvétsich svétovych
letistich. Obsahuji piesné 702 letist a 8152 spoju, tedy hran grafu. Kazda hrana je
ohodnocena hodnotou, kterd udava pocet letadel, ktera preletéla za urcity casovy
interval. Stfedni hodnota téchto hran je 0.112. To jsou pravé data, kterd budeme
pri dalsich vypoctech potiebovat. Z histogramu si povSimnéme, ze skutecné
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(a) Sit svétovych letist. (b) Histogram stupnu vrchola. (c) Histogram vah.
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Obréazek 10

vétsina vrcholi ma maly stupen. I presto vsak existuji vrcholy s nékolikanasobné
vétsim stupném. Takovéto vrcholy jsou oznacovan jako hubs a hraji vyznamnou
roli v epidemiologickych modelech. Pokud je takovyto hub, ktery je propojen
s mnoha dal$imi vrcholy, infikovan, nemoc se rozsiti mezi mnoho dalsich vrcholu.
Bude mit mnohem vétsi vliv na vyvoj celého systému nez vrchol s prumérnym
stupném. Ptikladem takovychto vrcholu v lidské spole¢nosti jsou napiiklad pro-
davaci, stevardi, zdravotnicky personal, tedy lidé, kteri se setkavaji v prubéhu
dne s mnoha dalsimi jedinci.
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Odstrasujicim prikladem tohoto efektu muze byt ptibéh HIV pozitivniho ste-
varda Gaétana Dugase [6]. Za svuj zivot podle vseho vystiidal az 2500 sexuélnich
partneru z celého svéta, ¢imz vyrazné napomohl Siteni AIDS v 80. letech 20.
stoleti.

Jak jsme jiz zminili, nase data obsahuji i vahy jednotlivych hran grafu, jejich
histogram je vykreslen na obrazku Tyto vahy maji exponencialni rozdéleni.
Predstavuji pocet letadel, ktera mezi letisti preletéla za urcity casovy interval.
Pokud bychom chtéli odhadnout, jak dlouho bude hrana ¢ekat, nez po ni proleti
letadlo, musime uvazovat prevracenou hodnotu této hrany. Tedy ¢im vétsi bude
mit hrana vahu, tim vicekrat po ni za jeden casovy interval proleti letadlo a
tim kratsi cas bude ¢ekat na prulet dalstho letadla. Téchto poznatku vyuzijeme
v dalsich céastech préce.

3.3 Tradiéni SIS algoritmus na komplexni siti

Jak jsme se snazili ukazat, pro modelovani siteni choroby je potieba pracovat na
sitich a brat v ivahu jejich topologii. Nejprve ukazme princip simulace, ktera je
uzivana v ¢lanku [10]. Poté predstavime nami uzivanou simulaci, kterd prinds
odlisny pohled na véc. I pres to, ze ve vySe zminovaném c¢lanku je popsany algo-
ritmus pro simulace typu STR, budeme popisovat simulaci typu SIS, jelikoz ji
budeme v nasledujicich ¢astech prace uzivat.

Uvazujme, ze studujeme siteni choroby po neorientovaném grafu G(V, E), kde
V' je mnozina vrcholu, tedy jedincu a £ mnozina hran, tedy vztahu dvou jedincu.
Jelikoz mluvime o modelu SIS, vrcholy se v daném case mohou nachazet prave
v jednom ze stavu .S, nebo I. V pocatecnim case ty = 0 je vétsina vrcholu ve stavu
S az na nékolik malo nakazenych jedincu, tedy vrcholi ve stavu I. Pokud je hrana
(i,j) € E slozena z jednoho vrcholu ve stavu S a jednoho vrcholu ve stavu I,
ma vrchol ve stavu S pravdépodobnost «, Ze se za jednotku casu stane infekénim
(I). Kazdy vrchol ve stavu I méa zaroven pravdépodobnost 3, ze se za jednotku
casu vyléci, tedy prejde do stavu S. Cely algoritmus poté bézi tak, ze kazdou
jednotku casu vybereme nahodné jeden nakazeny vrchol, s pravdépodobnosti
nastane udalost uzdraveni Z—. Pokud tato udalost nenastane, vybereme jednu
hranu spojujici dva libovolné vrcholy S a I a s pravdépodobnosti a se nakazitelny
vrchol stane infekénim. Jednotku casu oznaéme jako Aff]

Pro nésledujici algoritmus oznac¢me I mnozinu nakazenych vrcholi, S = V\I
mnozinu zdravych vrcholu a Eg; = {(i,j) € E;(i € INje€S)V(ie SAjel)}
mnozinu hran spojujici vrcholy ve stavu S a I. Prvky téchto mnozin se budou
v Case ménit. Je ziejmé, ze Fg; je jednoznacné uréeno mnozinami I a F, v algo-
ritmu tedy nemusime provadét zmény piimo mnoziny Fs;, stac¢i provadét nutné
zmény v mnozinach, na kterych je zavisly.

9V élanku [10] je voleno At = 1/5.
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Data: Graf G(V, F), tj. mnozina vrcholu V' a hran E. Pocate¢ni stav, tj.
mnozina na poc¢atku nakazenych vrcholu Iy. Parametry «, (.
Jednotka ¢asu At, pocatecni ¢as tg = 0 a ¢as t,,42, kdy chceme
simulaci ukongit.

1 I =1,

2 t:=1p;

3 while ¢t < t,,,, do

4 t:=t+ At

5 nahodné vybereme vrchol v € I;

6 s pravdépodobnosti 8 se uzdravi;

7 if je uzdraven then

8 [:=1\{v};

9 S:=Su{v};
10 else

11 vybereme hranu e € Eg;, kde e = (i, j), jelikoz jde o neorientovany

graf, muzeme bez jmy na obecnosti uvazovat i € SA j € I

12 s pravdépodobnosti a se vrchol i nakazi;

13 if je nakazen then

14 I:=TU{i};

15 S:=S\{i};

16 end

17 end

18 aktualizujeme mnozinu Fgr;

19 end

Algoritmus 3: Tradi¢ni stochasticky algoritmus SIS simulace na komplexni
siti.

V algoritmu nemame proménné, které by nam udavaly zlomek pravé nakaze-
nych jedincu, coz je vétsinou pravé informace, kterou hleddme. Muzeme ji snadno
ziskat tak, ze kazdy casovy interval zapiSeme i := “%‘

Povsimnéme si, ze tento algoritmus déla c¢asové kroky konstantni délky a
pokazdé dé& nejprve moznost na uzdraveni a az poté moznost na nakazeni libo-
volné vybraného vrcholu. To se nemusi jevit jako dostatecné odpovidajici realité.
Pravé ono libovolné vybirani vrcholu, resp. hrany ze sité déla snad nejveétsi rozdil
od naseho algoritmu popsaného v nasledujici ¢asti.

3.4 Novy algoritmus

Pro nasledujici algoritmus budeme jako motivaci uzivat prenos choroby mezi lidmi
jako takovymi. Dva lidé, kteri spolu maji néjaky vztah, se jednou za cas setkaji
a vystavi se tedy moznosti si onemocnéni ptedat. To je hlavni myslenka, kte-
rou vyuzijeme. Uvazme, zZe i pfes tuto motivaci se nemusi jednat pouze o lidsky
kontakt. I po siti pfenesena data, kterd mohou nést viry, se pohybuji s jakousi
pravidelnosti. Podobneé i zpravy o novych udélostech se nerozsiii najednou mezi
celou spolecnost. Dulezité je si uvédomit, ze tato setkani, tedy udalosti zavislé
pouze na topologii sité se déji bez jakékoliv zavislosti na chorobd™] Sit bude mit

ONeuvazujeme katastrofické scénafe epidemii, kdy se lidé strani kontaktu s ostatnimi, jak
jen je mozné. Ne vSechny choroby jsou tak zdvazné. Vyzkumu §ifeni chorob tedy vice prospéje
vétsi abstrakce a odpoutani se od tolika detaila, které jsou v tomto pripadé nedulezité.
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tuto dynamiku ,setkdvani“ at uz se v nf sfif choroba, nebo ne. To je nejdtlezitéjsi
myslenka oddélujici simulaci z predchozi kapitoly od tohoto modelu. Setkani jsou
tedy vlastnosti sité, nikoli choroby.

Uvazujme neorientovany graf G(V, E), kde V' je mnozina vrcholu, tedy jedincu
a F mnozina hran, tedy vztaht dvojice jedincu. Je ekvivalentni, mluvime-li o dvou
jedincich spojenych hranou, nebo o hrané samotné. Za setkani dvou vrcholu spo-
jenych hranou povazujme jedinou udalost, kdy je mozny pienos choroby. Setkat
se mohou pouze vrcholy spojené hranou. Pokud je hrana tvofena jednim vrcho-
lem ve stavu S a jednim ve stavu I, k pfenosu choroby dojde s pravdépodobnosti
a € (0,1). Pokud je pravdépodobnost o = 0, znamend to v podstaté to, ze cho-
roba je neptenositelna a tedy se nerozsiti do spolec¢nosti. Pokud je naopak a =1,
znamena to, ze pii kazdém kontaktu infekéniho () a nakazitelného (S) se cho-
roba jisté prenese. Timto jsme popsali udalost a zavislosti nakazeni pii setkani
dvou jedinct, tedy vlastnost choroby.

Déle musime vysvétlit, podle ¢eho se bude tidit frekvence samotnych setkani.
Pro kazdou hranu chceme najit jeji waiting time, tedy cas, ktery budeme muset
¢ekat nez po hrané dojde k dalsimu setkani. Tato veli¢ina zavisi pouze na siti a
ma exponencidlni rozdéleni. Parametry pro waiting time predstavuji pravé vahy
hran sité. To jsou cetnosti setkani, tedy pocty setkani za urcity casovy interval.
Cim vétsl je hodnota hrany, tim castéji za urcity ¢asovy tsek se vrcholy hrany
setkaji a tim kratsi dobu budou muset cekat na dalsi setkéni.

1
A,
3
5
A;
(a) Obecné ohodnoceny graf se tfemi  (b) Konkrétné ohodnoceny graf.

vrcholy.

Obrazek 11: Ohodnocens komplexni sit.

Uvazujme graf zobrazeny v . Hrana (A;, A2) ma hodnotu w2 = 1. To zna-
mena, ze za jeden ¢asovy interval At se vrcholy Aq, Ay setkaji prumérné jednou.
Na rozdil od toho hrana (Aj;, As) ma hodnotu wy 3 = 5. To znamenad, Ze za jeden
casovy interval At se vrcholy As, Az setkaji prumérné pétkrat. Sttedni hodnota
c¢asu, ktery musi vrcholy A, A; pockat na setkani tedy bude (t(12)) = %. Tato
stfedni hodnota bude pro vrcholy As, A3 pétkrat mensi (t(23)) = %. Je nezbytné
si uvédomit, ze casovy krok At je v tomto pripadé pouhy parametr, kterym
muzeme Cas Skalovat na realné jednotky. Na rozdil od algoritmu z predchozi ka-
pitoly nijak neovliviiuje samotnou simulaci.

Vidime, ze waiting time je nepiimo umeérny cetnosti setkani, tedy vaze hrany.
Stfedni hodnota ¢ekacich ¢ast hrany (i, j) tedy bude mit hodnotu (t(; ;) =

W(i,j)

Vime také, ze tyto casy maji exponencialni rozdéleni. Z toho plyne, zZe parametr
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exponencialniho rozdélen bude g = (x) = ﬁ Hodnoty pro waiting time
i,j
)-
)

Proces uzdraveni nijak nezélezi na topologii sité. Nakazeny jedinec se v mode-
lech typu SIS uzdravi, at uz je to jediny vrchol celého grafu, nebo soucdst velké
komplexni sité. Tento proces vubec nezalezi na topologii sité, pouze na parame-
trech choroby. Z tvodnich kapitol o stochastickych modelech muzeme vyvodit,
ze Cas, ktery musi jedinec ¢ekat na uzdraveni, bude také exponencialné rozlozen.
Toto exponencidlni rozdéleni vsak nebude zaviset na siti, bude zaviset pouze
na chorobé samotné. Sttedni hodnotu a tedy i parametr tohoto exponencidlniho
rozdéleni oznacme ;. Tento parametr ma jednotky casu v zékladnim tvaru. Ob-
dobné by probihal proces prechodu ze stavu R do stavu S.

Cela simulace poté probiha tak, Ze na pocatku vylosujeme ¢asy na setkani
pro vSechny hrany (i pro S — S hrany) i ¢asy na uzdraveni vSem na pocatku
infekénim vrcholum. VsSechny tyto casy sefadime v seznamu tak, jak pujdou po
sobé. Jakmile dojde k casu, kdy mé nastat setkdani na hrané, ovéiime, zda je
ona hrana prvkem mnoziny ESIIE‘ Pokud ano, s pravdépodobnosti « se nakazi-
telny vrchol hrany stane infekénim. Aktualizujeme mnozinu I, vylosujeme hrané
éaﬁ do nového setkani a postupujeme k dalsi udalosti v nasem uspoiradaném
seznamu déju. Pokud v seznamu narazime na udélost, kdy se ma vrchol uzdravit,
uzdravime hoﬂ a aktualizujeme mnozinu I.

Ponechejme si znaceni z predchozi kapitoly a pridejme k nému usporadanou
mnozinu T, kterda bude oznacovat nas usporadany seznam udalosti. Kazdy prvek,
tedy udalost tohoto seznamu, musi obsahovat cas kdy nastane a misto kde na-
stane, tj. néjaky vrchol/hrana. Tim, ze uréime zda jde o udélost na vrcholu, nebo
hrané, urcime také zda pujde o uzdraveni, nebo o pokus o nakazeni.

hrany (4, j) s vahou wy; ;) tedy budeme vybirat z Exp(—

1Vice o exponencidlnim rozdéleni a nagem znacéeni v pifloze.

127naceni uzivame stejné jako v piedchozi kapitole.

13To je nutné provést i pokud s hranou nic neprovedeme, tj. pokud hrana nenf slozena z jed-
noho vrcholu S a jednoho vrcholu I.

14Uzdravime ho jisté. Tato udélost jiz nezédvisi na z4dném dalsim parametru. Ona kyzend
stochasticita je dédna jiz vybérem ¢asu uzdraveni z exponencidlniho rozdéleni s parametrem f;.
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Data: Graf G(V, ), tj. mnozina vrcholi V' a hran E s jednotlivymi
vahami w; ;). Pocatecni stav, tj. mnozina na pocatku nakazenych
vrcholu Iy. Parametry «, 8;. Pocatecni cas tg = 0 a ¢as t,,q4., kdy
chceme simulaci ukon¢it.

1 I =1,

2 t:=1p;

3 T je prazdny;

4 pro viechny hrany (7,7) € E vylosujeme cas t(; ;) ~ Exp(

do T;

pro vSechny vrcholy v € Iy vylosujeme cas t, ~ Exp(f;) a zaradime do T

while t < ¢,,,,, do

1

i.5)

) a zafadime
w(

ot

6 vezmeme prvni prvek k z T;
7 t:=14t;
8 if k je hrana then
9 if k€ Egy, kdei €1, j €S then
10 s pravdépodobnosti a se vrchol j nakazi;
11 if j se nakazi then
12 =Tu{j};
13 S:=S\{7}
14 vylosujeme t; ~ Exp(fr) a do T zatadime t; + ¢;
15 end
16 end
17 pro k = (i, j) vylosujeme nové t; ~ Exp(wik) a do T zafadime tj +t;
18 else // jde tedy o vrchol, ktery mad byt uzdraven
19 I:=1\{k};
20 S:=SuU{k};
21 end
22 aktualizujeme mnozinu Fgr;
23 odstranime prvni prvek z T;
24 end

Algoritmus 4: SIS algoritmus oddélujici vlastnosti sité.

Jelikoz tento algoritmus uziva naprosto odlisnou parametrizaci nemuzeme
jeho vysledky piimo porovnat s algoritmem z piedchozi kapitoly.

Povsimnéme si vSak, ze tento algoritmus uziva velmi snadno interpretovatelné
parametry. Parametr nemoci 7 neni nic jiného nez stfedni hodnota délky trvani
nemoci. Hodnota «, tedy pravdépodobnost nakazeni pti setkani, se da jisté snadno
zjistit se zakladnimi znalostmi o prenosu zkoumané choroby. Jednotlivé vahy hran
jsou Cetnosti ,setkani“. Stejné tak to mohou byt cetnosti preletu letadel mezi
letisti, které jsou velmi snadno zjistitelné.

4 Aplikace algoritmu

Abychom ukézali vyrazny podil topologie sité na $ifeni nemoci, numericky jsme
simulovali vyvoj na tfech riznych typech siti. Uzili jsme umélou sit ¢tverct, tedy
sit, kde kazdy vrchol md stupen praveé ¢tyfi. Dale jsme uzili sit svétovych letist
jako pifklad scale-free topologie a sit vytvorenou pomoci ER modelu tak, aby
méla stejny pocet vrcholu a priblizné stejny pocet hran jako SF.
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Konkrétné se tedy jednd o SF graf s po¢tem vrcholu Ngp = 702, po¢tem hran
|Esp| = 8152 a ER graf s po¢tem vrcholu Ngr = 702, po¢tem hran |Egg| =
8185. Jelikoz pocet vrcholt ctvercového grafu muze byt pouze druhd mocnina
pfirozeného &isla, pro étverce volime pocet vrcholi N’ = 676 = 262. Pocet hran
je tedy |E'| = 2N’ = 1352.

"
1)
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‘ | ‘ 50
o | | | | | Las o o
10 15 20

25 30 35 20 0 50 100 150 200 250 300 350 200
Stupei vrcholu Stuperi vrcholu

(a) ER graf. (b) SF graf.

Obrazek 12: Histogram stupnu vrcholi.

Porovndvame-li histogramy [12] vidime, Ze rozlozeni stupnu v ER grafu ma
v porovnani s SF siti maly rozptyl. To znamend, ze stupné jednotlivych vrchola
v ER budou pomérné podobné. Na rozdil od toho v SF je rozptyl nékolikanasobné
vétsi. Muzeme si také povsimnout samotnych hodnot stupnu. V SF je mnoho
vrcholu s velmi nizkym stupném. Na takovéto vrcholy bude choroba jen velmi
tézko dosahovat. Stejné tak jsou tady vsak vrcholy s extrémné vysokym stupném,
které v ptipadé, ze jsou infekéni, zapricini velmi rychly start epidemie. Jelikoz
maji vysoky stupen, tak se velmi snadno infekénimi stanou.

Pocétecni pocet infekénich byl Iy = 20 pro SF a ER. Abychom mohli simulace
na vsech grafech porovnavat, zvolili jsme pro ¢tverce I = 19, ¢imz jsme alespoﬁ

priblizné zachovali zlomek na pocatku nakazenych 1y = NISOF = NI;S ~ 2 Pro
kazdy béh simulace jsme znova ndhodné vybrali mnozinu na pocatku 1nfekcn1ch
vrcholu.

Nejprve jsme volili konstantni vahu hran w = 1, pozdéji jsme je vybirali
z exponencidlniho rozdéleni”] St¥edni hodnotu a tedy i parametr exponenciélniho
rozdéleni pro dobu trvani nemoci jsme vybrali §; = 2.

Parametr nemoci « jsme volili postupné o« = 0.1,0.2,...,1.0. Pro kazdy graf
a kazdou hodnotu parametru jsme simulaci provadéli pravé desetkrat, abychom
predesli tvorbé chybnych zavéru z extrémnich a ojedinélych ptipadu, které pri
stochastickém modelovani mohou nastat.

4.1 Simulace s konstantnimi vahami

Nejprve jsme simulace provadéli na zminénych sitich s konstantnimi vahami hran.
Muzeme tak snadno pozorovat velky vliv topologie sité nijak nezménéné ohodno-
cenim. Simulace jsme provadeéli do ¢asu t,,,, = 20. Na grafech [13|je na vodorovné
ose Cas a na svislé ose zlomek zdravych, resp. infekénich jedincu.

15Pro¢ pravé z exponencidlniho rozdéleni je objasnéno v kapitole vénované dattim o letistich.
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Obréazek 13: Simulace pro oo = 0.1.

Na grafu muzeme vidét, ze pro malé a = 0.1 choroba brzy Vymirém.
To je zpusobeno velmi malou konektivitou v grafu. Jedinec méa moznost setkat se
pouze se ¢tyfmi jinymi vrcholy.

Porovname-li graf s grafem vidime, ze pro stejné hodnoty je
vysledné ekvilibrium zlomku infekénich pro ER sif vyssi nez pro SF sit. To je
zpusobeno tézce dosazitelnymi vrcholy s nizkym stupném, které se ve velkém
poctu nachazeji v SF sitl’chE. Vrcholy s extrémné vysokym stupném v SF grafu
na rozdil od toho zpusobuji, ze se choroba rozsiti rychleji nez v ER. To muzeme

pozorovat v pocatecnich fazich vyvoje systému v [13(b)], [13(c)l
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(a) Ctvercovy graf. (b) ER graf. (c) SF graf.

Obrazek 14: Simulace pro o = 0.5.

V simulaci s @ = 0.5 je vidét, ze na ¢tvercovém grafu je choroba jiz tak
pirenositelna’@, Zze i na velmi tidce propojené siti je schopna se rozsitit a na-
kazit dokonce vice nez polovinu spole¢nosti. Pro takto zvolené « je jiz velmi
nepravdépodobné, ze by nemoc vymrela a vymizela ze spolecnosti.

Simulace na ER siti ukazuje, ze v takovéto topologii staci a = 0.5,
aby se nemoc rozsitila do naprosté vétsiny spole¢nosti. Pocet zdravych jedincu
je minimdlni. V SF siti se nemoc opét rozsiii v poc¢atecnich fazich vyvoje
systému velmi rychle, tézko dosazitelné vrcholy vsak stédle zustavaji nenakazené,
coz vyrazné snizuje zlomek infekcénich jedincu.

6Tfm je mysleno, Ze se posledn{ infekén{ jedinec uzdravil difve nez chorobu stihl pfedat. Tim
se nemoc jiz nevyskytuje nikde v systému.

17To ostatné mizeme vidét z histogramu m

18Pravé parametr o ndm udava miru pfenositelnosti nemoci.
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4.2 Rozlozeni vah a simulace na ohodnocené siti

Nez ptrejdeme k simulacim na ohodnocenych grafech, je nutné si rozmyslet, jak
pritazovat hranam vahy. Z kapitoly o letistich a konkrétné z histogramu [10(c)| je
vidét, ze rozlozeni samotnych vah muzeme aproximovat pomoci exponencialniho
rozdéleni.

Jelikoz existuje korelace mezi vdhou hrany a pruméru stupnu jejich vrchola,
nemuzeme pritazovat vahy z exponencialniho rozdéleni libovolnym hranam. Abychom
ukazali tento podstatny rozdil, porovname simulace s nahodné rozlozenymi va-
hami a simulace s konkrétnimi vahami z dat.

Nejprve provedeme simulace s ndhodnym pfifazenim vah. Vybereme stiedni
hodnotu exponencialniho rozdéleni, kolem které chceme mit rozvrzené vahy. Déle
jiz jen ndhodné z takového rozdéleni vybirdme vahy jednotlivym hrandm. Apli-
kujeme-li tento postup na SF siti se stfedni hodnotou vah (w) = 1 dostavame
vysledky velmi podobné tém v ptedchozi kapitole.

— S

06 |

10 15 x 5 10 15 10
t t t

(a) a=0.1 (b) =0.5 (¢c) a=0.9
Obrazek 15: Simulace na SF siti s nadhodné rozdanymi vahami hran.

Jelikoz nase data o letistich maji ohodnocené hrany, muzeme vysledky simu-
lace, ktera nahodné rozdéluje vahy, porovnat se simulaci na skutecnych vahach.

Musime si uvédomit, ze abychom dosli k porovnatelné simulaci, musime ska-
lovat vahy z redlnych dat tak, aby mély stejnou stfedni hodnotu, jakou jsme uzili
v predchozim pripadé, tj. (w) = 1. Pokud bychom tak neuéinili, museli bychom
zmeénit sttedni hodnotu trvani nemoci. Je jedno kterou velicinu budeme skélovat,
kone¢ny dusledek bude jen jina jednotka casu.

1
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(a) a=0.1 (b) =0.5 (¢) a=0.9
Obrazek 16: Simulace na SF siti s redlnymi vahami hran.

Pro takto upravend data jiz muzeme provést stejnou simulaci jako v predchozim
pripadé.
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Je naprosto ziejmé, ze prubéh na redlnych datech se kvalitativné lisi od
prubéhu na siti s ndhodné zvolenymi vahami hran. Vidét jsou oba dva dulezité
efekty SF siti. Prvnim z nich je rychlé rozsiteni nemoci v po¢atecnim stadiu, které
je v ptipadé na grafu [16]jesté podtrzeno tim, Ze vrcholy s vysokym stupném maji
mnoho hran s vysokymi vdhami. Druhym efektem je to, ze se nemoc tak snadno
nerozsiti do naprosté vétsiny spole¢nosti. V pripadé grafu[15|je to zpusobeno tim,
ze existuji tézko dosazitelné vrcholy s velmi malym stupném. Podivame-li se na
simulaci na redlnych datech na grafu[I6] je tento efekt podtrzen jesté tim, ze tyto
izolované vrcholy maji velmi nizké vahy hran.

Predchozi srovnani nas vede k dommnénce, ze vahy a stupné vrcholu spolu
néjakym zpusobem koreluji. Abychom ukézali zavislost vahy hrany na stupnich
jejich vrcholu vykreslime graf pro skutecéné rozlozeni vah z dat o letistich
a graf s rozlozenim vah v siti vygenerovaném nahodné pii jednom z béhu
simulace. Na svislé ose je vaha jednotlivych hran a na vodorovné ose aritmeticky
prumér piislusnych vrcholu konkrétni hrany.
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(a) Data o letistich s nafitovanou expo-(b) RozloZeni vah na grafu pfi jedné ze
nencialni funkei. simulaci.

Obrazek 17: Zavislost vahy hrany na prumérném stupni jejich vrcholu.

Je vidét, ze v pripadé realného rozlozeni vah z dat o letistich , hrany
s nizkou vahou z pravidla spojuji vrcholy s nizkym stupném. Zvysujeme-li vahu
hrany, zvysuje se i jeji prumérny stupen. S touto zménou se vSak poji i znacny rust
rozptylu. K ovéfeni korelace jsme vyuzili Spearmantiv korelaén{ koeficient™] [11]
a jednu ze statistickych funkei balicku scipy programovaciho jazyka Python. Ko-
relacni koeficient realného ptipadu je o1 ~ 0.640 a p-hodnota p; = 0.00, coz
ukazuje, ze hodnoty spolu skutecné koreluji.

Naproti tomu, v ptipadé, kdy jsme vahy pritazovali hrandm naprosto nahodné
zadna takova korelace nevznika . Korela¢éni koeficient je v tomto piipadé
02 =~ 0.007 a p-hodnota py = 0.54, coz znaci, ze data spolu skutecné nekoreluji.

Je tedy ztejmé, ze velmi zdlezi na vaze jednotlivych hran sité. Novy algoritmus
tuto vlastnost v tivahu bere. Na rozdil od toho [10] a jemu podobné ¢lanky tuto
vlastnost nijak nevysetiuji.

9Vice o Spearmanové korelaénim koeficientu v pifloze.
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5 Zaveér

V prvni ¢asti prace jsme shrnuli zaklady vyzkumu siteni epidemii ve spole¢nosti.
Déle jsme vytvorili zpusob simulace, ktery oddéluje vlastnosti choroby od vlast-
nosti topologie spolecnosti. Algoritmus vychazi primo z déju v lidské spole¢nosti,
jeho parametry jsou snadno zjistitelné a interpretovatelné. Pomoci néj jsme ukazali
nutnost nékterych vlastnosti, které tradicné uzivané algoritmy neuvazuji.

Dalsim ndmeétem ke studiu je jisté analyticky pohled na novy algoritmus.
Vyzvou muze byt hleddni aproximovanych ¢asovych feseni systému, nebo napfi-
klad hrani¢nich parametru, které zpusobuji vymizeni choroby.
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Prilohy

Metoda nejmensich ¢tverct

Metoda nejmensich ctvercu je statistickd metoda pro nalezeni vhodnych para-
metri 6 funkce hy(x), pro které funkce hy(x) nejvice vyhovuje namérenym datum,
tj. uspofadanym dvojicim (x, y )P}

Uvazujme piipad, kdy jsme namétili m dvojic (x,y) a zndme funkciy = hg(x),
které by hodnoty mély odpovidat. Zavadime tzv. cost function J(0):

1 m
J(0) = — D lho(xi) = ill?,
=1

jejiz hodnoty predstavuji cosi jako miru chyby, které jsme se dopustili volbou
urcitych parametru 6. Nejvhodnéjsi parametry funkce hy(x) budou tedy takova
Oopt, Pro ktera:

m@in J(0) = J(Oopt).

Pro redlny vypocet vhodnych parametri uzivame v praci optimalizované balicky
scipy programovaciho jazyka IPython [I], které jsou postaveny pravé na této
metodeé.

Exponencialni rozdéleni

Exponencidlni rozdéleni je spojité pravdépodobnostni rozdéleni, jehoz hustota
pravdépodobnosti je pro x > 0 dana rovnici:

flw) = Xe™,

kde A € R je parametr rozdéleni. My budeme v celé praci uzivat jinou paramet-
rizaci, kde budeme uzivat parametr 5 = A7!, tedy:

fla) = 57
Stiredni hodnota tohoto rozdéleni je:
1
(@) =~=68
Rozptyl:
Var(x) = % = B

Skutecnost, ze jsme vybrali hodnotu ¢ z exponencialniho rozdéleni s parametrem
f = (z) budeme znacit:

t ~ Exp(f).

20Naméfend data mohou byt, stejné jako parametry 6, celé vektory hodnot.
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Spearmantiiv korela¢ni koeficient

Pomoci Spearmanova korelacniho koeficientu [I1] muzeme mérit zavislost dvou
velicin pomoci pofadi obou veli¢in. Rikd nam, jak je silnd pifma (nepifma)
umeérnost mezi poradimi obou statistickych znaku. Vétsinou je znacen p, nebo
rs. Nabyva hodnot z intervalu (—1,1). Pokud je hodnota ¢ = 1, nebo o = —1,
jsou poradi veli¢in shodné, nebo presné opacna. Hodnota o = 0 nam na rozdil od
toho fika, ze hodnoty obou veli¢in spolu v tomto smyslu vubec nesouvisi.
Uvazujme dvojice dat, usporddané dvojice (z1,v1), .- ., (Zn, Yn). Tyto hodnoty
uspofddame podle velikosti a sefazend data oznacime (r.,,7y,), ..., (T, Ty, )-
Spearmanuv korelacni koeficient poté vypocteme jako standardni (Pearsonuv)
korela¢ni koeficient z poradi obou veli¢in, jez je mozné upravit do tvaru:

n

QZl_LZ(TﬂH_T%)'

=1
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