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ve společnosti
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Děkuji svému konzultantu Tomáši Fürstovi za obětavou pomoc při vedeńı mé
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Mým d́ık̊um nesmı́ uniknout ani jedna z osob, které mi pomáhaly s gramatic-
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Abstrakt:
I v dnešńı době společnost neustále pocit’uje potřebu bojovat proti nebezpečným
chorobám. Pod pojmem choroba si však můžeme představit i mnohem abstrakt-
něǰśı pojmy, jako je třeba módńı trend.

Ćılem práce je ukázat potřebu odděleńı vlastnost́ı topologie vztah̊u lid́ı ve spo-
lečnosti, kde se epidemie š́ı̌ŕı, a samotného charakteru choroby. T́ım zároveň uka-
zujeme velkou závislost výpočt̊u právě na struktuře společnosti.

Nejprve uvád́ıme základńı zp̊usoby modelováńı, a to jak deterministické, tak
stochastické. Ukazujeme tradičńı zp̊usoby simulaćı na komplexńıch śıt́ıch. Poté
představujeme nový algoritmus odděluj́ıćı vlastnosti śıtě od vlastnost́ı samotné
choroby.
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Úvod

Prvńı vážné pokusy o modelováńı vývoje epidemíı ve společnosti sahaj́ı do 18. sto-
let́ı. Od té doby se mnohokrát změnil pohled na tuto problematiku, potřeba zna-
losti dynamiky chorob však stále přetrvává. V dnešńım světě postiženém mnoha
snadno přenosnými chorobami, jako je AIDS, r̊uzné druhy chřipek, nebo SARS,
je stále nutné zkoumat do hloubky zákonitosti, které doprováźı přenos těchto ne-
moćı ve společnosti. Internet, ćılená reklama, š́ı̌reńı politického přesvědčeńı, to
vše jsou oblasti, na které se daj́ı velmi snadno aplikovat znalosti nabyté právě
studiem epidemíı.

Směr a zp̊usoby výzkumu v této oblasti se v pr̊uběhu dějin měnily. Na počátku
práce vysvětĺıme základńı zp̊usoby deterministického a stochastického modelováńı
v nereálné dokonale mı́sené tekutině, kde každý jedinec ovlivňuje stejnou měrou
jakéhokoliv jiného jedince. Poté se přesuneme na komplexńı śıtě, kam v dnešńı
době mı́̌ŕı většina zájmu vědc̊u. Pro komplexńı śıtě uvedeme nový zp̊usob simu-
lace, který odděluje vlastnosti śıtě od vlastnost́ı samotné choroby. Pomoćı něj
dále ukazujeme nutnost tohoto odděleńı a vybrané vlastnosti scale-free śıt́ı.

Všechny numerické výpočty a simulace byly prováděny v programovaćım ja-
zyku IPython [1] za použit́ı jeho známých baĺıčk̊u, např́ıklad scipy, numpy nebo
matplotlib.
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1 Fundamentálńı deterministické modely

Studujeme-li š́ı̌reńı choroby ve společnosti, nemuśıme se tolik zaj́ımat o bio-
logický pohled na nemoc. Neńı rozhoduj́ıćı, zda infikovaná osoba kašle, nebo
má vyrážku. Zaj́ımáme se pouze o stavy, v jakých se studovaný jedinec může
nacházet. Nejd̊uležitěǰśı pro nás tedy je, zda je osoba imunńı, infekčńı, nebo třeba
mrtvá. Tato abstrakce nám dává jednotný pohled na mnohem v́ıce, než jen lidská
onemocněńı. Můžeme studovat poč́ıtačové viry, rozvoj politických myšlenek nebo
zpráv ve společnosti pomoćı stejných nebo velmi podobných metod. Slovo

”
cho-

roba“ od této chv́ıle tedy budeme chápat v mnohem širš́ım smyslu. V celé práci
budeme pro jednoduchost už́ıvat převážně biologické názvoslov́ı i při popisu ne-
biologických systémů.

Prvńı, kdo se pokoušel matematicky modelovat epidemie, byl fyzik Daniel
Bernoulli [2]. V roce 1766 přǐsel se systémem popsaným diferenciálńımi rovnicemi.
Takovéto rovnice nám dovoluj́ı nahĺıžet na š́ı̌reńı nemoci jako na chemickou reakci
v dokonale mı́̌sené kapalině.

Před t́ım, než se začneme bavit o konkrétńıch zp̊usobech modelováńı epidemíı,
bychom je měli roztř́ıdit do několika kategoríı podle jejich pr̊uběhu. Nejprve defi-
nujeme stavy, ve kterých se osoba může nacházet. Na začátku je většina jedinc̊u
zdravá (susceptible, S). V tomto stavu nemůžeme nijak ovlivnit žádnou jinou
osobu, my sami však můžeme být nakaženi. Když nás někdo nakaźı, stáváme se
infekčńımi (infected, I) a můžeme nakazit ostatńı jedince. V některých mode-
lech se po nějakém čase dostaneme do fáze označované ṕısmenem R. Interpretace
tohoto stavu se lǐśı např́ıč jednotlivými modely. Někdy t́ım mysĺıme vyléčený (re-
covered), někdy imunńı (resistant), jindy mrtvý (dead). V každém př́ıpadě však
v tomto stavu nemůžeme nikoho ovlivnit a zároveň nikdo nemá jak ovlivnit nás.

Když nyńı známe základńı stavy, se kterými budeme pracovat, nic nám nebrá-
ńı udělat krok vpřed a definovat několik model̊u. Existuj́ı celkem čtyři základńı
modely (SI, SIS, SIR, SIRS), které pracuj́ı pouze se čtyřmi stavy definovanými
výše. Tyto procesy jsou popsány diferenciálńımi rovnicemi, ale je snadné napsat
algoritmy, které děje modeluj́ı přirozeněji než rovnice (společnost neńı dokonale
mı́sená kapalina). Jinými slovy, naše ńıže popsané modely jsou pouze popisy
zp̊usobu š́ı̌reńı choroby mezi lidmi a může na ně být nahĺıženo z v́ıce úhl̊u pohledu.
Plně vysvětĺıme chováńı jen pro některé modely, s jejichž znalost́ı si již snadno
představ́ıme modely zbývaj́ıćı.

1.1 Model SI

Tento model ř́ıká, že se nemoc může přenášet pouze z infikovaných jedinc̊u na
zdravé jedince. Žádnou jinou reakci nepovoluje. Obrázek 1 popisuje graficky tento
proces. Rychlost tohoto přenosu záviśı na parametru α konkrétńı choroby. Inter-

Obrázek 1: Diagram SI š́ı̌reńı choroby.

pretace parametru záviśı na úhlu našeho pohledu (algoritmus, dif. rovnice).
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Z biologického hlediska můžeme ř́ıct, že jakmile je člověk infikován, nikdy
se nevyléč́ı a v každém okamžiku může nakazit kohokoliv jiného. Tento model
odpov́ıdá např́ıklad š́ı̌reńı informace na základńı škole o tom, že Jež́ı̌sek neexistuje.

Tento model můžeme snadno reprezentovat systémem dvou diferenciálńıch
rovnic. Nejprve definujme počátečńı podmı́nky. Necht’ N je počet studovaných
lid́ı, nikdo nepřicháźı ani neodcháźı. V čase t = 0 je zde I0 infikovaných a S0

zdravých. Jelikož náš model pracuje pouze s těmito dvěma stavy, je zřejmé, že
S0 + I0 = N . Změńı-li se počet zdravých jedinc̊u, muśı se stejně velká změna
stát i u nakažených jedinc̊u. Definujme funkce času S(t), I(t), kde S(t) je počet
zdravých jedinc̊u a I(t) počet infikovaných jedinc̊u v čase t.1 Nyńı můžeme psát:

dS

dt
+

dI

dt
= 0. (1.1)

Podobně jako při chemických reakćıch je rychlost přenosu nemoci př́ımo úměrná
počtu nakažených i počtu zdravých osob (jejich obdobou budou v chemických
reakćıch koncentrace látek). Č́ım bude v́ıce zdravých a infekčńıch, t́ım rychleji se
nemoc bude přenášet. Nyńı již snadno naṕı̌seme rovnice, které toto popisuj́ı:

dS

dt
= −aSI

dI

dt
= aSI,

(1.2)

kde a je parametr určuj́ıćı rychlost š́ı̌reńı choroby.2 Vzhledem k tomu, že S(t) +
I(t) = N ⇒ S(t) = N − I(t), můžeme systém 1.2 přepsat do snadno řešitelné
podoby a naj́ıt řešeńı pouze pro I(t). Jelikož celkový počet studovaných jedinc̊u
N se neměńı, počet zdravých osob v čase t bude S(t) = N − I(t).

dI

dt
= aI(N − I) (1.3)

Nyńı vyděĺıme celou rovnici 1.3 celkovým počtem lid́ı N . Definujeme novou
proměnnou i(t) := I(t)

N
a parametr α := aN .

di

dt
= αi(1− i) (1.4)

Nyńı separujeme proměnné a dostáváme:

1

i(1− i)
di = α dt . (1.5)

Zde rozlož́ıme na parciálńı zlomky a integrujeme. Dı́ky naš́ı epidemiologické mo-
tivaci v́ıme, že ∀t : i(t) ∈ (0, 1) a proto můžeme snadno psát:

ln(i)− ln(1− i) = αt+ c. (1.6)

1Pro jednoduchost budeme, pokud neuvedeme jinak, bez daľśıch připomı́nek už́ıvat ṕısmena
S, I jako funkce času definované výše.

2Toto je analyticky snadno řešitelná soustava, rovnice jiných model̊u však tak snadné nejsou.
Většinou analytické řešeńı v̊ubec nemaj́ı.
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Po několika algebraických úpravách nacháźıme pěkný vztah pro i(t).

i(t) =
eαt+c

1 + eαt+c
(1.7)

Nyńı po porovnáńı 1.7 s počátečńımi podmı́nkami snadno dostaneme hodnotu
integračńı konstanty c, a tedy i přesný počet infikovaných osob v jakémkoliv čase
t:

i(t) =
i0eαt

i0(eαt − 1) + 1
, (1.8)

kde io = I0
N

.

Obrázek 2: Numerické řešeńı rovnice 1.3 pro α
.
= 4.7 a i0

.
= 0.06.

Model SI neńı př́ılǐs komplikovaný. Jak můžeme vidět z grafu 2, po nějaké
době je většina lid́ı infikovaná. Můžeme snadno ukázat, že pro t → ∞ model
předpov́ıdá i(t) → 1. To znamená, že po dostatečně dlouhé době je každý ve
studované skupině infikovaný.

1.2 Model SIR

Model SIR je trochu v́ıce komplikovaný než model SI, ale hod́ı se pro jiné cho-
roby, např́ıklad neštovice. Proces infikováńı a možnosti zdravých jedinc̊u jsou
stejné jako v modelu SI. Jediný rozd́ıl je v tom, že po nějaké době se infikovańı
jedinci stávaj́ı mrtvými/imunńımi – jednoduše už nijak neovlivňuj́ı studovanou
společnost. Tento proces záviśı na parametru β. Graficky je znázorněn diagra-
mem 3.

Obrázek 3: Diagram SIR š́ı̌reńı nemoci.

Neńı d̊uležité jak pojmenujeme stav R, jediná rozhoduj́ıćı skutečnost je, že
v tomto stavu jedinec nemůže nikoho ovlivnit a nikdo nemůže nijak ovlivnit jeho.

Můžeme snadno odvodit rovnice popisuj́ıćı tento proces. Použijeme stejnou
notaci jako u SI modelu, kterou intuitivně rozš́ı̌ŕıme o několik nových pojmů.
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Je zřejmé, že pro SIR bude platit podobný vztah jako pro SI plat́ı 1.1, tedy že
v pr̊uběhu pozorováńı je celkový počet osob konstantńı.

dS

dt
+

dI

dt
+

dR

dt
= 0. (1.9)

Na rozd́ıl od SI máme tři možné stavy, tedy potřebujeme tři rovnice. Stejně tak je
nutné snižovat počet osob ve stavu I a zvyšovat počet osob ve stavu R rychlost́ı,
která záviśı na počtu infikovaných osob a parametru β. Náš systém tedy vypadá
takto:

dS

dt
= − aSI

dI

dt
= aSI − βI

dR

dt
= βI.

(1.10)

Problémem je, že tato soustava diferenciálńıch rovnic neńı analyticky řešitelná.
I přesto však můžeme odvodit některé zaj́ımavé vlastnosti systému. Nejprve
přeṕı̌seme soustavu 1.10 do užitečněǰśı podoby. Vyděĺıme ji celkovým počtem stu-
dovaných lid́ı N a definujeme nové proměnné s(t) = S(t)

N
, i(t) = I(t)

N
, r(t) = R(t)

N

a parametr α = aN . Parametr β z̊ustává stejný.

ds

dt
= − αsi

di

dt
= αsi− βi

dr

dt
= βi.

(1.11)

Je zřejmé, že pro i0 = 0 je s(t) = s0, i(t) = i0 = 0, r(t) = r0. Proto uvažujme
i0 > 0 a r0 = 0 3. Dı́ky naš́ı biologické motivaci v́ıme, že α > 0, β > 0. Nyńı, je
zřejmé, že ds

dt
< 0, dr

dt
> 0, proto je počet zdravých jedinc̊u vždy klesaj́ıćı a portrét

imunńıch jedinc̊u vždy rostoućı. Zákonitosti pro di
dt

= αsi−βi jsou v́ıce zaj́ımavé.

Můžeme vidět, že pro s > β
α

je počet infikovaných rostoućı, pro s = β
α

konstantńı a

pro s < β
α

klesaj́ıćı. To znamená, že je-li počátečńı počet zdravých jedinc̊u s0 <
β
α

,
potom i(t) je stále klesaj́ıćı. To vše je pěkně vidět z fázového portrétu proměnných
s a i. Můžeme snadno odvodit jeho exaktńı tvar z rovnice 1.11. Ekvivalentńımi
úpravami ji transformujeme do podoby:

dt =− ds

αs i

dt =
di

αs i− βi
,

(1.12)

dále:

− ds

αs i
=

di

αs i− βi
. (1.13)

3Imunńı jedinci neovlivňuj́ı nijak systém, můžeme tedy bez újmy na obecnosti položit r0 = 0.
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Po separováńı proměnných, integraci a nalezeńı integračńı konstanty z počátečńıch
podmı́nek dostáváme implicitńı předpis pro i(s), tedy náš fázový portrét.

i(s) =
β

α
ln(s)− s − β

α
ln(s0) + 1 (1.14)

Z fázového portrétu 4, vid́ıme, že existuje lokálńı maximum. Po porovnáńı di
ds

s nulou snadno dokážeme, že se nacháźı v bodě s = β
α

. Z rovnice 1.14 můžeme

spoč́ıtat přesnou hodnotu max(i) = i(β
α

), ta však nemá př́ılǐs hezký tvar.

Obrázek 4: SIR fázový portrét pro α = 0.8, β = 0.2 a i0 = 0.053.

1.3 Model SIRS

Model SIRS je o něco komplikovaněǰśı než SIR, ale v́ıce se hod́ı pro jiné choroby,
např́ıklad pro chřipku. V diagramu 5 můžeme pozorovat chováńı tohoto modelu.
Ř́ıká nám, že můžeme být v jednom ze tř́ı stav̊u: zdravý, infekčńı nebo imunńı.

Obrázek 5: Diagram SIRS š́ı̌reńı nemoci.

Proces infikováńı je stejný jako u SIR modelu, ale po nějaké době, kdy jsme
imunńı, se znovu stáváme zdravými a nakazitelnými. Tato transformace záviśı na
parametru γ.

Stejně snadno jako pro SIR a SI modely můžeme odvodit systém diferenciál-
ńıch rovnic i pro SIRS. Vyjděme z rovnice 1.10 pro SIR a přidejme změnu z R do
S, která záviśı na počtu imunńıch jedinc̊u a parametru γ. Přepǐsme však rovnou
celou soustavu do podoby po vyděleńı celkovým počtem sledovaných jedinc̊u:

ds

dt
= γr − αsi

di

dt
= αsi− βi

dr

dt
= βi− γr.

(1.15)
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Stejně jako v př́ıpadě SIR toto neńı analyticky řešitelný systém. Můžeme o něm
však ř́ıct některé užitečné informace.

Tento systém má jeden triviálńı stabilńı stav i = 0. Je zde však zaj́ımavěǰśı
netriviálńı stabilńı stav. Polož́ıme-li ds

dt
= di

dt
= dr

dt
= 0 a uváž́ıme, že s(t) + i(t) +

r(t) = 1, obdrž́ıme následuj́ıćı soustavu nelineárńıch algebraických rovnic:

γr − αs i = 0

αs i− βi = 0

βi− γr = 0.

(1.16)

Po jej́ım vyřešeńı dostáváme netriviálńı stacionárńı řešeńı:

s =
β

α

i =
γ(α− β)

α(γ + β)

r =
β(α− β)

α(γ + β)
,

(1.17)

které názorně ukazuje graf 6(a). Uvědomme si, že soustavu jsme řešili jen pro

(a) α = 0.7, β = 0.2, γ = 0.05 (b) α = 0.6, β = 0.7, γ = 0.05

Obrázek 6: Numerické řešeńı SIRS systému 1.16 pro i0 = 0.1, r0 = 0.

takové α, β, γ, pro které se hodnoty s, i, r nacháźı v intervalu (0, 1). Uvažujeme-li
totiž β > α, podle 1.17 by jistě s > 1 a i < 0, což očividně neńı možné. Je však
zřejmé, že pro β > α nemoc vymı́rá, tedy s → 1 a zároveň i → 0. To můžeme
vidět v grafu 6(b).

Zaj́ımavé informace lze zjistit také z fázového diagramu proměnných i a
s. Bohužel jej neńı možné odvodit analyticky, lze jej však snadno numericky
dopoč́ıtat. V grafech 7 vid́ıme fázové portréty se stejnými parametry jako jsou
v grafu 6, avšak pro r̊uzné počátečńı podmı́nky. Povšimněme si, že výsledný stav
systému skutečně nezáviśı na hodnotách s0, i0. Na obou obrázćıch jsou diagramy
postupně pro i0 = 0.2, i0 = 0.4, i0 = 0.6, i0 = 0.8. V př́ıpadě α > β, tedy 7(a), se

hodnoty s, i dostávaj́ı do stacionárńıho stavu se souřadnicemi s = β
α
, i = γ(α−β)

α(γ+β)
.

V př́ıpadě, kdy je β > α, tedy 7(b), nemoc vymı́rá a směřuje do stavu s = 1, i = 0.
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(a) α = 0.7, β = 0.2, γ = 0.05 (b) α = 0.6, β = 0.7, γ = 0.05

Obrázek 7: Fázový portrét SIRS systému 1.16 pro r0 = 0 a i0 postupně i0 =
0.2, i0 = 0.4, i0 = 0.6, i0 = 0.8.

2 Stochastický př́ıstup

Je jistě zřejmé, že š́ı̌reńı nemoci ve společnosti nefunguje stejně deterministicky
jako systém popsaný obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi představený v před-
choźı kapitole. Lidé se nepotkávaj́ı po přesně daných intervalech času, ani neńı
jisté, že při každém setkáńı si chorobu předaj́ı. Stejně tak se může stát, že potkáme
naprosto náhodně jedince, který nás nakaźı, aniž bychom s ńım byli v nějakém
pravidelném kontaktu. To byl jeden z hlavńıch d̊uvod̊u vzniku nových pravděpo-
dobnostńıch implementaćı základńıch model̊u.

2.1 Přechod k exponenciálńımu rozděleńı

Pro jednoduchost a pochopeńı základńıch princip̊u nejprve vytvořme simulaci
v dokonale mı́seném prostřed́ı, tedy bez jakýchkoliv ohled̊u na topologii vztah̊u
společnosti.

Pokusme se tedy nějakým zp̊usobem zakomponovat náhodu do našeho modelu
SIS. V textu ńıže budeme dále definovat pravděpodobnosti několika událost́ı,
které označ́ıme malými ṕısmeny p s r̊uznými indexy. Pod zápisem s velkým
ṕısmenem P [A] však chápeme pravděpodobnost obecného jevu A. Zaved’me pro-
měnné S(t), I(t), R(t) stejným zp̊usobem jako dř́ıve. Uvažme malý element času
dt. Vı́me, že I(t) je počet nakažených v čase t. Potom stav systému v čase t+ dt
může být následuj́ıćı4:

1. pokud dojde k jedné nákaze: I(t + dt) = T (t) + 1, tuto události budeme
značit I+;

2. pokud dojde k jednomu uzdraveńı5: I(t + dt) = T (t) − 1, tuto události
budeme značit I−.

4Stejným zp̊usobem funguje náhodná procházka na 1D ose.
5Uzdraveńım v SIS modelu je myšlen přechod ze stavu I zpět do stavu S.
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Žádný jiný děj v SIS modelu nemůže pro dostatečně malé dt proběhnout. Vši-
mněme si, že zat́ım neřeš́ıme, kdo se uzdravil, nebo nakazil. Uvažujeme, že se
nakazila 1/N celkové skupiny sledovaných jedinc̊u, kde N je počet osob.

Hledejme nyńı pravděpodobnost, že za čas dt dojde k nákaze, tedy k ději
I+, označme ji p+. Aby došlo k nákaze, muśı se setkat nakažený jedinec se
zdravým jedincem. Pravděpodobnost, že tato situace nastane, je jistě úměrná

”
koncentraćım“ jednotlivých stav̊u ve sledovaném souboru. Pod t́ımto chemickým

názvoslov́ım se neskrývá nic jiného než pod́ıl, kterým je konkrétńı stav zastoupen
ve zkoumaném systému, tedy S

N
a I
N

. Nezapomı́nejme, že S a I jsou funkce času,
tento pod́ıl tedy nebude v čase konstantńı. Zaved’me opět obdobné značeńı pro
koncentrace jako v prvńı kapitole: s(t) := S(t)

N
, i(t) := I(t)

N
. Pravděpodobnost, že

se dva jedinci s těmito stavy potkaj́ı, je S
N
· I
N

= si. Je zřejmé, že p+ bude dále
úměrné elementu času dt a přenosové rychlosti α. Ta v tomto př́ıpadě představuje
pravděpodobnost, že se infekce při setkáńı nakazitelného a infekčńıho přenese
za čas dt. Má tedy jednotku [α] = 1/s. Nyńı již snadno dostáváme p+(t) tedy
pravděpodobnost, že mezi časem t a t+ dt se jedna osoba nakaźı6

p+(t) = P [I+] = dt αs(t)i(t). (2.1)

Obdobně odvod́ıme pravděpodobnost, že se mezi časem t a t+ dt jedinec uzdrav́ı
p−(t), tedy proběhne děj I−. Tento děj záviśı na parametru β, s obdobnou inter-
pretaćı a stejnou jednotkou jako α a koncentraci nakažených I

N
= i.

p−(t) = P [I−] = dt βi(t) (2.2)

Jelikož v modelu SIS uvažujeme jen tyto dva děje, můžeme snadno dopoč́ıtat
pravděpodobnost, se kterou se mezi časem t a t + dt nic nestane, tedy nikdo
nebude nakažený a nikdo se neuzdrav́ı:

pnic(t) = 1− p+(t)− p−(t). (2.3)

Pokusme se nyńı naj́ıt pravděpodobnost, že po dobu T se nic d́ıt nebude a ihned
potom v čase t + T se něco stane, tedy někdo se nakaźı nebo uzdrav́ı. Tuto
pravděpodobnost označme p(T ). Uvědomme si však, že záviśı i na počátečńım
čase t na kterém implicitně záviśı koncentrace. Pro jednoduchost však tento pa-
rametr psát nebudeme. Jelikož jsou děje I+ a I− disjunktńı, pravděpodobnost, že
se stane alespoň jeden z nich je P [I+∨I−] = (p+ +p−). Rozdělme si časový úsek
T na M element̊u času ∆t, tedy T = M∆t. Nyńı tedy M časových krok̊u z̊ustává
systém ve stejném stavu a poté se stane jedna z možných událost́ı. To znamená,
že se M -krát stane děj s pravděpodobnost́ı pnic. Jelikož jde o M nezávislých děj̊u,
které však muśı všechny nastat v konjunkci, pravděpodobnost, že se tak stane je
(pnic)M . Dále tedy již snadno:

p(T ) =
(
pnic
)M

(p+ + p−) =

=
(
1− p+ − p−

)M
(p+ + p−).

(2.4)

6Muśıme si uvědomit, že tato pravděpodobnost záviśı implicitně na čase, nebot’ je závislá
na koncentraćıch, které jsou proměnnými času, proto ṕı̌seme p+(t). U koncentraćı, tedy hodnot
s(t), i(t), nebudeme pro jednoduchost vždy argument s časem psát.
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Pro přehlednost označme ω(i) = αsi+ βi = αi(1− i) + βi. Je funkćı koncentrace
nakažených, tedy funkćı času7. Nyńı substituujme rovnici 2.4 s rovnicemi 2.1, 2.2
a dostáváme:

p(T ) = (1−∆tαsi−∆tβi)M (dt αsi+ dt βi) =

= (1− ω(i)∆t)M ω(i) dt
(2.5)

Přeṕı̌seme-li nyńı element ∆t v závorce podle našeho děleńı času T , dostáváme:

p(T ) =

(
1− ω(i)T

M

)M
ω(i) dt . (2.6)

Z tohoto tvaru již snadno [3] limitně pro M → +∞:

lim
M→+∞

p(T ) = dt ω(i)e−ω(i)T . (2.7)

Naše pravděpodobnost p(T ) toho, že po čas T se nic d́ıt nebude a poté se ihned
něco stane, má tedy zřejmě exponenciálńı rozděleńı s parametrem ω závislým na
koncentraci infekčńıch jedinc̊u.

Tato znalost nám dovoluje sestrojit jednoduchý algoritmus simuluj́ıćı š́ı̌reńı
nemoci v dokonale promı́chané společnosti. T́ım, že je postaven na náhodných
událostech, je opět o něco bĺıže skutečnosti, než jsou deterministické modely
uváděné v předchoźı kapitole.

Pro pravděpodobnosti p+(t), p−(t) plat́ı, že p+(t)+p−(t) < 1. Nyńı však v́ıme,
že mezi časem T a časem T + dt jeden z děj̊u nastane určitě. Zaved’me tedy nové
pravděpodobnosti q+(t), q−(t), pro které muśı být q+(t)+q−(t) = 1. Dále chceme

zachovat vzájemný poměr p̊uvodńıch pravděpodobnost́ı, plat́ı tedy i p+(t)
p−(t)

= q+(t)
q−(t)

.

Nyńı můžeme snadno tyto dvě rovnice řešit pro neznámé q+(t), q−(t). Výsledné
hodnoty budou zřejmě naše hledané pravděpodobnosti.

Data: Počátečńı podmı́nky, tj. N , I0, parametry α, β, dále počátečńı čas
t0 = 0 a čas tmax, kdy chceme simulaci ukončit.

1 t := t0;
2 while t < tmax do
3 vybereme čas T z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem ω(i);
4 vybereme náhodné x ∈ (0, 1);
5 if x < q+(t) then
6 s := s − 1/N;
7 i := i+ 1/N;

8 else
9 s := s + 1/N;

10 i := i− 1/N;

11 end
12 t := t+ T

13 end
Algoritmus 1: Algoritmus SIS simulace.

Tento algoritmus simuluje š́ı̌reńı choroby typu SIS ve společnosti. Př́ıkazy na
řádćıch 4, 5, 8 zajǐst’uj́ı pouze výběr mezi t́ım, zda bude jeden jedinec infikován,
nebo vyléčen.

7Pro přehlednost však budeme už́ıvat i tvar bez argumentu ω(i).
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Celkem snadno bychom mohli už́ıvat algoritmus, ve kterém bychom každý
časový element dt vybrali jednu ze tř́ı možných variant p+, p−, pnic. Problém je
však v tom, že pnic(t) � p+(t), a samozřejmě také pnic(t) � p−(t). V drtivé
většině př́ıpad̊u bychom tedy vybrali pnic. Proto nám přechod na exponenciálńı
rozděleńı pro velmi malé dt výrazně šetř́ı strojový čas.

Obdobným zp̊usobem by se daly vytvořit algoritmy i pro ostatńı modely.
Našim ćılem však bylo ukázat odvozeńı výběru tzv. waiting time z exponenciál-
ńıho rozděleńı.

2.2 Stochastický př́ıstup vs. determinismus

To, že stochastický př́ıstup je o něco reálněǰśı než ten deterministický, je snad
jasné již z úvodu této kapitoly. Nyńı však ukážeme, že provád́ıme-li stochastické
simulace v dokonale mı́sené společnosti, jsme schopni jej s dostatečnou přesnost́ı
přirovnat k deterministickému modelu. T́ım snad přibĺıž́ıme nutnost modelováńı
na komplexńıch śıt́ıch, kterou osvětĺıme v kapitole následuj́ıćı.

Pro jednoduchost budeme dále pracovat s modelem SI představeném v sek-
ci 1.1 a algoritmem 2 představeným ńıže.

Data: Počátečńı podmı́nky, tj. N , I0, parametr α, dále počátečńı čas
t0 = 0.

1 t := t0;
2 while i < 1 do
3 vybereme čas T z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem ω(i);
4 i := i+ 1/N;
5 t := t+ T

6 end
Algoritmus 2: Algoritmus SI simulace.

T́ımto algoritmem jsme spoč́ıtali celkem 100 simulaćı, vždy deset simulaćı pro
deset hodnot argumentu αexp = 0.1, 0.2, ..., 1.0. Počátečńı podmı́nky pro všechny
simulace byly N = 1000, I0 = 10. Dále jsme simulovaná data fitovali pomoćı
metody nejmenš́ıch čtverc̊u rovnićı 1.8. T́ım jsme našli jednotlivé hodnoty para-
metr̊u αdif deterministického systému, které nejv́ıce vyhovuj́ı parametr̊um daným
ve stochastickém modelu.

Obrázek 8: Závislost parametr̊u deterministického a stochastického modelu.
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Na grafu 8 jsou na vodorovné ose jednotlivé hodnoty parametr̊u αexp, které
byly použity při výpočtu pomoćı algoritmu 2. Tečky jsou nejvhodněǰśı parame-
try αdif diferenciálńıho systému pro jednotlivé běhy algoritmu nalezené metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u.

Můžeme si povšimnout, že pro zvyšuj́ıćı se αexp se zvyšuje i rozptyl nalezených
hodnot αdif . Relativńı přesnost je konstantńı, když však αexp roste, zvětšuje se
absolutńı přesnost, tedy rozptyl.

Jde vidět, že nalezené hodnoty si dobře odpov́ıdaj́ı, nemaj́ı velký rozptyl. Jde
tedy ř́ıci, že diferenciálńı systém a náš stochastický algoritmus budou v tomto
př́ıpadě dávat podobné výsledky. O tom se můžeme přesvědčit i z grafu 9 závislosti
zlomku infekčńıch jedinc̊u na čase.

Obrázek 9: Graf závislosti zlomku infekčńıch jedinc̊u na čase ve stochastickém a
deterministickém pojet́ı modelu SI.

I přesto jsou stochastické modely v dokonale mı́seném prostřed́ı o něco reálněǰśı
než deterministické modely. Nejv́ıce se to ukazuje při modelováńı chorob typu
SIS, nebo SIRS, které nejsou v čase monotónńı. Ukazuje se, že v takových
př́ıpadech může choroba úplně vymř́ıt, což nám deterministické modely nedovo-
luj́ı. Úkolem této kapitoly je však ukázat, že ani modely zahrnuj́ıćı náhodu nejsou
dokonalé. Pro reálněǰśı výsledky bychom se měli přesunout z dokonale mı́seného
prostřed́ı na komplexńı śıtě s reálněǰśı topologíı vztah̊u.

3 Modely na komplexńıch śıt́ıch

Komplexńı systém si můžeme představit jako množinu mnoha bod̊u, kde některé
body jsou navzájem propojeny. Když se pod́ıváme na mapu, každé město za-
znač́ıme jako bod (tečku) a každou silnici spojuj́ıćı města zakresĺıme rovnou
př́ımkou, dostáváme komplexńı śıt’. Stejně tak mohou fungovat křižovatky a
silničńı śıt’, propojeńı poč́ıtač̊u v LAN śıti, nebo např́ıklad letǐstě a př́ımé spoje
mezi nimi. Komplexńı śıtě mohou představovat ale i o něco abstraktněǰśı pojmy.
Můžeme zkoumat vědecké články a citace v nich uváděné, World Wide Web a
odkazy na jednotlivých stránkách. Zaj́ımavou śıt́ı je také systém přátelstv́ı mezi
lidmi, kde jedinec je vrchol a pravidelný kontakt hrana śıtě.

Jak je zřejmé z předchoźıho odstavce, při studiu komplexńıch śıt́ı je hojně
už́ıváno matematických poznatk̊u a názvoslov́ı teorie graf̊u. I my budeme v daľśı
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části textu často zaměňovat např́ıklad slovo jedinec se slovem vrchol. Stejně tak
budeme pod hranou chápat vzájemný kontakt dvou vrchol̊u/jedinc̊u.

Přesněji řečeno, komplexńı śıt’ je tedy množina vrchol̊u a množina hran8, která
reprezentuje topologii nějakého systému.

Při modelováńı v této kapitole budeme ve většině př́ıpad̊u chápat vrcholy śıtě
jako jedince a hrany jako jejich vzájemný vztah, tedy např́ıklad to, že se jednou za
čas setkaj́ı. Muśıme si ale uvědomit, že při modelováńı nám nejde o to zjistit, kdy
bude jaký člověk nakažen, ale sṕı̌se o nalezeńı obecného chováńı modelu. Nezálež́ı
tedy na tom, jestli si pod vrcholy představujeme velká letǐstě a za

”
setkáńı“

dvou vrchol̊u přelet jednoho letadla s mnoha lidmi, nebo vrcholy považujeme za
jednotlivé jedince a setkáńım mysĺıme jakoukoliv př́ıležitost předáńı choroby.

3.1 Klasifikace śıt́ı

Je kĺıčové si uvědomit, že topologie śıtě hraje jednu z nejd̊uležitěǰśıch roĺı při
š́ı̌reńı choroby. Abychom mohli strukturu śıtě zkoumat, zaved’me stupeň vrcholu
k jako počet hran vycházej́ıćıch z vrcholu k.

Abychom mohli studovat procesy na komplexńıch śıt́ıch, je často potřeba si
vytvořit vlastńı umělou śıt’, která bude mı́t podobné vlastnosti jako nějaká reálná
śıt’. Často už́ıvaný algoritmus pro tvorbu náhodných graf̊u je založen na tzv.
Erdős–Rényiho modelu [4, 5], dále jen ER. Tento zp̊usob generováńı náhodných
graf̊u tvoř́ı śıtě, ve kterých maj́ı stupně vrchol̊u exponenciálńı rozděleńı. Pro grafy
vygenerované touto metodou označme pk pravděpodobnost, že vrchol má stupeň
k. Potom plat́ı:

pk =
〈k〉k

k!
e−〈k〉, (3.1)

kde 〈k〉 je pr̊uměrný stupeň vrchol̊u v celém grafu.
Ukazuje se však, že stupně vrchol̊u reálných śıt́ı nemaj́ı exponenciálńı rozděleńı,

ale sṕı̌se mocninné (power law) rozděleńı [8, 7]. Proto se pro modelováńı š́ı̌reńı cho-
rob v posledńı době už́ıvá sṕı̌se tzv. scale-free model, dále jen SF. Pravděpodobnost,
že bude mı́t vrchol stupeň k je pro SF [4, 5]:

pk = Ck−γ, (3.2)

kde γ > 0 je parametr určuj́ıćı mı́ru propojenosti a C pouze normalizačńı kon-
stanta. Normalizačńı konstanta C zajǐst’uje, aby

∑K
k=1 pk = 1, můžeme ji tedy

snadno odvodit. Pro snazš́ı značeńı budeme už́ıvat běžnou definici Reimannovy
funkce zeta [9] ζ(s) =

∑∞
k=1 k

−s:

∞∑
k=1

pk = C

∞∑
k=1

k−γ = Cζ(γ). (3.3)

Odtud již snadno dostáváme C = 1/ζ(γ), tedy

pk =
k−γ

ζ(γ)
. (3.4)

8Pod hranou je v tomto př́ıpadě myšlena dvojice vrchol̊u. V celém textu budeme uvažovat
pouze neorientované hrany, tedy neuspořádané dvojice vrchol̊u. Vı́ce o využit́ı teorie graf̊u
v komplexńıch śıt́ıch se můžeme doč́ıst v [4, 5]
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Rozd́ılem SF śıt́ı od ER śıt́ı je převážně to, že umožňuje vytvářet vrcholy s velmi
vysokým stupněm.

V práci budeme použ́ıvat také grafy s umělou topologíı. Takovéto śıtě nemaj́ı
strukturu ani zdaleka podobnou lidské společnosti, maj́ı však zaj́ımavé vlastnosti,
které se mohou hodit pro testováńı r̊uzných hypotéz. Nejprve zavedeme plně
propojený graf, tj. graf s n vrcholy ve kterém každý vrchol má stupeň přesně
n− 1, je tedy propojen se všemi ostatńımi vrcholy.

Dále v práci budeme už́ıvat tzv. čtvercovou śıt’. To je graf ve kterém má každý
vrchol stupeň právě čtyři. Je potřeba si uvědomit, že nejde o

”
tradičńı čtverec“,

v tom by
”
okrajové vrcholy“ neměly stupeň čtyři. Každý okrajový vrchol spoj́ıme

s jiným okrajovým vrcholem, č́ımž dosáhneme toho, že všechny vrcholy maj́ı
stupeň čtyři. Nyńı trochu přesněji. Uvažujme graf G(V,E), kde V je množina
vrchol̊u a E množina hran. Počet vrchol̊u, tedy velikost množiny V , zvolme tak,
aby |V | = n2, kde n ∈ N. Vrcholy označme postupně č́ısly 1, . . . , n2. Označme Ek
množinu hran vrcholu k, poté plat́ı:

Ek = {(k, k − 1 mod n2), (k, k + 1 mod n2), (k, k − n mod n2), (k, k + n mod n2)}.
(3.5)

Neńı nutné naprosto přesně chápat definici tohoto grafu. Stač́ı si představit
čtverec tvořený vrcholy, kde každý vrchol má stupeň čtyři.

3.2 Śıt’ světových letǐst’

K dispozici jsme měli data obsahuj́ıćı mnoho informaćı o největš́ıch světových
letǐst́ıch. Obsahuj́ı přesně 702 letǐst’ a 8152 spoj̊u, tedy hran grafu. Každá hrana je
ohodnocena hodnotou, která udává počet letadel, která přeletěla za určitý časový
interval. Středńı hodnota těchto hran je 0.112. To jsou právě data, která budeme
při daľśıch výpočtech potřebovat. Z histogramu 10(b) si povšimněme, že skutečně

(a) Śıt’ světových letǐst’. (b) Histogram stupň̊u vrchol̊u. (c) Histogram vah.

Obrázek 10

většina vrchol̊u má malý stupeň. I přesto však existuj́ı vrcholy s několikanásobně
větš́ım stupněm. Takovéto vrcholy jsou označován jako hubs a hraj́ı významnou
roli v epidemiologických modelech. Pokud je takovýto hub, který je propojen
s mnoha daľśımi vrcholy, infikován, nemoc se rozš́ı̌ŕı mezi mnoho daľśıch vrchol̊u.
Bude mı́t mnohem větš́ı vliv na vývoj celého systému než vrchol s pr̊uměrným
stupněm. Př́ıkladem takovýchto vrchol̊u v lidské společnosti jsou např́ıklad pro-
davači, stevardi, zdravotnický personál, tedy lidé, kteř́ı se setkávaj́ı v pr̊uběhu
dne s mnoha daľśımi jedinci.
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Odstrašuj́ıćım př́ıkladem tohoto efektu může být př́ıběh HIV pozitivńıho ste-
varda Gaëtana Dugase [6]. Za sv̊uj život podle všeho vystř́ıdal až 2500 sexuálńıch
partner̊u z celého světa, č́ımž výrazně napomohl š́ı̌reńı AIDS v 80. letech 20.
stolet́ı.

Jak jsme již zmı́nili, naše data obsahuj́ı i váhy jednotlivých hran grafu, jejich
histogram je vykreslen na obrázku 10(c). Tyto váhy maj́ı exponenciálńı rozděleńı.
Představuj́ı počet letadel, která mezi letǐsti přeletěla za určitý časový interval.
Pokud bychom chtěli odhadnout, jak dlouho bude hrana čekat, než po ńı prolet́ı
letadlo, muśıme uvažovat převrácenou hodnotu této hrany. Tedy č́ım větš́ı bude
mı́t hrana váhu, t́ım v́ıcekrát po ńı za jeden časový interval prolet́ı letadlo a
t́ım kratš́ı čas bude čekat na pr̊ulet daľśıho letadla. Těchto poznatk̊u využijeme
v daľśıch částech práce.

3.3 Tradičńı SIS algoritmus na komplexńı śıti

Jak jsme se snažili ukázat, pro modelováńı š́ı̌reńı choroby je potřeba pracovat na
śıt́ıch a brát v úvahu jejich topologii. Nejprve ukažme princip simulace, která je
už́ıvána v článku [10]. Poté představ́ıme námi už́ıvanou simulaci, která přináš́ı
odlǐsný pohled na věc. I přes to, že ve výše zmiňovaném článku je popsaný algo-
ritmus pro simulace typu SIR, budeme popisovat simulaci typu SIS, jelikož ji
budeme v následuj́ıćıch částech práce už́ıvat.

Uvažujme, že studujeme š́ı̌reńı choroby po neorientovaném grafu G(V,E), kde
V je množina vrchol̊u, tedy jedinc̊u a E množina hran, tedy vztah̊u dvou jedinc̊u.
Jelikož mluv́ıme o modelu SIS, vrcholy se v daném čase mohou nacházet právě
v jednom ze stav̊u S, nebo I. V počátečńım čase t0 = 0 je většina vrchol̊u ve stavu
S až na několik málo nakažených jedinc̊u, tedy vrchol̊u ve stavu I. Pokud je hrana
(i, j) ∈ E složena z jednoho vrcholu ve stavu S a jednoho vrcholu ve stavu I,
má vrchol ve stavu S pravděpodobnost α, že se za jednotku času stane infekčńım
(I). Každý vrchol ve stavu I má zároveň pravděpodobnost β, že se za jednotku
času vyléč́ı, tedy přejde do stavu S. Celý algoritmus poté běž́ı tak, že každou
jednotku času vybereme náhodně jeden nakažený vrchol, s pravděpodobnost́ı β
nastane událost uzdraveńı I−. Pokud tato událost nenastane, vybereme jednu
hranu spojuj́ıćı dva libovolné vrcholy S a I a s pravděpodobnost́ı α se nakazitelný
vrchol stane infekčńım. Jednotku času označme jako ∆t9.

Pro následuj́ıćı algoritmus označme I množinu nakažených vrchol̊u, S = V \I
množinu zdravých vrchol̊u a ESI = {(i, j) ∈ E; (i ∈ I ∧ j ∈ S) ∨ (i ∈ S ∧ j ∈ I)}
množinu hran spojuj́ıćı vrcholy ve stavu S a I. Prvky těchto množin se budou
v čase měnit. Je zřejmé, že ESI je jednoznačně určeno množinami I a E, v algo-
ritmu tedy nemuśıme provádět změny př́ımo množiny ESI , stač́ı provádět nutné
změny v množinách, na kterých je závislý.

9V článku [10] je voleno ∆t = 1/β.
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Data: Graf G(V,E), tj. množina vrchol̊u V a hran E. Počátečńı stav, tj.
množina na počátku nakažených vrchol̊u I0. Parametry α, β.
Jednotka času ∆t, počátečńı čas t0 = 0 a čas tmax, kdy chceme
simulaci ukončit.

1 I := I0;
2 t := t0;
3 while t < tmax do
4 t := t+ ∆t;
5 náhodně vybereme vrchol v ∈ I;
6 s pravděpodobnost́ı β se uzdrav́ı;
7 if je uzdraven then
8 I := I\{v};
9 S := S ∪ {v};

10 else
11 vybereme hranu e ∈ ESI , kde e = (i, j), jelikož jde o neorientovaný

graf, můžeme bez újmy na obecnosti uvažovat i ∈ S ∧ j ∈ I;
12 s pravděpodobnost́ı α se vrchol i nakaźı;
13 if je nakažen then
14 I := I ∪ {i};
15 S := S\{i};
16 end

17 end
18 aktualizujeme množinu ESI ;

19 end
Algoritmus 3: Tradičńı stochastický algoritmus SIS simulace na komplexńı
śıti.

V algoritmu nemáme proměnné, které by nám udávaly zlomek právě nakaže-
ných jedinc̊u, což je většinou právě informace, kterou hledáme. Můžeme ji snadno
źıskat tak, že každý časový interval zaṕı̌seme i := |I|

|V | .
Povšimněme si, že tento algoritmus dělá časové kroky konstantńı délky a

pokaždé dá nejprve možnost na uzdraveńı a až poté možnost na nakažeńı libo-
volně vybraného vrcholu. To se nemuśı jevit jako dostatečně odpov́ıdaj́ıćı realitě.
Právě ono libovolné vyb́ıráńı vrcholu, resp. hrany ze śıtě dělá snad největš́ı rozd́ıl
od našeho algoritmu popsaného v následuj́ıćı části.

3.4 Nový algoritmus

Pro následuj́ıćı algoritmus budeme jako motivaci už́ıvat přenos choroby mezi lidmi
jako takovými. Dva lidé, kteř́ı spolu maj́ı nějaký vztah, se jednou za čas setkaj́ı
a vystav́ı se tedy možnosti si onemocněńı předat. To je hlavńı myšlenka, kte-
rou využijeme. Uvažme, že i přes tuto motivaci se nemuśı jednat pouze o lidský
kontakt. I po śıti přenesená data, která mohou nést viry, se pohybuj́ı s jakousi
pravidelnost́ı. Podobně i zprávy o nových událostech se nerozš́ı̌ŕı najednou mezi
celou společnost. Důležité je si uvědomit, že tato setkáńı, tedy události závislé
pouze na topologii śıtě se děj́ı bez jakékoliv závislosti na chorobě10. Śıt’ bude mı́t

10Neuvažujeme katastrofické scénáře epidemíı, kdy se lidé strańı kontaktu s ostatńımi, jak
jen je možné. Ne všechny choroby jsou tak závažné. Výzkumu š́ı̌reńı chorob tedy v́ıce prospěje
větš́ı abstrakce a odpoutáńı se od tolika detail̊u, které jsou v tomto př́ıpadě ned̊uležité.
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tuto dynamiku
”
setkáváńı“ at’ už se v ńı š́ı̌ŕı choroba, nebo ne. To je nejd̊uležitěǰśı

myšlenka odděluj́ıćı simulaci z předchoźı kapitoly od tohoto modelu. Setkáńı jsou
tedy vlastnosti śıtě, nikoli choroby.

Uvažujme neorientovaný graf G(V,E), kde V je množina vrchol̊u, tedy jedinc̊u
a E množina hran, tedy vztah̊u dvojice jedinc̊u. Je ekvivalentńı, mluv́ıme-li o dvou
jedinćıch spojených hranou, nebo o hraně samotné. Za setkáńı dvou vrchol̊u spo-
jených hranou považujme jedinou událost, kdy je možný přenos choroby. Setkat
se mohou pouze vrcholy spojené hranou. Pokud je hrana tvořena jedńım vrcho-
lem ve stavu S a jedńım ve stavu I, k přenosu choroby dojde s pravděpodobnost́ı
α ∈ 〈0, 1〉. Pokud je pravděpodobnost α = 0, znamená to v podstatě to, že cho-
roba je nepřenositelná a tedy se nerozš́ı̌ŕı do společnosti. Pokud je naopak α = 1,
znamená to, že při každém kontaktu infekčńıho (I) a nakazitelného (S) se cho-
roba jistě přenese. T́ımto jsme popsali událost a závislosti nakažeńı při setkáńı
dvou jedinc̊u, tedy vlastnost choroby.

Dále muśıme vysvětlit, podle čeho se bude ř́ıdit frekvence samotných setkáńı.
Pro každou hranu chceme naj́ıt jej́ı waiting time, tedy čas, který budeme muset
čekat než po hraně dojde k daľśımu setkáńı. Tato veličina záviśı pouze na śıti a
má exponenciálńı rozděleńı. Parametry pro waiting time představuj́ı právě váhy
hran śıtě. To jsou četnosti setkáńı, tedy počty setkáńı za určitý časový interval.
Č́ım větš́ı je hodnota hrany, t́ım častěji za určitý časový úsek se vrcholy hrany
setkaj́ı a t́ım kratš́ı dobu budou muset čekat na daľśı setkáńı.

(a) Obecně ohodnocený graf se třemi
vrcholy.

(b) Konkrétně ohodnocený graf.

Obrázek 11: Ohodnocená komplexńı śıt’.

Uvažujme graf zobrazený v 11. Hrana (A1, A2) má hodnotu w1,2 = 1. To zna-
mená, že za jeden časový interval ∆t se vrcholy A1, A2 setkaj́ı pr̊uměrně jednou.
Na rozd́ıl od toho hrana (A2, A3) má hodnotu w2,3 = 5. To znamená, že za jeden
časový interval ∆t se vrcholy A2, A3 setkaj́ı pr̊uměrně pětkrát. Středńı hodnota
času, který muśı vrcholy A1, A2 počkat na setkáńı tedy bude 〈t(1,2)〉 = ∆t

1
. Tato

středńı hodnota bude pro vrcholy A2, A3 pětkrát menš́ı 〈t(2,3)〉 = ∆t
5

. Je nezbytné
si uvědomit, že časový krok ∆t je v tomto př́ıpadě pouhý parametr, kterým
můžeme čas škálovat na reálné jednotky. Na rozd́ıl od algoritmu z předchoźı ka-
pitoly nijak neovlivňuje samotnou simulaci.

Vid́ıme, že waiting time je nepř́ımo úměrný četnosti setkáńı, tedy váze hrany.
Středńı hodnota čekaćıch čas̊u hrany (i, j) tedy bude mı́t hodnotu 〈t(i,j)〉 = 1

w(i,j)
.

Vı́me také, že tyto časy maj́ı exponenciálńı rozděleńı. Z toho plyne, že parametr
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exponenciálńıho rozděleńı11 bude β = 〈x〉 = 1
w(i,j)

. Hodnoty pro waiting time

hrany (i, j) s váhou w(i,j) tedy budeme vyb́ırat z Exp( 1
w(i,j)

).

Proces uzdraveńı nijak nezálež́ı na topologii śıtě. Nakažený jedinec se v mode-
lech typu SIS uzdrav́ı, at’ už je to jediný vrchol celého grafu, nebo součást velké
komplexńı śıtě. Tento proces v̊ubec nezálež́ı na topologii śıtě, pouze na parame-
trech choroby. Z úvodńıch kapitol o stochastických modelech můžeme vyvodit,
že čas, který muśı jedinec čekat na uzdraveńı, bude také exponenciálně rozložen.
Toto exponenciálńı rozděleńı však nebude záviset na śıti, bude záviset pouze
na chorobě samotné. Středńı hodnotu a tedy i parametr tohoto exponenciálńıho
rozděleńı označme βI . Tento parametr má jednotky času v základńım tvaru. Ob-
dobně by prob́ıhal proces přechodu ze stavu R do stavu S.

Celá simulace poté prob́ıhá tak, že na počátku vylosujeme časy na setkáńı
pro všechny hrany (i pro S − S hrany) i časy na uzdraveńı všem na počátku
infekčńım vrchol̊um. Všechny tyto časy seřad́ıme v seznamu tak, jak p̊ujdou po
sobě. Jakmile dojde k času, kdy má nastat setkáńı na hraně, ověř́ıme, zda je
ona hrana prvkem množiny ESI

12. Pokud ano, s pravděpodobnost́ı α se nakazi-
telný vrchol hrany stane infekčńım. Aktualizujeme množinu I, vylosujeme hraně
čas13 do nového setkáńı a postupujeme k daľśı události v našem uspořádaném
seznamu děj̊u. Pokud v seznamu naraźıme na událost, kdy se má vrchol uzdravit,
uzdrav́ıme ho14 a aktualizujeme množinu I.

Ponechejme si značeńı z předchoźı kapitoly a přidejme k němu uspořádanou
množinu T, která bude označovat náš uspořádaný seznam událost́ı. Každý prvek,
tedy událost tohoto seznamu, muśı obsahovat čas kdy nastane a mı́sto kde na-
stane, tj. nějaký vrchol/hrana. T́ım, že urč́ıme zda jde o událost na vrcholu, nebo
hraně, urč́ıme také zda p̊ujde o uzdraveńı, nebo o pokus o nakažeńı.

11Vı́ce o exponenciálńım rozděleńı a našem značeńı v př́ıloze.
12Značeńı už́ıváme stejné jako v předchoźı kapitole.
13To je nutné provést i pokud s hranou nic neprovedeme, tj. pokud hrana neńı složena z jed-

noho vrcholu S a jednoho vrcholu I.
14Uzdrav́ıme ho jistě. Tato událost již nezáviśı na žádném daľśım parametru. Ona kýžená

stochasticita je dána již výběrem času uzdraveńı z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem βI .
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Data: Graf G(V,E), tj. množina vrchol̊u V a hran E s jednotlivými
váhami w(i,j). Počátečńı stav, tj. množina na počátku nakažených
vrchol̊u I0. Parametry α, βI . Počátečńı čas t0 = 0 a čas tmax, kdy
chceme simulaci ukončit.

1 I := I0;
2 t := t0;
3 T je prázdný;
4 pro všechny hrany (i, j) ∈ E vylosujeme čas t(i,j) ∼ Exp( 1

w(i,j)
) a zařad́ıme

do T;
5 pro všechny vrcholy v ∈ I0 vylosujeme čas tv ∼ Exp(βI) a zařad́ıme do T

while t < tmax do
6 vezmeme prvńı prvek k z T;
7 t := t+ tk;
8 if k je hrana then
9 if k ∈ ESI , kde i ∈ I, j ∈ S then

10 s pravděpodobnost́ı α se vrchol j nakaźı;
11 if j se nakaźı then
12 I := I ∪ {j};
13 S := S\{j};
14 vylosujeme tj ∼ Exp(βI) a do T zařad́ıme tj + t;

15 end

16 end
17 pro k = (i, j) vylosujeme nové tk ∼ Exp( 1

wk
) a do T zařad́ıme tk + t;

18 else // jde tedy o vrchol, který má být uzdraven

19 I := I\{k};
20 S := S ∪ {k};
21 end
22 aktualizujeme množinu ESI ;
23 odstrańıme prvńı prvek z T;

24 end
Algoritmus 4: SIS algoritmus odděluj́ıćı vlastnosti śıtě.

Jelikož tento algoritmus už́ıvá naprosto odlǐsnou parametrizaci nemůžeme
jeho výsledky př́ımo porovnat s algoritmem z předchoźı kapitoly.

Povšimněme si však, že tento algoritmus už́ıvá velmi snadno interpretovatelné
parametry. Parametr nemoci βI neńı nic jiného než středńı hodnota délky trváńı
nemoci. Hodnota α, tedy pravděpodobnost nakažeńı při setkáńı, se dá jistě snadno
zjistit se základńımi znalostmi o přenosu zkoumané choroby. Jednotlivé váhy hran
jsou četnosti

”
setkáńı“. Stejně tak to mohou být četnosti přelet̊u letadel mezi

letǐsti, které jsou velmi snadno zjistitelné.

4 Aplikace algoritmu

Abychom ukázali výrazný pod́ıl topologie śıtě na š́ı̌reńı nemoci, numericky jsme
simulovali vývoj na třech r̊uzných typech śıt́ı. Užili jsme umělou śıt’ čtverc̊u, tedy
śıt’, kde každý vrchol má stupeň právě čtyři. Dále jsme užili śıt’ světových letǐst’

jako př́ıklad scale-free topologie a śıt’ vytvořenou pomoćı ER modelu tak, aby
měla stejný počet vrchol̊u a přibližně stejný počet hran jako SF.
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Konkrétně se tedy jedná o SF graf s počtem vrchol̊u NSF = 702, počtem hran
|ESF | = 8152 a ER graf s počtem vrchol̊u NER = 702, počtem hran |EER| =
8185. Jelikož počet vrchol̊u čtvercového grafu může být pouze druhá mocnina
přirozeného č́ısla, pro čtverce voĺıme počet vrchol̊u N ′ = 676 = 262. Počet hran
je tedy |E ′| = 2N ′ = 1352.

(a) ER graf. (b) SF graf.

Obrázek 12: Histogram stupň̊u vrchol̊u.

Porovnáváme-li histogramy 12, vid́ıme, že rozložeńı stupň̊u v ER grafu má
v porovnáńı s SF śıt́ı malý rozptyl. To znamená, že stupně jednotlivých vrchol̊u
v ER budou poměrně podobné. Na rozd́ıl od toho v SF je rozptyl několikanásobně
větš́ı. Můžeme si také povšimnout samotných hodnot stupň̊u. V SF je mnoho
vrchol̊u s velmi ńızkým stupněm. Na takovéto vrcholy bude choroba jen velmi
těžko dosahovat. Stejně tak jsou tady však vrcholy s extrémně vysokým stupněm,
které v př́ıpadě, že jsou infekčńı, zapř́ıčińı velmi rychlý start epidemie. Jelikož
maj́ı vysoký stupeň, tak se velmi snadno infekčńımi stanou.

Počátečńı počet infekčńıch byl I0 = 20 pro SF a ER. Abychom mohli simulace
na všech grafech porovnávat, zvolili jsme pro čtverce I ′0 = 19, č́ımž jsme alespoň

přibližně zachovali zlomek na počátku nakažených i0 = I0
NSF

= I0
NER

' I′0
N ′

. Pro
každý běh simulace jsme znova náhodně vybrali množinu na počátku infekčńıch
vrchol̊u.

Nejprve jsme volili konstantńı váhu hran w = 1, později jsme je vyb́ırali
z exponenciálńıho rozděleńı15. Středńı hodnotu a tedy i parametr exponenciálńıho
rozděleńı pro dobu trváńı nemoci jsme vybrali βI = 2.

Parametr nemoci α jsme volili postupně α = 0.1, 0.2, . . . , 1.0. Pro každý graf
a každou hodnotu parametru jsme simulaci prováděli právě desetkrát, abychom
předešli tvorbě chybných závěr̊u z extrémńıch a ojedinělých př́ıpad̊u, které při
stochastickém modelováńı mohou nastat.

4.1 Simulace s konstantńımi vahami

Nejprve jsme simulace prováděli na zmı́něných śıt́ıch s konstantńımi vahami hran.
Můžeme tak snadno pozorovat velký vliv topologie śıtě nijak nezměněné ohodno-
ceńım. Simulace jsme prováděli do času tmax = 20. Na grafech 13 je na vodorovné
ose čas a na svislé ose zlomek zdravých, resp. infekčńıch jedinc̊u.

15Proč právě z exponenciálńıho rozděleńı je objasněno v kapitole věnované dat̊um o letǐst́ıch.
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(a) Čtvercový graf. (b) ER graf. (c) SF graf.

Obrázek 13: Simulace pro α = 0.1.

Na grafu 13(a) můžeme vidět, že pro malé α = 0.1 choroba brzy vymı́rá16.
To je zp̊usobeno velmi malou konektivitou v grafu. Jedinec má možnost setkat se
pouze se čtyřmi jinými vrcholy.

Porovnáme-li graf 13(b) s grafem 13(c) vid́ıme, že pro stejné hodnoty je
výsledné ekvilibrium zlomku infekčńıch pro ER śıt’ vyšš́ı než pro SF śıt’. To je
zp̊usobeno těžce dosažitelnými vrcholy s ńızkým stupněm, které se ve velkém
počtu nacházej́ı v SF śıt́ıch17. Vrcholy s extrémně vysokým stupněm v SF grafu
na rozd́ıl od toho zp̊usobuj́ı, že se choroba rozš́ı̌ŕı rychleji než v ER. To můžeme
pozorovat v počátečńıch fáźıch vývoje systému v 13(b), 13(c).

(a) Čtvercový graf. (b) ER graf. (c) SF graf.

Obrázek 14: Simulace pro α = 0.5.

V simulaci s α = 0.5 je vidět, že na čtvercovém grafu je choroba již tak
přenositelná18, že i na velmi ř́ıdce propojené śıti je schopna se rozš́ı̌rit a na-
kazit dokonce v́ıce než polovinu společnosti. Pro takto zvolené α je již velmi
nepravděpodobné, že by nemoc vymřela a vymizela ze společnosti.

Simulace na ER śıti 14(b) ukazuje, že v takovéto topologii stač́ı α = 0.5,
aby se nemoc rozš́ı̌rila do naprosté většiny společnosti. Počet zdravých jedinc̊u
je minimálńı. V SF śıti 14(c) se nemoc opět rozš́ı̌ŕı v počátečńıch fáźıch vývoje
systému velmi rychle, těžko dosažitelné vrcholy však stále z̊ustávaj́ı nenakažené,
což výrazně snižuje zlomek infekčńıch jedinc̊u.

16T́ım je myšleno, že se posledńı infekčńı jedinec uzdravil dř́ıve než chorobu stihl předat. T́ım
se nemoc již nevyskytuje nikde v systému.

17To ostatně můžeme vidět z histogramu 12(b).
18Právě parametr α nám udává mı́ru přenositelnosti nemoci.
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4.2 Rozložeńı vah a simulace na ohodnocené śıti

Než přejdeme k simulaćım na ohodnocených grafech, je nutné si rozmyslet, jak
přǐrazovat hranám váhy. Z kapitoly o letǐst́ıch a konkrétně z histogramu 10(c) je
vidět, že rozložeńı samotných vah můžeme aproximovat pomoćı exponenciálńıho
rozděleńı.

Jelikož existuje korelace mezi váhou hrany a pr̊uměru stupň̊u jej́ıch vrchol̊u,
nemůžeme přǐrazovat váhy z exponenciálńıho rozděleńı libovolným hranám. Abychom
ukázali tento podstatný rozd́ıl, porovnáme simulace s náhodně rozloženými va-
hami a simulace s konkrétńımi váhami z dat.

Nejprve provedeme simulace s náhodným přǐrazeńım vah. Vybereme středńı
hodnotu exponenciálńıho rozděleńı, kolem které chceme mı́t rozvržené váhy. Dále
již jen náhodně z takového rozděleńı vyb́ıráme váhy jednotlivým hranám. Apli-
kujeme-li tento postup na SF śıti se středńı hodnotou vah 〈w〉 = 1 dostáváme
výsledky velmi podobné těm v předchoźı kapitole.

(a) α = 0.1 (b) α = 0.5 (c) α = 0.9

Obrázek 15: Simulace na SF śıti s náhodně rozdanými váhami hran.

Jelikož naše data o letǐst́ıch maj́ı ohodnocené hrany, můžeme výsledky simu-
lace, která náhodně rozděluje váhy, porovnat se simulaćı na skutečných vahách.

Muśıme si uvědomit, že abychom došli k porovnatelné simulaci, muśıme šká-
lovat váhy z reálných dat tak, aby měly stejnou středńı hodnotu, jakou jsme užili
v předchoźım př́ıpadě, tj. 〈w〉 = 1. Pokud bychom tak neučinili, museli bychom
změnit středńı hodnotu trváńı nemoci. Je jedno kterou veličinu budeme škálovat,
konečný d̊usledek bude jen jiná jednotka času.

(a) α = 0.1 (b) α = 0.5 (c) α = 0.9

Obrázek 16: Simulace na SF śıti s reálnými váhami hran.

Pro takto upravená data již můžeme provést stejnou simulaci jako v předchoźım
př́ıpadě.
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Je naprosto zřejmé, že pr̊uběh na reálných datech se kvalitativně lǐśı od
pr̊uběhu na śıti s náhodně zvolenými váhami hran. Vidět jsou oba dva d̊uležité
efekty SF śıt́ı. Prvńım z nich je rychlé rozš́ı̌reńı nemoci v počátečńım stadiu, které
je v př́ıpadě na grafu 16 ještě podtrženo t́ım, že vrcholy s vysokým stupněm maj́ı
mnoho hran s vysokými váhami. Druhým efektem je to, že se nemoc tak snadno
nerozš́ı̌ŕı do naprosté většiny společnosti. V př́ıpadě grafu 15 je to zp̊usobeno t́ım,
že existuj́ı těžko dosažitelné vrcholy s velmi malým stupněm. Pod́ıváme-li se na
simulaci na reálných datech na grafu 16, je tento efekt podtržen ještě t́ım, že tyto
izolované vrcholy maj́ı velmi ńızké váhy hran.

Předchoźı srovnáńı nás vede k domněnce, že váhy a stupně vrchol̊u spolu
nějakým zp̊usobem koreluj́ı. Abychom ukázali závislost váhy hrany na stupńıch
jej́ıch vrchol̊u vykresĺıme graf 17(a) pro skutečné rozložeńı vah z dat o letǐst́ıch
a graf 17(b) s rozložeńım vah v śıti vygenerovaném náhodně při jednom z běh̊u
simulace. Na svislé ose je váha jednotlivých hran a na vodorovné ose aritmetický
pr̊uměr př́ıslušných vrchol̊u konkrétńı hrany.

(a) Data o letǐst́ıch s nafitovanou expo-
nenciálńı funkćı.

(b) Rozložeńı vah na grafu při jedné ze
simulaćı.

Obrázek 17: Závislost váhy hrany na pr̊uměrném stupni jej́ıch vrchol̊u.

Je vidět, že v př́ıpadě reálného rozložeńı vah z dat o letǐst́ıch 17(a), hrany
s ńızkou vahou z pravidla spojuj́ı vrcholy s ńızkým stupněm. Zvyšujeme-li váhu
hrany, zvyšuje se i jej́ı pr̊uměrný stupeň. S touto změnou se však poj́ı i značný r̊ust
rozptylu. K ověřeńı korelace jsme využili Spearman̊uv korelačńı koeficient19 [11]
a jednu ze statistických funkćı baĺıčku scipy programovaćıho jazyka Python. Ko-
relačńı koeficient reálného př́ıpadu je %1 ≈ 0.640 a p-hodnota p1 ≈ 0.00, což
ukazuje, že hodnoty spolu skutečně koreluj́ı.

Naproti tomu, v př́ıpadě, kdy jsme váhy přǐrazovali hranám naprosto náhodně
žádná taková korelace nevzniká 17(b). Korelačńı koeficient je v tomto př́ıpadě
%2 ≈ 0.007 a p-hodnota p2 ≈ 0.54, což znač́ı, že data spolu skutečně nekoreluj́ı.

Je tedy zřejmé, že velmi zálež́ı na váze jednotlivých hran śıtě. Nový algoritmus
tuto vlastnost v úvahu bere. Na rozd́ıl od toho [10] a jemu podobné články tuto
vlastnost nijak nevyšetřuj́ı.

19Vı́ce o Spearmanově korelačńım koeficientu v př́ıloze.
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5 Závěr

V prvńı části práce jsme shrnuli základy výzkumu š́ı̌reńı epidemíı ve společnosti.
Dále jsme vytvořili zp̊usob simulace, který odděluje vlastnosti choroby od vlast-
nost́ı topologie společnosti. Algoritmus vycháźı př́ımo z děj̊u v lidské společnosti,
jeho parametry jsou snadno zjistitelné a interpretovatelné. Pomoćı něj jsme ukázali
nutnost některých vlastnost́ı, které tradičně už́ıvané algoritmy neuvažuj́ı.

Daľśım námětem ke studiu je jistě analytický pohled na nový algoritmus.
Výzvou může být hledáńı aproximovaných časových řešeńı systému, nebo např́ı-
klad hraničńıch parametr̊u, které zp̊usobuj́ı vymizeńı choroby.
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ieeexplore.ieee.org/lpdocs/epic03/wrapper.htm?arnumber=4160251

[2] Epidemic model. In: Wikipedia: the free encyclopedia [online]. San Francisco
(CA): Wikimedia Foundation, 2001-, 2015-12-09 [cit. 2016-01-02]. Dostupné
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Př́ılohy

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je statistická metoda pro nalezeńı vhodných para-
metr̊u θ funkce hθ(x), pro které funkce hθ(x) nejv́ıce vyhovuje naměřeným dat̊um,
tj. uspořádaným dvojićım (x,y)20.

Uvažujme př́ıpad, kdy jsme naměřili m dvojic (x,y) a známe funkci y = hθ(x),
které by hodnoty měly odpov́ıdat. Zavád́ıme tzv. cost function J(θ):

J(θ) =
1

m

m∑
i=1

‖hθ(xi)− yi‖2,

jej́ıž hodnoty představuj́ı cosi jako mı́ru chyby, které jsme se dopustili volbou
určitých parametr̊u θ. Nejvhodněǰśı parametry funkce hθ(x) budou tedy taková
θopt, pro která:

min
θ
J(θ) = J(θopt).

Pro reálný výpočet vhodných parametr̊u už́ıváme v práci optimalizované baĺıčky
scipy programovaćıho jazyka IPython [1], které jsou postaveny právě na této
metodě.

Exponenciálńı rozděleńı

Exponenciálńı rozděleńı je spojité pravděpodobnostńı rozděleńı, jehož hustota
pravděpodobnosti je pro x > 0 dána rovnićı:

f(x) = λe−λx,

kde λ ∈ R je parametr rozděleńı. My budeme v celé práci už́ıvat jinou paramet-
rizaci, kde budeme už́ıvat parametr β = λ−1, tedy:

f(x) =
1

β
e−

1
β
x.

Středńı hodnota tohoto rozděleńı je:

〈x〉 =
1

λ
= β.

Rozptyl:

Var(x) =
1

λ2
= β2.

Skutečnost, že jsme vybrali hodnotu t z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem
β = 〈x〉 budeme značit:

t ∼ Exp(β).

20Naměřená data mohou být, stejně jako parametry θ, celé vektory hodnot.

27



Spearman̊uv korelačńı koeficient

Pomoćı Spearmanova korelačńıho koeficientu [11] můžeme měřit závislost dvou
veličin pomoćı pořad́ı obou veličin. Ř́ıká nám, jak je silná př́ımá (nepř́ımá)
úměrnost mezi pořad́ımi obou statistických znak̊u. Většinou je značen %, nebo
rs. Nabývá hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Pokud je hodnota % = 1, nebo % = −1,
jsou pořad́ı veličin shodná, nebo přesně opačná. Hodnota % = 0 nám na rozd́ıl od
toho ř́ıká, že hodnoty obou veličin spolu v tomto smyslu v̊ubec nesouviśı.

Uvažujme dvojice dat, uspořádané dvojice (x1, y1), . . . , (xn, yn). Tyto hodnoty
uspořádáme podle velikosti a seřazená data označ́ıme (rx1 , ry1), . . . , (rxn , ryn).
Spearman̊uv korelačńı koeficient poté vypočteme jako standardńı (Pearson̊uv)
korelačńı koeficient z pořad́ı obou veličin, jež je možné upravit do tvaru:

% = 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(rx1 − ry1).
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