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ANOTACE

NasSe prace se zabyva matematickymi cCiselnymi konfiguracemi.
Vysvétluje tento pojem 1 jeho problematiku a snazi se Ctenafe
vtdhnout do svéta matematiky. Jmenovité sleduje Pascaliiv ¢i
Ragnartv trojuhelnik nebo magické pravouhelniky.
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ANNOTATION

Our work follows up mathematical numerical configurations. It
explains this concept and its issue and tries to draw the reader into
the world of mathematics. It particularly follows up Pascal’s or
Ragnar’s triangle or magical rectangles.
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1. Uvod

Nase prace se zabyva matematickymi ¢iselnymi konfiguracemi. Matematické Ciselné
konfigurace jsou unikatni usporadani ¢isel s nékdy az podivuhodnymi vlastnostmi, které jsou
mnohdy, jak jsme pocitili na vlastni kizi, diikladn€ skryty. Konkrétné se budeme vénovat
¢iselnym konfiguracim, jako jsou Pascaliiv ¢i Ragnartiv trojihelnik nebo magické
pravouhelniky. V magickych pravouhelnicich, jez spadaji do oboru takzvané rekrea¢ni
matematiky, se zamétime predevsim na magické obdélniky, jelikoz na né neni upfeno tolik
pozornosti, kolik si zaslouzi.

Nase prace slouzi k rozsifeni matematickych znalosti studentli gymnazii i jinych
sttednich skol. Vychazime ze zakladnich znalosti a poznatkd, které jsme na stfedni Skole
nabyli. Pfejeme si, aby vas tematika nasi prace zaujala natolik, jako zaujala nés.

2. Trojuhelnikové konfigurace
2.1.Pascaliiv trojuhelnik

2.1.1. Seznameni

Pascaliiv trojihelnik je velice zajimava a tajuplné ¢iselnd konfigurace
proslavena diky své symetrii a skrytym vztahtim. Mizete v ném objevit velké
mnozstvi identit, z nichZ jen mala ¢ast byla zmapovana. V této kapitole se na Pascaliv
trojihelnik zamétime a ukdzeme vam znamé 1 méne zname vlastnosti — nékteré nami
objevené. Nekteré z vlastnosti, které vam predstavime, mohou mit i praktické vyuziti.
Vsechny jsou velmi zajimavé a stoji za to jim vénovat svou pozornost.

Pascaliiv trojihelnik nese jméno francouzského matematika, fyzika a
spisovatele Blaise Pascala. Blaise Pascal ale ani zdaleka nebyl prvnim, kdo se touto
konfiguraci zabyval. Trojuhelnik, ktery dnes nazyvame Pascaltv, byl znam uz
uéenciim stfedovéké Ciny (zabyvali se jim JiaXian v 11. stoleti nebo YangHui ve 13.
stoleti) ¢i Persie (Al-Karaji v 10. stoleti nebo Omar Khayydm v 11. stoleti), ktefi pro
néj ale neméli Siroké vyuziti. Blaise Pascal se timto trojuhelnikem zacal zabyvat
Vv poloving 17. stoleti, kdy shromazdil veskeré poznatky jiz zminénych matematik,
sepsal je do jedné knihy a sam zacal v trojuhelniku hledat riizné skryté vlastnosti.

Obr. 1



http://en.wikipedia.org/wiki/Al-Karaji
http://en.wikipedia.org/wiki/Omar_Khayy%C3%A1m

2.1.2. Definice

Nez zapiSeme piesnou definici, nastiime si nejdiive, jak se tato Ciselna
konfigurace tvofi.
Uvazujme nasledujici nekone¢né schéma:
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Existuji pravé dva sméry, ozna¢me je a, b, kterymi se Ize ve schématu
pohybovat (viz obrazek). Do polic¢ek schématu vpisujeme pocet cest, kterymi lze
z nejhotejsiho poli¢ka do daného policka dojit. Reknéme jesté, Ze do nejhoiejsiho
policka vede pravée jedna cesta. Schéma se nazyva Pascaltv trojuhelnik — v nasi praci
je Casto oznacovan zkratkou PT.

Priklad:

Do policka X vedou tyto tii cesty: aab, aba, baa. A proto cislo, které vepiseme
do policka X, je 3.
Pro jistotu uved’me jesté jeden nazorny piiklad:

Obr. 2




Ocislujme si nyni fadky a diagonaly PT:

O ity Fadek

O O 1. fadek

O O O 2. tadek
O O O O 3. tadek

N

O hmlta™" diagonala

Definice: Cislo C(n, k) An,k € Ny An = k definujme takto:

e Pro vSechna n plati, ze C(n,0) = C(n,n) = 1.

ProvSechnan >1 A k <nplati,zeC(n+ 1, k+1)=C(n, k) + C(n,k + 1)

Pismenem n rozumime fadek PT a pismenem k rozumime diagonalu PT.

Prvni bod definice znamena, ze se v krajnich diagonalach objevuji pouze
jednicky, protoze do taméjSich policek vede pouze jedna cesta.

Do policek, jez nelezi v krajnich diagonalach, vedou cesty pouze ze dvou
policek, ktera se nachazeji ptimo nad nim. Celkovy pocet cest vedoucich do

takovych policek je tedy roven souctu pocti cest, které¢ vedou do dvojice poli¢ek
nad nimi. To je patrné z druhého bodu definice.



Nyni jesté uvedeme souvislost mezi ¢islem C(n, k) a kombina¢nim ¢islem.
Kombinatni &islo (});n = k An € Ny Ak € N, je definovano takto:

n n!
(k) Tk (n-k)!

Vice o kombinacnich Cislech a jejich vlastnostech, stejné jako vlastnostech
faktorialti, 1ze nalézt v ucebnici Matematika pro gymnézia Kombinatorika,
pravdeépodobnost, statistika.

Véta: C(n, k) = (E)
Diikaz": Diikaz provedeme matematickou indukcf

I. nlibovolné, k=0nebok=n

C(n,0) £ (g) A C(nn) £ (Z)

1=1n1=1

¥k € Nosn Z ke {[Cn k) = (:)] ACnk+1) = (k : 1)]}
n+1)]

:;»[C(n+1,k+1)=(k_l_1

Necht pfedpoklad plati, pak

n+1)

Conk)+Cnk+1) 2 (k+1

n n , n+1
(k>+(k+1)=<k+1>
n! n! , (n+1)!
-k Gkt Dn—k=1! _ (k+ Dl (n—k)!

n! n! , (n+ Dn!
k!(n—k)(n—k—1)!+(k+1)k!(n—k—1)!:(k+1)k!(n—k)(n—k—1)!
1 1, n+1

n—k+k+1:(k+1)(n—k)

n—k+k+1 , n+1
k+Dn—-k)~ k+Dn—-k)

1=1

Q.E.D.

1) Znak rovnitka s otaznikem (<) pouZzivany v dikazech vyjadfuje pfedpokladanou, avsak nedokazanou rovnost.



Takto vypada schéma PT, pokud poli¢ka vyjadiime pomoci kombinaénich ¢isel:

(o)

Vyjadiime-li si kombinaéni ¢isla v PT nebo c¢isla udavajici pocet cest, miizeme
si vSimnout, Ze soucet dvou sousednich Cisel na fadku se nachazi mezi nimi o fadek
niz. Vyplyva to z druhého bodu definice C(n + 1,k +1) = C(n, k) + C(n, k + 1).
Bez znalosti jakékoliv definice si tak muze PT sestavit Gplné kazdy.

1
1 1
= 1
1 3 1
1 4 6 4 1
1 5=10 10 5 1

1 6 20—15 6 1
=27 21 35 21=g7 1
1 éf 28 56 70 56 @ 8 1 Obrd
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2.1.3. Identity v Pascalové trojahelniku

Symetrie Pascalova trojuhelniku
Véta: Pascaliv trojuhelnik se vSemi svymi ¢leny je symetricky podle osy vedené
jeho jedinym vrcholem kolmo k jeho fadktm.

Priklad:

Obr. 5

Ukéazana ¢ast Pascalova trojuhelniku je symetricka.

Diikaz: Dukazem tohoto tvrzeni budiz vlastnost kombinacnich ¢isel, ktera fika,
7e se pocet prvku jejich dopliikovych mnozin rovna.

()= (a2
k] \n—k

Cleny lezici na ose jsou samodruzné body, které se zobrazi samy na sebe, a
tudiz symetrii neporusuji.

S ohledem na tuto vlastnost je mozné uvazovat dva rizné sméry diagonal (v
definici PT oznaceny pismeny a a b. Pracovat budeme ptevazné s a-diagondlami. Na
pfipadné vyjimky pfedem upozornime.

11



Mocniny dvou na radcich Pascalova trojahelniku
Véta: Soucet vSech ¢lent n-tého fadku Pascalova trojuhelniku je roven ¢islu 2.

Priklad:

1T +2+1 =2¢ =4
1T+3+3+1 =2° =8
1T+4+6+4+1 =2 =16
3 I s 1 o e o T P it
1+6+15+20+15+6+1 = 2° = B4
1 +7 +21+35435+21+ 7 +1 =2 = 128 Obr. 6

Diikaz: Diikaz provedeme pomoci binomické véty. Cleny jednotlivych Fadkt
Pascalova trojuhelniku jsou binomické koeficienty. Za ic¢elem s¢itani pouze
samotnych koeficientd tedy budeme umocniovat dvoj¢len (1+1).

n

z (Z) a" *b* = (a + )"

k=0

Q.E.D.

12



Trojuhelnikové soucty radki Pascalova trojuhelniku
Véta: Soucet vSech ¢isel Pascalova trojuhelniku od nultého fadku po n-ty fadek
je roven &islu 271 — 1,

Priklad:

n==6

Lo
= g% =3
=2 =4
=2 =8
g i
=gl san
=2 = 64
27- 1 =127

Diukaz: Dtikaz provedeme matematickou indukci.

20420 422 42 220l g

VneNy: [2°+21 + - 420 =271 — 1] =
[20 4+ 21 4 o 4 27 4 2nF1 = 242 1]
Necht predpoklad plati, pak
(2n+1 _ 1) + (2n+1) 2 on+2 _q
2x2ntl—1 2 ont2
2n+2 —1= 2n+2 -1

Q.E.D.
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Lichobéznikové soucty radkl Pascalova trojihelniku
Véta: Pro m < n (m, n jsou pfirozena ¢isla) plati, ze soucet od (m+1)-tého po n-ty
tadek Pascalova trojuhelniku je roven (27+1 — 2m*1),

Priklad:

m=2
n==6

Diikaz: Z ptedeslého dikazu vyplyva:

20421 422 4 2n =20t g

20421 422 4 g 2m =2mil g
A tedy plati:
n+1 _ _ m+1 _ — on+1 _ om+1
(2 1) —(2 1) =2 2

Q.E.D.

14



Diagonalni soucty do L v Pascalové trojuhelniku
Véta: Soucet ¢lenu v k-té diagonale Pascalova trojuhelniku az po n-ty fadek je
roven hodnot¢ ¢lenu na (n+1)-tém fadku a v (k+1)-té diagonéle.

Priklad:

Diikaz: Dikaz provedeme matematickou indukei.

G+ )+ () Q= (3)
()= (i)

1=1
I. VnkeNyk<n:

=
=

Q.E.D.
15



Jak je jiz z obrazku v piikladu jasné, tuto vlastnost Ize pozorovat i v opacné
orientovanych diagonalach Pascalova trojihelniku. Je to déno jiz dokazanou
symetrii tohoto Utvaru.

Dokazete nyni pomoci nami dokazané vlastnosti secist vS§echny ¢leny takovéhoto
utvaru?

16



Tak dostaneme soucet vsech poli zvolené¢ho obrazce. Jediny problém vznika ve
vykfiénikem oznacené jednicce, kterou jsme pticitali dvakrat, proto ji od vysledné
hodnoty jednou odecteme.

Pokud tedy pojmenujeme nejvétsi &islo vyznadeného utvaru (};), vysledny

soucet vSech ¢lenti ndlezicich utvaru je roven Cislu (Zif) - 1.

17



DokaZete najit soucet tentokrat?

Ani tentokrat neni feSeni nijak slozité:

18



I u tohoto ptikladu si podrobnéji rozeberme postup, jakym je vysledek nalezen.

Zaénéme s tim, ze dokazeme nalézt soucet vSech ¢lenti rovnobézniku, ktery se
stran Pascalova trojuhelniku dotyka:

Vime, ze soucet tohoto utvaru je hodnota ¢ervené vytazeného policka zmensena
0 jednu. Nyni jesté odectéme hodnoty obrazct, které zvolenému rovnobézniku
nendlezi (jsou to modie a zelen¢ vytazené policko, obé zmensend o jednu):

19



Na zavér ale jest¢ musime zpétné piicist hodnotu obrazce, ktery byl od
ptuvodniho ¢erveného rovnobézniku odecten dvakrat, kterd je rovna hodnot¢ fialové
vytazeného policka zmensené o jednu:

20



Rovnobéznik, ktery se nedotyka stran PT, mizeme obecné definovat takto:

Definuje ho éislo(Z); n =2 An > k > 0 apftirozené parametry p a g, pro které
plati, ze p > q > 0.

Obecné feseni takovéhoto typu tloh vypada takto:

Gevgsn) 1= (G g ) =217 =]+ 16) 1]

(n+p+2) (n+q+1> (n+p—q+1>+(n)
k+qg+1 k+q+1 k k

21



Vycet ¢lent radka Pascalova trojuihelniku aneb fadky PT jako posloupnosti
Zkoumali jsme ¢leny kazdého tadku PT, zda by bylo mozné je vyjadiit obecné
jako posloupnost. Kazdy fadek ma praveé n+1 ¢lend. Kazdy prvni (v naSem piipadé
ho budeme oznacovat nulty) a posledni ¢len fadku je vzdy roven 1.
Véta:
Kazdy fadek PT lze vyjadfit jako posloupnost timto rekurentnim zapisem:

a0=(3)=1

k+1

A1 = Qi * A k €N,

Clen ay, je &islo C(n, k) a &len a1 je &islo C(n, k + 1).

Priklad:
6. fadek, N =6

1 6 16 20 156 6 1
VY W Uy

B &
* — ¥ = % — £ = ¥ = *
1 2 3 & B &
a0=1
n—=k (6) 6—-0 P n—=k (6) 6—3 15
= * = * = = * = *k =
=T o) 0+ 1 Q=TT 3) " 371
n—k (6) 6—1 15 n—=k 6) 6—4 6
= E3 = * = = * = E3 =
=0 T T\ T+ =4 (4 4+ 1
n—k (6) 6—2 20 n—=k (6) 6—5 1
* = ¥ — = = * = E3 =
BRI 17 \2) 271 B =B 717 \5)"5+1

—k
(Z)*:+1é(k:1)

n! n—kv( n )
* =
(m=—Kk)!*k! k+1 ‘k+1

n! , n
(n—k—l)!*(k+1)!:(k+1)

(k:l-l)z(k:l-l)

Q.E.D.

Poznamka: Na strance jsme poprvé pouzili znak hvézdic¢ky (*), ktery bude nahrazovat znak pro nasobeni.
Udélali jsme to z diivodu lepsi Citelnosti.

22



Vycet ¢lenti diagonal Pascalova trojuhelniku
Taktéz jsme zkoumali ¢leny kazdé diagonaly PT za stejnym tcelem. Kazda
diagonala ma nekone¢n¢é mnoho ¢lenti, pokud tedy ptijde o posloupnost, pak bude
nekonecna. Kazdy prvni (pro nas opét nulty) ¢len je vzdy opét roven 1. Zavér zde
byl stejny, i kazdou diagonalu PT lze vyjadiit jako posloupnost.

Véta: Kazdou diagonélu PT lze vyjadiit jako posloupnost timto rekurentnim

zapisem:
=(o)=1
ag = k =

n+1

ax+1=ax*n_—k+1/\xEN0

Clen a, je &islo C(n, k) a &len a, je &islo C(n + 1, k). Index x znadi, o kolikaty ¢len
posloupnosti se jedna.

Priklad:
Cast 3. diagonaly, k = 3

1 4 10 20 35 56 84
W\ W W WU W2

3+1 A+2 3+3 3+4 a+5 I+6
* — * — r— * — * — * —
1 2 3 & 5 6
ao—l
n+1 (3) 3+1 4 4
= = * = X — =
M= T 173/ 33+ 1 1
n+1 (4) 441 5 10
= = * = _——
=hr T 13" -3 +1 2
n+1 (5) 5+1 10 6 20
= = * = k¥ —_— =
BEh 1 3/ 5-3+1 3

23



Dikaz:
(n) n+1 7<n+1>
*— =
k/ n—k+1 k
n! n+1 ?(n+1)
* =
n—k)'k! n—-k+1 k

(n+ 1! , mt+1
(n—k+1)!k!:( k )

(e =)

Tato vlastnost plati i v opa¢né orientovanych diagonalach. To vyplyva z jiz

dokazané symetrie Pascalova trojihelniku. Cleny pak ale nasobime misto vyrazu
n+1
n—k+1

vyrazem 2
y k+1°

Vzorce pro vycet prvkl na fadcich a v diagonalach PT Ize prakticky vyuzit
naptiklad v programovani pti generovani nebo definovani PT ¢i poéitani
kombinaénich ¢isel.

24



Mocniny Cisla jedenact na radcich Pascalova trojuhelniku
Véta: Pokud jednotlivé ¢leny n-tého fadku Pascalova trojuhelniku vynasobime
vyrazem 10*, kde k znaci diagondlu, ve které se aktualné nasobeny ¢len nachazi, a
vysledna ¢isla secteme, vysledek bude roven ¢islu 11".
Priklad:
2. tadek

1%1094+2%«101 +1%10%2 =121 =112

7. fadek

1109 +7 %101 +21 %102 4+35%103 +35%10* + 21« 10> + 7« 10° + 1 % 107 =
=19487171 = 117

Diikaz: Dikaz provedeme opét pomoci binomické véty
n

> () x @« bk = @+ by

k=0

n (Z) £10% Z 117
k=0

Zn: (:) £ 10 = (1 + 10)"

k=0
Q.E.D.

K mocninam c¢isla jedenact mizeme dojit i nasobenim ¢lend jednotlivych fadku
zprava doleva. Tento Ukaz vychazi ze symetrie Pascalova trojahelniku.

2.1.4. Naméty pro dalsi badani

V Pascalové trojuhelniku jisté existuje mnohem vice identit, nez kolik jich
zmiflujeme v nasi praci. Mezi ty, o kterych vime, ale uz jsme je nezkoumali
dopodrobna, patii napt. Fibonacciho posloupnost pii s¢itani ¢lenti Sikmych diagonal,
fraktalové obrazce pii uziti kongruence podle modulu 2 anebo vyskyt
trojuhelnikovych ¢isel ve druhé a pyramidovych Cisel ve treti diagondle.

25



2.2.Ragnariv trojuhelnik

2.2.1. Seznameni/Definice
Ragnarav trojuhelnik (v nasi préci ¢asto oznacovan RT) je Ciselna konfigurace,

ktera pochazi z hlavy norskeho profesora matematiky Ragnara Solvanga z univerzity v
Oslo. Jedna se o posloupnost ¢isel podobnou trojuhelniku Pascalovu — zapisujeme ji
téz do schématu ve tvaru trojihelniku, avSak jejimi ¢leny jsou postupné vsechna licha

Cisla.
Definice: Cislo R(n, k) An,k € Ny An = k definujme takto

Pro viechna n, k plati, ze R(n, k) = n®> + n+ 1 + 2k

Pismenem n rozumime fadek RT a pismenem k rozumime diagonalu RT (viz obrazek).
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2.2.2. Identity v Ragnarové trojuhelniku

Osa Ragnarova trojuhelniku
Véta: Osa Ragnarova trojuhelniku (mluvime pouze o symetrii Utvaru, nikoliv o
symetrii ¢lentt) prochazi na n-tém fadku Ragnarova trojahelniku ¢lenem, ktery je
roven (n+1)% pticemz n € {0; 2; 4; ...}
Priklad:

Diikaz:
Pro ¢isla R(n, k) leZici na ose RT plati, Ze:

n=2aANk=aAa€N,

Rmk)=n?+n+1+2k

R(n,g) =40’ +2a+1+2a
R(n,g) =4a’+4a+1
R (n,g) = (2a + 1)?

n
R(n,z) = (n+ 1)?

Q.E.D.
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Treti mocniny na fadcich Ragnarova trojuhelniku
Véta: Soucet vSech ¢lent n-tého fadku Ragnarova trojuhelniku je roven ¢islu
(n+1)3.

Piiklad:

R0 +R(n,1)+R(n,2)+--+R(n,n) £ (n+1)>3
M4+n+ D+ +n+3)+ M2 +n+5)+-+m*+n+1+4+2n) £ (n+1)3

m+D[M?+n+1D)+ "> +n+1+2n)]
2

Z(n+1)3

m+1DM*+2n+1) = (n+1)3

n+1)3=m+1)3

Q.E.D.
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Trojuhelnikové soucty radki Ragnarova trojuhelniku
Véta: Soucet vSech Cisel Pascalova trojuhelniku od nultého fadku po n-ty fadek
2
je roven ¢islu [W} :

Piiklad:

n==6
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Diikaz: Dikaz provedeme matematickou indukeci.

n+1)n+2)7°
13+23+33+---+(n+1)3é[( )2( )

V' neNy:

2
{13+23+33+...+(n+1)3: (n+1)2(n+2)] }:>

2
:>{13+23+33+-~-+(n+1)3+(n+2)3=[(n+2)2(n+3)] }

Necht ptredpoklad plati, pak

[(n + 1)2(n + 2)]2 . [(n + 2)2(n + 3)]2

+(n+2)>3

l(n +2)

(n+2)(n+3) 2
2 —

2
l *[(n+1)2+4(n+2)]é[

[(n +2)

! [(n + 2)2(71 + 3)]2

2
l +s(M>+2n+1+4n+8) =

(n+2)
-

2 2
l s (M2 +6n+9) = [("+2)2(n+ 3)]

* (n + 3)?

[(n+2) 2

! . [(n + 2)2(11 + 3)]2

(n+2)(m+3)] [+ 2)(n+3)
l 2 l _[ 2 ]

Q.E.D.
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Lichobéznikové soucty radkl Ragnarova trojihelniku
Véta: Pro m < n (m, n jsou pfirozena Cisla) plati, Ze soucet od (m+1)-tého po n-ty
(n+1)(n+2)—(m+1)(m+2)]2
> .

fadek Ragnarova trojuhelniku je roven

Piiklad:

Diikaz: Z ptredesliého ditkazu vyplyva:

2
134284334y (n+1)%= [(n+ 1)2("+2)]

2
13+23+33+---+(m+1)3=[(m+1)2(m+2)]

A tedy plati, ze soucet od (m+1)-tého po n-ty fadek RT, je roven:

n+1Dn+ 2)]2 ~ [(m +1)(m+ 2)]2 _ [(n + DM +2)— m+Dm+2)]
2 2 2

Q.E.D.
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Souciny v diagonalach Ragnarova trojuhelniku
Véta: Pokud vynasobime dva po sob¢ jdouci ¢leny k-té diagonaly Ragnarova
trojuhelniku, pti¢emz ani jeden neni roven jedné, vysledné ¢Cislo lezi v téZe diagonale a
zarovenl mezi nim a vétSim ze soucinitell lezi prave tolik clent dané diagondly, kolik
se rovnd hodnota mensiho ze sou€initelti zmensena o dva.

Piiklad:

7x13=91
9x17 =153
11 x19=209
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Dikaz:

R(n,k) *xR(n+ 1,k) ER{n+1+[R(n, k) — 2]+ 1,k}
M>+n+1+2k)n%*+2n+1+n+1+1+2k) ZRM?*+2n+1+ 2k, k)
M +n+1+2k)M*+3n+3+2k) 2 [(n+D?+2k]> +n?+2n+1+2k+1+2k

n* +4n3 + 3n? 4+ 2n%k + 4n? + 3n+ 2nk + 3n + 3 + 2k + 2n%k + 6nk + 6k + 4k* =
Zntrand +enl+4n+ 14+ 4k +4n°k +8nk+4k+n> +2n+ 1+ 2k + 1+ 2k

n* +4n3 + 7n® + 6n + 8nk + 4n’k + 8k + 4k* + 3 =
=n*+4n3 + 7n® + 6n + 8nk + 4n’k + 8k + 4k* + 3

0=0
Q.E.D.

Tuto identitu mtizeme (jak je zjevné v piikladu) sledovat i v opacéné
orientovanych diagonalach Ragnarova trojuhelniku, dokazme tedy jesté dodate¢né:

Rnk)*Rn+1L,k+1) =
ZRn+1+[Rnk)—-2]+1L,k+1+[R(nk)—2]+ 1}

M>+n+1+2%*+2n+14+n+1+1+2k+2) =
ZR(M*>+2n+1+2k,n>+n+1+3k)

M>+n+14+2k)(n%*+3n+5+2k) =
Z[n+1D?*+2k]>?+n’>+2n+1+2k+1+2n*+2n+2+ 6k

n* 4+ 4n3 +5n% + 2n2k + 4n? + 5n+ 2nk + 3n+ 5 + 2k + 2n%k + 6nk + 10k + 4k* =
Zn*+4and + 6n® +4n+ 1+ 4k? + 4n’k + 8nk + 4k + n?2 + 4n+ 1 + 8k + 3 + 2n?

0=0

Q.E.D.
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2.3.Kytickové véty
2.3.1. Cojsou to kytickové véty?

Dosud jsme o Pascalové a Ragnarové trojahelniku mluvili jako o izolovanych
¢iselnych konfiguracich, které se podobaji pouze svym vyslednym tvarem. Tyto
konfigurace jsou vSak propojené vice, nez se na prvni pohled mtize zdat. Timto jejich
vzajemnym vztahem se zabyvaji ndmi pojmenované kytickové véty. Toto jméno je
odvozeno od ttvard ptipominajici kvéty rostlin, jak na nésledujicich obrazcich uvidite.

2.3.2. Kytickova véta v Pascalové trojuhelniku

Véta: Vybereme libovolné ¢islo Pascalova trojihelniku (Z), které budeme
oznacovat jako centralni ¢islo, pficemz plati 1 < k < n. Vypoéteme-li ¢islo
(Zj) * (kil) * ("Zl), bude se rovnat &islu (n;l) * (kr_ll) * (ZH) a pokud je (Z) * 2,
potom je vysledny soucin délitelny centralnim ¢islem (Z)

Tento vztah miizeme v rdmci Pascalova trojuhelniku i rozsifit. Pak zavedeme
parametr p; 0 < p < min{k,n — k}. S parametrem potom plati, ze

o) () ()= G2 (esy)
* * = * E3
k—p k+p k k k—p k+p
a pokud jsou alespon dva ze soucinitelli na obou stranach rovnosti rizné od 1,
potom je vysledny soucin opét délitelny centralnim Cislem (Z)

Priklad:
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o) () ()= e G ()

(n—p)! n! (n+p)! _
(k—p)!*(n—k)!*(k+p)!>|<(n—k—p)!*k!*(n—k+p)!=

_ (n—p)! n! (n+p)!
Tkx(—k—-p)! (k—plxm—k+p) (k+p)l=mn—k)

Q.E.D.

Nyni jesté dokdzeme délitelnost vysledného soucinu centralnim ¢islem. Nase

otazka zni, zda plati:
Yoo
(i) = ()

(o)

k

/ (n—p)! " n! . (n+p)!
(k=p)x(n—k)! (k+p)x(n—k—-p)! klx(n—k+p)!

(x)
( ) (n— p)‘ 1 " (n+p)!
(k—p)! (k+p)!*(n—k—p)! (n—k+p)!

Zapis @/ ;, nenajdeme ve Skolské matematice. Znamend, Ze a déli b.

Zaverem je, ze centralni ¢islo déli vysledny soucin. ProtoZe jsme na piedeslé
strance dokazali, ze souciny jsou identické, sta¢i nam v tomto dikazu pouze jeden
z nich.
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2.3.3. Kytickova véta v Ragnarové trojuhelniku
Véta: Vybereme libovolné ¢islo Ragnarova trojuhelniku R (n, k), které budeme

téz oznacCovat jako centralni ¢islo, pfi¢emz plati 1 < k < n. Pokud vypocteme cislo
R(n—1,k)+R(n,k —1) + R(n+ 1,k + 1), bude se rovnat ¢islu

Rn—1L,k—1)+Rnk+1)+R(n+1,k).
Tento vztah mizeme v rimci Ragnarova trojuhelniku i rozsitit. Pak zavedeme

parametr p; 0 < p < min{k,n — k}. S parametrem potom plati, Ze:

Rn—p,k)+R(nk—p)+R(n+pk+p)=
=Rn—pk—p)+R(nk+p)+R(n+pk)

Priklad:

99 + 117 + 143 =97 + 121 + 141

51 + 111 + 227 =43 + 127 + 219

Dikaz:
Rn—p,k)+R(nk—p)+R(n+p k+p) =
ZRm—p,k—p)+Rnk+p)+R(n+pk)

nf+n+1+2k+p)+m—-p)+n—-p+1+2k-p)+Mm+p)+m+p)+1+2k

m+p)+Mm+p)+2+2k+p)+n®+n+2k—p)+(n—p)2+nm—p)+1+2k

0=0
Q.E.D.
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3. Magické pravouhelniky
3.1.Magickeé Ctverce

3.1.1. Seznameni

Pod pojmem magicky ¢tverec si mizeme piedstavit ¢tvercovou miizku
vyplnénou pfirozenymi Cisly tak, ze soucty na fadcich, ve sloupcich a v uhloptickach
jsou konstantni (dalsi kapitola obsahuje piesnou definici). Magicky ¢tverec mize byt
téz doplnén pouze prvocisly nebo pismeny ¢i jen riznymi znaky podle urcitych
pravidel. Jednim z nich mtze byt vpisovani ¢isel postupné do policek tak, jak by tahl
Sachovnicovy kun. Zabyval se jim naptiklad Leonhard Euler, ktery timto zptisobem
vyplnil ¢tverec 8x8 zpaméti, kdyz uz byl slepy. Jedinym jeho nedostatkem byly
rozdilné soudty diagonal. Ctverec poté vylepsil $achista Jaenisch, ktery dosahl
konstantniho souctu ¢lend i v diagonaléch a dokézal se z posledniho policka (tedy
¢isla 64) pohybem Sachového koné opét vratit na policko prvni (tedy ¢islo 1).

Reseni magickych étvercti spada podobné jako sudoku a rtizné hry a hlavolamy
zaloZené na matematice do oboru rekrea¢ni matematiky.

vvvvvv

je Ctverec Sator, o jehoZ piivodu vime velmi mélo. Prvni zminky o ném pochézi ze
starovéku a uzivan byl nejspise k magickym praktikam.

A[TIOR
RIE/P|O
EIN[E[T
PIERIA
O[TIAS] o

Ciselné magické ¢tverce znali 1idé jiz v roce 650 pi. n. 1. v Ciné z legendy o
Lo Shu, ve které se magicky ¢tverec fadu 3 objevuje na krunyti zelvy. Nekteré ctverce
se dochovaly na kamennych i kovovych tabulkéch a amuletech, n¢které na obrazech a
v architektufe, naptiklad ¢tverec fadu 4 na Gaudiho katedrale v Barceloné. Prvni
¢tverce fadu 5 a 6 objevené v encyklopedii z Bagdadu pochézeji z roku 983 n. I. Prvni
pisemné zminky o &étvercich v Evropé pochazeji z roku 1300 od Reka Manuela
Maschopula. Dale se jimi zabyval Ital Luca Pacioli v roce 1450 a Heinrich Cornelius
Agrippa v roce 1510. Domnivame se, Ze magické ¢tverce mély numerologicky a
astrologicky vyznam, né¢kdy byly také vyuzivany v okultismu. Na nasledujicim
obrazku je vystiizek pravého horniho rohu obrazu Melancholie I. némeckého umélce
Albrechta Durera z roku 1514.

20>
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3.1.2. Definice

Magicky ¢tverec je schéma piirozenych ¢isel vpisovanych do jednotkovych
ctverecku Ctverce tak, Ze soucet ¢lenli v kazdém tadku, kazdém sloupci a obou
diagonaléch je konstantni. Cisla jsou vpisovana postupné od jedni¢ky az do druhé
mocniny rozméru ¢tverce.

3.1.3. Konkrétni priklady
Nejmensi mozny ¢tverec o rozmérech 1x1 fesit v nasi praci nebudeme.

Druhy nejmensi ¢étverec o rozmérech 2x2 neexistuje. Ditkaz provedeme
v kapitole 3.2.2.

Prvni nejmensi a zaroven existujici magicky ¢tverec ma rozméry 3x3. Spole¢né

s n€kolika dal§imi ctverci vysSich fadi ho muzete vidét na nasledujicich obrazcich.

16 3| 2|13
511011 8

M=
o)
Do

w
=t | O
o |

0. 10 4 15|14/ 1

Obr. 11
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Konstrukce magickych ¢tverci vyssich fadt mize byt naro¢na jak ¢asove, tak 1
numericky. To ale neplati o libovolné€ velkém c¢tverci s lichymi rozméry. Techniku pro
sestrojeni takového Ctverce totiz objevil jiz v poloving 18. stoleti uznavany matematik
Leonhard Euler. Prvni ¢islo, a sice jednicku, vepiseme do prostiedniho policka
prvniho fadku. Kazdé¢ dalsi ¢islo vepiSeme o jeden fadek vys a jeden sloupec doprava.
Nad prvnim fadkem se nachazi fadek posledni a vpravo od posledniho sloupce sloupec
prvni. Pokud je pozice pro ¢islo (n+1) obsazena, vepiSeme dané ¢islo pod ¢islo n.
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3.2.Magické obdélniky

3.2.1. Seznameni/Definice

Jiz odnepaméti byli lidé fascinovani magickymi ¢tverci. Malokdo se ale
pozastavil nad mozZnou existenci magickych obdélniki. Obdélniky totiz postradaji
jednak diagonaly, a jednak je velmi nepravdépodobné, ze soucty fadkti daného
obdélniku budou rovny souctim sloupct. Ur¢ité je ale mozné docilit toho, Ze soucet
kazdého tadku je konstantni a soucet kazdého sloupce téz.

Na zékladé¢ této motivace miizeme tedy vyslovit definici:

Definice: Magicky obdélnik je schéma pfirozenych ¢isel vpisovanych do
jednotkovych &tvereckt obdélniku. Cisla jsou vpisovéna tak, aby soucet lend
v kazdém fadku byl konstantni a v kazdém sloupci také. Tyto soucty nemusi byt
stejné. Do polic¢ek vpisujeme postupné ¢isla 1, 2, 3...rs kde r znaci pocet Fadku a
s pocet sloupcii daného magického obdéIniku. Cisla r a s jsou &isla pfirozena takova,
ze2<r<s.

Zaved'me dale u magickych obdélnikt ptehledné a snadno pochopitelné
znaceni. Libovolny magicky obdélnik o rozmérech r, s budeme znacit O(r, s).

Ujasnéme si jesté vztah mezi magickymi ¢tverci a magickymi obdélniky.
V celé této kapitole budeme magické ctverce povazovat za specialni piipad magického
obdeélniku. Pokud budeme konstruovat magicky ¢tverec, pak nebudeme brat ohled na
soucty ¢lenti diagonal, protoze kterékoliv jiné magické obdélniky diagonaly nemaji.
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3.2.2. Véty o magickych obdélnicich

Jak bylo jiz zminéno vySe, magickym obdélnikim se pravdépodobné velké
mnozstvi lidi nevénovalo. Pokud ano, rozhodné bychom o nich dnes véd¢li
ptinejmensim tolik, kolik toho vime o magickych ¢tvercich. Porovnejme nyni
vysledky hledani v internetovém vyhledavaci Google pro hesla ,,magical square a
»magical rectangle* (tedy ,,magicky ctverec* a ,,magicky obdélnik*):

Go 816 magical square = n

Internet Obrazky Mapy Videa Makupy Vice = Vyhledavaci nastroje

Pfiblizny potet vysledkif47 100 000}0,16 s)

Magic sguare - Wikipedia, the free encyclopedia
en.wikipedia.org/wiki'Magic_square ~ PreloZit tuto stranku

In recreational mathematics, a magic square is an arrangement of distinct numbers
(i.e. each number is used once), usually integers, in a square grid, where the
Most-perfect magic square - Freudenthal magic square - Category:Magic squares

Go g[e magical rectangle e J “

Internet Obrazky Makupy Videa Zpravy Vice - Vyhledavaci nastroje

Pfiblizny pofet vysledkd:}438 000)(0,26 s)

Magic Rectangles - llluminations: Brain Teasers
illuminations.nctm.org/BrainTeasers. aspx?id=4917 ~ PreloZit tuto stranku

A magic rectangle is an m = n array of the positive integers from 1 to m = n such that
the numbers in each row have a constant sum and the numbers in each ...

Golden rectangle - Wikipedia, the free encyclopedia
en.wikipedia.org/wiki'Golden_rectangle ~ PfeloZit tuto stranku

In geometry, a golden rectangle is a rectangle whose side lengths are in the golden
ratio, 1 : \tfrac{1 + \sgrt{5]42} . which is 1:\varphi (the Greek letter phi), where ...

Obr. 16

Jesté je nutno podotknout, ze pocet vysledkt hledani u hesla ,,magical
rectangle® je zkresleny, nebot’ drtiva vétSina vysledkl nas totiz odkazuje Gplné jinam
nez k magickym obdélnikam.
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Nyni vas seznamime s nékolika vlastnostmi magickych obdélniki, na které
jsme béhem naseho zkoumani narazili.

Uvazujme magicky obdélnik o rozmérech r a s:

A

>

N

Ozna¢me soucet vSech Cisel vepsanych do magického obdélniku S. Plati, Ze:

rs*(14+7rs
sorsr@ry

Dale ozna¢me soucet vSech ¢isel kazdého fadku magického obdélniku S, a
soucet vSech cisel kazdého sloupce magického obdélniku S. Potom plati, Ze:

S s*x(1+7rs)
Sr=_=—
r 2

S r+x(1+rs
NEEIATCERD!

S 2

Tyto vztahy vyplyvaji ze vzorce pro soucet prvnich n ¢lenil aritmetické
posloupnosti.
_ n* (al + an)

Sn >

Téz je zjevné, ze Cisla S, S, a S jsou Cisla pfirozena.
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Véta: Obdélnik 0(2,2) neexistuje.

Dukaz:

Sestrojme 0(2,2) tak, aby soucty na fadcich byly konstantni.

114
213

Nyni existuji pravé dva zplsoby, jak usporadat Cisla ve sloupcich.

1

4 1| 4

3

2 213

Ani jedno uspotadani nevyhovuje definici magického obdélniku, a tudiz 0(2,2)

neexistuje.

Q.E.D.

Véta: Soucty S, a S jsou rovny pouze pror = s.

Dukaz:

s¥(14+rs) rx(1+rs)
2 B 2

s*x(1+rs)=rx(1+rs)
s=r

Q.E.D.

Odtud tedy plyne, ze S, a Sg budou rovny pouze v piipad¢ magického Ctverce.
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Véta: Existuji pouze takové magické obdélniky, jejichz rozméry r a s maji
stejnou paritu.

Diikaz: Dikaz provedeme sporem.

Necht’ ¢isla r a s maji riznou paritu. Z toho vyplyva, ze souéin r * s je sudé
¢islo. Z toho diivodu je soucet (1 + rs) ¢islo liché.

Protoze je vyraz (1 + rs) liché ¢islo a zaroven je jedno z ¢isel r, s liché, je i
jeden ze sou¢int s * (1 + rs), r = (1 + rs) lichy.

Aby byla ¢isla S, a S, ¢isla pfirozena, musely by byt oba souciny s * (1 + rs)
a 7 * (1 + rs) suda ¢isla, jelikoZ jsou déleny dvéma. Jeden ze soucintl je ale lichy,
¢imz dochazime ke sporu.

Q.E.D.

V disledku této skutecnosti zavedeme dva typy magickych obdélnikd, a sice
sudé magické obdeélniky a liché magické obdélniky.

Definice: Sudy magicky obdélnik je takovy magicky obdélnik, ktery vyhovuje
podminkam definice magického obdélniku a jehoz rozméry r, s jsou suda pfirozena
Cisla.

Definice: Lichy magicky obdélnik je takovy magicky obdélnik, ktery vyhovuje
podminkam definice magického obdélniku a jehoz rozméry r, s jsou licha ptirozena
Cisla.
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Definovali jsme, co znamena lichy a sudy magicky obdélnik. To ale jesté
neznamena, ze kazdy tento obdélnik pujde sestrojit. Pokusme se tedy nyni u nékterych
magickych obdélnikt dokazat, ze existuji.

Zaméime se nejdiive na obdélniky 0(2, s).

Nejjednodussim obdélnikem takového typu je 0(2,4). Pokud ho vyplnime
vhodnou technikou (viz nasledujici obrazek), mizeme si okamzité zajistit konstantni
soucty ve sloupcich.

4x(1+8
S, = (—) =18
2
Abychom na obou fadcich docilili idealniho souétu, tedy S,, musime prohazet
nektera ¢isla. Abychom ale neporusili konstantni Sg, musime Cisla prohazovat pouze

v ramci téch sloupci, ve kterych jsou jiz napsana.

Spocitejme si nyni, o kolik se musi soucty na jednotlivych fadcich zménit,
abychom dosahli S,.

Ozna¢me soucet na prvnim fadku S; a soucet na druhém S,.

4x(1+4)
= =10
1 2
4% (5+8)
2=T=26

Abychom doséhli S,., musi se S; navysit o 8 a S, se musi o 8 snizit.

Nyni si spocitejme, jaké jsou diference mezi ¢leny v jednotlivych sloupcich.

dif= 7 S 3 1
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Je jasné, ze S, dosdhneme prave tehdy, kdyz prohdzime ¢isla tvofici ty
diference, jejichz soucet je 8.

S5+3=28

Vysledny obdélnik pak vypada takto:
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Dalsim obdélnikem je 0(2,6). Konstrukci zacnéme tplné stejné jako u 0(2,4).

1 2 3 4 5 6
12 11 10 9 8 7
%*12
Sy =—25—=139
1:6*(124-6):21

6 (7 +12)
2=T=57

S1 tedy musime zvétSit o 18 a S, o stejnou hodnotu zmenSit. Spoctéme si tedy
opét diference ¢lent v jednotlivych sloupcich:

1 2 3 4 S 6
12 11 1_0 9 8 7
dif= 4D 9 D 5 3 1
11+7=18
Vysledny obdélnik tedy vypada takhle:
12 2 10 4 5 6
1 11 3 9 8 7
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Pouzijme nase poznatky z predeslych dvou konstrukci a pokusme se fesit
obecné obdélniky 0(2,s).

Zacnéme s vypliiovanim zcela stejn¢:

2s |2s-1]2s-2 s+3 | st2 |s+1

1+2s

*25 sx(2s+1)
2 2

S, =

_sx(s+1)

T2
s*(3s+1)

2= 5

2
r W W S r . w . . W o
S| se musi zvétsit o Py a S, se musi o stejnou hodnotu zmensit. Diference ¢lent

v jednotlivych sloupcich tvofi mnozinu lichych éisel {1; 3;5; 7; ... (2s — 3); (2s — 1)}.

Nas tedy zajima, zdali je mozné rozdélit takovou mnoZinu pro S sudé a zaroven
s = 4, na dvé podmnoziny, pro které plati, ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny.
Pokud takové podmnoziny existuji, potom v obdélniku prohazime ty dvojice ¢lent,
jejichz diference tvofi jednu z nalezenych podmnozin. Vznikly Gtvar bude hledany
obdélnik 0(2, s).

Pro tento diikaz si suda ¢isla s rozdélime do dvou mnozin. V jedné mnozing
budou ¢isla s, ktera jsou de€litelné ¢tyfmi, ve druhé potom ta, ktera ¢tyfmi dé€litelna
nejsou. Dikaz samotny pak provedeme matematickou indukci.
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Dikaz:
{1;3;5;7;...(2s —3);(2s — 1)} A sjesudé A s € {4;8;12;16...}

. {1;3;5;7}
1+47=3+5

Il. Vse{4;8;12;16..}:

Pokud Ize mnozinu {1; 3; 5; 7; ... (2s — 1)} rozlozit na dvé podmnoziny, pro
které plati, Ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny, potom lze na dvé
podmnoZiny, pro které plati, Ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny, rozloZzit
i mnoZinu {1;3;5;7;...(2s — 1); 2s + 1); 2s + 3); (2s + 5); 2s + 7)}.

Necht’ pfedpoklad plati, potom nés zajima pouze mnozina
{(2s+1);(2s +3); (2s +5); (2s + 7)}
Tuto mnozZinu Ize na dvé podmnoziny odpovidajici podminkédm rozdélit snadno:
2s+1D)+(2s+7)=2s+3)+(2s+5)
4s+8=4s+8

0=0
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Nyni se jest¢ zamétfime na ta Cisla S, kterd nejsou délitelné Ctyimi:
{1;3;5;7;..(2s —3);(2s — 1)} A sjesudé A s € {6;10;14;18 ...}

I. {1;3;5;7;9;11}
143+4+549=7+11

18 =18
Il. Vse{6;10;14;18..}:

Pokud Ize mnozinu {1; 3; 5; 7; ... (2s — 1)} rozlozit na dvé podmnoziny, pro
které plati, Ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny, potom lze na dvé
podmnoZiny, pro které plati, ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny, rozlozit i
mnozinu {1; 3;5; 7; ... 2s — 1); 2s + 1); 2s + 3); (2s + 5); 2s + 7)}.

Necht’ pfedpoklad plati, potom nés zajima pouze mnozina
{(2s+1);(2s +3); (2s+5);(2s + 7)}
Tuto mnozZinu Ize na dvé podmnoziny odpovidajici podminkédm rozdélit snadno:
2s+1D)+(2s+7)=2s+3)+(2s+5)
4s+8=4s+8

0=0
Q.E.D.

Dokazali jsme, Ze je mozné zkonstruovat jakykoliv obdélnik O (2, s).
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Podivejme se nyni na obdélniky obecného typu 0(4, s).

Zaénéme jednim konkrétnim obdélnikem 0(4,6). Vypliime obdélnik technikou
zobrazenou na obrazku nize:

12111110 9 | 8 |7
18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13
19120 | 21|22 |23 |24

1+24
* —

S;=21 S,=57 S; =93 S, =129

Pokud pfi vypliovani obdélniku uzijeme vyse zobrazenou techniku,
dosdhneme nejen konstantnich souctl ve sloupcich, ale také konstantnich diferenci
mezi ¢leny prvniho a ¢tvrtého fadku a mezi ¢leny druhého a tfetiho radku.

1 |2 |3 |4 |5 |6

1211110 | 9 8 | 7 ]6 8

18 |17 |16 |15 | 14 | 13

19 120 | 21122 |23 |24 |—
S,—S =129 —75="54=3%18 S;—S, =93—-75=18=3+%6

S, —S,=75-57=18=3%6 S, —S; =75—21=54=3x18

Musime tedy prohazet tii libovolné dvojice ¢lenil prvniho a ctvrtého fadku a tfi
libovolné dvojice ¢lent druhého a tietiho fadku. VSechny zvolené dvojice musi byt
v ramci jednoho sloupce. Vysledny obdélnik pak mize vypadat naptiklad takto:

1 |2 |3 |22|23 |24
18|11 |16 |15 | 8 | 7
12117 110 | 9 | 14 | 13
19120 | 21| 4
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Se znalostmi z predeslé konstrukce se pokusme o zobecnéni obdélnikia 0 (4, s).

Zacnéme znovu stejnou technikou:

3
1|2 |3 s2 |51 | s
25 2s-1 | 2s-2 s+3 | s+2 | s+1
3s | 3s-1 | 3s-2 [ 25+3 | 2s+2 [ 25+1
3s+1|3st2 | 3s+3 45-2 | 4s-1| 4s
¢ 45+ _sx(4s+1)
4 2
51 — s*(sz+1) Sz — s*(325+1) 53 — s*(525+1) 54 — S*(725+1)
S
1|2 |3 s2 | s1 | s
25 | 2s-1| 2s-2 s+3 | s+2 | s+1 | —
|:' - s |3s
3s | 3s-1 | 3s-2 25+3 | 2s+2 | 2s+1 |
3s+1|3s+2 | 35+3 45-2 | 4s-1| 4s

N

S4—Sr=§*35 S3— S8, =>*s
Sr—szzg*s Sr—51=§*3s

Je tedy nutné prohazet > dvojic ¢lent prvniho a &tvrtého fadku a > dvojic Slend
druhého a tietiho radku. Zvolené dvojice se musi opét nachazet ve stejném sloupci.
Timto zpisobem pak miiZeme sestrojit jakykoliv obdélnik 0 (4, s).
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Nyni se jesté pokusme piipad zformulovat pro v§echny obdélniky O(r, s)
takové, Zzer =4a Aa € N.

S
1 |2 |3 s-2 | s-1 | s

2s | 2s-1 ] 2s-2 st3 | st2 | s+l

LS 251D 2502 2543 Lol o1 B

r| B |5 |5 B -3 B osi2 |5 o5t
Bts | Bs-1| 5452 — B3 | B | 54
St B2 B B2s05 4251 | S2s
15-8 | r$-5-1 [rS-8-2 r3-25+3rs-2s+2rs-2s+1

rs-s+1|rs-5+2 |rs-s+3 rs-2| rs-1| rs

s*¥(14+7rs
g _5*(+r7s)

" 2
Vsimnéme si vztahu mezi souc¢tem jednoho a nasledujiciho fadku takto
vyplnéného obdélniku:
_sx(s+1)

T2
s*(3s+1)

2= = S; + 52
s*(5s+1)

3= = S, +s2

Soucty na fadcich tedy tvoii aritmetickou posloupnost:

_sx(s+1)
T2

t = s2

S, =S1+(n—1)*t Ane{1;2;3;

T}
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Krom¢ konstantnich souctt ve sloupcich ma také obdélnik vyplnény
znazornénym zpusobem konstantni diference mezi ¢leny prvniho a posledniho fadku,
mezi ¢leny druhého a predposledniho radku atd.

S
1 2 3 s-2 | s-1 | s
2s | 2s-1 | 2s-2 st3 | s+2 | s+1
55 26415 25025 2543 Lol or|Bs | —
IS IS I's
Sy |8 IS 13I8 s+2 (851
e hPRSE :|s 35 - [s(-3) [s(t-1)
TS+5 I'2—S+s—1 E—S+s—2 5—S+3 I'2—S+2 E—S+]
Bost1| G+ |5 4543 L4250 B +25 | Bas |——
rs-8 |rs-s-1|rs-s-2 rs-2s+3rs-2s5+2rs-25+1
rs-s+1|rs-s+2|15-5+3 rs-2| rs-1| rs

Diference tedy také tvoii aritmetickou posloupnost. Pokud budeme za prvni
¢len povazovat nejvétsi moznou diferenci, tedy diferenci mezi ¢leny prvniho a
posledniho fadku a za posledni ¢len nejmensi moznou diferenci, tedy mezi ¢leny fadku

S oznacenim g a fadku s oznacenim (g + 1), bude platit nasledujici:
dify =s*(r—1)

u=-2s

T
dify =a;+(m—1)xu A me{1;2;3...§}

Piiklad:
Spocitejme soucet na tietim fadku a také diferenci jeho ¢lenti se ¢leny fadku
s oznacenim (r — 2).

s*(5s+1)

S =95 2t =
3 1+ >

dify =difi +2u=s*(r—15)
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Nyni si spoc¢itejme soucet na fadku (r — 2) a také diferenci, kterou tvoii jeho
Cleny se Cleny tfetiho fadku. Pti vypoctu souctu na fadku si v§imnéme, Ze stejné jako
muzeme postupné k nejmensimu ze souctl (tedy k souctu na prvnim fadku) pficitat
hodnotu t, tak mizeme i od nejvétsiho ze souét (tedy od souctu na poslednim radku)
tuto hodnotu odecitat.

s*x(2rs—s+1) s*(2rs —5s+1)
Sr_2 = > -2t = >

difs =dify +2u =s* (r —5)

Diference jsou samoziejmée stejné jako v predeslém prikladu u tietiho fadku,
nebot’ jsme nyni zvolili fadek, u kterého se pocitaji diference pravé se tietim fadkem.

-----

vypoctu hodnot diferenci jsme pficitali stejny nasobek ¢isla ¢t 1 ¢isla u. Ozna¢me tento
nasobek x.

Abychom z naseho obdélniku vytvofili obdélnik magicky, musi platit pro
vSechny fadky z prvni poloviny obdélniku, Ze:

s*x(1+7rs)

(S;+xx52)+ k*(dify —x*2s) = >

Tedy musi platit, Ze pfi pficteni ur¢itého nasobku diferenci (v rovnici oznacen
k) k ur¢itému fadku z prvni poloviny obdélniku (pfi¢itané diference jsou samoziejmé
analogické k fadku, na kterém se nachazime — to zajist'uje nasobek X) se dostaneme na
1dealni soucet na fadku.

Zaroven musi platit pro v§echny fadky z druhé poloviny naseho obdélniku, Ze:

s*(1+7rs)
2

(s*(2r5—5+1)

5 —x*sz>—k*(dif1—x*25)=

Tedy musi platit, Ze pfi odecteni urcitého nasobku diferenci (v rovnici oznacen
k) k ur¢itému fadku z prvni poloviny obdélniku (pfic¢itané diference jsou samoziejmé
analogickeé k fadku, na kterém se nachazime — to zajist'uje nasobek X) se dostaneme na
idealni soucet na fadku.

Téz je o¢ividné, ze nasobek k musi mit v obou rovnicich stejnou hodnotu,
protoze jakmile prohodime n¢jakou dvojici ¢lenil o urcité diferenci, tak se tato
diference k souctu na fadku s ptivodné mensim ¢islem pficte a ve stejnou chvili se
od souctu na fadku s pivodné vétsim ¢islem tato diference odecte.
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s*x(1+7rs)

(S +x*5%) + k*(dify —xx2s) = 5

s*x(14+rs) sx*x(s+1)
2 2

kx[s*(r—1)—xx2s]= — x * §2

2

2

s+ rs?—s—s—2xs?

kx(rs—s—2xs) =

s?x(r—1-2x)

kzZs*(r—l—Zx)

k_S
2

(s*(2r5—5+1)

5 —X*SZ>—k*(dif1—x*ZS)=

2

s*(2r5—5+1)_x*52_s*(1+rs)
2 2

k * (dify —x x2s) =

2rs? —s? + 5 —2xs% — s —rs?
2

kx(rs—s—2xs) =

st (r—1-2x)
- 2s(r—1-2x)

k_S
2

Vysledného magického obdélniku tedy dostaneme prohazenim libovolnych %

s*(1+rs)

dvojic ¢lentli prvniho a posledniho fadku, druhého a ptedposledniho fadku atd. Zvolené

dvojice musi vzdy lezet v jednom sloupci.

Zavérem tedy je, ze lze sestrojit kazdy magicky obdélnik O (r, s) takovy, ze

r=4aAa €N.
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O(r,s) takové, zer = (4a+2)Aa € N.

zaénéme technikou znazornénou na obrazku nize.

5
1 |2 |3 -2 | s-1 | s
25 2s-1 | 2s8-2 : s+3 | s+2 | s+1
2s+1 | 25+2 | 25+3 35-2 | 3s-1 | 3s
4s 4s-1 | 4s-2 35+3 |3s+2 | 35+1
5s | 5s-1 | 5s-2 '—; Ag+3 | 45+2 | 4s+1
Ss+1 | 5s+2 | 55+3 6s-2 | 6s-1 6s
¢ 65*1+6S_s*(6s+1)
6 2
51 _ S*(52+1) 5,2 _ s*(3;+1) 5,3 _ S*(5;‘+1)
54 — s*(7zs+1) 55 — s*(9zs+1) 56 — s*(1125+1)
S
1|2 |3 s-2 | s-1 | s
25 2s-1 | 2s8-2 : s+3 | s+2 | s+1
2s+1 | 2s+2 | 2s+3 35-2 | 35-1 | 3s —
M
4s 4s-1 | 4s-2 35+3 [3s+2 | 3s+1 .
5s | 5s-1 | 5s-2 E 4s+3 | 4s+2 | 45+1
5s+1 | 5st+2 | 55+3 6s-2 | 6s-1 6s

M={1;3;5;7;..(2s — 1)}

3s

Jediné sudé obdélniky, kterym jsme se dosud nevénovali, jsou obdélniky typu

Nejjednodussimi takovymi obdélniky jsou obdélniky O (6, s). Jejich konstrukci

5s
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Z obrazku je patrné, ze diference mezi ¢leny prvniho a Sestého fadku jsou
konstatni. To samé plati o diferencich mezi ¢leny druhého a patého fadku. S tim jsme

se setkali jiz u obdélnika 0 (4, s), a tedy vime, jak z takového rozmisténi dosahnout na

vSech tadcich idealniho soudtu.

Diference mezi tfetim a ¢tvrtym fadkem tvoii mnozinu lichych ¢isel
{1;3;5;7;...(2s — 1)}. S tim jsme se jiz setkali u obdélnika 0(2, s), a tedy vime, jak
Z takového rozmisténi dosahnout na obou fadcich idealniho souctu.

Zavérem tedy je, Ze libovolny obdélnik O (6, s) existuje. Kromé toho také
miZzeme tuto tvahu roz§ifit na v§echny obdélniky typu O(r, s) takové, zZe
r = (4a + 2) A a € N, a tudiz i v§echny tyto utvary existuji.

O obdobné existenéni diikazy jsme se pokusili 1 v pfipad€ lichych magickych
obdélnikti. S nimi jsme ale bohuZzel prozatim neuspéli. V soucasnosti mame pouze
teorii, ze dikaz existence jakéhokoliv lichého magického obdélniku bude mozné
provést na zakladé sledovani parity jednotlivych ¢isel vpisovanych do magického
obdélniku.
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3.2.3. Konkrétni priklady

Béhem naSeho badani jsme se kromé vycerpavajicich dikazi také snazili
vyzkoumat rtizné techniky, které by ndm pomohly magicky obdélnik vyplnit rychle a
efektivné. N¢kolik z téchto technik vam predstavime v nasledujicich podkapitolach.

Sudé magické obdélniky
Zacneme u nejjednodussich obdélnikti O(2, s). Jak jsme jiz zminili, neexistuje
utvar 0(2,2) a neexistuji ani ty utvary, jejichz rozméry maji rozdilnou paritu. Nase
konstruk¢éni technika funguje pouze u obdélnika 0(2, s) takovych, ze s €
{4;8;12; ...}. Zptusob vypliovani obdélniku nebudeme popisovat slovné, je totiz
ziejmy z nasledujicich obrazk.

j—

=2

¥ ]|

14

#

h

11

o0

16

I.:_J..}

.
Ir,.J..}

12

6
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Dalsimi obélniky, kterym jsme se vénovali, jsou Gtvary O(4, s). Techniky

naznacené na obrazcich nize plati u vSech takovych obdélnikd.

1 120 3 |22 5 |24
12471 16 | 9. | 14413
18117 [ 10| IS | 87
19 2 (21| 4 |23 6
1 |26 3 (28] 5 |30 7 |32
Lom#ld [ 22, ¥3 20 L L 18%e) T
2400925 14 21 1 121 19 109
250 21271 41296 |51 8
1 |32 3 (34| 5 |36 7 38| 9 |40
208# QU283 VW20 1S 24 L 15 AP #2 |
300029 [ 18 | 27 | 16 | 25 | 14 | 23 | 1271411
31| 2133043516 |37 8 (3910
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U obdélnikti 0 (6, s) opét narazime na problém jako v prvnim piipad¢, nase
technika vypliiovani je aplikovatelna pouze v Gtvarech 0(6, s) takovych, ze
s € {8;12;16; ... }.

1 2 46 [ 45 | 44 | 43 7 8
1615 | 353637138 10 9
17 | 18 /3029 28 (27 [ 23 | 24
3231 [ 19 |20 | 21 | 22| 26 | 25
33 34 | 1413 12111 | 39| 40
48 47 | 3 + S 6 | 2 | 41
1 2 % 69 | 68 | 67 | 66 | 65| 64 | 10 | 11 | 12
2423122 | 2SS4 S5 |S56 5T | IS 1413
25 126 |27 A4S | 44 | 43 | 42 | 41 | 40 | 34 | 35 | 36
48 47 | 46 | 28 (2930313233 | 39|38 37
49 -50-S1 | 2012019 |18 17|16 | S8 | 59|60
72171 70 4 5 6 7 8 9 63 | 62 | 61
Jako ukéazku uvadime jesté spravné vyplnéné obdélniky 0(6,14) a 0(6,18),
které vyse naznacenou technikou sestrojit nelze:
1 2 3 74 75 76 7 78 79 80 81 12 13 14
28 27 26 67 66 65 22 63 62 61 60 17 16 15
29 30 31 53 52 51 35 49 48 47 46 40 41 43
56 55 54 32 33 34 50 36 37 38 39 45 44 42
70 69 68 25 24 23 64 21 20 19 18 59 58 57
71 72 73 4 5 6 77 8 9 10 11 82 83 84
1 92 93 4 95 96 7 98 99 10 | 101 | 12 | 103 | 104 | 15 16 17 18
36 89 88 33 86 85 30 83 82 27 80 25 78 77 22 21 20 19
37 71 70 40 68 67 43 44 64 46 62 48 60 50 51 52 53 55
72 38 39 69 41 42 66 65 45 63 47 61 49 59 58 57 56 54
90 35 34 87 32 31 84 29 28 81 26 79 24 23 76 75 74 73
91 2 3 94 5 6 97 8 9 100 | 11 | 102 | 13 14 | 105 | 106 | 107 | 108
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Liché magické obdélniky
Na rozdil od sudych magickych obdélnikt jsme u lichych magickych
obdélnikl nebyli schopni ani provést dikazy jejich existence, ani nalézt né¢jakou
urcitou techniku jejich konstrukce. Nase jedina technika, ktera alesponi trochu zuzuje
jinak zcela zkusmy vybér vepisovanych Cisel, je sledovani jejich parity, coz vam blize
vysvétlime v nasledujici konstrukci.

Pojd’'me se tedy nyni pokusit sestrojit lichy magicky obdélnik O(3,5). Nejdiive
si u daného magického obdélniku uré¢ime jiz diive uzita ¢isla S, Sg a S,

S_3*5*(1+3*5)_

120
2

G _S_10_

s 5

5120

TTro 3

Jak &islo S, tak i ¢islo S, jsou &isla suda. Cislo sudé dostaneme pouze jako
soucet dvou sudych ¢isel nebo dvou lichych ¢isel. Pii vypliiovani poli¢ek obdélniku si
tedy budeme muset dat pozor, aby soucet v kazdém tadku i kazdém sloupci byl sudé
¢islo. Stanovme si proto pfedem, kde bude liché ¢islo a kde bude sudé¢ ¢islo:

L L S L L
S S S S S
L L S L L
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Sice se bude nakonec stale jednat o vyplilovani zkusmo, ale mnoho moznosti

jsme timto postupem eliminovali. Po nasledném vyplnéni, tak aby platily nutné

podminky, dojdeme napiiklad k takovemuto vysledku:

7 3 14 5 11
4 6 8 10 12
13 15 2 9 1

Nasledn¢ vas jesté pro ukazku seznamime s obdélniky 0(3,7) a 0(3,9).

17 9 5 19 11 14 2
15 3 8 10 16 7 18
1 21 20 4 6 12 13
16 12 14 18 20 22 8 9 7
24 26 13 3 17 1 11 6 25
2 4 15 21 5 19 23 27 10
4. Zaver

Jak je z nasi prace zcela uréité ziejmé, Ciselné konfigurace jsou opravdu zajimavé. Po
ponofeni se do této problematiky jsme zacali vnimat matematiku pod jinym uhlem. Také jsme
zjistili, Ze zkoumani a hleddni matematickych vztahti je mnohem zaZivnéjsi nez jejich
nasledné popisovani a dokazovani. Na druhou stranu jsou samoziejméeé matematické dikazy
nezbytné, nebot slouzi k nasemu vlastnimu ujisténi.

Téma nasi stfedoskolské odborné ¢innosti vypsal Prof. RNDr. Jiti Cihlat, CSc.

z Univerzity Jana Evangelisty Purkyné v Usti nad Labem. Nazev Zajimavé &iselné
konfigurace nas zaujal natolik, Ze jsme si ho zvolili a vypracovali. Béhem naseho zkoumani
jsme také naSeho konzultanta n¢kolikrat navstivili a nechali se jeho mySlenkami inspirovat.
Velice nam s praci pomohl, ¢ehoz si opravdu vazime.

Radi bychom vés nasi praci inspirovali a zaujali natolik, Ze budete v ¢iselnych
konfiguracich patrat i na vlastni pést. Také doufame, Ze se vam naSe prace libila a Ze vam dala
alesponi trochu nového.
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