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Anotace

Cilem je podat dikaz této véty za pomoci elementarnich prostiedki. K pochopeni
préace jsou potiebné znalosti, které jen ¢astecéné presahuji stiedoskolské poznatky.
Jedné se predevsim o tvod do teorie Eisensteinovych ¢isel. Vlastnosti téchto cisel,
o néz se predlozeny diikaz opira, jsou proto v textu prace rovnéz vylozeny.

Klicova slova: Velka Fermatova véta; diofanticka rovnice; Eisensteinova ¢isla; pa-
rametrizace.

Anotation

This work deals with the Fermat’s Last Theorem for exponent 3. The aim of
this paper is to provide a proof using only elementary tools. The necessity to
understand this paper only partly exceeds high school knowledge. It is primarily
a introduction to theory of Eisenstein numbers. Properties of these numbers are
therefore also mentioned in the text.

Key words: Fermat’s Last Theorem; Diophantine equation; Eisenstein numbers;
parametrization.



Obsah

1 Uvod
1.1  Vymezeni problému . . . . . ... ... Lo
1.2 Cileprace . . . . . . . . . e
1.3 Uvod do problematiky . . . .. .. ... .. .. ... .. .....
2 Eisensteinova ¢&isla
2.1 Zékladni definice . . . . . ... oo
2.2 Aritmetika Eisensteinovych ¢isel . . . . . . . ..o

3 Dikaz Velké Fermatovy véty pro n =3

3.1 Parametrizace rovnice . . . . . . .. .

3.2 Vldastnidukaz . . . . . . . . . .

3.3 NevyfeSend rovnice . . . . . . . . . ... . o
4 Historie Velké Fermatovy véty

4.1 Historie . . . . . . .

4.2 Pierre de Fermat . . . . . . . . ...

4.3 Leonhard Euler . . . . . . . . . . .. .
Zavér

Seznam pouZité literatury

W N NN

B~



1. Uvod

1.1 Vymezeni problému

Velk4 Fermatova véta je jedna z nejslavnéjsich vét v historii matematiky. Nejveétsi
matematikové se v prubéhu staleti snazili vytesit tento problém. Vsichni az na
jednoho skoncili nezdarem. Velkd Fermatova véta mé fascinovala uz od ttlého
véku, proto jsem se rozhodl, zZe se pokusim o vlastni dikaz pro jeji specificky ex-
ponent. Uz od zacatku jsem védél, Ze to bude kol nesnadny, nicméné jsem na néj
zaméril svoji praci. V druhé kapitole predstavuji ¢tenéri zaklady Eisensteinovych
¢isel. Jsou hlavnim pilitem, bez kterého by se diikaz neobeSel. Eisensteinova cisla
je velmi rozsadhlad problematika, ktera by samotnid mohla byt hlavnim tématem
prace. Pfesto jsem se snazil uvést jen nezbytné minimum, aby byla prace srozu-
mitelnd pro stredoskolského studenta.

V posledni kapitole seznamuji ¢tenate s historii, kontextem a pozadim doby pfi
feSeni Velké Fermatovy véty.

1.2 Cile prace

Cilem mé prace je vytvofit vlastni dikaz Velké Fermatovy véty pro n = 3. Mym
umyslem je pfijit s dikazem pochopitelnym pro stfedoskoleského studenta. Chci
sviij dikaz porovnat s metodami vyuzivajicimi vysokoskolskou matematiku a s
pracemi jinych matematiki.

Snazim se o srozumitelnou metodu, které by mél porozumeét bézny clovék. Vy-
uzivam postupy, které jsem se naucil na gymnaziu. Soubézné porovnavam svoje
kroky s kroky jinych matematikt a snazim se o nejjednodussi reseni.

Danym problémem se zabyvali nejvétsi géniové v déjinéch, piesto si myslim, Ze
elementarni ditkaz od stfedoskolského studenta by mohl pfinést novy pohled na
véc.



1.3 Uvod do problematiky

Velk& Fermatova véta pojednavi o diofantické rovnici, coz je typ rovnice, ktery
obecné predstavuje jeden z pomérné obtiznych matematickych problémi. Tyto
rovnice piipoustéji feseni pouze v oboru celych ¢isel. Zni takto:

Neexistuji celd ¢isla x,y, z an, pro kterda x"+y" = 2", kden > 2 ax,y,z # 0.
Moje zavérec¢na maturitni prace se zabyva konkrétnim piipadem n = 3.
Tedy:
Neexistuji celd ¢isla x,y, z, pro kterd 23 4+ y® = 23, kde z, 7y, z # 0.

Chceme-li se vyhnout formulaci pomoci rovnice, muzeme vétu formulovat néasle-
dujicim zptsobem.

Nelze prerovnat kosticky tvorici dvé mensi krychle tak, aby vznikla treti, vetsi
krychle.

a ¢im je jeji formulace kratsi a jednodussi.

Velk& Fermatova véta toto hledisko spliuje vrchovaté. Prestoze lze jeji formulaci
zapsat na jediném tadku a pochopi ji i zaci zakladni skoly, na dikaz se cekalo
dlouhych 350 let, béhem kterych se o néj marné pokousela fada velkych matema-
tikd.



2. Eisensteinova ¢isla

2.1 ZAakladni definice

Nez si nadefinujeme Eisensteinova ¢isla, tak si ozna¢me w jako jednu ze tretich
odmocnin z jedné, a to:

143
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Podotknéme, Ze w je fesenim rovnice w? — 1 = 0. Casto budeme také potiebovat
vztah w? +w+1 = 0, ktery vyplyva z rozkladu w?® — 1 = (w—1)(w?* +w+1) = 0.

w

Definice 2.1.1 (Eisensteinova ¢isla). KaZdé ¢islo tvaru a + bw, kde a,b € Z,
nazveme Kisensteinovym cislem.

Mnozinu v8ech Eisensteinovych &sel budeme znacit Z[w].

Pro ¢tenére, ktery neni zasvéceny do pokrocilejsi algebraické teorie ¢isel, se mii-
zou zdat Eisensteinova ¢isla neprakticki a diivod, proc¢ jsme si zrovna vybrali tato
¢isla, nemusi byt jasny. Nicméné ukazu, ze tento okruh mé velmi mnoho vyhod-
nych vlastnosti.

Eisensteinova ¢isla tvori okruh. Okruh ma netrivialni definici. My se spokojime
s tvrzenim, Ze jde o matematickou strukturu, ve které mizeme scitat a nasobit.
Dalsim zndmym okruhem jsou celd ¢isla Z.

Podobné jako v okruhu celych ¢isel bychom radi pouzivali pojmy jako prvocislo,
délitelnost, nesoudélnost a podobné. Dalsim stézejnim terminem je jednoznacny
rozklad na prvocinitele. Ten samoziejmé nemusi platit v kazdém okruhu. V té-
to kapitole se k tomuto tvrzeni postupné propracuji, abych ho pak mohl pouzit
v dikazu.

V ucivu komplexnich ¢isel jsme se na stfedni skole setkali s komplexné sdruze-
nym ¢islem. V teorii Eisensteinovych ¢isel budeme pracovat s podobnym pojmem.

Definice 2.1.2. Necht o € Z[w], kde o = a + bw, pro a,b € R. Pak ¢islo kon-
jugované k ¢islu o budeme nazjvat ¢islo ve tvaru a + bw?. Budeme ho znacit

a.
Neméné dulezitym pojmem je norma.

Definice 2.1.3. Normou prvku o = a + bw rozumime soucin aa. Znacime ji
N(a).

Mnohdy budeme pouZivat vztah N(a) = a® — ab + b°.
Snadno se o tom piesvédéime: aa = (a+ bw)(a + bw?) = a® + ab(w? +w) + bw® =
a® — ab + b%. Jelikoz jsou navic ¢isla a, b celd, pak je i libovolna norma celé &islo.
Dokonce je to ¢islo nezaporné, nebot a? — ab + b? = (5 — b)? + % > 0.
Pro normu plati také, ze je takzvané multiplikativni. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 2.1.1. Necht o, f € Z|w]. Potom N(af) = N(a)N(B).



Jeji ditkaz vyplyva z definice normy.
N(ap) = (af)(af) = afas = aaff = N(a)N(B).

Nyni k velmi zname délitelnosti v Z[w].

Definice 2.1.4. Necht o, 5 € Z|w]. Reknéme, Ze B deli o, pokud ezistuje vy € Z|w]
takové, Ze o = (.

Tady si ukdzeme, pro¢ jsme zavadéli normu. Plati totiz velmi silny vztah.
Véta 2.1.2. Necht o, € Z|w] a o | B. Pak N(«) | N(5).
Definice 2.1.5. Cisla, kterd deli ¢islo 1, nazgjvdme jednotkams.

Budeme rozlisovat teda dva pojmy: pojem ,jednotky*“ a pojem ,jednicky*,
t.j. ¢isla 1. Cela ¢isla nam nabizeji jednotky dvé 1 a —1. V okruhu Eisensteinovych
¢isel jich mame vice.
Véta 2.1.3. Okruh Eisensteinovijch ¢isel md pravé Sest jednotek: +1, +w, +w?.

Diky vété 2.2.1. to snadno dokdzeme. Z definice jednotky tedy necht existuje
€ = a+bw, ze € | 1. Pak i N(¢) | N(1) = 1. N(e) je ale ¢islo nezaporné,
celé. Proto nutnd N(e) = a® — ab + v* = 1. To vede ke kvadratické rovnici,
ktera méa feseni jen kdyz D = —3b* +4 > 0, tedy b = 0 nebo £1. Dopocitame
pro kazdy pfipad a a dostavame feseni (£1,0), (£1,+£1), (0,£1). Tém odpovidaji
¢isla £1,4+1 + w = +w? a +w, coz jsme chtéli ukazat.

Z provedeného diukazu vyplyva platnost nasledujici véty.

Véta 2.1.4. Necht € € Z|w], pak € je jednotka prdvé tehdy, kdyZ N(e) = £1.

Tim jsme se seznamili s pojmem jednotka a jeho vlastnostmi.



2.2 Aritmetika Eisensteinovych cisel

Zacneme s vétou o déleni se zbytkem.

Véta 2.2.1. Méjme dvé Fisensteinova cisla o, 3, B # 0, pak existuji Eisenstei-
nova ¢isla v a | takové, Ze plati

a=pu+v,kde N(v) < N(5).

Diikaz. Necht % = A+ Bw, kde A, B € QQ, a x,y jsou cela ¢isla takova, ze
plati

1
A — x| < =,

2

1
B —yl < —.
\ yl_2

Méjme nyni Eisensteinova ¢isla p = v +wy a v = a — pf. Tyto ¢isla spliuji
pozadované vlastnosti:

o
B

déle podle véty 2.1.1. piejdeme k normam a dostavame

Vzoz—uﬁzﬂ( u)=6(A+Bw—x—wy)ZB[(A—wa(B—y)],

Nw)=N@)(A-z) - (A—a)(B-y)+(B-y)’] <

1 1 1 3

<N @) (+1+7) = 2N <N

Definice 2.2.1. Nejvétsim spolecnym delitelem dvou Fisensteinovijch cisel o, 3
nazveme takové cislo, které

1. deli a1 B,
2. md tu vlastnost, Ze je délitelné kaZdygm spolecnym délitelem cisel o, 3.

Stézejnim nastrojem v teorii ¢isel je Euklidiv algoritmus. I mi si ho zde
zavedeme

Véta 2.2.2 (Eukliduv algoritmus). Pro kaZdé dvé Eisensteinova éisla «, f3,
z nichZ alespon jedno z nich je rizné od nuly, existuje nejuetsi spolecny délitel
0. Ten je aZ na asociovanost uréen jednoznacné a lze vyjdadrit ve tvaru

0 =af+ fn,
kde & a n jsou Eisensteinova cisla.

Diikaz. Predpoklddejme [ # 0. Podle véty 2.2.1. miuzeme sestavit systém
rovnic

a= B +ry, N(v) < N(B),
B = vy +vi, N(n)<N(w),
Vo = pov1 + 12,  N(o) < N(11),



Vk—o = MkVk—1 + Vg,  N(v) < N(vg-1),
V-1 = Kk+1VEk,

kde &k € N, vy, ..., V11, to, ---, b1 jsou Eisensteinova ¢isla. Dostavame klesajici
posloupnost

N(B) > N(vy) > N(v1) > -+ > N(vg) > N(vpy1) =0,

tedy pro urcité k musi platit N(vx.1) = 0. Eisensteinovo ¢islo v, = ¢ potom je
nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a S. Rovnice Euklidova algoritmu pak miizeme
upravit do tzv. Bezoutovy rovnosti.

6= al + 6.

Definice 2.2.2. Dvé Eisensteinova c¢isla nazveme nesoudélnygmi, pokud je jejich
nejuetsim spolecngm délitelem jednotka.

Véta 2.2.3. Necht o, (3,7 jsou Fisensteinova ¢isla, o a [ jsou nesoudelnd a
a | pry. Pak a | .

Diikaz. Cisla a a f jsou nesoudélna, existuji tedy &,7 € Z[w] tak, Ze plati
af + fn = 1. Celou rovnici vynasobime ¢islem ~, dostavame aévy + Bny = 7.
Zjevné « | ay a také a | By, tedy a | a&y + 61y, neboli a | .

Definice 2.2.3. Fisensteinovo ¢islo ™ nazveme prvocislo, pokud je délitelné pouze
jednotkamsi a ¢isly s ™ asociovangmi.

Véta 2.2.4. Méyme Eisensteinovo prvocislo m a FEisensteinova c¢isla o, 5. KdyZ
| ab aw )5, plati T | a.

Diikaz. Protoze m J 3, pak jsou nesoudélna a tedy 7 | a.

Véta 2.2.5. Necht je o Eisensteinovo c¢islo a N(«) = p, kde p je prvocislo. Potom
a je Fisensteinovym prvocislem.

Driikaz. Diikaz povedeme sporem. Predpokladejme, Ze o neni Eisensteinovym
prvocislem a muzeme ho psat ve tvaru a = n¢, kde n,§ € Z[w], N(n) > 1 a
N() > 1. Tedy p = N(a) = N(n)N(£), prvocislo p ale nemuzeme rozlozit na
souc¢in dvou prirozenych ¢isel vétsi nez jedna. Dostavame spor.

Zakladni véta aritmetiky nadm udava dulezitou vlastnost prirozenych cisel
(tedy i celych, az na znaménka) a to jednozna¢nost rozkladu na soucin prvoéisel.
Kazdé ptirozené ¢islo totiz muzeme zapsat jako soucin nékolika prvocisel — na-
piiklad 15 = 3 -5, 37 = 37, a tento rozklad je vzdy jediny mozny (aZ na potadi
Ciniteli). Podobné to ale plati i pro Eisensteinova &isla.

Véta 2.2.6. Necht je a Fisensteinovo cislo. Pak leze toto cislo rozloZit na soucin
konecného poctu Eisensteinovijch prvocisel. AZ na potadi a asociativitu déliteli je
tento rozklad jednoznacny.

Diikaz. Nejprve si ukazme, Ze rozklad Eisensteinova ¢isla na prvocisla vzdy
existuje indukei. Kazdé Eisensteinovo ¢islo a takové, ze N(a) = 2, je podle véty
2.2.5. Eisensteinovym prvocislem. Tedy pro tento ptipad jsem hotovi.
Piedpokladejme nyni Eisensteinovo ¢islo o, N(«) > 2 a platnost véty pro kazdé
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¢islo 3, pro které N(B) < N(«). Kdyz « je Eisensteinovo prvodislo, tak je dikaz
hotovy. V opa¢ném piipadé je mozné ¢islo «v rozlozit na a = f, kde 8,y € Z[w|
aplati 1 < N(f) < N(a) a1l < N(y) < N(«). Podle indukéniho piedpokladu
vsak lze ¢isla 8 a v rozlozit na souc¢in Eisensteinovych prvocisel. Tim je indukce
hotova. Nyni musime dokazat jednoznac¢nost tohoto rozkladu.

Necht o = mma...m, a @ = wjms...w), jsou dva rozklady ¢isla o (n,m € N).
Plati m; | o tedy 7 | w7 ¢

*

. coz vede k m; | } pro néjaké i. Cisla m a «}
jsou Eisensteinova prvocisla a plati 77 = €179, kde €; je jednotka. Miizeme tedy
vydélit oba rozklady ¢islem 7} a zaroven si pieznac¢ime druhy rozklad tak, aby
w7 = m". Dostavame tedy

ToTg... Ty = €My M3 .. T
Tento postup opakujeme, dokud na jedné strané nezbude zadné Eisensteinovo
prvocislo. Pokud by bylo n < m, dostali bychom po n krocich

* v ~
1l =€Tpi1..Tm,

to ovSem neni mozné. Stejné by dopadl i pripad n > m. Musi tedy platit, Ze
n = m a oba rozklady jsou az na poradi a asociativitu déliteli shodné.

Tim jsme zavrsili nas kratky tvod do Eisensteinovych ¢isel. Nyni se muzeme
pustit do samotného dukazu.



3. Dikaz Velké Fermatovy véty pro
n==3

3.1 Parametrizace rovnice

Parametrizace feSeni rovnice nebo jen kratce parametrizace rovnice je nalezeni
predpisu feseni této rovnice. Pouzivame ho velmi ¢asto v ptipadech, kdy je pocet
feSeni nekonecné mnoho. Snad nejznaméjsim piikladem je parametrizace rovnice
a? +1* = 2. To je jak vime Pythagorova véta a ¢&isla spliujici tuto rovnici se
nazyvaji Pythagorejska trojice. Téch je nekone¢né mnoho véetné vSech nasob-
ku tii, ¢tyf a péti. Relativné snadnym postupem zjistime, Ze vSechna jsou tvaru
((m? —n?)k, 2mnk, (m? + n?)k) nebo (2mnk, (m?* — n?)k, (m* + n?)k) pro vSech-
na m,n, k € Z. Muzeme tedy timto zptisobem generovat vSechny Pythagorejské
trojice.

Méné znamé jsou napiiklad Pythagorejské ctvetice, tedy ty cisla, ktera spl-
fiuji rovnici a® + b 4+ @ = 2 ReSeni této rovnice lze také parametrizovat
(m? 4+ n? — p? — ¢%,2mq + 2np, 2nq — 2mp,m? + n? + p* + ¢*) pro libovolna
cela m,n,p,q.

Praveé vzorce pro Pythagorejské trojice se vyuziva v dikazu Velké Fermatovy véty
pro n = 4. Vidime tedy, 7e parametrizace feSeni rovnice je velmi siln& zbran.

V diikazu ke kterému smétrujeme tuto metodu také pouzijeme. V néasledujicich od-
stavcich budeme rozebirat rovnici, ktera na prvni pohled nemusi souviset s Velkou
Fermatovou vétou, nicméné se naim bude skute¢né hodit.

Hledejme v Z[w] parametrizaci FeSeni rovnice

2? — 3zy + 3y = 2%, (3.1)

kde navic 3 | y a x,y, z jsou po dvou nesoudélna.
V oboru celych ¢isel se leva strana tézko rozklada, ale v Z[w] to lze snadno, nebot

2? —3zy +3y° = (x —y)* —ylz —y) + v*.

Po této tpravé si mazeme v8imnout normy &isla (z — y) + wy, kterou rozlozime
z obecné definice normy

Nz —y+wy)=(z—y+w)(@—yFwy) = (& —y+wy)(z—y+wy).
Dale dosadime do (1)
(z— (1 —wy)(z— (1 -w?y) = 2"

Pro dalsi piehlednost si navic ozna¢me o =z — (1 —w)y, @ =z — (1 — w?)y.
Nyni zkoujmeme soudélnost ¢isel « a @. Necht 7 € Z|w] je prvocislo takové, ze

T|la, T|@.

Pak déli i jejich libovolnou linedrni kombinaci



mlla—a)=(z—(1-wy—z+ (1 —-wy) =wy(l —w).
A také

T (1+wae-a)=1+w)(z—(1-wy —z+1-w)y=

=r(l14+w)— (1 -y —a+ (1 —-w?y=2w.

w je jednotka, proto 7 | (1 —w)y a 7 | z, coz vede k 7 | (1 — w)y. Jelikoz jsou ale
x,y nesoudélna, pak mohu tvrdit, Ze

T (1 —w).
Opét vyuzijme vlastnosti normy:
N(r) | Nl—w)=1-1-(=1)+(-1)*=3,

kde 7 neni jednotka, proto N(7) # 1. Nutné tedy N(7) = 3.
Nyni se vratme k (1).

7|2 = N |N:Z)=3|=3]z
A tady dostavame kone¢né spor, protoze 3 |y a (y,z) = 1.

Proto neexistuje takové . Cisla o, @ jsou tedy nutné nesoudélna. Diky tomu,
Ze jejich soudin je t¥eti mocnina, pak i @ a @ jsou t¥eti mocniny (pfipadné vyna-
sobené jednotkou). Neboli:

IPeZw]: a=uwp a=uwkpd= wkﬁ?’.
Kde k € {0,1,2} nam vyhodné obstarava ony jednotky. Ty jak vime jsou =+1,

+w, +w? s tim, 7e piipadné znaménko minus si mizeme ’skryt’ do ¢initele 32.
Pokracujme dale, méa platit

2 = aa =W FEB = (B5)° = N(B)*.
Vyjadfeme si nyni § v algebraickém tvaru: f = s + tw a dosadme:
P =N(B)?P = (s —st+1*)° = 2 =5 —st+t°.
Vyjadiit si x,y uz je rutinni zalezitost. Musime ale rozebrat t¥i piipady pro
ke {0,1,2}.
1) k=0, tedy
Po dosazeni pak
st+wtl=r—(1-wy=0a, B+t)P=c—(1-w)y=a.
Odectenim « a @ ziskame y:

y(w —w?) = (s +tw)® — (5 + tw?)? = 357w + 3st’w? — 35 tw? — 3st’w
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= 35 (w — w?) — 3st*(w — w?)
=y = 3st(s — t).
Néslednou vhodnou lindrni kombinaci si vyjadiime z:
l+wa—-a=z1+w)—1—-w)y—a+(1-wy=
=(s+tw)*(1+w)— (s +tw?)’ =
= 3st’w? + s°w* + 35%tw? + 352w’ + P!t — 3stPw =
= 3st’(w® —w+ 1) + w(s® + %) + 35%tw = w(s® + * + 3s°t — 6st?)
= 1 =8 +1° + 35 — 65>,

Pro tento ptipad jsme hotovi.
2) k=1, tedy
wh=a, wl=a.

Opét dosadime:
wis+wtP =r+ (1 -w)y, w (s+w’t)?=a+1-w?y.
A podobnym odec¢tenim ziskame y
y(w — w?) = w(s +tw)? — w(s + tw?)? = ws® + 3st?w® + 35 tw? + 3w’ —
—s%w? — t3w® — 35%tw? — 3st’w’ = s} (W — w?) — 3%t (w — W?) + (W — W?).

Coz vede k
y = s> —3st? + 13

Tady si uvédomime, ze 3 | y, proto
318413 =(s+1)(s*—st+12) = (s+1)z

Ziejmé pak 3 | (s +t). Upravou z = s> — st + > = (s + t)? — 3st ale vidime,
ze 3 / (s+1t), protoze 3 [ z. A to je tedy spor, pro tento piipad zadné feseni
neexistuje.

3) k=2

Dosad me:
Wstwt)P =z - (1-w)y, ws+wt)=1—(1-w)y.
A odectenim ¢isel a a @ ziskdme y
ylw —w?) = w(s +tw?)? — W (s + tw)® = ws® + 3%stw® + 3st?w® + 3w’ —

—s%w? — 3w — 35%tw® — 3st’w? = s} (w — w?) — 3st?(w — W?) + 3 (W — W?).

Upravime a mame opét jako v pifpadé 2): y = s3> — 3st? + 3. Coz jak vime vede
ke sporu.
Jedinym vhodnym kandidatem je tedy piipad 1)k = 0.
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Ted uZ zbyva jenom tuto parametrizaci ovéfit dosazenim
(834134357t —65t)?—3(s> +13+35%t —65t2) (3st(5—1) ) +35°t* (s—1)? = (s*—st+12)>.

Rutinnim vypoctem lze zjistit, Ze tato rovnost skutecné plati.
Mame tedy parametrizaci feSeni:

(z,y,2) = (s° + 3%t — 65t + 3 3st(s — t), 5% — st +12),

ktera spliuje rovnici (3.1) pro libovolna cela s, t.
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3.2 Vlastni dukaz

Ptipomenme, Ze chceme dokazat, 7e neexistuje trojice nenulovych celych ¢isel
x,Yy, z vyhovujici rovnici
2 +yP + 22 =0. (3.2)

Predpokladejme, ze tato rovnice néjaké teSeni skuteéné ma. Navic hledejme
,nejmensi“ feSeni, minimalizujme tedy naptiklad hodnotu |zyz|. Mazeme uva-
zovat jen po dvou nesoudélné x, y, z, pokud by totiz existovalo prvocislo, které by
délilo dvé z nich, pak by délilo i tfeti. Rovnici bychom pak mohli timto prvocislem
vykratit.

Uvédomime-li si, ze tfeti mocnina ma vzdy zbytek 0,1 nebo —1 po déleni de-
viti, pak snadno prohlédneme, 7e alespon jedna z nich musi byt délitelna deviti.
At uz si navolime znaménka v rovnici £1+ 1 = +£1 jakkoliv, nikdy nebude platit.
Proto je dokonce pravé jedno z ¢isel z,y, z délitelné tfemi. Pfedpokladejme bez
ijmy na obecnosti , ze 3|z:

Pak urcité 3|z + y°, po rozlozeni 2% + y* = (v + y)(2* — zy + y?) déle miZeme
tvrdit, ze 3|z + y nebo 3|z? — zy + y2.

Sikovnou upravou zjistime nasledujici ekvivalenci

3| (@* —zy+y") = (z+y)’ -3zy = 3| (r+y)
Nynf si ozna¢me 21 = 5%, 41 = Igﬂ a dosadme do 3.2
2yt = (o )@ —ay +yf) = =27
3yr(2? — 2(3y; — x) + 3y — 1)?) = 2723
3y1(32* — 9ayy + 9y7) = —272}

y1(2® — 3y, + 3y7) = —327.
Diky tvodnimu pr¥edpokladu (x,y) = 11 (z,41). Zejména pak (yi, 2 — 3wy, +
3y?) = 1. Na zékladd toho a posledni rovnice plati 3 | y;. Nésledné vyuZijeme
substituci:
Ju,v € Z, (u,v) = 1: 9, = 3u®, 2% — 3wy, + 3y? = 0>
Tady dostavame rovnici u niz jsme v minulé podkapitole zjistili parametrizaci
jejich feseni. Vzpomene si na pocatecni podminku, ze vSechny neznamé musi byt

po dvou nesoudélné a ma platit 3 | y;. VSechny tyto pozadavky naSe rovnice
splituje, proto muzeme nasadit predpis feseni.

=35 +35%t—6st> +1 y =3st(s—t) v=s—st+t* (s,t)=1

Hlavné néas zajima y; = 3st(s — t), nebot s,t a (s — t) jsou po dvou nesoudélné.
Proto pouZijeme znovu substituci:

—s=adt=s—t=¢ abcel.
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Sectenim téchto tii ¢leni ale dostavame
a’+b*+c* =0.
A tady mame kone¢ny spor s minimalitou |zyz|, protoze jsme nasli ¢isla a, b, c

splhujici rovnici 3.2, kde |abe| < |y1| < |x + y| < |zyz|.
Tim jsme dokoncili dikaz Velké Fermatovy véty pro n = 3.
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3.3 Nevyresena rovnice

Dtive nez jsem se pustil do studia Eisensteinovych ¢isel, pokousSel jsem se o di-
kaz, ktery by pouzival ¢isté jen zaklady teorie ¢isel (délitelnost, nejvétsi spole¢ny
délitel,...). PiestoZe jsem v ditkazu hodné pokrod¢il, dokon¢it se mi jej timto zpi-
sobem nepodafilo. Domnivam se vSak, ze muze byt zajimavé, kdyz v této Casti
¢tenafi nabidnu nékolik iivah a zjisténi, které jsem pri tomto postupu provedl.

2?4yt =27 (3.3)
Stejné jako ostatni jsem dokazoval sporem. Predpokladal jsem, Ze rovnice 3.3 ma

feSeni a snazil se dojit ke sporu.
Prvni co mé napadlo pti pohledu na onu rovnici, byly jeji rozklady:

3

2 =2t 4P

= (z+y)(a® — 2y +4°),

=2yt = —y)(P® + 2y + ),

v =202 = (2 — ) (2® + 2w+ 27).

Jeliko7z jsem ptredpokladal nesoudélnost danych ¢isel z,y, z (presnéji feceno: jsou
po dvou nesoudélnd), tak jsem rozebiral spolecné délitele zavorek v takto vznik-
Iych rozkladech.

d= (Z—y,22+zy+y2),
f = <$+yax2 —xy+y2),
g=(z—z,2° + zx + 7).
Ukazalo se, ze d, f, g € {1,3} a nejvyse jeden z d, f, g je roven tfem. Bez ujmy na
obecnosti jsem tedy stanovil f = g = 1, diky tomu jsem dostal rovnice
P=aty, ¢ =2 —ay+y (3.4)

w=z—x =242z + 27 (3.5)

Déle jsem rozlisil piipady d = 1 a d = 3. Pro d = 1 se snadno presvédéime o
rovnosti
(x+y—2)* = 3(pub)?,

ve které je zfejmy spor, nebot leva strana rovnice je tfeti mocnina, zatimco pravi
neni.

vvvvvv

vztahy
PV =2—vy, 3a°=:22+2y+ 2 (3.6)

Z rovnic (3.4), (3.5), (3.6) jsem si vyjadiil neznamé z.y, z

pP—ut 430 pP =3 pP 4t 4300

e 2 (R T R

a dosadil do vztahu
(x+y— 2)* = 3°(pub)®.
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Coz tedy vedlo k rovnici
p> —u® — 3°0 = 18pub.

Staci tedy dokazat, Ze neexistuji p, u, b, kter& by byla feSenim této rovnice. Nicmé-
né zde narazime na problém, nebot zadny takovy diikaz jsem nenasSel. Nikdo koho
jsem pozadal o pomoc nebyl schopen tuto rovnici vyfesit s vyuzitim elementér-
nich prostfedkii. Dokonce nenf jisté, jestli takovy dikaz existuje. Prozkoumal jsem
¢etné zpusoby, vyzkousel rizné metody, vzdy se ziskem jistych informaci, presto
bez tspéchu.Za zminku stoji, Ze pokud se vyznate v eliptickych kiivkach podaii se
vam to. Staci dokézat neteSitelnost rovnice pomoci jeji transformace na eliptickou
kiivku, o niz se poté dokaze, ze nema zadné (netrividlni) racionalni body.

Po nescetné netspésnych pokusii jsem opustil teorii ¢isel a rozebiral jsem
hodnotu poméru k:

p—u  18up+ 3%
b p?2+pu+u?

=k, kecRT

Kde pro rizna k jsem dukaz po ¢astech dokoncoval. Jediny interval ktery odolal,
byl k € (6,/3%) (Pro piedstavu /3 je piiblizné 6,24.).
Pro tento interval ziistava ditkaz nedokoncen. Casto mé napadla myslenka, zda
viilbec tato cesta nékam vede. Nevim to dodnes, rad bych se vSsak timto dosud
otevienym problémem v budoucnu jesté chtél zabyvat.
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4. Historie Velké Fermatovy véty

4.1 Historie

Pti studiu jednoho antického spisu, Diofantovy Aritmetiky, si Pierre de Fermat
napsal na prazdny okraj vedle textu rovnici. Na této vété nebylo samo o sobé nic
Spatného. Byla to prosté jen jedna z mnoha hypotéz v teorii ¢isel. Jenze Fermat
vedle jesté pripsal: ,NaSel jsem tzasny dukaz tohoto tvrzeni, ale nevejde se mi na
tento okraj."

Kdy7z zemfel, v jeho poziistalosti nebyl zminény ditkaz nikde nalezen. Od té doby
jeho pozndmka mucila nes¢etné generace matematiki. VSechny ostatni Fermatovy
hypotézy byly mezitim dokazény nebo vyvraceny, ale jeho velki véta vzdorovala
vSem pokusim. Stala se z ni jedna z nejvétsich matematickych zdhad a milov-
niky ¢isel privedla k sebevrazdam a soubojim. V roce 1908 slavna gottingeska
univerzita v Némecku vypsala odménu 100 tisic marek pro toho, kdo dikaz velké
Fermatovy véty nalezne.

V ¢ervnu roku 1993 se konala v nedavno otevieném Newtonové tistavu v Cambrid-
gi matematicka konference, na niz se sjela fada expertii v teorii ¢isel, coz je jedna
z mnoha specializovanych matematickych disciplin. Jednim z prednasejicich byl
¢tyticetilety Andrew Wiles, profesor matematiky z univerzity v Princetonu. Wiles
mél sérii t¥i pfednasek s nazvem Modularni formy, eliptické k¥ivky a Galoisovy
reprezentace. Prestoze malokteii pfitomni poznali, k ¢emu Wiles smétuje, nékolik
zasvécenct tusilo, o co jde. Na treti prednasku, ve stiedu 23. ¢ervna, se dostavilo
vice nez 60 posluchaci. Ti se pak stali svédky snad nejvétsi matematické senza-
ce tohoto stoleti: Dilkaz, ktery Wiles ve svych pfednaskach nastinil, je dikazem
Fermatovy véty. Uz v prosinci téhoz roku oponenti odhalili v jeho dikaze chy-
bu. Wiles poté spolu s dalsim matematikem Taylorem provedl opravy a ptedlozil
novou verzi diikazu. Tato kone¢né verze se ukazala, ze je v poradku. Zabira vic
nez 200 stranek slozité matematiky. Nyni uz je jasné, ze Fermat opravdu tehdy
dukaz nenasel, nebot tehdy nebyly dostupné metody jako jsou dnes.
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4.2 Pierre de Fermat

I kdyz Fermat nikdy nesepsal diikaz své Velké véty, zapsal v jakési zakdédované
formé naznak takového dikazu pro speciadlni pfipad n = 4 a ve svém vytisku
Aritmetiky jej v¢lenil do poznamek tykajicich se naprosto odlisného problému. I
kdyz jde svym zplisobem o nejucelenéjsi vypocet, jaky kdy Fermat svéril papiru,
je postup diikazu stale pouze naznaceny a netiplny, zakonceny slovy, ze nedosta-
tek ¢asu a mista brani tomu, aby bylo podano tplné vysvétleni. Bez ohledu na
chybéjici podrobnosti tato Fermatova poznamka jasné ukazuje na jistou formu
ditkazu sporem znamou jako metoda nekonec¢ného sestupu.

Aby dokazal, Ze neexistuje Zadné feSeni rovnice a*+b* = ¢*, predpokladal Fermat,
7e takové hypotetické fesni existuje:

CL:Al, b:Bl, c:C'l

Na zékladé podrobnéjsiho studia vlastnosti této troji ¢isel dale ukézal, ze pokud
tato hypotetické trojice skutec¢né existuje, musi existovat i trojice mensich ¢isel,
ktera rovnéz tesi rovnici. Zkoumanim vlastnosti tohoto nového reseni pak ukazal,
ze musi existovat jeSté mensi feSeni a tak dale.

Fermat tak z feSeni rovnice a* + b* = ¢* sestavil klesajici schodisté, které by te-
oreticky sestupoval do nekonec¢na a obsahovalo stile mensi a mensi kladné ¢isla.
Protoze vsak a, b, c musi byt pfirozené ¢isla, neni nikdy nekoncici posloupnost sta-
le mensich feseni mozna. Mezi kladnymi celymi ¢isly totiz musi existovat nejmensi
feSeni. Pocatecni predpoklady byl nespravny. Metodou nekone¢ného sestupu tak
Fermat dokazal, zZe rovnice nemiize mit pro n = 4 zadné kladné celoc¢iselné reseni.

4.3 Leonhard Euler

Pripad n = 3 byl dok4dzan Leonhardem Eulerem v roce 1770. Jedna se o nejstarsi
dochovany dukaz. Odlisné dikazy byly publikovany mnoha dal$imi matematiky
jako je Kausler, Legendre, Calzolari, Gambioli, Krey, Rychlik a mnoho dalsich

Euler se snazil vyjit z metody Fermata a chtél zkonstruovat pomoci ni obecny
dikaz platny pro vSechny ostatni rovnice. Vedle postupného zvySovani hodnoty
n az do nekonecna zajimala Eulera rovnéz hodnota n o jednicku nizsi, n = 3, a
pravé pro tuto hodnotu se pokusil rovnici dokdzat nejdiive. Aby Fermatem na-
vrzeny dikaz pro n = 4 pfizpusobil pifipadu n = 3, musel Euler pouzit takzvana
imaginarni ¢isla. Imaginarni ¢isla, nebo taky komplexni ¢isla, poskytla matema-
tice doslova novou dimenzi. Euler dokazal, Ze pouzitim imaginarniho ¢isla ¢ miize
dosahnout toho, aby ditkaz metodou nekone¢ného sestupu fungoval i pro pfipad
n = 3.
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Zaver

Ptibéh Fermatovy véty se prolin& celymi déjinami matematiky jako ¢ervena nit a
dotyka se vSech oblasti teorie ¢isel. Dava nam jedine¢nou moznost nahlédnout, co
je hnaci silou matematiky, a to je snad jesté dilezitéjsi, ¢im jsou matematikové
inspirovani. Na chvili jsem pocitil, jaké to je feSit problém, aniz bych védél, jestli
maé teSeni.
Soucasny dikaz Velké Fermatovy véty je natolik slozity, ze jej zcela chape jen
hrstka lidi. Podobné jsou na tom dukazy ostatnich dilezitych vét. Cilem této
prace bylo prijit s dikazem pro specificky exponent, ktery by pochopil témér
kazdy.

Tato prace je i kvalitnim zakladem po pripadny vyzkum dikazi pro jiné
exponenty.
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