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Anotace

Cílem je podat d·kaz této v¥ty za pomocí elementárních prost°edk·. K pochopení
práce jsou pot°ebné znalosti, které jen £áste£n¥ p°esahují st°edo²kolské poznatky.
Jedná se p°edev²ím o úvod do teorie Eisensteinových £ísel. Vlastnosti t¥chto £ísel,
o n¥º se p°edloºený d·kaz opírá, jsou proto v textu práce rovn¥º vyloºeny.

Klí£ová slova: Velká Fermatova v¥ta; diofantická rovnice; Eisensteinova £ísla; pa-
rametrizace.

Anotation

This work deals with the Fermat's Last Theorem for exponent 3. The aim of
this paper is to provide a proof using only elementary tools. The necessity to
understand this paper only partly exceeds high school knowledge. It is primarily
a introduction to theory of Eisenstein numbers. Properties of these numbers are
therefore also mentioned in the text.

Key words: Fermat's Last Theorem; Diophantine equation; Eisenstein numbers;
parametrization.
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1. Úvod

1.1 Vymezení problému

Velká Fermatova v¥ta je jedna z nejslavn¥j²ích v¥t v historii matematiky. Nejv¥t²í
matematikové se v pr·b¥hu staletí snaºili vy°e²it tento problém. V²ichni aº na
jednoho skon£ili nezdarem. Velká Fermatova v¥ta m¥ fascinovala uº od útlého
v¥ku, proto jsem se rozhodl, ºe se pokusím o vlastní d·kaz pro její speci�cký ex-
ponent. Uº od za£átku jsem v¥d¥l, ºe to bude úkol nesnadný, nicmén¥ jsem na n¥j
zam¥°il svoji práci. V druhé kapitole p°edstavuji £tená°i základy Eisensteinových
£ísel. Jsou hlavním pilí°em, bez kterého by se d·kaz neobe²el. Eisensteinova £ísla
je velmi rozsáhlá problematika, která by samotná mohla být hlavním tématem
práce. P°esto jsem se snaºil uvést jen nezbytné minimum, aby byla práce srozu-
mitelná pro st°edo²kolského studenta.

V poslední kapitole seznamuji £tená°e s historií, kontextem a pozadím doby p°i
°e²ení Velké Fermatovy v¥ty.

1.2 Cíle práce

Cílem mé práce je vytvo°it vlastní d·kaz Velké Fermatovy v¥ty pro n = 3. Mým
úmyslem je p°ijít s d·kazem pochopitelným pro st°edo²koleského studenta. Chci
sv·j d·kaz porovnat s metodami vyuºívajícími vysoko²kolskou matematiku a s
pracemi jiných matematik·.
Snaºím se o srozumitelnou metodu, které by m¥l porozum¥t b¥ºný £lov¥k. Vy-
uºívám postupy, které jsem se nau£il na gymnáziu. Soub¥ºn¥ porovnávám svoje
kroky s kroky jiných matematik· a snaºím se o nejjednodu²²í °e²ení.
Daným problémem se zabývali nejv¥t²í géniové v d¥jinách, p°esto si myslím, ºe
elementární d·kaz od st°edo²kolského studenta by mohl p°inést nový pohled na
v¥c.
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1.3 Úvod do problematiky

Velká Fermatova v¥ta pojednává o diofantické rovnici, coº je typ rovnice, který
obecn¥ p°edstavuje jeden z pom¥rn¥ obtíºných matematických problém·. Tyto
rovnice p°ipou²t¥jí °e²ení pouze v oboru celých £ísel. Zní takto:

Neexistují celá £ísla x, y, z a n, pro která xn+yn = zn, kde n > 2 a x, y, z 6= 0.
Moje záv¥re£ná maturitní práce se zabývá konkrétním p°ípadem n = 3.
Tedy:
Neexistují celá £ísla x, y, z, pro která x3 + y3 = z3, kde x, y, z 6= 0.

Chceme-li se vyhnout formulaci pomocí rovnice, m·ºeme v¥tu formulovat násle-
dujícím zp·sobem.
Nelze p°erovnat kosti£ky tvo°ící dv¥ men²í krychle tak, aby vznikla t°etí, v¥t²í

krychle.

�íká se, ºe matematická v¥ta je tím krásn¥j²í, £ím je její d·kaz del²í a obtíºn¥j²í
a £ím je její formulace krat²í a jednodu²²í.
Velká Fermatova v¥ta toto hledisko spl¬uje vrchovat¥. P°estoºe lze její formulaci
zapsat na jediném °ádku a pochopí ji i ºáci základní ²koly, na d·kaz se £ekalo
dlouhých 350 let, b¥hem kterých se o n¥j marn¥ pokou²ela °ada velkých matema-
tik·.
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2. Eisensteinova £ísla

2.1 Základní de�nice

Neº si nade�nujeme Eisensteinova £isla, tak si ozna£me ω jako jednu ze t°etích
odmocnin z jedné, a to:

ω =
−1 +

√
3i

2
.

Podotkn¥me, ºe ω je °e²ením rovnice ω3 − 1 = 0. �asto budeme také pot°ebovat
vztah ω2 +ω+ 1 = 0, který vyplývá z rozkladu ω3− 1 = (ω− 1)(ω2 +ω+ 1) = 0.

De�nice 2.1.1 (Eisensteinova £ísla). Kaºdé £íslo tvaru a + bω, kde a, b ∈ Z,
nazveme Eisensteinovým £íslem.

Mnoºinu v²ech Eisensteinových £ísel budeme zna£it Z[ω].

Pro £tená°e, který není zasv¥cený do pokro£ilej²í algebraické teorie £ísel, se m·-
ºou zdát Eisensteinova £ísla nepraktická a d·vod, pro£ jsme si zrovna vybrali tato
£ísla, nemusí být jasný. Nicmén¥ ukáºu, ºe tento okruh má velmi mnoho výhod-
ných vlastností.
Eisensteinova £ísla tvo°í okruh. Okruh má netriviální de�nicí. My se spokojíme
s tvrzením, ºe jde o matematickou strukturu, ve které m·ºeme s£ítat a násobit.
Dal²ím známým okruhem jsou celá £ísla Z.
Podobn¥ jako v okruhu celých £ísel bychom rádi pouºívali pojmy jako prvo£íslo,
d¥litelnost, nesoud¥lnost a podobn¥. Dal²ím st¥ºejním termínem je jednozna£ný
rozklad na prvo£initele. Ten samoz°ejm¥ nemusí platit v kaºdém okruhu. V té-
to kapitole se k tomuto tvrzení postupn¥ propracuji, abych ho pak mohl pouºít
v d·kazu.

V u£ivu komplexních £ísel jsme se na st°ední ²kole setkali s komplexn¥ sdruºe-
ným £íslem. V teorii Eisensteinových £ísel budeme pracovat s podobným pojmem.

De�nice 2.1.2. Nech´ α ∈ Z[ω], kde α = a + bω, pro a, b ∈ R. Pak £íslo kon-
jugované k £íslu α budeme nazývat £íslo ve tvaru a + bω2. Budeme ho zna£it
α.

Nemén¥ d·leºitým pojmem je norma.

De�nice 2.1.3. Normou prvku α = a + bω rozumíme sou£in αα. Zna£íme ji
N(α).

Mnohdy budeme pouºívat vztah N(α) = a2 − ab+ b2.
Snadno se o tom p°esv¥d£íme: αα = (a+ bω)(a+ bω2) = a2 + ab(ω2 +ω) + bω3 =
a2 − ab+ b2. Jelikoº jsou navíc £ísla a, b celá, pak je i libovolná norma celé £íslo.
Dokonce je to £íslo nezáporné, nebo´ a2 − ab+ b2 = (a

2
− b)2 + 3a2

4
≥ 0.

Pro normu platí také, ºe je takzvan¥ multiplikativní. Platí totiº následující v¥ta.

V¥ta 2.1.1. Nech´ α, β ∈ Z[ω]. Potom N(αβ) = N(α)N(β).
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Její d·kaz vyplývá z de�nice normy.

N(αβ) = (αβ)(αβ) = αβαβ = ααββ = N(α)N(β).

Nyní k velmi známe d¥litelnosti v Z[ω].

De�nice 2.1.4. Nech´ α, β ∈ Z[ω]. �ekn¥me, ºe β d¥lí α, pokud existuje γ ∈ Z[ω]
takové, ºe α = βγ.

Tady si ukáºeme, pro£ jsme závad¥li normu. Platí totiº velmi silný vztah.

V¥ta 2.1.2. Nech´ α, β ∈ Z[ω] a α | β. Pak N(α) | N(β).

De�nice 2.1.5. �ísla, která d¥lí £íslo 1, nazýváme jednotkami.

Budeme rozli²ovat teda dva pojmy: pojem �jednotky� a pojem �jedni£ky� ,
t.j. £ísla 1. Celá £ísla nám nabízejí jednotky dv¥ 1 a −1. V okruhu Eisensteinových
£ísel jich máme více.

V¥ta 2.1.3. Okruh Eisensteinových £ísel má práv¥ ²est jednotek: ±1, ±ω, ±ω2.

Díky v¥t¥ 2.2.1. to snadno dokáºeme. Z de�nice jednotky tedy nech´ existuje
ε = a + bω, ºe ε | 1. Pak i N(ε) | N(1) = 1. N(ε) je ale £íslo nezáporné,
celé. Proto nutn¥ N(ε) = a2 − ab + b2 = 1. To vede ke kvadratické rovnici,
která má °e²ení jen kdyº D = −3b2 + 4 ≥ 0, tedy b = 0 nebo ±1. Dopo£ítáme
pro kaºdý p°ípad a a dostáváme °e²ení (±1, 0), (±1,±1), (0,±1). T¥m odpovídají
£ísla ±1,±1± ω = ±ω2 a ±ω, coº jsme cht¥li ukázat.
Z provedeného d·kazu vyplývá platnost následující v¥ty.

V¥ta 2.1.4. Nech´ ε ∈ Z[ω], pak ε je jednotka práv¥ tehdy, kdyº N(ε) = ±1.

Tím jsme se seznámili s pojmem jednotka a jeho vlastnostmi.
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2.2 Aritmetika Eisensteinových £ísel

Za£neme s v¥tou o d¥lení se zbytkem.

V¥ta 2.2.1. M¥jme dv¥ Eisensteinova £ísla α, β, β 6= 0, pak existují Eisenstei-
nova £ísla ν a µ takové, ºe platí

α = βµ+ ν, kde N(ν) < N(β).

D·kaz. Nech´ α
β

= A + Bω, kde A,B ∈ Q, a x, y jsou celá £ísla taková, ºe
platí

|A− x| ≤ 1

2
,

|B − y| ≤ 1

2
.

M¥jme nyní Eisensteinova £ísla µ = x + ωy a ν = α − µβ. Tyto £ísla spl¬ují
poºadované vlastnosti:

ν = α− µβ = β

(
α

β
− µ

)
= β(A+Bω − x− ωy) = β[(A− x) + ω(B − y)],

dále podle v¥ty 2.1.1. p°ejdeme k normám a dostáváme

N(ν) = N(β)[(A− x)2 − (A− x)(B − y) + (B − y)2] ≤

≤ N(β)

(
1

4
+

1

4
+

1

4

)
=

3

4
N(β) < N(β)

De�nice 2.2.1. Nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem dvou Eisensteinových £ísel α, β
nazveme takové £íslo, které

1. d¥lí α i β,

2. má tu vlastnost, ºe je d¥litelné kaºdým spole£ným d¥litelem £ísel α, β.

St¥ºejním nástrojem v teorii £ísel je Euklid·v algoritmus. I mi si ho zde
zavedeme

V¥ta 2.2.2 (Euklid·v algoritmus). Pro kaºdé dv¥ Eisensteinova £ísla α, β,
z nichº alespo¬ jedno z nich je r·zné od nuly, existuje nejv¥t²í spole£ný d¥litel
δ. Ten je aº na asociovanost ur£en jednozna£n¥ a lze vyjád°it ve tvaru

δ = αξ + βη,

kde ξ a η jsou Eisensteinova £ísla.

D·kaz. P°edpokládejme β 6= 0. Podle v¥ty 2.2.1. m·ºeme sestavit systém
rovnic

α = µ0β + ν0, N(ν0) < N(β),

β = µ1ν0 + ν1, N(ν1) < N(ν0),

ν0 = µ2ν1 + ν2, N(ν2) < N(ν1),

...
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νk−2 = µkνk−1 + νk, N(νk) < N(νk−1),

νk−1 = µk+1νk,

kde k ∈ N, ν0, ..., νk+1, µ0, ..., µk+1 jsou Eisensteinova £ísla. Dostáváme klesající
posloupnost

N(β) > N(ν0) > N(ν1) > · · · > N(vk) > N(vk+1) = 0,

tedy pro ur£ité k musí platit N(νk+1) = 0. Eisensteinovo £íslo νk = δ potom je
nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel α a β. Rovnice Euklidova algoritmu pak m·ºeme
upravit do tzv. Bezoutovy rovnosti.

δ = αξ + βη.

De�nice 2.2.2. Dv¥ Eisensteinova £ísla nazveme nesoud¥lnými, pokud je jejich
nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem jednotka.

V¥ta 2.2.3. Nech´ α, β, γ jsou Eisensteinova £ísla, α a β jsou nesoud¥lná a
α | βγ. Pak α | γ.

D·kaz. �ísla α a β jsou nesoud¥lná, existují tedy ξ, η ∈ Z[ω] tak, ºe platí
αξ + βη = 1. Celou rovnici vynásobíme £íslem γ, dostáváme αξγ + βηγ = γ.
Zjevn¥ α | αγ a také α | βγ, tedy α | αξγ + βηγ, neboli α | γ.

De�nice 2.2.3. Eisensteinovo £íslo π nazveme prvo£íslo, pokud je d¥litelné pouze
jednotkami a £ísly s π asociovanými.

V¥ta 2.2.4. M¥jme Eisensteinovo prvo£íslo π a Eisensteinova £ísla α, β. Kdyº
π | αβ a π 6 | β, platí π | α.

D·kaz. Protoºe π 6 | β, pak jsou nesoud¥lná a tedy π | α.

V¥ta 2.2.5. Nech´ je α Eisensteinovo £íslo a N(α) = p, kde p je prvo£íslo. Potom
α je Eisensteinovým prvo£íslem.

D·kaz. D·kaz povedeme sporem. P°edpokládejme, ºe α není Eisensteinovým
prvo£íslem a m·ºeme ho psát ve tvaru α = ηξ, kde η, ξ ∈ Z[ω], N(η) > 1 a
N(ξ) > 1. Tedy p = N(α) = N(η)N(ξ), prvo£íslo p ale nem·ºeme rozloºit na
sou£in dvou p°irozených £ísel v¥t²í neº jedna. Dostáváme spor.

Základní v¥ta aritmetiky nám udává d·leºitou vlastnost p°irozených £ísel
(tedy i celých, aº na znaménka) a to jednozna£nost rozkladu na sou£in prvo£ísel.
Kaºdé p°irozené £íslo totiº m·ºeme zapsat jako sou£in n¥kolika prvo£ísel � na-
p°íklad 15 = 3 · 5, 37 = 37, a tento rozklad je vºdy jediný moºný (aº na po°adí
£initel·). Podobn¥ to ale platí i pro Eisensteinova £ísla.

V¥ta 2.2.6. Nech´ je α Eisensteinovo £íslo. Pak leze toto £íslo rozloºit na sou£in
kone£ného po£tu Eisensteinových prvo£ísel. Aº na po°adí a asociativitu d¥litel· je
tento rozklad jednozna£ný.

D·kaz. Nejprve si ukaºme, ºe rozklad Eisensteinova £ísla na prvo£ísla vºdy
existuje indukcí. Kaºdé Eisensteinovo £íslo α takové, ºe N(α) = 2, je podle v¥ty
2.2.5. Eisensteinovým prvo£íslem. Tedy pro tento p°ípad jsem hotovi.
P°edpokládejme nyní Eisensteinovo £íslo α, N(α) > 2 a platnost v¥ty pro kaºdé

7



£íslo β, pro které N(β) < N(α). Kdyº α je Eisensteinovo prvo£íslo, tak je d·kaz
hotový. V opa£ném p°ípad¥ je moºné £íslo α rozloºit na α = βγ, kde β, γ ∈ Z[ω]
a platí 1 < N(β) < N(α) a 1 < N(γ) < N(α). Podle induk£ního p°edpokladu
v²ak lze £ísla β a γ rozloºit na sou£in Eisensteinových prvo£ísel. Tím je indukce
hotová. Nyní musíme dokázat jednozna£nost tohoto rozkladu.
Nech´ α = π1π2...πn a α = π∗

1π
∗
2...π

∗
m jsou dva rozklady £ísla α (n,m ∈ N).

Platí π1 | α tedy π1 | π∗
1π

∗
2...π

∗
m coº vede k π1 | π∗

i pro n¥jaké i. �ísla π1 a π∗
i

jsou Eisensteinova prvo£ísla a platí π∗
i = ε1π2, kde ε1 je jednotka. M·ºeme tedy

vyd¥lit oba rozklady £íslem π∗
i a zárove¬ si p°ezna£íme druhý rozklad tak, aby

π∗
i = π∗∗

1 . Dostáváme tedy

π2π3...πn = ε2π
∗∗
2 π

∗∗
3 ...π

∗∗
m .

Tento postup opakujeme, dokud na jedné stran¥ nezbude ºádné Eisensteinovo
prvo£íslo. Pokud by bylo n < m, dostali bychom po n krocích

1 = ε∗π̌n+1...π̌m,

to ov²em není moºné. Stejn¥ by dopadl i p°ípad n > m. Musí tedy platit, ºe
n = m a oba rozklady jsou aº na po°adí a asociativitu d¥litel· shodné.

Tím jsme zavr²ili ná² krátký úvod do Eisensteinových £ísel. Nyní se m·ºeme
pustit do samotného d·kazu.
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3. D·kaz Velké Fermatovy v¥ty pro
n = 3

3.1 Parametrizace rovnice

Parametrizace °e²ení rovnice nebo jen krátce parametrizace rovnice je nalezení
p°edpisu °e²ení této rovnice. Pouºíváme ho velmi £asto v p°ípadech, kdy je po£et
°e²ení nekone£n¥ mnoho. Snad nejznám¥j²ím p°íkladem je parametrizace rovnice
a2 + b2 = c2. To je jak víme Pythagorova v¥ta a £ísla spl¬ující tuto rovnici se
nazývají Pythagorejská trojice. T¥ch je nekone£n¥ mnoho v£etn¥ v²ech násob-
k· t°í, £ty° a p¥ti. Relativn¥ snadným postupem zjistíme, ºe v²echna jsou tvaru
((m2 − n2)k, 2mnk, (m2 + n2)k) nebo (2mnk, (m2 − n2)k, (m2 + n2)k) pro v²ech-
na m,n, k ∈ Z. M·ºeme tedy tímto zp·sobem generovat v²echny Pythagorejské
trojice.
Mén¥ známé jsou nap°íklad Pythagorejské £tve°ice, tedy ty £ísla, která spl-
¬ují rovnici a2 + b2 + c2 = d2. �e²ení této rovnice lze také parametrizovat
(m2 + n2 − p2 − q2, 2mq + 2np, 2nq − 2mp,m2 + n2 + p2 + q2) pro libovolná
celá m,n, p, q.
Práv¥ vzorce pro Pythagorejské trojice se vyuºívá v d·kazu Velké Fermatovy v¥ty
pro n = 4. Vidíme tedy, ºe parametrizace °e²ení rovnice je velmi silná zbra¬.
V d·kazu ke kterému sm¥°ujeme tuto metodu také pouºijeme. V následujících od-
stavcích budeme rozebírat rovnici, která na první pohled nemusí souviset s Velkou
Fermatovou v¥tou, nicmén¥ se nám bude skute£n¥ hodit.

Hledejme v Z[ω] parametrizaci °e²ení rovnice

x2 − 3xy + 3y2 = z3, (3.1)

kde navíc 3 | y a x, y, z jsou po dvou nesoud¥lná.
V oboru celých £ísel se levá strana t¥ºko rozkládá, ale v Z[ω] to lze snadno, nebo´

x2 − 3xy + 3y2 = (x− y)2 − y(x− y) + y2.

Po této úprav¥ si m·ºeme v²imnout normy £ísla (x − y) + ωy, kterou rozloºíme
z obecné de�nice normy

N(x− y + ωy) = (x− y + ω)(x− y + ωy) = (x− y + ωy)(x− y + ω2y).

Dále dosadíme do (1)

(x− (1− ω)y)(x− (1− ω2)y) = z3.

Pro dal²í p°ehlednost si navíc ozna£me α = x− (1− ω)y, α = x− (1− ω2)y.
Nyní zkoujmeme soud¥lnost £ísel α a α. Nech´ π ∈ Z[ω] je prvo£íslo takové, ºe

π | α, π | α.

Pak d¥lí i jejich libovolnou lineární kombinaci
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π | (α− α) = (x− (1− ω)y − x+ (1− ω2)y) = ωy(1− ω).

A také

π | ((1 + ω)α− α) = (1 + ω)(x− (1− ω)y)− x+ (1− ω2)y =

= x(1 + ω)− (1− ω2)y − x+ (1− ω2)y = xω.

ω je jednotka, proto π | (1− ω)y a π | x, coº vede k π | (1− ω)y. Jelikoº jsou ale
x, y nesoud¥lná, pak mohu tvrdit, ºe

π | (1− ω).

Op¥t vyuºijme vlastnosti normy:

N(π) | N(1− ω) = 1− 1 · (−1) + (−1)2 = 3,

kde π není jednotka, proto N(π) 6= 1. Nutn¥ tedy N(π) = 3.
Nyní se vra´me k (1).

π | z3 ⇒ N(π) | N(z3)⇒ 3 | z6 ⇒ 3 | z

A tady dostáváme kone£n¥ spor, protoºe 3 | y a (y, z) = 1.

Proto neexistuje takové π. �ísla α, α jsou tedy nutn¥ nesoud¥lná. Díky tomu,
ºe jejich sou£in je t°etí mocnina, pak i α a α jsou t°etí mocniny (p°ípadn¥ vyná-
sobené jednotkou). Neboli:

∃β ∈ Z[ω] : α = ωkβ3, α = ωkβ3 = ωkβ
3
.

Kde k ∈ {0, 1, 2} nám výhodn¥ obstarává ony jednotky. Ty jak víme jsou ±1,
±ω, ±ω2 s tím, ºe p°ípadné znaménko mínus si m·ºeme 'skrýt' do £initele β3.
Pokra£ujme dále, má platit

z3 = αα = ωkβ3ωkβ
3

= (ββ)3 = N(β)3.

Vyjád°eme si nyní β v algebraickém tvaru: β = s+ tω a dosa¤me:

z3 = N(β)3 = (s2 − st+ t2)3 ⇒ z = s2 − st+ t2.

Vyjád°ít si x, y uº je rutinní záleºitost. Musíme ale rozebrat t°i p°ípady pro
k ∈ {0, 1, 2}.
1) k = 0, tedy

β3 = α, β
3

= α.

Po dosazení pak

(s+ ωt)3 = x− (1− ω)y = α, (s+ ω2t)3 = x− (1− ω2)y = α.

Ode£tením α a α získáme y:

y(ω − ω2) = (s+ tω)3 − (s+ tω2)3 = 3s2tω + 3st2ω2 − 3s2tω2 − 3st2ω
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= 3s2t(ω − ω2)− 3st2(ω − ω2)

⇒ y = 3st(s− t).

Následnou vhodnou linární kombinací si vyjád°íme x:

(1 + ω)α− α = x(1 + ω)− (1− ω2)y − x+ (1− ω2)y =

= (s+ tω)3(1 + ω)− (s+ tω2)3 =

= 3st2ω2 + s3ω3 + 3s2tω4 + 3st2ω5 + t3ω4 − 3st2ω =

= 3st2(ω2 − ω + 1) + ω(s3 + t3) + 3s2tω = ω(s3 + t3 + 3s2t− 6st2)

⇒ x = s3 + t3 + 3s2t− 6st2.

Pro tento p°ípad jsme hotovi.
2) k = 1, tedy

ωβ3 = α, ωβ3 = α.

Op¥t dosadíme:

ω(s+ ωt)3 = x+ (1− ω)y, ω2(s+ ω2t)3 = x+ (1− ω2)y.

A podobným ode£tením získáme y

y(ω − ω2) = ω(s+ tω)3 − ω2(s+ tω2)3 = ωs3 + 3st2ω3 + 3s2tω2 + t3ω4−

−s3ω2 − t3ω8 − 3s2tω4 − 3st2ω6 = s3(ω − ω2)− 3s2t(ω − ω2) + t3(ω − ω2).

Coº vede k
y = s3 − 3st2 + t3.

Tady si uv¥domíme, ºe 3 | y, proto

3 | s3 + t3 = (s+ t)(s2 − st+ t2) = (s+ t)z.

Z°ejm¥ pak 3 | (s + t). Úpravou z = s2 − st + t2 = (s + t)2 − 3st ale vidíme,
ºe 3 6 | (s + t), protoºe 3 6 | z. A to je tedy spor, pro tento p°ípad ºádné °e²ení
neexistuje.
3) k = 2

ω2β3 = α, ω2β3 = α.

Dosa¤me:

ω2(s+ ωt)3 = x− (1− ω)y, ω(s+ ω2t)3 = x− (1− ω2)y.

A ode£tením £ísel α a α získáme y

y(ω − ω2) = ω(s+ tω2)3 − ω2(s+ tω)3 = ωs3 + 32stω3 + 3st2ω5 + t3ω7−

−s3ω2 − t3ω5 − 3s2tω3 − 3st2ω4 = s3(ω − ω2)− 3st2(ω − ω2) + t3(ω − ω2).

Upravíme a máme op¥t jako v p°ípad¥ 2): y = s3 − 3st2 + t3. Coº jak víme vede
ke sporu.
Jediným vhodným kandidátem je tedy p°ípad 1)k = 0.
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Te¤ uº zbývá jenom tuto parametrizaci ov¥°it dosazením

(s3+t3+3s2t−6st2)2−3(s3+t3+3s2t−6st2)(3st(s−t))+3s2t2(s−t)2 = (s2−st+t2)3.

Rutinním výpo£tem lze zjistit, ºe tato rovnost skute£n¥ platí.
Máme tedy parametrizaci °e²ení:

(x, y, z) = (s3 + 3s2t− 6st2 + t3, 3st(s− t), s2 − st+ t2),

která spl¬uje rovnici (3.1) pro libovolná celá s, t.
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3.2 Vlastní d·kaz

P°ipome¬me, ºe chceme dokázat, ºe neexistuje trojice nenulových celých £ísel
x, y, z vyhovující rovnici

x3 + y3 + z3 = 0. (3.2)

P°edpokládejme, ºe tato rovnice n¥jaké °e²ení skute£n¥ má. Navíc hledejme
�nejmen²í� °e²ení, minimalizujme tedy nap°íklad hodnotu |xyz|. M·ºeme uva-
ºovat jen po dvou nesoud¥lná x, y, z, pokud by totiº existovalo prvo£íslo, které by
d¥lilo dv¥ z nich, pak by d¥lilo i t°etí. Rovnici bychom pak mohli tímto prvo£íslem
vykrátit.

Uv¥domíme-li si, ºe t°etí mocnina má vºdy zbytek 0, 1 nebo −1 po d¥lení de-
víti, pak snadno prohlédneme, ºe alespo¬ jedna z nich musí být d¥litelná devíti.
A´ uº si navolíme znaménka v rovnici ±1± 1 = ±1 jakkoliv, nikdy nebude platit.
Proto je dokonce práv¥ jedno z £ísel x, y, z d¥litelné t°emi. P°edpokládejme bez
újmy na obecnosti , ºe 3|z:
Pak ur£it¥ 3|x3 + y3, po rozloºení x3 + y3 = (x + y)(x2 − xy + y2) dále m·ºeme
tvrdit, ºe 3|x+ y nebo 3|x2 − xy + y2.
�ikovnou úpravou zjistíme následující ekvivalenci

3 | (x2 − xy + y2) = (x+ y)2 − 3xy ⇔ 3 | (x+ y).

Nyní si ozna£me z1 = −z
3
, y1 = x+y

3
a dosa¤me do 3.2

x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2) = −z3

3y1(x
2 − x(3y1 − x) + (3y1 − x)2) = 27z31

3y1(3x
2 − 9xy1 + 9y21) = −27z31

y1(x
2 − 3xy1 + 3y21) = −3z31 .

Díky úvodnímu p°edpokladu (x, y) = 1 i (x, y1). Zejména pak (y1, x
2 − 3xy1 +

3y21) = 1. Na základ¥ toho a poslední rovnice platí 3 | y1. Následn¥ vyuºijeme
substituci:

∃u, v ∈ Z, (u, v) = 1 : y1 = 3u3, x2 − 3xy1 + 3y21 = v3.

Tady dostáváme rovnici u níº jsme v minulé podkapitole zjistili parametrizaci
jejích °e²ení. Vzpomene si na po£áte£ní podmínku, ºe v²echny neznámé musí být
po dvou nesoud¥lné a má platit 3 | y1. V²echny tyto poºadavky na²e rovnice
spl¬uje, proto m·ºeme nasadit p°edpis °e²ení.

x = s3 + 3s2t− 6st2 + t3 y1 = 3st(s− t) v = s2 − st+ t2 (s, t) = 1.

Hlavn¥ nás zajímá y1 = 3st(s − t), nebo´ s, t a (s − t) jsou po dvou nesoud¥lné.
Proto pouºijeme znovu substituci:

−s = a3, t = b3, s− t = c3 a, b, c ∈ Z.
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Se£tením t¥chto t°í £len· ale dostáváme

a3 + b3 + c3 = 0.

A tady máme kone£ný spor s minimalitou |xyz|, protoºe jsme na²li £ísla a, b, c
spl¬ující rovnici 3.2, kde |abc| < |y1| < |x+ y| < |xyz|.
Tím jsme dokon£ili d·kaz Velké Fermatovy v¥ty pro n = 3.
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3.3 Nevy°e²ená rovnice

D°íve neº jsem se pustil do studia Eisensteinových £ísel, pokou²el jsem se o d·-
kaz, který by pouºíval £ist¥ jen základy teorie £ísel (d¥litelnost, nejv¥t²í spole£ný
d¥litel,...). P°estoºe jsem v d·kazu hodn¥ pokro£il, dokon£it se mi jej tímto zp·-
sobem nepoda°ilo. Domnívám se v²ak, ºe m·ºe být zajímavé, kdyº v této £ásti
£tená°i nabídnu n¥kolik úvah a zji²t¥ní, které jsem p°i tomto postupu provedl.

x3 + y3 = z3 (3.3)

Stejn¥ jako ostatní jsem dokazoval sporem. P°edpokládal jsem, ºe rovnice 3.3 má
°e²ení a snaºil se dojít ke sporu.
První co m¥ napadlo p°i pohledu na onu rovnici, byly její rozklady:

z3 = x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2),

x3 = z3 − y3 = (z − y)(z2 + zy + y2),

y3 = z3 − x3 = (z − x)(z2 + zx+ x2).

Jelikoº jsem p°edpokládal nesoud¥lnost daných £ísel x, y, z (p°esn¥ji °e£eno: jsou
po dvou nesoud¥lná), tak jsem rozebíral spole£né d¥litele závorek v takto vznik-
lých rozkladech.

d = (z − y, z2 + zy + y2),

f = (x+ y, x2 − xy + y2),

g = (z − x, z2 + zx+ y2).

Ukázalo se, ºe d, f, g ∈ {1, 3} a nejvý²e jeden z d, f, g je roven t°em. Bez újmy na
obecnosti jsem tedy stanovil f = g = 1, díky tomu jsem dostal rovnice

p3 = x+ y, q3 = x2 − xy + y2, (3.4)

u3 = z − x, v3 = z2 + zx+ x2. (3.5)

Dále jsem rozli²il p°ípady d = 1 a d = 3. Pro d = 1 se snadno p°esv¥d£íme o
rovnosti

(x+ y − z)3 = 3(pub)3,

ve které je z°ejmý spor, nebo´ levá strana rovnice je t°etí mocnina, zatímco pravá
není.
P°ípad d = 3 se ukázal nejsloºit¥j²í. Podobn¥ jako pro f, g 3.4, 3.5 jsem odvodil
vztahy

35b3 = z − y, 3a3 = z2 + zy + y2. (3.6)

Z rovnic (3.4), (3.5), (3.6) jsem si vyjád°il neznámé x, y, z

x =
p3 − u3 + 35b3

2
y =

p3 + u3 − 35b

2
z =

p3 + u3 + 35b3

2
,

a dosadil do vztahu
(x+ y − z)3 = 36(pub)3.
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Coº tedy vedlo k rovnici

p3 − u3 − 35b3 = 18pub.

Sta£í tedy dokázat, ºe neexistují p, u, b, která by byla °e²ením této rovnice. Nicmé-
n¥ zde naráºíme na problém, nebo´ ºádný takový d·kaz jsem nena²el. Nikdo koho
jsem poºádal o pomoc nebyl schopen tuto rovnici vy°e²it s vyuºitím elementár-
ních prost°edk·. Dokonce není jisté, jestli takový d·kaz existuje. Prozkoumal jsem
£etné zp·soby, vyzkou²el r·zné metody, vºdy se ziskem jistých informací, p°esto
bez úsp¥chu.Za zmínku stojí, ºe pokud se vyznáte v eliptických k°ivkách poda°í se
vám to. Sta£í dokázat ne°e²itelnost rovnice pomocí její transformace na eliptickou
k°ivku, o níº se poté dokáºe, ºe nemá ºádné (netriviální) racionální body.

Po nes£etn¥ neúsp¥²ných pokus· jsem opustil teorii £ísel a rozebíral jsem
hodnotu pom¥ru k:

p− u
b

=
18up+ 35b2

p2 + pu+ u2
= k, k ∈ R+

Kde pro r·zná k jsem d·kaz po £ástech dokon£oval. Jediný interval který odolal,
byl k ∈ (6,

3
√

35) (Pro p°edstavu 3
√

35 je p°ibliºn¥ 6,24.).
Pro tento interval z·stává d·kaz nedokon£en. �asto m¥ napadla my²lenka, zda
v·bec tato cesta n¥kam vede. Nevím to dodnes, rád bych se v²ak tímto dosud
otev°eným problémem v budoucnu je²t¥ cht¥l zabývat.
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4. Historie Velké Fermatovy v¥ty

4.1 Historie

P°i studiu jednoho antického spisu, Diofantovy Aritmetiky, si Pierre de Fermat
napsal na prázdný okraj vedle textu rovnici. Na této v¥t¥ nebylo samo o sob¥ nic
²patného. Byla to prost¥ jen jedna z mnoha hypotéz v teorii £ísel. Jenºe Fermat
vedle je²t¥ p°ipsal: �Na²el jsem úºasný d·kaz tohoto tvrzení, ale nevejde se mi na
tento okraj."
Kdyº zem°el, v jeho poz·stalosti nebyl zmín¥ny d·kaz nikde nalezen. Od té doby
jeho poznámka mu£ila nes£etné generace matematik·. V²echny ostatní Fermatovy
hypotézy byly mezitím dokázány nebo vyvráceny, ale jeho velká v¥ta vzdorovala
v²em pokus·m. Stala se z ní jedna z nejv¥t²ích matematických záhad a milov-
níky £ísel p°ivedla k sebevraºdám a souboj·m. V roce 1908 slavná göttingeská
univerzita v N¥mecku vypsala odm¥nu 100 tisíc marek pro toho, kdo d·kaz velké
Fermatovy v¥ty nalezne.
V £ervnu roku 1993 se konala v nedávno otev°eném Newtonov¥ ústavu v Cambrid-
gi matematická konference, na niº se sjela °ada expert· v teorii £ísel, coº je jedna
z mnoha specializovaných matematických disciplin. Jedním z p°edná²ejících byl
£ty°icetiletý Andrew Wiles, profesor matematiky z univerzity v Princetonu. Wiles
m¥l sérii t°í p°edná²ek s názvem Modulární formy, eliptické k°ivky a Galoisovy
reprezentace. P°estoºe málokte°í p°ítomní poznali, k £emu Wiles sm¥°uje, n¥kolik
zasv¥cenc· tu²ilo, o co jde. Na t°etí p°edná²ku, ve st°edu 23. £ervna, se dostavilo
více neº 60 poslucha£·. Ti se pak stali sv¥dky snad nejv¥t²í matematické senza-
ce tohoto století: D·kaz, který Wiles ve svých p°edná²kách nastínil, je d·kazem
Fermatovy v¥ty. Uº v prosinci téhoº roku oponenti odhalili v jeho d·kaze chy-
bu. Wiles poté spolu s dal²ím matematikem Taylorem provedl opravy a p°edloºil
novou verzi d·kazu. Tato kone£ná verze se ukázala, ºe je v po°ádku. Zabírá víc
neº 200 stránek sloºité matematiky. Nyní uº je jasné, ºe Fermat opravdu tehdy
d·kaz nena²el, nebo´ tehdy nebyly dostupné metody jako jsou dnes.
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4.2 Pierre de Fermat

I kdyº Fermat nikdy nesepsal d·kaz své Velké v¥ty, zapsal v jakési zakódované
form¥ náznak takového d·kazu pro speciální p°ípad n = 4 a ve svém výtisku
Aritmetiky jej v£lenil do poznámek týkajících se naprosto odli²ného problému. I
kdyº jde svým zp·sobem o nejucelen¥j²í výpo£et, jaký kdy Fermat sv¥°il papíru,
je postup d·kazu stále pouze nazna£ený a neúplný, zakon£ený slovy, ºe nedosta-
tek £asu a místa brání tomu, aby bylo podáno úplné vysv¥tlení. Bez ohledu na
chyb¥jící podrobnosti tato Fermatova poznámka jasn¥ ukazuje na jistou formu
d·kazu sporem známou jako metoda nekone£ného sestupu.
Aby dokázal, ºe neexistuje ºádn¥ °e²ení rovnice a4+b4 = c4, p°edpokládal Fermat,
ºe takové hypotetické °e²ní existuje:

a = A1, b = B1, c = C1

Na základ¥ podrobn¥j²ího studia vlastností této troji £ísel dále ukázal, ºe pokud
tato hypotetická trojice skute£n¥ existuje, musí existovat i trojice men²ích £ísel,
která rovn¥º °e²í rovnici. Zkoumáním vlastností tohoto nového °e²ení pak ukázal,
ºe musí existovat je²t¥ men²í °e²ení a tak dále.
Fermat tak z °e²ení rovnice a4 + b4 = c4 sestavil klesající schodi²t¥, které by te-
oreticky sestupoval do nekone£na a obsahovalo stále men²í a men²í kladná £ísla.
Protoºe v²ak a, b, cmusí být p°irozená £ísla, není nikdy nekon£ící posloupnost stá-
le men²ích °e²ení moºná. Mezi kladnými celými £ísly totiº musí existovat nejmen²í
°e²ení. Po£áte£ní p°edpoklady byl nesprávný. Metodou nekone£ného sestupu tak
Fermat dokázal, ºe rovnice nem·ºe mít pro n = 4 ºádné kladné celo£íselné °e²ení.

4.3 Leonhard Euler

P°ípad n = 3 byl dokázán Leonhardem Eulerem v roce 1770. Jedná se o nejstar²í
dochovaný d·kaz. Odli²né d·kazy byly publikovány mnoha dal²ími matematiky
jako je Kausler, Legendre, Calzolari, Gambioli, Krey, Rychlik a mnoho dal²ích

Euler se snaºil vyjít z metody Fermata a cht¥l zkonstruovat pomocí ní obecný
d·kaz platný pro v²echny ostatní rovnice. Vedle postupného zvy²ování hodnoty
n aº do nekone£na zajímala Eulera rovn¥º hodnota n o jedni£ku niº²í, n = 3, a
práv¥ pro tuto hodnotu se pokusil rovnici dokázat nejd°íve. Aby Fermatem na-
vrºený d·kaz pro n = 4 p°izp·sobil p°ípadu n = 3, musel Euler pouºít takzvaná
imaginární £ísla. Imaginární £ísla, nebo taky komplexní £ísla, poskytla matema-
tice doslova novou dimenzi. Euler dokázal, ºe pouºitím imaginárního £ísla i m·ºe
dosáhnout toho, aby d·kaz metodou nekone£ného sestupu fungoval i pro p°ípad
n = 3.
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Záv¥r

P°íb¥h Fermatovy v¥ty se prolíná celými d¥jinami matematiky jako £ervená nít a
dotýká se v²ech oblastí teorie £ísel. Dává nám jedine£nou moºnost nahlédnout, co
je hnací silou matematiky, a to je snad je²t¥ d·leºit¥j²í, £ím jsou matematikové
inspirováni. Na chvíli jsem pocítil, jaké to je °e²it problém, aniº bych v¥d¥l, jestli
má °e²ení.
Sou£asný d·kaz Velké Fermatovy v¥ty je natolik sloºitý, ºe jej zcela chápe jen
hrstka lidí. Podobn¥ jsou na tom d·kazy ostatních d·leºitých v¥t. Cílem této
práce bylo p°ijít s d·kazem pro speci�cký exponent, který by pochopil tém¥°
kaºdý.

Tato práce je i kvalitním základem po p°ípadný výzkum d·kaz· pro jiné
exponenty.
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