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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na Dirichletiv princip a jejim cilem je ukazat jeho uziti k feSeni
matematickych Uloh a otazek z oblasti teorie ¢isel, kombinatorické geometrie a zejména
k dukazim nerovnosti, jejichz feSeni pomoci pravé Dirichletova principu se na ¢eskych

matematickych portalech vyskytuje jen velice sporadicky.

Prace cCerpa z velice rozmanitych a nedostupnych zdroja, které z veétsi ¢asti zahrnuji i

vietnamskou literaturu.

Klicova slova: Dirichletiiv princip; nerovnost; algebra; aritmetika; teorie ¢isel; kombinatoricka

geometrie

Abstract

This work’s focus and goal is to demonstrate solving of Mathematical problems from various
fields of Mathematics, such as the number theory, the combinatorial geometry and inequality in
particular, which is mentioned only sparingly on Czech Mathematical portals, by applying the

pigeon-hole principle.

This work contains intelligence from very various and inaccessible sources that mainly include

vietnamese literature.

Key words: pigeon-hole principle; inequality; algebra; arithmetic; number theory; combinatorial
geometry
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Uvod

Dirichletiv princip, v jinych zemich zvany také jako zasuvkovy princip nebo jako princip
holubniku, je zdanlivé trividlni matematické tvrzeni, jehoz podstatu je schopen vesmés pochopit

kazdy. Mame-li n ptredméti, které vlozime do n—1 zasuvek, tak vzdy najdeme zasuvku, ve které

vvvvvv

Pravé svym jednoduchym, pro mnohé cCisté logickym znénim se Dirichletliv princip naprosto
vymyka v§em ostatnim matematickym tvrzenim. Nejpozoruhodnéjsi na samotném pricipu je vSak
jeho piekvapivé siroké vyuziti, pii feSeni na prvni pohled velice naro¢nych problému, v oblasti
teorie ¢isel, matematické analyzy, kombinatorické geometrie a dal$ich jako jsou teorie grafu ¢i

pravdépodobnost, jimz se v této praci nebudu zabyvat.

Poprvé jsem se s Dirichletovym principem setkala v roce 2012 pii feSeni domaciho kola
matematické olympiddy kategorie C, kde byla jeho znalost klicova k vyfeSeni jedné z tloh. Tehdy
jsem méla s jeho diikladnym pochopenim a naslednou aplikaci veliké potize. Tato zkusSenost byla
podnétem k mému hlub§imu zaujeti principem a naslednému shromazd’ovani znacného mnozstvi

uloh s touto tematikou.

Hlavnim cilem této prace je zpracovat komplexni sbirku feSenych tloh pomoci tohoto principu a
vytvofit tak material pro pfipravu k nejriiznéjSim matematickym soutézim ¢i pro ptipadné
zajemce o samotny princip a jeho aplikaci jako takovou, nebot’ pravé diky svému Sirokému poli
Dovoluje nam nahliZet i na velice naro¢né ulohy zcela odliSnym zplsobem a nasledné jejich

feSeni znacné zjednodusit.

K dokazovani slozitych tvrzeni jej poprvé pouzil némecky matematik Johann Peter Gustav

Lejeune Dirichlet (1805-1859) po kterém princip ziskal své jméno.



1 Dirichletav princip

Zakladni Drichletiv princip: [61 [71.122]

M¢éjme n+1 predméti a n prihradek. Pokud téchto n+1 pfedméti umistime do danych
prihradek, pak aspon v jedné budou nejméné¢ dva predméty.
Diikaz:

Predpokladejme, ze v kazdé prihradce bude nejvyse jeden predmét. Pak ve vSech piihradkach
dohromady bude nejvyse n predmétl, coZ je spor, protoze rozmist'ovanych predméti bylo n+1.
Tim je tvrzeni dokazéno.

Toto tvrzeni ma nékolik zobecnéni, ktera se daji dobfe uplatnit:

Obecny Dirichletuv princip: [10]

Necht’ n,k e N . Je-li alespon nk +1 pfedméti rozdéleno do n skupin, pak v nékteré z nich je
alespon k +1 predmétu.
Diikaz:

Pfipustime, ze zavér neplati, tj. pro pocet m, predméti v i-té plati 0 <m, <k, ato pro kazdé
I =1,.,n.Seétenim n pravych nerovnosti dostaneme

m+m,+..+m, <k+k+..K=nk

n
neboli pocet m; +m, +... +m, vSech rozdélenych predméti je nejvyse nk, coz je spor, protoze

rozmist'ovanych predmétt bylo nk +1. Tim je tvrzeni dokazano.



2 Uziti Dirichletova principu k diikazu nerovnosti

Dirichletv princip je v mnoha piipadech velice a¢innym nastrojem pii diikazech nerovnosti,

zejména k dikaztim nerovnosti s danou podminkou. Nasledujici tvrzeni jsou jeho modifikaci.

Tvrzeni 2.1:P!
Necht’ a,,a,,..,, 8, jsou libovolna realna ¢isla. Pro dané realné ¢islo k a n > 3, lze vzdy najit
dvé ¢isla a;,a;,i # j z n danych disel takova, ze a; —k, a; —k maji stejné znaménko.
Toto tvrzeni plyne piimo z Dirichletova principu. Pomoci tohoto tvrzeni ziskame:
e Ze tii libovolnych redlnych ¢&isel, 1ze vzdy najit dvé takova ¢&isla, jejichz souéin je
nezaporné ¢islo.
e K dtkazu nerovnosti uzitim vySe uvedeného tvrzeni najdeme nejdiive realné Cislo k
takové, ze po dosazeni k do dokazované nerovnosti dosatname rovnost. Potom ziejmé
plati, ze (a—Kk),(b—k) jsou dv¢ ¢isla, jejichz soucin je nezaporny. Z toho vyplyva

dokazované nerovnost.

Tvrzeni 2.2:1 (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem)

Necht’ X, X, ,..., X, jsou nezaporna realna ¢isla. Pak plati

X, + X, ot X,
n

>0/% Xy X,

n

rovnost nastava, praveé kdyz X, =X, =.. =X, .

Tvrzeni 2.3:® (Cauchyova nerovnost)

Pro kazdé x;,y, e R (i=1,2,..,n) plati

X, Y1+ XY, + et X Y, | < NE S IR CoN LV JR: S
rovnost nastava, pravé kdyz existuje takové &islo k > 0, ze x, =ky, nebo y, =kx, (i=1,2,..,n).
Vzhledem k tomu, Ze vzdy plati

X, Y1+ XY oot Xo Yo SIXYL XY, oot X Vil

plyne odtud a z ptedchoziho tvaru Cauchyovy nerovnosti tento jeji dasledek:

2 2 2 2 2 2
XYy + XY, ot XY, S\/x1 + X5+t X \/yl +Y, ot Y,



V literatufe se nékdy uvadeji pro Cauchyovu nerovnost alternativni nazvy jako Schwarzova

nebo Bunakovského nerovnost.

Tvrzeni 2.4:™M (Hslderova nerovnost)

Necht' p,q,X;,y;>0, i=1,2,..,n, %+%:l. Potom

gx‘ 4 S[Z}"f’[zl yﬁ]:.

Rovnost nastava, pravé kdyz existuje takové ¢islo k >0, ze y;! =k.x", i=1,2,...,n.
Uvazujme nasledujici piiklady:

Piiklad 1:"
Dokazte, ze pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati
a® +b? +c® +2abc+1>2(ab+ac+bc).
Reeni:

Snadno zjistime, Ze dokazovana nerovnost bude rovnost, kdyZ a=b=c=1. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé ze tii ¢isel a—1,b—1,c—1, jejichz soucin je nezaporny.
Bez ujmy na obecnosti piedpokladejme, ze (a—1)(b—1) > 0. Z toho vyplyva

2c(a—1)(b-1) >0 < 2abc > 2bc+2ac—2c.
Nyni staci dokazat, ze
a’+b*+c*+1>2c+2ab<= (a-b)* +(c-1)* >0,
coz plati pro kazda realna Cisla a,b, c. Rovnost nastava prave tehdy, kdyz a=b=c=1. Tim je

dané tvrzeni dokazano.

Priklad 2:

Dokazte, ze pro kazda realna ¢isla x,y,z plati



X2+ Y2 +22 +X2y?2% 422> 2(Xy + X2+ y1).
Reseni:
Podle vyse uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé ze tfi ¢isel x*—1,y° -1,z -1, jejichz
soudin je nezaporny. Bez (;jmy na obecnosti piedpokladejme, ze (x* —1)(y®> —1)>0. Z toho
vyplyva
22(x*-D(y*-1)=20=x*y*z* + 22 > y*z? + x°7°.
Nyni sta¢i dokdzat, Ze

X2+ Y2 +2+ Y222 X222 2(xy + x2+ yz2) = (X—y)? +(yz-1)? + (x2-1)* >0,

coz plati pro kazda realna ¢isla X, y, z. Rovnost nastava prave tehdy, kdyz x =y =z=1.Timje

dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 3:1
Necht' a,b,c jsou kladna realna ¢isla. Dokazte, ze
a’+b?+c?+2abc+3>(a+D(b+D(c+1).
Reeni:
Po vyndsobeni obou stran dané nerovnosti ¢islem 2 a po Gprave, ziskame

(@®> +b*+c® +3)+(a’ +b” +c? +2abc+1) > 2(ab+bc+ac)+2(a+b+c).

Snadno zjistime, Ze dokazovana nerovnost bude rovnost, kdyz a=b=c=1. Podle
Dirichletova principu existuji aspon dvé z ¢isel a—1, b—1, c—1, jejichz soucin je nezaporny.
Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme, ze (a—1)(b—1) > 0. Uzitim vysledku ziskaného z

Piikladu 1, ziskame

a® +b?+c?+2abc+1>2(ab+bc+ac).

Nyni sta¢i dokazat
a’+b*+c*+3>2(@+b+c) = (@-0)* +(b-1)*+(c-1)* >0,

coz plati pro kazda realna ¢isla a,b, c. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a=b=c=1.



Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 4:1
Necht’ a,b,c jsou kladna realna ¢isla. Dokazte, ze
(@® +2)(b* +2)(c* +2) > 3(a+b+c)” + (abc-1)°.
Reseni: ¥
Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru

(2a’b® +2+2a°c® +2+2b%*c* +2) + (a® +b® + ¢ + 2abc +1) > 6(ab + ac + bc) .

Snadno zjistime, ze dokazovana nerovnost bude rovnost, kdyz a=b=c=1. Podle
Dirichletova principu existuji aspon dvé z téchto ¢isel a—1, b—1, c—1, jejichz soucin je
nezaporny. Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze (a—1)(b—1)>0. Uzitim vysledku

ziskaného z ptikladu 1, ziskdme
a® +b?+c?+2abc+1>2(ab+bc+ac).

Rovnost nastava praveé tehdy, kdyz a=b=c=1
Nyni staci dokazat

(2a’b? + 2+ 2a’c? + 2+ 2b*c?® +2) > 4(ab+ac + be).
Pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem dostaneme
2a°b® +2 > 2v/4a’b? =4ab. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a=b=1, (1)
2a’c? +2 > 2+/4a’c? =4ac. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a=c=1, (2)
2b°c® +2 > 24/4b°c? = 4bc. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz b=c=1.  (3)
Seétenim (1), (2) a (3) ziskame

(2a’b® + 2+ 2a’c® + 2+ 2b*c® + 2) > 4(ab + ac + bc).

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a =b=c=1. Tim je tvrzeni dokazéano.
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Piiklad 5:1

Necht’ a,b,c jsou libovolna realné Cisla. Dokazte, ze

(@® +2)(b* +2)(c* +2) >3(a+b+c)?.

Reseni: ¥

Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru

2(a’b® +a’c® +bc?)+6+(a® +b* +c? +a’b’c® +2) > 4(ab+ac + bc) + 2(ab + ac + bc)

Snadno zjistime, Ze dokazovana nerovnost bude rovnost, kdyz a=b=c =1. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé ze tii &isel a® —1,b* —1,¢* —1, jejichz souéin je nezaporny.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze (a® —1)(b?* —1) > 0. Uzitim vysledku ziskaného z
Ptikladu 2, ziskame

a’+b?+c?+a’b*®+2>2(ab+ac+bc).
Rovnost nastava prave tehdy, kdyz a=b=c=1.
Staci tedy dokézat

2(a’b? +a’c? +bc?) +6 > 4(ab+ac+bc) < (ab—1)* + (bc-1)* + (ac—1)* > 0.

Posledni nerovnost plati pro kazdé realné cislo a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz

a=Db=c==1. Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 6:*! (APMO 2004)
Necht’ a,b,c jsou kladna redlna ¢isla. Dokazte, ze
(a® +2)(b? + 2)(c? + 2) > 9(ab + bc + ac)..
Regeni:
Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru

[2(a2b2 +a’c? +b2c2)+6]+(a2 +b? +c* +a’b?c* +2)+3(a* +b* +c?) >
> 4(ab+ac+bc) +2(ab +ac +bc) + 3(ab+ ac + bc).

Snadno zjistime, Ze dokazovana nerovnost bude rovnost, kdyz a=b=c=1 nebo

a=b=c =-1.Podle vyse uvedeného tvrzeni existuji aspont dvé ze tfi &isel a* —1,b* —1,¢* -1,

11



jejichz souéin je nezaporny. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze (a® —1)(b* —1)>0.

Uzitim vysledku ziskaného z ptikladu 2, ziskame

a’+b?+c®>+a’b’c®+2>2(ab+ac+hbc).
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a=b=c=1nebo a=b=c=-1.
Analogicky z vysledku ziskaného z piikladu 4, ziskdme

2(a’b® +a’c? +b?c?)+6>4(ab+ac+bc) .
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a=b=c=1nebo a=b=c=-1.
Staci tedy dokazat

a®+b*+c? >ab+ac+bc.

Uzitim Cauchyovy nerovnosti pro X, =4a,Yy, =b, X, =b,y, =C,X, =c¢, Yy, =a dostaneme

|ab+bc+ac:|:ab+bc+ach/a2+b2+c2\/b2+c2 +a® =a’+b%+c?,

rovnost nastava prave tehdy, kdyz . ,fj.a=b=c=1nebo a=b=c=-1.
a

a
b

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 7:™! (USA 2001)
Necht' a,b,c jsou kladna realna &isla, pro ktera plati a® +b? +c? +abc = 4. Dokazte
ab+bc+ac—abc<2.
Rezeni: ¥

Je ziejmé, ze je-li a=b=c=1, pak dokazovana nerovnost bude rovnost. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspont dvé z ¢isel a—1, b—1, ¢ —1, jejichz soucin je nezaporny. Bez

ujmy na obecnosti predpokladejme, ze (a—1)(b—1) >0. Z toho vyplyva, ze
c(@a-1)(b-1)>0=abc>bc+ac—c=ab+c>ab+bc+ac—abc. (2
Ze zadani vyplyva, ze

4=a’+b°+c*+abc>2ab+c’+abc=4-c’>ab(c+2)=
=2-c>ab=ab+c<2

(2)
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Z (1) a (2) ziskdme
ab+bc+ac—abc<2.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati a=b =c¢ =1.CimzZ je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 8:4
Necht’ a,b, ¢ jsou kladna realna &isla, pro ktera plati a+b+ ¢ =3. Dokazte
(@*-a+1)(b*-b+1)(c’* —c+1)>1.
Regeni: @

Je zfejmé, ze je-li x = y =1, pak dokazovana nerovnost bude rovnost. Podle vyse uvedeného
tvrzeni existuji aspon dvé z ¢isel a—1, b—1, c—1, jejichz souéin je nezaporny. Bez ijmy na
obecnosti predpokladejme, ze (b—1)(c—1) > 0. Potom

(b*> -b+1)(c*-c+1)=bc(b-1(c-1)+b*+c*-b-c+1>

>b%+c’ —b—c+12%(b+c)2 —(b+c)+1>0.
Z toho vyplyva, zZe

(@ -a+D((b*-b+1(c*-c+1)>(a’ —a+1)(%(b+c)2 —(b+c)+1j:

:%(az —a+1)(a®* —4a+5h).

Staci tedy dokézat
(a®—a+1)(a®-4a+5)>2.
Polozme f(a)=(a*—-a+1)(a’—-4a+5), kde D(f)=(0;3), pak
f'(a)=4a®-15a” +20a-9 = (a—1)(4a® —11a+9).

Vysetfovanim prub¢hu funkce f(a) naintervalu (0;3) zjistime, Ze na intervalu (0;1) je funkce
f (@) klesajici, na intervalu (1;3) je funkce f (a) rostouci. Funkce f(a) ma nejmensi hodnotu

rovnou 2 vbodé a=1, ¢imz je dané tvrzeni dokazano. Rovnost nastava praveé tehdy, kdyz

a=b=c=1.
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Priklad 9: (UK TST 2005)

Necht’ a,b, ¢ jsou kladna realna ¢isla, pro ktera plati abc =1. Dokazte, ze plati

a+3 N b+3 N c+3 S
(a+D)? (b+1)> (c+1>

Reseni: %

Nejdiive dokazeme dvé¢ nasledujici pomocné nerovnosti:

1 1 1 2
>

+ + > +1 @
a+1l b+1 c+1 a+b+c+1

1 N 1 N 1 N 1
(a+1)?> (b+1> (c+1)* a+b+c+1

>1 (2)

Upravime nerovnost (1) do tvaru

3+ab+bc+ac+2(a+b+c) S 3+a+b+c

> < a’+b?+c%>3.
2+ab+bc+ac+a+b+c l+a+b+c

Z Cauchyovy nerovnosti a podminek zadani vyplyva, ze
a’ +b”* +¢® >R/a’b’c? =3,
¢imz je rovnost (1) dokazéna.

Nyni dokazeme nerovnost (2) . Je ziejmé, Zze nerovnost (2) je rovnost, kdyz plati a=b =1.
Podle vyse uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé z téchto ¢isel a—1, b—1, c—1, jejichZ souc¢in

je nezaporny. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze (a—1)(b—1) > 0. Z toho vyplyva, Ze

Va,beR":abc=1An(a-)(b-1)>0=ab+1>a+b=2(ab+1) >
2 o1 c 3

>ab+a+b+1=2(ab+1)>(a+)(b+1) = > = :
(@+)Mb+1 ab+1 c+1

vabeR :—~ ., 1 5, 2
@+)?  (b+1)? " (@+L(b+1)

(4)
Z (3) a (4) dostaneme

1 1 1
(a+1)? (b+1)> ab+1 c+1’

plati tedy
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1 1 1 1 5 C 1 1

>+ >+ >+ > + >+ =1.
(@+1? (b+1)* (c+1)* a+b+c+l c+1 (c+1)® c+1
—+C+1
C
Tim je nerovnost (2) dokazana.
Nyni upravime dokazovanou nerovnost do tvaru
1 1 1 2 2 2
+ + + + + >
a+l b+1 c+1 (a+1)®> (b+1)* (c+D°
Z (1) a (2) vyplyva, ze
1 1 1 2 2 2
+ + + + + >
a+l b+1 c+1 (a+1)> (b+1D> (c+1)°?
2 2 2 2 +1>2+1=3 ,

> + + —+
(a+1)?> (b+1D> (c+1)> a+b+c+1

rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a =b=c=1. Tim je dané tvrzeni dokazéno.

Pi-klad 10:@

Necht’ a,b,c jsou tfi libovolna nezaporna realna Cisla. Dokazte, ze plati

abc+2+%((a—1)2 +(b-1)%+(c-1)?)>a+b+c.

Reseni:

Je zfejmé, ze pokud a=Db=c=1, pak dokazovana nerovnost bude rovnost. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé z téchto ¢isel a—1, b—1, ¢ —1, jejichZ soucin je vétsi nebo

roven nule. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze (a—1)(b—1) > 0. Z toho vyplyva, ze
(@a-)b-)>0=ab>a+b-1.

Staci tedy dokazat

c(a+b—1)+2+i2((a—1)2 +(b-1)2+(c-1)?)za+b+ce

N

= iz((a—l)2 +(b-1)? +(c—1)2)2 (a+b-2)1-c).

N

Uzitim Cauchyovy nerovnosti, ziskame

15



a’+b?>2ab<2a’+2b®>-4a-4b+4>a*+b’>—-4a-4b+4+2ab <=
o 2@-1)2+20b-1)?>(@+b-2)? = (@a-12 +(b-1)2+(c-1)2 >

z#%c—lﬁ > 2|(a+b:/§)(l_c)| >+2(a+b-2)(L-c).

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati a =b =c =1. Cimz je dané tvrzeni dokazano

Piiklad 11:

Necht' a,b, ¢ jsou kladna ¢isla. Dokazte, ze plati

abc+3/(1+a%)(1+b%)(L+c®) > ab+bc+ac.
Reseni: 7

Uzitim Holderovy nerovnosti ziskame

1+a%)L+b%)A+c?) > (c+ab)® =3 @+a’)(L+b*)(A+c?) > ab+c.
Nyni sta¢i dokdzat, Ze

abc+ab+c>ab+bc+ac < abc+c>bc+ac< ab+1>a+b<(a-1)(b-1) >0.
Podle Drichletova principu mezi tiemi ¢isly a—1,b—1, ¢ —1 museji existovat aspon dvé Cisla,
ktera maji stejné znaménko. Bez (ijmy na obecnosti predpokladejme, ze a—1,b —1 jsou dvé éisla,

kterd maji stejné znaménko, pak mdme (a—1)(b—1) > 0. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
a=b=c=1.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Pi-klad 12:@

Necht’ a,b, ¢ jsou tfi libovolna kladna realna ¢isla, pro ktera plati ab.c =1. Dokazte:

1 1 1 1 S
>+ >+ >+ >1
(@+)° (b+1)° (c+1)° ab+ac+bc+1

lv{e§en1" [Vlastni]

Je zfejmé, Zze pokud a=Db=c=1, pak dokazovana nerovnost bude rovnost. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspon dvé z téchto ¢isel a—1, b—1, ¢ —1, jejichZ soucin je vétsi nebo

roven nule. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze (a—1)(b—1)>0.

Z toho vyplyva, ze
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vVa>0,b>0:abc=1A(a-1)(b-1)>0=ab+1>a+b=2(ab+1) >
2 o1 c @

>ab+a+b+1=2(ab+1)>(a+1)(b+1) = > = :
(@a+)(b+1) ab+1 c+1

Uzitim Cauchyovy nerovnosti, pak ziskdme

VYa>0,b>0: ! >+ ! -2 2 . (2
(a+d)° (b+1 (a+D)(b+1)
Z (1) a (2) dostaneme
1 1 1 c
+ > = .
(a+1D)* (b+1)*> ab+1 c+1
Z ptedpokladu (a—1)(b—1) >0 vyplyva, ze abc+c =2+c >ac+bc.Plati tedy
1 1 1 1 c 1 1
D2 (0+1)?  (c+1)’  ab+ac+he 12c 1 c+n)? 1 -
@a+d)° (b+1)° (c+) +ac+bc+ +1 (c+1) 2 abc+c+l
c
c 1 c cc+D)+1+c (c+1)?
= + 2 T 2 2 7 =1
c+1 (c+1)° (c+) (c+1) (c+2)

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati a =b =c =1. CimZ je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 13:1

Necht' X,y,z jsou tfi libovolna kladna realna cisla, pro ktera plati X+y+z+1=4xyz.

Dokazte, Ze plati

Xy +XZ+YZ=X+Y+2Z.

Reseni: V&l
Ze zadani vyplyva, ze z = xty+l . Dosazenim x+y+l za z do dokazané nerovnosti a po
4xy -1 4xy -1
uprave dostavame
2 —
xy—(x+y)+w20. @
4xy -1
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Je ziejmé, Ze pokud X =Yy =1z=1, pak dokazovana nerovnost bude rovnost. Podle vyse
uvedeného tvrzeni existuji aspon dveé z téchto ¢isel x—1, y—1, z—1, jejichZ soucin je vétsi nebo

roven nule. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze (x—1)(y—-1) >0.
Z toho vyplyva, ze

xX-Dy-D20=xy-(x+y)>2-1l<

(x+y)’ -1 (x+y)°-1 _(x-y)?* @
4xy -1  4xy-1 4xy —1

S Xy —(X+y)+

Z (1) a (2) vyplyva, ze staci dokazat 4xy —1>0.Jelikoz X +y+z+1=4xyz, x>0,y>0a
7 >0, jeziejmé, Ze 4xy —1> 0. Rovnost nastavé pravé tehdy, kdyz paltix =y =z =1. CimZje

dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 14:1

Jsou déna tii kladna realna ¢isla a,b,c. Dokazte, Ze plati

ot e o

Reseni: V&Ml

. 1 1 1 , .
Zavedeme substituce a+= = x, b+==y a c+—= =z . Dokazovana nerovnost bude zapsana
c a

ve tvaru
(x=1Ny-1)+(y-1Nz-1)+(z-1fx-1)>3,
a po uprave této nerovnost ziskame
Xy +YyZ+XZ2>2(X+y+12). @

Snadno zjistime, ze nerovnost (1) bude rovnost, kdyz X =Yy =z = 2. Podle vyse uvedeného
tvrzeni existuji aspon dvé z téchto Cisel X—2, y—2, z—2, jejichz soucin je nezaporny. Bez
ujmy na obecnosti predpokladejme, ze (x —2)(y —2) > 0. Z toho vyplyva, ze

X=2)(y—2)20=xy+4=22(X+Y)=>Xy+22+4>2(X+ Yy +12). (2)

Z (1) , (2) auzitim Cauchyovy nerovnosti vyplyva, ze sta¢i dokazat

N

yz+xz222+4<:>z(x+y—2)24<:>22<\/x—y—1)24<:>22

?y
<

|
H
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Snadno zjistime, ze

1 1 1 1
XyZ=|a+—|b+=|c+=|=abc+—+x Z1>24+2. Xy +12
y [ +bj( +Cj( +aj +abc+ +y+ +2 Xy +7=

= z(xy-1) > 2(1+ \/x_y):> z(\/x_y—l)z 212> 2

-1
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati X =y =z =2,tj. a=b=c =1. CimZ je dané tvrzeni

dokéazano.

Piiklad 15:™
Necht' a,b,c jsou kladna realna ¢isla. Dokazte, ze plati
2(a® +b® +c®)+abc+8>5(a+b+c).

Mi [Vlastni]
Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru

(@ +b”>+c?)+3+a’+b*+c’+abc+5>2(a+b+c)+3(a+b+c).
Snadno zjistime, Ze pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati

(@*+b*+c*)+3>2(@a+b+c) = (@a-1)*+(0O-1)*+(c-1)*=>0.
Z toho vyplyva, Ze nyni staci dokazat

a’+b?+c®+abc+5>3(a+b+c).

Pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati

a’+b®>+c’+abc+5>3(a+b+c) <= 2(@*+b*+c?*)+2abc+10>6(a+b+c) =
& [a% +b? +¢? +2(ab+ac+bc)|+ a® +b? +c? + 2abc +10 >
>6(a+b+c)+2(ab+bc+ac) =

< (a+b+c)’>+a’+b®+c? +2abc+10>6(a+b+c)+2(ab+ac+bc) &
<:>[(a+b+c)2—6(a+b+c)+9]+a2 +b? +c? +2abc+1>2(ab+bc+ac)
< (a+b+c-23)? +[a2 +b® +cz+2abc+1—2(ab+ac+bc)]20.

Z vysledku ptedochoziho piikladu 1 je dokazano, ze plati
a® +b?+c?+2abc+1>2(ab+bc+ac).
Z ¢ehoz vyplyva, ze
a’+b*+c’+abc+5>3(a+b+c).

Cimz je dané tvrzeni dokazano.
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Piiklad 16:%
Necht’ a,b,c jsou kladna realna ¢isla. Dokazte, ze plati
3(a® +b® +c?)+abc+11>7(a+b+c).
Reseni: V20T
Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru
2(@® +b* +c?)+6+a’ +b*> +c* +abc+5>4(a+b+c)+3(@+b+c).
Vime, ze pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati (viz Piiklad 15)
a’+b*+c’+abc+5>3(a+b+c), (1)
a zaroven pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati
(@ +b*+c®)+3=22(@a+b+c) = (@-D*+(b-D*+(c-1)*=0. (2
Vynasobime obé¢ strany nerovnosti (2) ¢islem 2, tim ziskdme
2@-1)°+2(0b-1)*+2(c-1)° >0
o 2(a® +b* +c®)+6>4(a+b+c). (3)
Z (1) a (3) vyplyva, ze
3(a® +b® +c?)+abc+11>7(a+b+c).

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 17:1%
Necht’ a,b, ¢,k jsou kladna realna ¢isla a zaroven k >1. Dokazte, Ze plati
k(a®+b%*+c®)+abc+3k+2>(2k +D(a+b+c).
Regeni; [Viastni]
Upravime dokazovanou nerovnost do tvaru
(k-D(a*+b*+c?)+3(k -1)+a’ +b* +c® +abc+5>2(k —1)(a+b+c)+3(@+b+c).
Vime, zZe pro kazda kladna realna Cisla a,b,c plati (viz Ptiklad 15)
a’+b®+c’+abc+5>3@+b+c), (1)
a zaroven pro kazda kladna realna ¢isla a,b,c plati

(@%+b*+c®)+3=2(@+b+c) = (@-D*+(b-1)*+(c-D*>=0. (2

Vynasobime obé¢ strany nerovnosti (2) ¢islem (k —1), kde k >1, ¢imz ziskame
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k-D@-1)2+Kk-Db-)>+(k-DCc-1? >0
o (k-1)@2 +b? +c2) +3(k-1) > 2(k ~1)(@+b+c). 3)
Z (1) a (3) vyplyva, ze
k(a®+b*+c®)+abc+3k+2>(2k +D(a+b+c).

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 18:™'*"
Necht’ a,b, ¢,k jsou kladna realna ¢isla a zaroven k >1, pro kterd plati
k(a? +b? +c?)+abc =3k +1.
Najdéte nejvetsi hodnotu vyrazu

V=a+b+c.
. [Vlastni]

ReSeni:
V predeslém piikladu 17 je dokazano, ze plati
k(a?+b*+c®)+abc+3k+2>(2k +D(a+b+c).

Z toho a z zadani vyplyva, Ze

k(a®+b*+c®)+abc+3k+2=302k+1)>(2k +D(a+b+c) =
3(2k+D) _,
2k +1

& a+b+c<

Odtud ziskame, Ze nejvétsi hodnota daného vyrazu V =a+b+c je 3.
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3 Uziti Dirichletova principu v aritmetice

Drichletovym principem je v podstaté nasledujici tvrzeni o mnoziné
Tvrzeni 3.1:P!
Jestlize sjednoceni N néjakych mnozin obsahuje vice nez n prvki, pak musi v alespon jedné

mnozin¢ byt dva nebo vice prvk, tj.

Necht’

Uin:lAi‘ >n. Potom existuje i € {1,2,.., n} takové, ze |A]>2.

Dukaz:

Predpokladejme, e pro viechna i € {1,2,..., n} plati |A| < 2. Potom ma ovSem kazdd mnozina

nejvyse jeden prvek a nutné musi platit ‘U; A ‘ < n, coz je spor, protoze podle predpokladu je

‘U?fl Ai‘ >n. Tim je tvrzeni dokéazéano.

Definice: ! %!
Rikame, Ze celé ¢islo a je kongruentni s celym &islem r podle modulu m, kde m je

libovolné ptirozené ¢islo vétsi nez 1, zna¢ime a = r(modm), prave tehdy, kdyz plati m|a—r

Relace kongruence podle daného modulu m vytvoii na mnoziné celych ¢isel tzv. rozklad na
zbytkové tfidy. Tyto tfidy oznacime:

Z, mnozina vSech celych ¢isel, ktera jsou délitelna m ,

Z, mnozina vSech celych ¢isel, ktera pii déleni m daji zbytek 1,

Z,. , mnozina vSech celych Cisel, ktera pti déleni m daji zbytek m—1.

Mnozinu Z vSech celych Cisel pak miizeme zapsat jako sjednoceni vSech zbytkovych tiid:

2=7,02,0..UZ_,,
pficemz
xeT, ©&m|x-i,

a zaroven

X, yeT, &m|x-y.
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Pomoci vyse uvedeného tvrzeni a definice kongruence na mnozin¢ celych ¢isel 1ze vyftesit

mnoho naro¢nych uloh v aritmetice, zvIast’ pak v d€litelnosti celych ¢isel.

Piiklad 1:

Dokazte, ze z (n+1) riznych celych ¢isel 1ze najit dve cela ¢isla, jejichz rozdil je délitelny
Cislem n.
Regeni: ©

Po déleni (n+1) raznych celych ¢isel ¢islem n je zbytkem vzdy jedno z ¢isel: 0,1,2,...,n—1.
Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuji alespon dvé Cisla, ktera maji stejny zbytek pii déleni

Cislem n. Necht' a;,a; jsou dve takova, tj.

a, =nk +r
kde 0<r<nak,k,eN.
a;=nk,+r

Odtud dostaneme n|a; —a;. Z toho vyplyva, ze z n+1libovolnych riznych celych Cisel 1ze
vzdy najit dvé Cisla, jejichz rozdil je délitelny Cislem n.

Necht’ —|(n | ak), kde k =1,2,...,n+1. Pak zbytek pii déleni ¢isla a, ¢islem n bude jedno z
¢isel: 1,2,...,n+1. Podle Dirichletova principu existuji dvé ¢isla, ktera maji stejny zbytek pfi

déleni ¢islem n, tj. jejich rozdil je délitelny Cislem n.

Piiklad 2:!
Dokazte, Ze existuje N e N takové, ze 25|17" —1.
Regeni: ©
Uvazujme ¢&isla 17,172,...,17%°. Snadno zjistime, Ze po déleni téchto ¢&isel &islem 25
dostaneme celkem 25 zbytkt. Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuji alespon dvé Eisla,
ktera maji stejny zbytek pii déleni ¢islem 25. Necht a;,a; jsou dvé takova ¢isla, tj.
a, =25k +r

,kde 0<r<25Ai> jak,k. eN.
a, =25k, +r A= AK€

Z toho plyne a, —a; =25(k, —k;) , tj. 25a, —a; =17' 17} =17/ (17" -1).

Jelikoz nsd(25,171) =1, plati tedy 25‘17“j —1. Tim je dané tvrzeni dokazéano.
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Piiklad 3:1
Dokazte, ze Ik € Z:1993k =111..1, kde ne N.
%/_J

n cislic 1
% v .. [6
Reseni: [

Uvazujme 1994 &isel, jejichz cifry tvoti samé ¢islice 1,11,...,11111...1. Snadno zjistime, ze
1994 cislic 1

po déleni téchto Cisel ¢islem 1993 dostaneme celkem 1993 zbytkd. Z Dirichletova principu
vyplyva, ze existuji alespon dvé Cisla, kterd maji stejny zbytek pii déleni ¢islem 1993. Necht’
a;,a; jsou dve€ takova Cisla, tj.

a =1993 k. +r

‘kde 0<r <1993 Ai> Ak k €N .
2 =1993 k +1 AAnEE

Z toho vyplyva, ze
a, —a; =1993(k, —k;), tj. 1993a, —a; =1111111.11000..0 =1993(k; —k;).

(i-j) cislic 1| cislic 0

Odtud dostaneme 1111111..1110' =1993(k; —k;)
%/—/

(i—j) cislic 1

Jelikoz nsd(1993,107) =1, plati tedy 1993|1111111..11 . Tim je dané tvrzeni dokazano.
%,—J

(i-j) dislic 1

Piiklad 4:IV'®"
Dokazte, ze plati 2015| 20142014...201400..0.

Reseni: [V'2st]

Uvazujme Cisla a, =2014, a, =20142014 ,..., a,,; =2014..2014.

2015 cisel 2014
Snadno zjistime, ze po déleni téchto cCisel ¢islem 2015 dostaneme celkem 2015 zbytkd
(r €{l,..,2014 },i =12,..,2015 ), protoZe a,,a,,.., d,,; jsou Gisla suda a 2015 je liché.

Z Dirichletova principu vyplyva, ze existuji alespon dvé ¢isla, kterd maji stejny zbytek pii déleni

Cislem 2015. Necht” a;,a, jsou dv¢ takova Cisla, tj.

a, = 2014..2014 ,
%,—/

j Cisel 2014

a, =2014..2014 ,

k cisel 2014

kde 1< j <k < 2015.
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Odtud vyplyva, ze 2015 | a, —a;, tj. 2015| 2014..2014.10' . Cimz je dané tvrzeni dokazano.

(k=]) cisel 2014

Priklad 5:V'>"
Dokazte, ze existuje piirozené Cislo n, pro néz plati
3713579 " 1.
Reseni: V&t
Uvazujme nésledujici &isla a, =13579,a, =13579 °,..., @5, =13579 **** | pak snadno
zjistime, Ze nsd (313579 13579 ): 1, nebot’ 13579 je soucin dvou prvocisel, které jsou rizné od 3.
Z toho vyplyva, ze nsd (313579 13579 ' ): 1, kdeie {1,..., n}. Po déleni téchto ¢&isel ¢islem 317
ziskame celkem 3" zbytkil. Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuji alespont dvé ¢&isla,
ktera maji po déleni &islem 3" stejny zbytek. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze
a;,a, jsou dv¢ takova Cisla. Pak dostaneme
G e  kde 0<r <3 Ak > jakk; eN.
3, =3 Kk +r

Z toho vyplyva, ze
313579 | (ak _aj) .
Jelikoz &, —a, =13579" —13579' =13579' (13579’ —-1) a nsd (313579 13579 j)=1, kde

jefl,..,n}, plati tedy 3" |13579 *-1 —1. Tim dané tvrzeni doké&zéno.

Priklad 611%™

Dokazte, ze existuje Cislo tvaru 20142014...2014, které je délitelné Cislem 2015.
n cisel 2014

Reseni: V&l

Uvazujme-li nasledujici ¢isla a, = 2014,a, = 20142014,... a,,,. = 20142014..2014.

2015 cisel 2014

Tato ¢isla nejsou délitelna ¢islem 2015, protoze jejich posledni ¢islici je 4 . Z toho vyplyva, ze
po déleni ¢isel a,a,,..., a,,5 Cislem 2015, ziskdme celkem 2015 zbytki. Podle Dirichletova

principu existuji alespon dvé ¢isla, ktera maji pfi déleni ¢islem 2015 stejny zbytek. Bez ujmy na
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obecnosti pfedpoklidejme, ze a;,a; jsou dvé Cisla takova, kde |, j € {1,2,..,2015} Potom

dostaneme
a =2015 k +r o
,kde 0<r <2015 A j>ink;,k; eN.
3= 2015 k]. +r
Z toho vyplyva, ze
2015 |(aj -a).
Jelikoz

a; —a; =20142014..2014-20142014...2014 = 20142014..2014.10',

j cisel 2014 i Cisel 2014 (j—i) cisel 2014

a 10" neni délitelné ¢islem 2015, protoze 10' neni délitelni ¢islem13 i 31.
Z toho vyplyva, ze
2015|20142014...2014.

(j-i) cisel 2014

CimZ je dané tvrzeni dokazéno.

Piiklad 7:™

Dokazte, ze z 50 libovolné¢ zvolenych navzajem rtznych prvocisel Ize vzdy vybrat 13
prvocisel tak, Ze rozdil kazdych dvou je délitelny péti.
Reseni: 1

Prvocisla po déleni péti mohou davat zbytky 0 (pouze prvocislo 5); 1,2;3;4 . Rozdélme v§ech
49 (50) prvocisel (je-li mezi nimi ¢islo 5, vypustime jej, zbude nam 49 prvocisel) do
zbytkovych tfid 1;2;3;4 . Alespon v jedné bude 13 prvocisel a jejich rozdil

(k5+r)—(1.5-r)=5k-1)

je delitelny péti. Tim je dané tvrzeni dokézéano.

Piiklad 8:1**!

Dokazte, Ze ke kazdému pfirozenému ¢islu n existuji pfirozena Cisla r # S takova, Ze Cislo
3" —3%je délitelné ¢islem n.
Reseni: [

Délime-li ¢isla 3',3%,...,3",3" ¢islem n, dostaneme maximalné N raznych zbytkd, totiz
0,1,2,....n—1. Podle Dirichletova principu tedy aspon dvé mocniny maji tyz zbytek. Z toho
vyplyva, ze jejich rozdil je d€litelny Cislem n.

Tim je dané tvrzeni doké&zano.

26



Piiklad 9:1"
Dokazte, ze pokud p je prvocislo ve tvaru 4k + 3, kde k € N, pak existuji vzdy dvé cela ¢isla
X,y takova, ze
plx*+y®+1.

Regeni: [']

Snadno dokazeme, Ze pokud i = j, kde i, j € {1,2,..., pT—l}’ pak plati

n#r,s#s,ar,s e{,.2,.., p-1.

Necht A=16,0,m Fo 2 fs B =181S5 1 S(ppys2 | - POtOM
|A|:|B|:pT_1 a|AUB|<p-1.

Uvazujme dva nasledujici ptipady:
1). Je-li |AUB| < p—1, pak AN B = ¢. Z toho vyplyva, Ze existuji i, j takova, ze I, =,

coZ plati prave tehdy, kdyz

12

i?=-1-j*(mod p) < i® + j? +1(mod p).
2). Je-li |Au B| =p—1,pak AnB =¢.Ztoho vyplyva, zeje-lii= j, i, je {1,2,..-, .pz—l},

pak plati r; #r; #s; #s;. Odtud ziskame
N+, + Ty, S +S; + S, 00 =1+2+..+ p—-1=0(mod p),

coz je spor, protoze podle definice r; a s, dostaneme

2
-1
r+0+F . +S +S, +...48, .. =12 +2% +.. .+ P2 L (c1-12)+
170 T gy TO1 T 92 (p-1)/2 5

+(—1—22)+...+(—1—(p7_1)2] s(—pT_l](mod p).

Proto k druhému piipadu nedochazi a nastdva pouze prvni pfipad. Cimz je dané tvrzeni

dokézano.
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Priklad 10:M'>™

Dokazte, ze existuje Cislo zapsané jen Cislici 8 takové, ze je délitelné ¢islem n, kde n je
pfirozené Cislo, pro které plati nsd (n,lOm)= 1, meN.
Re§en1’: [Vlastni]

Uvazujme n+1 nasledujicich ¢isel: @, =8;a, =88;...;a,,, =8888...88.
%/_/

(n+1) Cistic 8
Snadno zjistime, ze po déleni téchto ¢isel Cislem n dostaneme celkem n zbytki. Z
Dirichletova principu vyplyva, Ze existuji alesponl dvé ¢isla, ktera maji stejny zbytek po déleni
Cislem n. Necht' a;,a; jsou dv¢ takova, tj.
& =nk +r

,kde 0<r<nnai>jak,k;eN.
aj:n.kj+r

Z toho plyne a, —a; =n(k; —k;), tj. n|a —a; =8888888...88000..0.
%,—J%/_J

(i—j) cislic 8 j dislic 0
Odtud ziskame
8888888...88.10’ = n(k, - kj) .
\_*f_—/

(i—]j) Cislic 8

Jelikoz nsd(2011,107) =1, plati tedy n|8888888...88 . Tim je dané tvrzeni dokazano.
%/—J

(i—j) cislic 8

Piiklad 11:MV'>"

Dokazte, ze je-li nsd(n,2015) =1, pak existuje vzdy kladné celé Cislo k takové, ze
2015 |n* —1.
Reseni: [Vt

Uvazujme 2016 &isel: n,n?,..., n**"® . Snadno zjistime, Ze po déleni t&chto &isel ¢islem 2015
ziskame celkem 2016 zbytku. Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuji alespon dvé ¢isla,
ktera maji stejny zbytek po déleni Cislem 2015.

Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze jsou to dvé &isla n',n’ kde 1<i < j <2016. Pak
mame

n'—n'=n'(n"" =D =n'(n* -1),

kde k = j—i jekladné celé &islo a zaroveri nsd(n,2010) =1. Z toho vyplyva, ze 2015 | n* —1.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.
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Priklad 12:MV'™)

Dokazte, ze z 1007 libovolnych ptirozenych ¢isel Ize vzdy vybrat dve takova, ze jejich soucet
je délitelny ¢islem 2011.
Regeni: [Vt

Rozdélme dana ¢isla do skupin podle jejich zbytku pii déleni ¢islem 2011: Z,,Z,,..., Zygps,
kde Z, je skupina cisel, ktera jsou délitelna 2011, Z, je skupina ¢isel, ktera maji po déleni
Cislem 2011 zbytek 1 nebo 2010, Z, je skupina ¢isel, ktera maji po déleni ¢islem 2011 zbytek
2 nebo 20009, ..., Z,,s je skupina ¢isel, ktera maji po déleni ¢islem 2011 zbytek 1005 nebo
1006.

Podle Dirichletova principu existuje jedna skupina, ve které jsou aspoii dvé Cisla, jejichz
vzéajemny soucet je délitelny Cislem 2011.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 13:1"

Dokazte, Ze z n+1 libovolné zvolenych navzajem riznych kladnych celych ¢isel, ktera jsou
mensi neZ 2n An>1 , mizeme vybrat tfi rtzna Cisla, z nichZ jedno je rovno souctu dvou
zbyvajicich.

Regeni: !
Necht’ a,,4a,,.., @,,; Jsou n+1 libovolné zvolenych navzajem riznych kladnych celych ¢isel,

ktera jsou mens$i nez 2n, kde n>1. Bez jmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze
1<a <a, <..<a,, <2n. @
Polozme b, =a, —a;;b, =a, —a,;..;b, =a,,;, —a,, pak mame
1<b, <b, <..<b, <2n, (2)
Z (1) a (2) vyplyva, ze pocet prvkii obou posloupnosti je dohromady 2n+1. Avsak tyto
prvky nabyvaji maximalné¢ 2n—1rtznych hodnot.
Odtud mame

n+1 . 2
2n—-1 2n-1

Podle Dirichletova principu existuji aspon dvé stejna ¢isla neleZici v jedné posloupnosti, ale ve
dvou posloupnostech, tj. existuji tfi riizna ¢isla, z nichz jedno je rovno souctu dvou zbyvajicich.

Tim je dané tvrzeni doké&zéno.
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Piiklad 14:™

Je dano 52 libovolnych celych ¢isel. Dokazte, Ze 1ze vzdy vybrat dvé takova, Ze jejich soucet
¢irozdil je délitelny ¢islem 100.
Reseni:Viastnl]

Snadno zjistime, ze po déleni 52 danych ¢isel100 ziskame celkem 52 zbytkd, které jsou
prvky mnoziny M = {0,1,... ,99}. Rozdélme prvky mnoziny M do 51 nésledujicich skupin:

{0,0},{1,99},{2,98},..., {49,51},{50,50}.

Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuje alespon jedna skupina, ve které budou dva prvky,
jejichZ soucet je roven 100. Bez (ijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze jimi jsou prvky r;, r; , kde
i, je{l,2,..,52}, pak ziskdme r, +r; =100 .

Z toho vyplyva, ze:

Pokud r; +r; =100, pak z 52 libovolnych celych ¢isel 1ze vzdy vybrat dvé takova, jejichZ

soucet je délitelny ¢islem 100.

Pokud r; =r;, pak z 52 libovolnych celych ¢isel 1ze vzdy vybrat dvé takova, jejichZ rozdil je

délitelny ¢islem 100.

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 15:™!

Necht (a,)”, je rostouci posloupnost ptirozenych &isel a, <a, <a, <... , pro kterou plati
a, =1aVneN:a,, <2n. Dokazte, ze pro kazdé pifirozené ¢islo n existuji dva ¢leny a,, a,
dané posloupnosti takové, Zze a, —a, =n.
Reseni: 11

Necht' ne N je dané ¢islo. Ze zadani vyplyva, ze a; <a, <a; <..<a,,; <2n.

Rozdélme mnozinu 2n ptirozenych Cisel {1,2,...,2n} do n dvojic

[L;n+1],[2;n+2]....[n;2n].

Z toho vyplyva, ze mnozina A= {al, Ay yeen, Ay an+1} ma n+1 prvkd a mnozina dvojic Cisel
B={Ln+1]..., [;2n]} m& n prvki. Podle Dirichletova principu existuje aspoii jedna dvojice
mnoziny B, V niz jsou dva prvky mnoZiny A.Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze jsou to
dva prvky a,,a,, kde a, > a,, pak dostaneme

a,—a =n.
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Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Priklad 16:V'>"

Je ddna mnozina A= {1,2,..., 2013 } Dokazte, ze z 1008 libovoln¢ zvolenych prvkli mnoziny
A lze vzdy vybrat aspoil dva prvky, jejichZ soucet je 2014.
Reseni: Vst

Rozdélme mnozinu A do 1007 dvojic ¢isel (1,2013),(2,2012),...,(1007,1007). Z toho
vyplyvé, e mnozina B = {{1;2013][2;2012]...., [1007 ;1007 |} m4& 1007 prvka.

Podle Dirichletova principu existuje asponi jedna z 1007 dvojic prvkti mnoziny B, V niZ jsou
dva z 1008 libovoln¢ zvolenych prvki mnoziny A .Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze je
to dvojice ¢isel [ak ; a,] , pak plati

a, +a, =2014 .

Tim je dane tvrzeni dokazéano.

Piiklad 17:[V'&]

Je ddna mnozina A = {1,2,..., 2016 } Dokazte, ze z 1009 libovoln¢ zvolenych prvkii mnoziny
A lze vZzdy vybrat aspont dvé nesoudélnd cisla.
Reseni: Vst

Rozd&lme mnozinu A na 1008 dvojic nesoudéInych ¢&isel [1;,2][3;4]..., [2015;2016 |. Podle
Dirichletova principu existuje aspon jedna z 1008 vyse uvedenych dvojic nesoudélnych cisel,
V niz jsou dva z 1009 libovolné zvolenych prvkti mnoziny A, tj. z 1009 libovolné zvolenych
prvkll mnozZiny A lze vzdy vybrat aspont dvé nesoudélna ¢isla.

Tim je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 18:™ (MKS 00/01)
Je ddnamnozina A = {1,2,..., Zn} . Dokazte, ze z n+1libovoln¢ zvolenych prvki mnoziny A lze
vzdy vybrat asponi dv€ ¢isla, z nichz jedno je nasobkem druhého.
Reseni: [1¥
Jelikoz kazdé piirozené &islo a Ize zapsat ve tvaru a = 2“.1, kde k je nezdporné celé &islo al
je liché &islo, pak miizeme n+1 &isel a, € {1,2,...,2n}, kde i =1,2,...,n+1, zapsat ve tvaru

a, =21, .
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Tim padem bude n+1 lichych ¢isel |, lezet v mnozing {1,3,...,2n —1}, ktera ma pravé n
prvku.
Podle Dirichletova principu existuji alespon dvé Cisla, ktera jsou nasobky c¢isla

I, e {1,3,...,2n —1}. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze jsou to dvé &isla a, , a, , kde

k,1=1,2,..,n+1.

. L a _ _
Je-li k>1, pak ziskame —& =2%") =g =2K") g
a'|

, .o a . .
Je-li k <1, pak ziskame —- =247 = a =2®"™) q
ak

Cimz je dané tvrzeni dokazéno.

Priklad 19:M'"

Je ddna mnozina A= {1,2,..., 2016 } Dokazte, ze z 1009 libovolné zvolenych prvki mnoziny
A lze vzdy vybrat dva prvky takové, ze a; —a, =2, kde i,j=12,...2016 a j>1i.
Regeni: V12l

Vime, Ze rozdil dvou sudych ¢isel jdoucich za sebou nebo rozdil dvou lichych ¢isel jdoucich
za sebou je vzdy roven 2. Z mnoziny A miZzeme vytvorit 504dvojic sudych a 504 dvojic
lichych celych ¢isel jdoucich za sebou. Celkem mame 1008 rtiznych dvojic ¢isel, jejichz rozdil je
roven 2.

Rozd€élme mnozinu A na 1008 dvojic ¢isel

[1;3],[2;4]....,[2013;2015 ], [2014 ;2016 ].
Podle Dirichletova principu z 1009 libovolné zvolenych prvkt mnoziny A 1ze vzdy vybrat dva

prvky takové, ze a; —a; =2, kde i, j=12,...2012 a j>i.

Tim je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 20:00 [
Necht M je mnozina 10 libovolnych piirozenych cisel, kazdé z nich je mensi nez 100.
Dokazte, ze existuji dvé podmnoziny mnoziny M , jejichz soucet prvk je stejny.
Regeni: 0! M
Z deseti prvkei mnoziny M miizeme vytvorit celkem 2'° —1=1023 riiznych neprazdnych

podmnozin. Necht' S je soucet prvki takové podmnoziny, pak dostaneme

S<91+92+...+100<10.100=1000.
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Podle Dirichletova principu existuji aspoil L%J +1=2 podmnoziny mnoziny M, jejichz

soucet prvkil je stejny.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 21:™!

MnozZina X = {1,2, ..,100 } jerozdélena do 7 podmnozin. Dokazte, ze aspon v jedné ze sedmi
danych podmnozin jsou 4 ¢isla a,b,c,d takova, ze plati a+b=c+d nebo tfi Cisla e, f,g
takova, ze plati e+ f =2g.

Reseni: 1Y

Z Dirichletova principu vyplyva, Ze existuje aspon jedna z t€chto podmnozin, v niz je alespoii

[gJ +1=15 prvkd. Necht' a;,a; jsou dva libovolné prvky této podmnoziny a a; > a;. Ze

v8ech prvkil vyse uvedené podmnoziny mizeme vytvofit aspoit C(2,15) =105 rozdilt a; —a;,

kazdy z nichz je prvkem mnoziny Y = {1,2, ,99}. Podle Dirichletova principu existuji aspon

L%J +1= 2 rozdily, jejichZ hodnota je stejnd. To znamena, Ze existuji Ctyfi ¢isla napt. a,b, ¢, d

takova, ze plati a—c=d —b, kde a=d,c=b,tj. a+b=c+d.

Je-lia=bvc=d,pak 2a=c+dv2d=a+b.

Uloha je vyfesena.

Piiklad 22:[V'&sti]

Dokazte, Ze neexistuje Zadné kladné celé ¢islo n takové, ze 10" +1 je délitelné ¢islem 2003.
.[Vlastni]

Reeni:
Snadno zjistime, Ze pfi d&leni &isel 10,107 ..., 10 ¢&islem 2003dostaneme celkem 2004
zbytki, protoze 2003 je prvoislo a nsd(10',2003) =1, kde i € {1,2,..,,2004 }. Z Dirichletova
principu vyplyva, Ze jsou alespon dvé Cisla, ktera maji stejny zbytek pfi déleni ¢islem 2003. Bez
ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze jsou to dvé ¢isla a;,a;, kde i>j ali,je {1,2,...,2004 }.
Potom
2003| &, —a, <> 2003|10' —10’ <> 2003|10! (10" —1).

Jelikoz nsd(10',2003) =1, plati tedy 2003 10"/ —1.
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Z toho vyplyvé, ze 10" —1+2=10"7 +1 neni délitelné &islem 2003, protoze dvé neni
délitelné ¢islem 2003.

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Priklad 23:V'>

Dokazte, Ze existuji kladna cela ¢isla m,n takova, ze 10™ +10" +1 je délitelné ¢islem 2003.
Reseni: Vit

Z vy$e uvedeného Piikladu 22 vyplyva, Ze 10™ +1 neni délitelné ¢islem 2003. Po déleni ¢isel
(10" +1),(10% +1),..., (10%* +1) ¢&islem 2003 ziskame proto celkem 2003 zbytku, které jsou
prvky r, €{L,2,..,2002 }, kde i =1,2,..,2003 .

Jelikoz 2003 je prvocislo a nsd(10,2003)=1, pak 10", kde n je kladné celé ¢&islo, neni
delitelné ¢islem 2003. Po déleni &isel 10*,10%,...,10%°* ¢&islem 2003 ziskame také celkem 2003
zbytki, které jsou prvky I, ={L,2,.., 2002}, kde j=1,2,..,2003 .

Z prvkt 1, 1; utvoime 1001 dvojic ¢isel [r;;r

;] takovych, ze r, +r; = 2003 :
[1;2002 ],[2;2001],...[1001 ;1002 ] .

Z Drichletova principu vyplyva, ze pro kazdé m,ne N, m>1002 a n>1002, existuje
alesponn jedna dvojice Ccisel, jejichz soucet je roven 2003. Bez Ujmy na obecnosti
predpokladejme, ze jsou to ¢isla r, 1, , kde k=1 a k,l € {1, 2,... ,2002} , pak ziskame

10 +10" +1=2003 t +r, +2003.5 +r1, = 2003 (t + ) + 2003 ,
kde t,se N.
Z toho vyplyva, ze
2003 |10 +10' +1.

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Priklad 24: (MO 64-A-1-6)
Necht' a,b jsou dand, navzajem nesoudélnd pfirozena ¢isla. Posloupnost (Xn )f pfirozenych
Cisel je sestavena tak, ze pro kazdé n>1 plati x, = ax, , +b. Dokazte, Ze v libovolné takové posloupnosti

kazdy ¢len X, sindexem n>1 déli nekone¢né mnoho jejich dalsich ¢lend. Plati toto tvrzeni i pro n =17
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Regeni: V1]
Ze zadani ziskame, Ze pro kazdé n>1 plati:
X = aX, +b,

X, =a’x +b(a+1l),
X, =a"x, +b@"" +a"? +..+a+l)

Mame dokazat, ze existuje nekone¢né mnoho ¢isel h, pro které plati X, | X,.;,, tj.
X, |b@"" +..+a+1l).

Snadno zjistime, Ze:

Pokud x, | b, pak plati x, | X,.p,-

Pokud b neni délitelné ¢islem X, . Dokazeme, Ze existuje alespon jedno h, pro které plati
X, (@ +..+a+l) .

Utvoime soucty: s, =1, s, =1+a, s,=1+a+a*, .., s, , =1+a+..+a".

(x, +1) téchto souctl ma po déleni Cislem X, nektery ze zbytkt 0 az (X, —1).

Ma-1i nékteré s; zbytek 0, je to pravé hledany soudet.

Ma-li s; zbytek ruzny od nuly, pak musi mit podle Dirichletova principu aspoil dva tyz zbytek. Z toho

vyplyva, ze rozdil téchto dvou souctd, napt. S, —S, je délitelny ¢islem X, . Odtud ziskdme:

X |s —s =l+a+..+a —(l+a+..+a")=

@

—a*+a" +. . +at=a"@+a+..+a'""")
Je zfejmé, Ze plati:
nsd(a,b) =1= nsd(ax, , +b,a) = nsd(ax, , +b,a*) =nsd(x,,a*) =1 (2

Ze (1) a (2) plyne, ze X, |[(l+a+..+a"™™).

Protoze (aj )T:O je nekone¢na posloupnost, existuje nekoneéné mnoho |, pro které plati

X |(l+a+..+al).

Tim je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 25:[V'ati]

Je dano 2015 kladnych celych Cisel a,,a,,..., 8,45; @ b;,0,,..., b0 , pro které plati
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1<a, <a, <...<q,,,, <508032
1<b, <b, <...<b; <508032

Dokazte, ze existuji Ctyfi Cisla a;,a; b, b,

a; <4,
b, <b,

a;—a =b —b

i, jefl,2,...1007}
k,le{L,2,...1008}.

Re§eni' [Vlastni]

Z 2015 danych kladnych celych ¢isel mizeme utvofit celkem 1007.1008 =1015056 souctt
vetvaru a; +b,, kde jef{L,2,.,1007 }, k e {L,2,..,1008 }. Tyto soudty nabyvaji hodnot od 2 do

1016604. Z Dirichletova principu vyplyva, ze existuji alespon Hgigggg J +1=2 souctty, jejichz

hodnoty jsou stejné. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze

a;+b, =a, +b = a; -a =b —h,.

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.
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4 Uziti Dirichletova principu v algebre

Tvrzeni 4.1Vl

Je-li v uzavieném intervalu (a,b) n realnych ¢isel X;, X, ,..., X, (n > 2), existuji vzdy indexy

i = J, pro které plati

Dukaz:

Toto tvrzeni plyne piimo z Dirichletova principu. Rozdélme tento interval na n—1 stejnych

a) . Podle Dririchletova principu se v jednom z nich nachazeji alespon dvé

intervalt o délce
n-1

Gisla X, x,  kde i=jai, jefl,2,...n} 4 ‘xi—xj‘g(z_i)

Uvazujme nasledujici piiklady:

Priklad 1:M
Necht’ X, X, ,..., X; jsou libovolna realna ¢isla. Dokazte, Ze mezi nimi Ize vzdy vybrat dvé ¢isla

napt. X,Y tak, Ze plati

0<X=Y <
1+xy

o|é

Reseni: M

Zapisme dana cisla ve tvaru X; =tgq;, kde 1=12,...7 a ¢, e(%%) Rozdélme tento

interval na Sest stejnych intervalt o velikosti re

Podle Dirichletova principu se v jednom z nich nachdzeji alesponi dvé ¢isla «;,« ;. Pokud

i>j,kdei, je{l,2..7}, pak

Jelikoz funkce tangens je v intervalu [%%) rostouci, plati
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3
3

tgo; —tga; X —X;
0<tg(e; —a;) = =
1+tgaitge; 1+ XX,

T
<tg—=
J 6

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 2:[V'asti]

Dokazte, ze mezi libovolnymi deviti redlnymi ¢isly existuji dvé ¢isla a,b takova, ze

<a b<\/— 1.
1+ab

Resenl [Vlastni]

Necht' X, X, ..., Xy je devét danych isel. Polozme X, =tge,,i € {1 2,.. ,9} aa; E(Tﬁ %j

Rozdé&lme tento interval na osm stejnych intervald o velikosti % . Podle Dirichletova principu se
v jednom z nich nachézeji alespon dvé ¢isla «;, ;. Pokud i > j, kde i, j e{ , } pak

T
8

Jelikoz funkce tangens je v intervalu (77[ Ej rostouct, plati

tga; —t9c; XX

L<igZ. @

0<tg(a; —x;) =
9(@ ~a;) 1+tga;tga, 1+xx 8

Snadno zjistime, ze

’1 cos—
Slng
tg—_ 8 _ /;‘/— J3-v2 =yV2-1f =v2-1 (@

7Z'
0055 1+cos—

2
Polozime-li X; =a, x; =b, pakz (1) a (2) vyplyva, Ze

b 21

1+ab

Tim je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 3:[V'@ti]

Dokazte, ze mezi libovolnymi n (n > 3) realnymi ¢isly existuji dvé ¢isla a, b takova, ze
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0< 2P £tg( d j
1+ab n-1

Reseni: V13

Necht' X, X,,.., X, je n danych &isel. Polozme X; =tge;,i € {1,2,..., n} a e(i ﬂj

22
Rozdélme tento interval na n—1 stejnych intervali o velikosti Ll . Podle Dirichletova principu
n —

se v jednom z nich nachézeji alespori dvé Cisla ;,a;. Pokud i > j, kde i, j € {1,2,..., n}, pak

T
0<¢, —a; <—-.
n-1

Jelikoz funkce tangens je v intervalu (%,%) rostouci, plati

tga. —tga X — X,
0<tg(e; —;) = 901 ~9¢,; =— Stg[ i j
1+tgaotge;  1+XX n-1

Tim je dane tvrzeni dokazéano.

Priklad 4:1V'>"
Je dano 13libovolnych kladnych ¢isel. Dokazte, ze existuji vzdy dveé ze 13 danych ¢isel, napf.

X, Y, které jsou kofeny nasledujici nerovnice:

< x—y+x\/§+y\/§+2\/§xy+x/§<2
1+ X+ Y+ 2Xy -

0

Re§eni. [Vlastni]

Staci dokazat, ze mezi 13 kladnymi redlnymi ¢isly, mizeme vzdy najit dve Cisla X, Y, pro

ktera plati

0< x—y+x\/§+y\/§+2\/§xy+\/§<2
1+ X+ Y +2xy T

Necht  X;,X,,..., X;3 Je 13 danych Ccisel. Polozme vy, =tgai=l+i,i=1,2,...,13 a
X.

Q; e(%%) Rozdélme tento interval na 12 stejnych intervall o velikosti ~_ Podle

Dirichletova principu se v jednom z nich nachazeji alesponi dv¢ ¢isla «;, ;. Pokud i > j, kde

i, je{l,2..,13}, pak
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0<a;—-q; <Z,
12

Jelikoz funkce tangens je v intervalu (Tﬂ —j rostouci, plati

0<tg(a —a )= 3% 79N _ViY o 7 )
Y l+gatge; 1+yy, 12

a l-cosa ., .
tg—| = ‘/— , Ziskame
2‘ 1+cosa

Uzitim vzorce

T
2= _: 2
‘912 i (2)
Z (1) a (2) vyplyva, ze
1+i—1—i
Ty X, X,
sly' Vi c2-Beoos ' L _<2-f3=>
+Y.Y
Y 1+[1+1J(1+1]
X; X,
X =X, X — X,
=0< ’ 3<2&0< ! +4J3<2 &
XX, + L+ % L+ x;) 14X + X, +2%X

X; = X +\/§.xi +\/§.xj +2\/§.xixj +/3
< <2

1+ X, +X; +2xixj

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Priklad 5:1V'ai

Dokazte, ze mezi N libovolnymi realnymi €isly, kde n > 3 existuji vzdy dvé Cisla X, y takova,

v

7€

o< *=¥ stg( il ]
1+ X+Yy+2xy n-1

Resenl .[Vlastni]

Necht  X;,X,,.., X, Je n danych C¢isel. Polozme yi:tgai:1+i,i:1,2,...,n a
X

Q, € (%,%) . Rozd¢€lme tento interval na (n—1) stejnych intervald o velikosti Ll . Podle
n J—
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Dirichletova principu se v jednom z nich nachazeji alespon dvé ¢isla a;,a ;. Pokud i> j, kde
i, je{l,2,..,n}, pak

T
0<gq, - <——.

n-1

Jelikoz funkce tangens je v intervalu (Tﬂ Ej rostouci, plati

tga, —t
0<tofe —a )= 9% 9N _YioY, <tg( p j@

1+tgatge; 1+yyJ n-1
1+i—1—i
X X X. —X.
&0< | j stg[ d J@OS i stg[i}
1 1 n-1 1+ X +X; +2X%X; n-1
1+]14+— |1+ —
X; X;

Tim je dane tvrzeni dokéazéano.

Priklad 6:1V'>"
Dokazte, ze pro kazdé realné ¢islo k, z n danych realnych &isel 1ze vzdy vybrat alespon dvé

X, Y, pro ktera plati

X—y . <tg( 4 j
1+k(x+y)+(k +1)X.y n-1

Resenl [Vlastni]

Necht X, X,,.., X, je N danych Ccisel. Polozme yiztgai=k+i,i=1,2,...,n a
X

a; € (%%) . Rozdélme tento interval na (n—1) stejnych intervald o velikosti —_  Podle

Dirichletova principu se v jednom z nich nachazeji alespon dv¢ ¢isla «;, ;. Pokud i > j, kde
i, je{l,2,..,n}, pak

0<g¢, -, <L
n-1

Jelikoz funkce tangens je v intervalu (Tﬂ Ej rostouci, plati
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tga, -t VA
OStg(ai—aJ—)z ga| gaj — y| y] Stg( T J@
1+tgaitga;  1+y,y; n-1
k+i—k—i
X: X X. —X.
=0< ! j stg( dd jaos . Stg(ij.
1 1 n-1 T+k(x +x;) +(k* +1)xx, n-1
1+ k+— | k+—
X; X;

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Priklad 7:MV'*"]
Dokazte, Ze existuji vzdy dvé z 9 libovolnych realnych &isel v intervalu (—1,1), které jsou

koteny nésledujici nerovnice

0< 2(x\/1— y? — yJ1-x2 )s 2-42.
Reseni: V13

Necht X;,X, ... X, je 9 danych &isel. Polozme X, =sina;,i e {12...9} a o, e[%%)

Rozd¢€lme tento interval na 8 stejnych intervall o velikosti &

Podle Dirichletova principu se vjednom Zznich nachazeji aspon dvé «,,a;. Pokud

k>j (k jefl,2..9}), pak

B

OSak—aj Sg

Jelikoz funkce sinus je v intervalu (%%) rostouci, plati

0<sin(ay, —a;) < sin(gj =

< 0<sing, cosa; —Ccosa, Sina; SSin(%j =
- - 2 - - 2 - 72.
< 0<sing, ([1-sin“ a; —sina;/1-sin a, Ssm(gJ.@
. T
& 0< X (1= X5 — X4/ X{ ssm(gj. ()]

Jelikoz sin(%) >0, je tedy
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= : (2)

(53]

Z (1) a (2) vyplyva, ze

0<2x1-y? —yWI-x <212

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Priklad §:1V'*™
Dokazte, ze mezi libovolnymi n (n > 3) realnymi ¢isly z intervalu (—1,1) muzeme najit ¢isla

a,b takova, ze

0<avl-b? —byi-a? < sin(ilj .
n_

Re§eni' [Vlastni]

Necht' X;, X,,..., X, je N danych ¢isel. Polozme X, =Sing;,i € {1,2,..., n} aa e (% Ej.

Rozd¢lme tento interval na n—1 stejnych intervald o velikosti 1
n —

Podle Dirichletova principu se v jednom Zznich nachdzeji aspoit dvé «,,a;. Pokud

k>j (k je{l,2..n}),pak

T
O<ak—aj <.
n-1

Jelikoz funkce sinus je v intervalu (%%) rostouci, plati

0<sin(ay, —a;) < sin[ilj &

. . . T
< 0<sing, cosa; —cosg, Sina; < sm(—lj =
n_

. . . . . T
< 0<sing, (1-sin’ a; —sina;1-sin’ o, < sm[—j.
n-1

Cimz je dané tvrzeni dokazano.
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Piiklad 9:IV'&]
Je dano 7 kladnych realnych ¢isel, ktera jsou vétsi nebo rovny 1. Dokazte, ze existuji vzdy

dv¢ z nich, které jsou kofeny nasledujici nerovnice

2J(x* —1)(y> -1) +2
Xy 2\/2+\/§.

§e§eni' [Vlastni]

Staci dokazat, Ze mezi 7 kladnymi realnymi Cisly, kterd jsou vétsi nebo rovny 1, miiZzeme

vzdy najit dvé ¢isla x, Yy, pro kterd plati

2J(x* —1)(y? -1) +2 . 215,
Xy

Vime, ze kazdé kladné realné Cislo, které je vétsi nebo rovno 1, l1ze vzdy zapsat ve tvaru

Fe— ' kde ae(O,Zj.
cosao 2

1 .
Necht' X;,X,,..., X, je 7 danych ¢isel. Polozme COS¢; =X— e {1,2,...,7} aaq e (O,%j.

Rozdé€lme tento interval na 6 stejnych intervali o velikosti Tk

Podle Dirichletova principu se vjednom Zznich nachazeji aspon dvé «,,a;. Pokud

k>j (k,je{l2..7}), pak

Jelikoz funkce cosinus je v intervalu (O,%J Klesajici, plati

Cos(ozk -, )2 CO{%} =

& €08, Cosa; +sing, sing; 2\ —————— <

o L, J(liz].(liz]z
Xy X X, X;

- 2,/(xZ ~1)(x? ~1) +2 5T

Xy X
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Cimz je dané tvrzeni dokazéno.

Piiklad 10:M'*"
Je dano n, kde n >3 kladnych redlnych ¢isel, ktera jsou vétsi nebo rovny 1. Dokazte, Ze

existuji vzdy dvé z nich, napt. a,b takové, ze

J@ -1p*-1) +1 g CO{

T
ab 2(n-1) )

Re§eni' [Vlastni]

Kazdé kladné redlné Cislo, které je vétsi nebo rovno 1, lze vzdy zapsat ve tvaru

F= 1 kde ae(o,ﬁj.
COSx 2

X.

. 1 .
Necht' X, X,,..., X, je n danych ¢isel. Polozme COS; = — 1€ {1,2,..., n} aa e (O,%}.

Rozd¢€lme tento interval na n—1 stejnych intervaltl o velikosti 2D’
n J—

Podle Dirichletova principu se vjednom Zznich nachazeji aspon dvé «,,a;. Pokud

k>j (k je{l,2..n}),pak

0<ag—a; < T _
2(n-1)

Jelikoz funkce cosinus je v intervalu (0,%] Klesajici, plati

Cos(ak —a; )Z CO{Z(nﬂ—l)j St

. . T
& CO0sa, Cosa; +Sing, Sina; =2 CO &
2(n-1)

Rt ! +\/(1—i}{1—i]>co{ dd j@
Xy X X} X5 2(n-1)

@\/(xf—l)(xf—l)+lzco{ . j
X, X 2(n-1)

Cimz je dané tvrzeni dokazano.
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Piiklad 11:1

Je dana mnozina X = {1,2,3,..., 81} . Dokazte, ze ze tii libovolnych prvkd mnoziny X lze vzdy

vybrat dva prvky a,b tak, aby platilo 0 < {a-4b <1.
Regeni: ©

Necht’ X;, X,,X; € X . Polozme c; =4/x; ,kde i =1,2,3. Pakmame 1<¢; < 3.Rozdélme<];3>
na dva intervaly <ZL' 2> a <2;3> . Podle Dirichletova principu nalezi alespon dvé ze tfi ¢isel ¢, C,, C,

jednomu ze dvou uvedenych intervald. Z toho vyplyva, ze 0 <¢, —¢; <1,tj. 0< 4fa-4b <1.

Pyiklad 12:111

Dokazte, ze z 11 riznych redlnych ¢isel v intervalu <l;1000> lze vzdy vybrat dvé Cisla X #

pro ktera plati 0 < x—y <1+ 3%/@.
Reseni: [V

Pokud x; € <l;1000>,i =12,...11, pak ¢, = 3§/X_I e <l;10> . Rozdélme <L‘10> na 9 intervala
<l;2>, <2;3>,...,<9;10> . Podle Dirichletova principu lezi alesponn dvé z 11 &isel c,,C,,..., C;; V jednom
Z deviti uvedenych intervald, tj. 0<c; —c; <1. Bez Ujmy na obecnosti pfedpokladejme, ze
C; :i/;,cj =3y a x>y, pak mame:

0<3/x—3 y <1. @
Z toho vyplyva, ze

O<(§/§—§/§)3 <1.

Odtud ziskame
0<x—y<33,/x2y—33,/xy2+1:1+33\/x—y(§/§—?§/§)- (2
Z (1) a(2) vyplyva, ze

O<x—y<1+3§/@.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.
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Priklad 13:1Y

Necht jsou X,, X, ,..., X, realna ¢&isla, pro kterd plati x; + x> +...+ x> =1. Dokazte, Ze pro
kazdé celé ¢islo k, k > 2 existuji cela ¢isla a,, a, ,..., , takova, Ze asponl jedno z nich je rizné od

nuly, |ai| <k-l,ie {L2,...,n} a splnuji nasledujici nerovnici

|a,X, +a,X, +o+ 8, X, | S

(k-1)vn
k" -1

Reseni: 1Y
PoloZzme
Yo :—%, A :1—k7_1,..., Yt :(k—l)—kT_lsz_l.
Pro kazdou uspotadanou n-tici (b,,b,,..,b,), kde b, je jednim z &isel Vg, Yy Yiss
i €{,2,.., n}, polozme S =b,x, +b,X, +...+b, X, . Z Cauchyovy nerovnosti a podminek zadani
vyplyva, ze

S| =[b,X, +b,X, +..4b, X, | < /b2 +bZ +..4b2 X2 + X2 +...4 X2 =[bZ +b? +...+b7 .

Jelikoz |b| skT_l, i €{L,2,..., n}, plati proto

S|<.b?+b%+..+b? S—k_lx/n,
| | \/1 2 n 2
nebo

—k—_lx/HSSSk—_l n.
2 2

Z k &isel Yo, Y, Yoy lze utvorit k" usporadanych n-tic (b, b,,..., b, ), coz odpovida k"

¢islim S =b,x; +b, X, +..+b, X, .

Rozdelme interval <— kT_l Jn; % Jn > na k" —1 stejnych intervald o velikosti kkn_ll Jn.

Z Dirichletova principu vyplyva, ze existuji aspont dvé ¢isla, kterd obé nélezi jednomu z

intervalii. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze S;, S jsou takovymi ¢isly, ¢imz ziskame

eI
1

k" —

‘Si _Sj‘:‘(bu _bjl)xl +(bi2 _bjz)xz +"'+(bin _bjn)xn <

Cimz je dané tvrzeni dokazano.
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Piiklad 14:™
Dokazte, ze existuji celd ¢isla a,b a ¢ takova, Ze asponi jedno z nich je rizné od nuly,
absolutni hodnota kazdého je mensi nebo rovna 10° a vyhovuji nasledujici nerovnici
‘a+ by/2 + c\/§‘ <107,
Reseni: V13
Necht M je mnozina 10® redlnych &isel ve tvaru r+sv2+tJ/3, kde

r,s,te{012..,10° —1}. Polozme d = (1++2 +/3)10°.

Potom

xeM=0<x<d.

Rozdélme tento interval (0;d) na 10 —1 stejnych intervalii o velikosti € = s Podle

10" -

Dirichletova principu lezi spolu alespon dvé z 10° ¢isel mnoziny M Vv né&jakém intervalu. Bez

jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze X;, X; jsou dvé€ Cisla, ktera lezi spolu v témZ intervalu.

Potom mame

d 107 §
= = |n =) + (s =5, W2+ (¢ —tj)\/§\g1018 R

Cimz je dané tvrzeni dok4zéano.
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5 Uziti Dirichletova principu v kombinatorickeé geometrii

Tvrzeni 5.1: ! (Dirichletiiv princip pro obsah rovinného Gtvaru)

Jsou-li U,U,,U,,..., U  rovinné atvary takové, ze

U, cU kde iefl...njaU|<[U|+U,|+..+U,|,

kde |U| je obsah rovinného ttvaru U , |U;| obsah rovinného ttvaru U, . Potom existuji aspoii dva
rovinné Gtvary U;, U, (1<i< j<n) takov¢, ze U; a U; maji asponi jeden spole¢ny vnitini bod.

Rikame, Z¢ S je vnitfnim bodem mnoziny U, nU ; Vv t€z roving, pokud existuje kruh K se
sttedem S a polomérem &>0 takovy, ze K(S;¢)cU, nU.

Analogicky vyvodime Dirichletiv princip pro délku tisecek a Dirichletiiv princip pro obsah
téles.

e Pokud na usecku délky 1 polozime nékolik usec¢ek délky mensi nez 1, jejichz celkova
délka je vétsi nez 1, pak existuji nejméné dve tsecky, které maji jeden spolecny bod.

e Pokud na kruZnici o poloméru 1 poloZime nékolik obloukii délky mensi nez 1, jejichz
celkova délka je vétsi nez 2z, pak existuji nejméné dva oblouky, které maji jeden
spole¢ny bod.

e Pokud narovinny utvar o obsahu 1 polozime nékolik rovinnych utvarti o obsahu mensim
nez 1, jejichz celkovy obsah je vétsinez 1, pak existuji nejméné dva z téchto ttvart, které

maji jeden spolecny bod.
Uvazujeme nasledujici priklady:
Piiklad 1:IV'&

Je dano 2015libovolnych bodu lezicich v kruhu 0 obsahu S, z nichz Zadné tfi nelezi na téze

ptfimce. Dokazte, ze lze z danych bodii vzdy vybrat aspon tfi, které jsou vrcholy néjakého

trojuhelniku s obsahem mensim nez .
1007
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Re§en1" [Vlastni]

Rozd€lme dany kruh na 1007 stejnych kruhovych vyseci. Podle Dirichletova principu existuje

aspoi jedna kruhova vysec obsahujici 3body, jimiz Ize vytvofit jeden trojihelnik, jehoz obsah je

mensi nez

1007

Piiklad 2:[V'@
Je dano 2n +1 libovolnych bodi leZicich v kruhu o obsahu S , z nichZ Zadné tfi nelezi na téze

pfimce, kde ne N a n>3. Dokazte, ze lze z danych bodu vzdy vybrat aspon tii, které jsou

1 . , “ LS
vrcholy néjakého trojuhelniku o obsahu mensim nez —.
n

Reseni: V13

Rozdé€lme dany kruh na n stejnych kruhovych vyseci. Podle Dirichletova principu existuje

. ) 2n+1
aspon jedna kruhova vysec obsahujici [ n+
n

J +1 =3 body, jimiz Ize vytvorit jeden trojihelnik,

jehoZ obsah je mensi nez

S |»w

Piiklad 3:[V'&t
V roving je dano 2015 bodu. Z kazdych t#i libovolnych vybranych bodt 1ze vzdy vybrat dva
body, jejichz vzdalenost je mensi nez 1. Dokazte, Ze aspont 1008 z danych bodt lezi uvniti kruhu
o poloméru 1
Resen: [Vt
Necht' A, B jsou dva z 2015 danych bodi s nejvétsi vzajemnou vzdalenosti.
Je-li | AB|<1, pak kruh K(A;r =1) obsahuje vSech 2015 danych bodt a tiloha je vyfesena.
Je-li | AB|>1, uvazujme libovolny bod C z 2013 zbyvajicich bodu. Sestrojme kruh
L(B;r =1). Jelikoz | AC|<1 nebo | BC|<1, proto C € K(A;r =1) nebo C e L(B;r =1). To
znamena, ze 2013 zbyvajicich bodu lezi ve dvou kruzich K(A;r=1) a L(B;r =1). Podle
Dirichletova principu existuje kruh, ktery obsahuje aspont 1007 bodu. Bod A nebo bod B s
1007 vyse uvedenymi body vytvoii aspon 1008 bodd, které budou lezet v kruhu o poloméru 1.

Cimz je dané tvrzeni dokazano.
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Priklad 4:M'*")

V roving je dano 2n+1 bodd, kde n e N a n > 3. Z kazdych tii libovolné vybranych bodu 1ze
vzdy vybrat dva, jejichz vzajemna vzdalenost je mensi nez 1. Dokazte, Ze existuje kruh
S polomérem 1 obsahujici nejméné n+1 danych bodu.

Reseni: V2]

Necht' A je jednim z danych bodu. Pro kruh se sttedem v bodé¢ A a polomérem 1 mohou
nastat pravé dve nésledujici moznosti:

1. Vsechny dané body lezici uvnitt kruhu K, (A1), pak plati dané tvrzeni.

2. Existuje bod B z danych bodi, kde B # A takovy, ze B & K(A), pak mame |AB| > 1.

Obrézek 1: Obrazek k prikladu 4

Uvazujme kruh K, (B;1) se sttedem B apolomérem 1. Zvolme z danych bodi libovolny bod
C takovy, e plati C = A,C = B. Jelikoz |AB|>1, je tedy min{CA||CB|}<L.

Z toho vyplyva, ze C € K, nebo C € K,, coz znamena, ze kruhy K, a K, obsahuji vSech
2n+1 bodu. Podle Drichletova principu existuje jeden ze dvou uvedenych kruhti obsahujici

nejméné N+1 danych bodda.

Tim je tvrzeni dokazano.

Piiklad 5: ® 7

Ukazte, ze mezi 6 libovolnymi body obdélnika 3x4 mizeme vzdy najit dva body, jejichz
vzdalenost je mensi nez \/g .
Regeni: ¥

Rozdélme dany obdélnik na 5 rovinnych ttvard ABCD, DCKFE, KFNM, NFEQR, QEDAS.
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Obrazek 2: Obrazek k prikladu 5

Podle Drichletova principu existuje jeden z vyse uvedenych rovinnych ttvard, ktery obsahuje
2 z $esti danych bodu. Z obrézku vyplyva, Ze nejdelsi vzdalenost mezi dvéma body:
|AC|=|CF|=|DK|=|CE|=|KE|=|KN|=|RF|=|RE| =
- [oN|=[FQ| = |ES| =[QD| = [QA =[sD| = V2" +1= .

Cimz je dané tvrzeni dokazéno.

Piiklad 6:

V roving je dano 6 takovych bodu, Ze jakékoliv tfi body z nich tvofi vrcholy trojuhelniku se
stranami ruznych délek. Dokazte, Zze existuje strana, kterd je nejkrat$i stranou jednoho
trojihelnika a sou€asné nejdelsi stranou jiného.

Reseni:

Obarvéme nejkratsi stranu trojuhelniku na ¢erveno a na modro strany zbyvajici. Je tfeba

dokazat, Ze existuje trojuhelnik, jehoZ strany jsou vSechny Cervené.

Bod A spojime s ostatnimi 5 body, tim ziskdme 5 stran. Podle Dirichletova principu jsou
aspon 3 strany stejné barvy. Pfedpokladejme, ze jsou to AB,, AB,, AB;.

Jestlize jsou strany AB,, AB,, AB, Cervené, pak AB,B,B;ma vSechny tii strany ervené. Z
toho vyplyva, ze AAB,B, ma vSechny tfi strany Cervené.

Jestlize jsou AB;, AB,, AB; modré, pak AB,B,B,ma vSechny tfi strany ¢ervené. Z toho

vyplyva, Ze pro trojuhelnik, ktery ma vSechny strany cervené, nejvetsi strana tohoto trojiihelnik je
hledana strana.

Cimz je dané tvrzeni dokazéno.
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Priklad 7:0Y

Uvniti jednotkového ¢tverce je dano 101 bodid. Dokazte, Ze existuje alespon jeden kruh o

poloméru %, ktery obsahuje aspoit 5 z uvedenych bodu.

Regeni: !
Rozdélme dany ctverec na 25 stejnych ¢tvereckl. Podle Dirichletova principu existuje

¢tverecek, ktery obsahuje asponn 5 bodu. Tento ¢tvereek je vepsany kruznici o poloméru

L0242 V2
2 10

Obrézek 3: Obrazek k prikladu 7
L2 o1 . o1 , . .
Jelikoz ET) < - existuje alesponl jeden kruh o poloméru - ktera obsahuje aspon 5 z

uvedenych bodu.

Piiklad 8:™
V roving je dano 1000 boda M, M, ..., M, . Libovolné sestrojme kruznici o poloméru 1.

Dokazte, ze existuje bod S na vySe uvedené kruznici tak, ze plati

| SM, |+|SM, | +...+ | SM,4,, [> 1000 .

Regeni: [

Je-li |S,S, |= 2r = 2, pak

53



IVI‘]OOO

Obrézek 4: Obrazek k prikladu 8

IMS; [+|M,S, [>2
[M,S; [+[M,S, |>2

| M 100051 [+ Myg0eS, [2 2

Z ¢ehoz vyplyva, ze
(IMS, |+ M,S, | +.4MoS)) +( M,S, [+ M,S, | +..4 | M0, S, ) = 2000
Podle Dirichletova principu je alesponi jeden ze dvou souctil levé strany vySe uvedené
nerovnosti vétsi nebo roven 1000.
Je-li (M;S; |+|M,S, | +..4 [ M0S;) >1000 , Pak S, =S.

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 9!
Uvnitf krychle o strané 15 je dano 11000 bodu. Dokazte, Ze existuje koule o poloméru 1,
ktera obsahuje 6 z 11000 danych bodi.
Regeni:®
Danou krychli rozdélme na 13° = 2197 stejnych krychli¢ek. Jelikoz 11000 > 5.2197 , existuje
podle Dirichletova principu aspon jedna krychlicka, ktera obsahuje alespont 6 z 11000 danych

bodl. Najdeme polomér koule vepsané této krychlicce:

p-11 g 11655 1 /676
213" 2V169 ~ 21169
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Z toho vyplyva, ze existuje koule o poloméru 1, ktera obsahuje asponn 6 z 11000 danych
bodu.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 10:™*°]

V rovin€ je dano 17 bodi, z nichz zadné tii nelezi na téze pfimce. Body jsou spojeny
useckami zluté, Cervené nebo modré barvy. Dokazte, Ze vznikne aspoii jeden ,,jednobarevny
trojuhelnik* (tj. jehoz stranami jsou usecky téze barvy).

Regeni:!*®

Ocislujme body 1,2,...,17 . Existuje aspon Sest bodu, s nimiz je bod 1 spojen stejnou barvou.
Necht je to (bez Gjmy na obecnosti) tfeba Zluta a necht’ to jsou body 2,3,...,7 . Jsou-li nékteré z
boda 2,3,...,7 spojeny useckou zluté barvy, je diikkaz ukoncéen (existuje ,,zluty* trojihelnik).

Necht’ nejsou. Pak jsou spojeny useCkami napt. modré a ervené barvy. Vezméme sibod 2. Je
spojen s body 3,4,...,7 aspoi tfemi GiseCkami téZe barvy. Necht je to (bez jmy na obecnosti)
¢ervena barva a necht’ to jsou body 3,4,5. Jsou-li nékteré z téchto bodii 3,4,5 spojeny Cervenou
useckou, je ditkaz ukoncen (existuje Cerveny trojihelnik).

Necht' tomu tak neni. Pak jsou body 3,4,5 spojeny modrou tseckou a tedy existuje

jednobarevny modry trojahelnik.

Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 11:™

V pravidelném dvacetidhelniku je 9 vrcholt vyznaceno zlatou barvou. Dokazte, Ze aspori tii z
nich tvoii rovnoramenny trojuhelnik.
Reseni: !

V pravidelném dvacetithelniku si vyznacime Ctyii pravidelné pétiuhelniky. Podle Dirichletova
principu existuje alesponi jeden pétitthelnik s aspon tfemi ,,zlatymi vrcholy” (9=4.2+1) aty
tvofi rovnoramenny trojihelnik.

Cimz je dané tvrzeni dokazéano.
Piiklad 12:M!

Je dan pravidelny devitiuhelnik. Jeho kazdy vrchol je obarven na bilo nebo ¢erno. Dokazte, ze

existuji dva trojuhelniky, které maji stejny obsah a jejich vrcholy maji stejnou barvu.
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Reseni: M
Je 9 vrchold A, A, ..., Ay obarvenych bilou nebo ¢ernou. Podle Dirichletova principu existuje

aspon pét z deviti vrcholi se stejnou barvou. Z péti téchto vrcholi mizeme vytvotit C(3,5) =10

bilych trojthelnik.

Obrazek 5: Obrazek k p¥ikladu 12

Necht' A je mnozina vrcholti daného pravidelného devitithelniku, tj. A= {Al, A, ... Ag} aOo

je jeho stfedem. Rotujeme kolem stiedu O o 0°,40°,80°,120°,160°,200°,240°,280°,320°.

S kazdou rotaci se mnozina A ménina A (tedy ji samotnou). Po deviti uvedenych rotacich se
deset bilych trojuhelniki zméni na 90, jejichz vrcholy nalezi A . Pocet riiznych trojuhelniki, které
maji vrcholy v A je C(3,9) =84.

Jelikoz 84 < 90, podle Dirichletova principu existuji 2 bilé trojahelniky, které maji totozné
rotace. Rotace zachovava tvar a velikost Utvaru, z toho vyplyva, Ze tyto dva trojihelniky maji

stejny obsah a jejich vrcholy maji stejnou barvu. Tim je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 13:1%

V krychli s hranou 19 je dano 1332 bodu. Dokazte, Zze mezi nimi jsou asponn 2 body se

vzdalenosti mensi nez 3.
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Regeni: [*°]

Rozdélme krychli na 11° =1331 krychli¢ek, o hrané délky % <2 a velikost télesové
uhlopricky i—i\@ < 3. Podle Dirichletova principu budou v jedné krychli¢ce aspon dva body,

jejichz maximalni vzdalenost je 1—:9[\/5 < 3. Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 14:"

Dokazte, ze z libovolnych 64 vrcholi daného pravidelného 1981-thelniku vepsaného kruznici
lze vzdy vybrat Ctyfi, které jsou vrcholy lichobéZniku.
Reteni:
Nejprve dokazme nasledujici tvrzeni: Ctyfahelnik vepsany kruznici, jehoz dvé protéjsi strany

jsou shodné, je lichobéznik.

Obrazek 6: Obrazek k p¥ikladu 14

Necht je étyfahelnik ABCD vepsany kruznici anecht’ | AD |[< BC|. Pak plati, ze také oblouky
AD a BC jsou stejné dlouhé. Z toho vyplyva, Ze plati | Z<ACD | £CAB|, tj. uhly obvodové
ptislusné k zminénym stejné dlouhym oblouktim. Uhly ZACD a ~CAB jsou stfidavé. Tudiz
plati, ze AB//CD. Z ¢ehoz vyplyva, ze ¢tyfuhelnik ABCD je lichobéznik.

Necht A A,.., Ag, jsou vrcholy daného pravidelného 1981-thelniku. Ozna¢me
|AA |=a,| AA |=a, ... AAy |= 8y - A ziejmé plati, ze

| AA, [H A Age [= 8| AlA 1= A Avggo |5 8500 | AAGy [F] AvAgey [ 8og0 -
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Z ¢ehoz vyplyva, ze délky vsech tétiv vychazejicich z vrcholu A maji celkem 990 rtiznych
hodnot. To plati i pro délky vSech tétiv vychazejicich z kteréhokoliv vrcholu daného

mnohouhelniku. Plati tedy, Ze délka libovolné tétivy | A/A; | je jedna z 990 vyse uvedenych

ruznych hodnot.

Z 64 vrcholil Ize vytvorit celkem C(2,64) = 2016 tétiv. Podle Dirichletova principu existuji
aspon 3 tétivy stejné délky. Pokud kazdéa dvojice z téchto tétiv ma spolecny vrchol, pak tvori
rovnostranny trojuhelnik. Tento trojihelnik kruznici rozdéli do 3 stejnych obloukt. V kazdém
Z obloukd musi byt stejny pocet vrcholtl, coz je sporem, protoze 1981—3 =1978 neni délitelné
ttemi. Z toho vyplyva, Ze aspon dvé z tétiv nemaji spolecny vrchol. Témito dvéma tétivami je
tvofen rovnoramenny lichobéznik, jehoz vrcholy jsou vrcholy daného pravidelného 1981-

tthelniku vepsaného kruznici. CimZ je dané tvrzeni dokéazano.

Piiklad 15:[V'&t]

Uvnitt jednotkového ¢tverce je dano 2015 bodu, z nichz zadné tii nelezi na téze piimce.

Dokazte, Ze existuji tfi body, které jsou vrcholy trojihelniku, jehoZ maximalni obsah je 2014

Re§eni. [Vlastni]

Rozd€lme dany ¢tverec na 1007 stejnych obdé€lniki, jejichz rozméry jsou 1x 10]67 . Jelikoz

2015_, 1
1007 1007

které jsou vrcholy trojihelniku, jehoZz maximalni obsah je roven poloviné obsahu tohoto

, existuje podle Dirichletova principu aspon jeden obdélnik obsahujici 3 body,

obdéIniku, tj. —=— |
2014

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 16:™'*"
Uvnitt jednotkového ¢tverce je dano 2n+1 bodd, z nichZ Zadné tfi nelezi na téze piimce, kde

neN a n=>5. DokaZte, Ze existuji tfi body, které jsou vrcholy trojuhelniku, jehoZ maximalni

obsah je i.
2n
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Re§en1" [Vlastni]

Rozdélme dany Ctverec na n stejnych obdélnikl, jejichz rozméry jsou 1><£. Jelikoz
n

2n+1
n

=2+ 1 , existuje podle Dirichletova principu aspon jeden obdélnik obsahujici 3 body,
n
které jsou vrcholy trojuhelniku, jehoz maximalni obsah je roven polovin€é obsahu tohoto
P |
obdélniku, tj. —.
2n

Cimz je dané tvrzeni dokazano

Priklad 17:1*4 110
Uvnitt jednotkového ¢tverce je dano 51 riiznych boda. Dokazte, Ze existuji alesponi tfi body
leZici v kruhu o poloméru % :

Reseni: 2 (19

Rozdélme dany ctverec na 25 stejnych ctverecku. Jelikoz %: 2,04 , existuje podle

Dirichletova principu jeden &tvereCek obsahujici aspon 3 body. Tento ¢tverecek je vepsany

0242 2
2 10

kruZnici o poloméru r =

Jelikoz % < %, existuji alespon tfi body leZici v kruhu o poloméru % .

Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 18:° 14

Uvnitt jednotkového ¢tverce ABCD je polozeno nékolik kruznic, jejichz soucet obvodi je 10.
Dokazte, Ze existuje pfimka, ktera je kolma ke stran¢ AB a protind nebo se dotyka aspon 4
takovych kruznic.
Regeni: (& 2]

Snadno zjistime, Ze pravouhly primét kruznice o obvodu 1, na napt. stranu AB, je usecka

delky i Z toho vyplyva, Ze soucet délek pravouhlych pramétd takovych kruznic je 10 >3.
T T

Podle Dirichletova principu existuje jeden bod, ktery nalezi alespon ¢tyfem tseckam.
Piimka, ktera prochazi timto bodem a je zaroven kolma ke strané AB, protind nebo se

dotyka aspon ¢tyt kruznic.

59



Piiklad 19:"!
Cisla1,2,...,200 jsourozdélenado 50 mnozin. Dokazte, Ze v jedné z 50 danych mnozin jsou
3 Cisla, ktera mohou byt velikostmi stran trojuhelniku.
Regeni:®
Piedpokladejme, Ze a,b, ¢ jsoutii z 200 danych ¢isel anecht’ 0 <a <b < c.Potom je kazdé
Z nich velikosti strany trojuhelniku pravé tehdy, kdyz plati a+b > c.
Uvazujeme-li pouze ¢isla od 100 do 200, snadno zjistime, ze kazda tfi ¢isla v mnoziné
{100 ,101,..., 200} vyhovuji trojuhelnikové nerovnosti, nebot’ a+b>100+101=201>c.
Podle Dirichletova principu v jedné z 50 danych mnozin jsou aspoii 3 prvky z mnoziny

{100 ,101, ..., 200} vyhovujici trojithelnikové nerovnosti. Cimz je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 20:M1

V roviné je dano 9 pfimek. Kazda z nich rozd¢€luje ctverec na dva ctyfuhelniky s pomérem

obsahil rovnym % Dokazte, ze aspont 3 z 9 danych pfimek prochazi jednim bodem.

Regeni: M
Piimka rozd¢luje ¢tverec na dva ctyfuhelniky pravé tehdy, kdyz protind dvé proté&jsi strany

daného ¢tverce, nikoliv pfilehlé strany.

B M ¢ B P c
-~ I-'III
b
/ I3
- i J 1
- E a F E 2 F
/ dg
/
;
A N D A Q D

Obrazek 7: Obrézek k ptikladu 20

Piedpokladejme, ze n&jaka ptimka MN protiné strany BC a AD v bodech M a N . Odtud

ziskame, Ze

1
| AB|(|BM |+| AN

SABMN:3©2| | (|BM [ +] I):g [EJ|_2
1 3 |JF| 3°

Sweon 32 |CD(IMC|+|ND)
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kde E,F jsou po fad¢ stfedy use¢ek AB,CD bod J e I\/TNm EHF .
Necht' E,F,P,Q jsou po fad¢ stiedy usecek AB,BC,CD,DA anecht J,,J,,J;,J, jsou
body, pro které plati, ze J,,J, lezi na GseCce EF a J;,J, lezi na usece PQ a plati

|EJ | _|F3, | _ P3| _|Q,]_2
[LF1 1L,El 13Q1 13.P| 3

Z toho vyplyva, ze kazda pfimka, kterd ma vlastnost vyhovujici pozadavkiim zadani, musi

prochazet uvedenymi body J,,J,,J;,J, . Mame v8ak devét piimek, a proto podle Dirichletova
principu existuje aspon jeden z bodd J,,J,,J;, J,, jimZ prochazi aspon tii z deviti ptimek.

Cimz je dané tvrzeni dokazéno.

Piiklad 21:M1

V rovin€ je déno Sest bodl, z nichz zddné tfi nelezi na téZe piimce. Body jsou spojeny
useckami Cervené nebo modré barvy. Dokazte, ze existuji tfi z Sesti danych boda, které jsou
vrcholy trojuhelniku, jehoz strany jsou stejné barvy.
Regeni: ! 18

Obréazek 8: Obrazek k piikladu 21

Necht A je jeden z Sesti danych bodu (viz obr.). Podle zadani je kazda z péti usecek
AB,, AB,, AB,, AB,, AB, zabarvena ¢ervené nebo modie. Uzitim Dirichletova principu snadno
zjistime, ze existuji alespon tfi z peti uvedenych usecek, které maji stejnou barvu. Bez jmy na
obecnosti piedpokladejme, ze AB,, AB,, AB, jsou takové isecky, a maji modrou barvu.

Mohou nastat pouze nasledujici dvé moZznosti:
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1. Alespon jedna z useéek B,B,, B,B;, B;B, ma modrou barvu. Pak existuje alespon jeden
trojuhelnik, jehoz vSechny strany maji modrou barvu.

2. Vsechny usecky B,B,, B,B;, B;B, ¢ervenou barvu. Pak B,B,B, je trojuhelnik, jehoz strany
maji Cervenou barvu.

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Priklad 22:"

Dokazte, Ze v kazdém konvexnim mnohosténu existuji vzdy alespon dvé stény, jejichZ pocet
hran je stejny.
Reseni:[*!

Uvazujme sténu mnohosténu, kterd ma nejvétsi pocet hran. Pfedpokladejme, Ze tato sténa ma
k hran. S touto sténou sousedi dal$ich k stén. Mnohostén ma tedy alespont k +1 stén. Kazda
Z téchto stén ma nejméné 3 a nejvyse k hran. Celkem tedy existuje k —2 moznosti pro pocet
hran stény.

Jelikoz je pocet stén konvexniho mnohosténu vétsi, nez je pocet téchto moznosti, z
Dirichletova principu vyplyva, Ze v kazdém konvexnim mnohosténu existuji asponl dvé stény,
jejichz pocet hran je stejny.

Tim je daneé tvrzeni dokazéano.

Piiklad 23:"!

Na ¢tverec o obsahu 6 polozme tii mnohouhelniky. Obsah kazdého z téchto mnohouhelnikt je
roven 3. Dokazte, Ze lze vzdy najit dva mnohouhelniky, jejichZ obsahy spole¢nych ploch jsou
veétsi nebo rovny 1.

..[11]

ReSeni:

Obréazek 9: Obrazek k piikladu 23
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Necht’ jsou M;,M,,M; jsou dané tfi mnohothelniky a |Mi|,i = {1,2,3} obsah rovinného
Utvaru M, . Potom

M, UM, UM;| =M, |+|M,|+|M,|- 0
—(M; AM, [+ M, AM[+]M, AM[)+[M, AM, A M|
Jelikoz [My|=|M,|=|M,[=3 a M; UM, UM, lezi ve &tverci o obsahu 6, z (1) tudiz
vyplyva, ze:
6>9—(M, "M, | +M, AM,|+ M, AM, )+ M, AM, A M|,
nebo:
(M, AM,|+ M, AM[+M, AM,|)>3+|M, AM, AM,|.  (2)
Jelikoz [M; "M, "M,| >0, z (2) tedy ziskdme
(M, AM,| M, AM,| M, AM,[)>3. (3)

Z (3) a Drichletova principu vyplyva, ze existuje alespon jedno z ¢isel |M 1 NM 2| : |M MM 3|

a [M,M,

, které je veétsi nebo rovno 1. Bez 0jmy obecnosti predpokladejme, ze

|M1 M 2| >1, ¢imZ je tvrzeni dok4zéno.

Piiklad 24:11

Kazdy bod v roving je zabarven ¢ervené nebo modte. Dokazte, Ze existuje jeden trojuhelnik,

Vv oew

Reseni:[*!

Zvolme pét libovolnych bodu v roviné tak, ze Zadny z nich nelezi na téze ptimce. Protoze
kazdy bod v roving je zabarven ¢ervené nebo modie, podle Dirichletova principu musi existovat
aspon tfi z téchto bodu se stejnou barvou. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze jimi jsou

body A, B,C, které maji ¢ervenou barvu. Pak ABC bude trojuhelnik, jehoz vrcholy budou

2%
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Obrazek 10: Obrazek k prikladu 24

Nyni mohou nastat ndsledujici moznosti:

1). Bod G je Cerveny. Pak jsou body A, B,C,G cervené, ¢imz je uloha vyiesena.

2). Bod G je modry. Prodluzme GA GB,GC tak, aby platilo |AA|=3GA, ‘BB":3|GB|,
cc|=3cc].

Necht' jsou M,N,P popofadé stredy tsetek BC,CA, AB. Potom plati |AA|=2/AM],
BB'|=2BN| a \co\ =2|CP|. Z toho vyplyva, ze A B,C jsou poporadé t&zisté trojuhelnikii
A'BC, B'CA, C'AB a G jetéziste trojuhelniku ABC i A'B'C'.V tomto ptipadé mohou nastat
dva nasledujici ptfipady.

a). Body A',B’,C' maji stejnou modrou barvu. Pak A'B'C' bude trojuhelnik, jehoz vrcholy a
tézist€ G jsou stejné modré barvy.

b). Asponijedenz bodi A',B’,C" je Cerveny. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze A’

A%

V kazdém ptipadé existuje vzdy jeden trojuhelnik, jehoz vrcholy a t€zisté jsou stejné barvy.

Tim je dané tvrzeni dokazano.

Piiklad 25:"!
Ve ¢tverci o obsahu 1 je umisténa neuzaviena lomena ¢éara |. Délka této ¢ary je vetsi nez

1000. Dokazte, ze existuje ptimka p, ktera je rovnobézna se stranou daného ¢tverce a zaroven

protina lomenou ¢aru | nejméné v péti stech bodech.
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Reseni: 11

Necht' |, je délka i-té usecky dané lomené ¢ary I, a,,b; jsou délky kolmého primétu i-té
tse¢ky lomené ¢ary | na strany daného &tverce. Potom ziskame |, < a; +b; .

Z toho vyplyva, ze

1000 =1, +1, +..+1, <(a, +a, +..+a,)+(b, +b, +..+b,).

Tj. a, +a, +..+a, 2500 nebo b, +b, +..+b, >500 .

Je-li soucet délek kolmych pruméta Gsecek ¢ary | na jednu stranu daného étverce o délce 1
vétsi nebo roven péti stu, pak podle Drichletova principu musi mit jeden bod, ktery je spolecny
peti stim praméetim usecek, coz znamend, ze pitimka, ktera je rovnob&zna se stranou dané¢ho
Ctverce a zaroven prochazi tim bodem, protina ¢ary | nejméné v péti stech bodech.

Tim je tvrzeni dokazéno.
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Z.avér

Cilem mé prace bylo vypracovani komplexni sbirky tiloh feSenych pomoci Dirichletova principu

a ukazat jeho uziti pti feSeni mnoha rtiznorodych matematickych uloh.

Vysledkem je 18 feSenych tloh v oblasti dikazt nerovnosti, 25 feSenych tuloh z oblasti
aritmetiky, 14 feSenych tloh z oblasti algebry a 25 feSenych tloh z oblasti kombinatorické
geometrie, coz ¢ini dohromady 82 kompletné feSenych tloh aplikaci Dirichletova principu.
Z tohoto poctu uloh, tvofi 38 z nich vlastni ulohy, nejcastéji vytvoifené zobecnénovanim

nékterych z prejatych uloh.

Pti feseni uloh z oblasti algebry, jsem hojné uzivala i vlastniho tvrzeni, jenz vychéazi ptimo

z Dirichetova principu.

Dalo by se fici, Ze jsem dosahla svych cilii a vytvofila tematickou sbirku feSenych tloh pomoci
Dirichletova principu pro nadsené zajemce o matematiku, ale také pomiicku k ptipravé na

olympiadu z matematiky.

Jak jsem jiz zminila v abstraktu préace, jednotlivé ulohy jsem Cerpala z velice rozmanitych a
nedostupnych zdroju, které z vétsi ¢asti zahrnuji i vietnamskou literaturu. Nebot’ se systém
¢islovani knih v této zemi zna¢né 1i$i a v mnoha ptipadech zcela chybi, nemohla jsem pfi jejich

citovani uvést kod ISBN.

Moznosti uziti Dirichletova principu v mnohém piekracuji obsah mé prace, nebot’ je i Siroce
uzivan pti feSeni problémt na poli pravdépodobnosti, matematické analyzy i teorie grafu, jimiz
se zatim, se znalostmi Z4ka septimy, nemohu zabyvat. V tomto sméru bych rada svoji praci

Vv blizké budoucnosti ptipadné rozsifila.
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/7 Seznam znacek a symbolu

Oznaceni, popt. znacka

Vyznam

acA

prvek a patii do mnoziny A

a,,a,,.,a, €A

prvky a,,a,,.., a, patii do mnoziny A

agA prvek a nepatii do mnoziny A
A= {al, - T an} mnozina A, obsahujici pravé prvky a;, a,,..., a,
|A| pocet prvki mnoziny A,

o0

L:JAi, UAi

|
4N

sjednoceni mnozin A,

A, ﬁAi

i=1

EDE

I
JUN

prunik mnozin A,

¢ prazdna mnozina

N mnozina vSech piirozenych Cisel

N° mnozina vSech nezépornych celych ¢isel

R mnozina vSech redlnych Cisel

R* mnozina vSech nezépornych redlnych cisel

(a,b) uzavieny interval s krajnimi body a,b

(a,b) otevieny interval s krajnimi body a,b

(a,b) polootevieny interval s krajnimi body a,b

Ir] horni Celéléést Cisla r. To je jediné celé ¢islo, spliujici
nerovnosti: |r]<r<|r|+1
neceld ¢ast Cisla r, kterou definujeme pomoci celé ¢asti

{0 jako rozdil: (ry=r—|r|

alb ¢islo b je délitelny ¢islem a
Rikame, 7e a a b jsou kongruentni modulo m, coz

a=b(modm) zamswgme takto .a =b(modm), jestlize dv¢ ¢isla a a b
maji pii déleni pfirozenym Cislem m tyz zbytek r, kde
O<r<m.

nsd(a,b) nejvétsi spoleény délitel dvou &isel a a b

nsn(a,b) nejmensi spole¢ny nasobek dvou ¢isel a a b

ZAVB uhel s vrcholem v bodé V

|~AVH velikost thlu AVB

|AB| velikost Gisecky AB

68




8 Seznam literatury a zdroju

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]
[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

BARTO, Libor. Nerovnosti. Valdek, 2000. Dostupné z:
mks.mff.cuni.cz/library/NerovnostiLB/NerovnostiLB.pdf

BUI, Lan Huong. Ung dung nguyén Ii Dirichlet vao chirng minh bat dang thirc. Thai
Nguyén, 2014. Luan van thac si khoa hoc toan hoc, chuyén nghanh phuong phap toan
so cap. Pai hoc Thai Nguyén

HERMAN, Jiii, Radan KUCERA a Jaromir SIMSA. Metody reseni matematickych
uloh 1. Brno: Vydavatelstvi Masarykovy univerzity, Brno, 2004. ISBN 80-210-3528-
5.

HUYNH, "l:én Chau a Dinh Thi NGUYEN. Su dung nguyén li Dirichlet trong chung
minh bat dang thire. Tap chi Todn hoc & Tuoi tre. 2011, s6 413.

KUBESA, Michael. Zaklady diskretni matematiky. Ostrava, 2011. Dostupné z:
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/zaklady diskretni matematiky.pdf

NGUYEN, Hitu Dién. Phuong phap DIRICHLET va ung dung. Ha ndi: NXB khoa
hoc va ki thuat Ha noi1, 1999.

NQUYﬁN, Van Mau, Nam Dung TR{&N, Pinh Hoa VU, Huy Ruan DANG a Hung
Thang DANG. Chuyén dé chon loc t6 hop va toan roi rac. Ha noi: NXB Giao duc,
2008.

PHAN, Huy Khai. Céc bai todn hinh hoc té hop. Ha ndi: NXB Giao duc, 2007.

POLAK, Josef. Prehled stredoskolské matematiky. 9. vyd. Praha: Prometheus, 2008,
659 s. ISBN 9788071963561.

SIMSA, Jaromir. Resené priklady k predmétu MS8502 vybrané partie Skolské
matematiky 1 [online]. Brno, 2011 [cit. 2015-03-08]. Dostupné z:
http://www.math.muni.cz/~xsasm/M8502.pdf. Akademicka prace. Masarykova
univerzita v Brn¢.

TRINH, Viét Phuong. Nguyén li Dirichlet va ing dung gidi todn so cdp. Théi Nguyén,
2009. Luan van thac si khoa hoc toan hoc, chuyén nghanh phuong phap toan so cap.
Pai hoc Thai Nguyén.

VANHARA, Jan. Dirichletiiv princip neboli princip holubniku, invarianty a obarveni.
Praha, 2011. Dostupné z: http://www.talnet.cz/documents/18/408e53bd-d27c-4e63-
8b62-65ecc4abe2b9

VOLFOVA, Marta. Ulohy vyuzivajici Drichletiiv princip. 2010. Dostupné z:
http://black-hole.cz/cental/wp-content/uploads/2010/04/%C3%9Alohy-
vYU%C5%BE%C3%ADVaj%C3%ADc%C3%AD-Dirich-princip.pdf

69


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/zaklady_diskretni_matematiky.pdf
http://www.math.muni.cz/~xsasm/M8502.pdf
http://www.talnet.cz/documents/18/408e53bd-d27c-4e63-8b62-65ecc4a6e2b9
http://www.talnet.cz/documents/18/408e53bd-d27c-4e63-8b62-65ecc4a6e2b9
http://black-hole.cz/cental/wp-content/uploads/2010/04/%C3%9Alohy-vyu%C5%BE%C3%ADvaj%C3%ADc%C3%AD-Dirich-princip.pdf
http://black-hole.cz/cental/wp-content/uploads/2010/04/%C3%9Alohy-vyu%C5%BE%C3%ADvaj%C3%ADc%C3%AD-Dirich-princip.pdf

