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ANOTACE

Tézko najit v déjindach matematiky prekvapivéjsi vysledek nez ten, k némuz dosli védci Stefan
Banach a Alfred Tarski ve dvacatych letech minulého stoleti. Banachlv-Tarského paradox je
tvrzeni na poli mnoZinové geometrie, které zcela odporuje intuici:

Existuje rozloZeni koule na konecny pocet neprekryvajicich se ¢dsti, z nichZ se pomoci rotaci a
posunu sloZi dvé neprekryvajici se kopie plvodni koule.

To znamena, Ze libovolnou kouli v prostoru je moiné rozdvojit, aniz bychom cokoliv
deformovali nebo roztahovali.

ANOTATION

It is hard to find a more controversial mathematical result in the history than the one found
by scientists Stefan Banach and Alfred Tarski in the Twenties of the last century. Banach-
Tarski paradox is a statement in the field of set geometry which completely contradicts an
intuitive judgment:

There is a decomposition of a ball into finite amount of non-overlapping parts that can be
transformed into two copies of the original ball using solely translations and rotations.

In other words it is possible to “duplicate” the ball without stretching it.
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Uvod

Je pomérné snadné pochopit podstatu Banachova-Tarského paradoxu. Snad
nejpristupnéjsim podanim je tato matematicka anekdota:

,Zil, byl jeden netspésny spisovatel, ktery se rozhod| napsat slovnik. Nanestésti neumél Zddny
jazyk svyjimkou materské anglictiny a taky trochu touZil byt origindlni, a proto dostal
velkolepy ndpad sepsat slovnik vsech slov. Nikoliv vsech smysluplnych slov, nybrZ vsech
myslitelnych sledi pismen latinské abecedy. Je jasné, Ze takovy slovnik by byla tlustd kniha —
presnéji feceno nade vsechny meze tlustd. ProceZ se rozhodl vydat ji ve dvaceti Sesti svazcich
podle pocdtecniho pismene. A aby usetfil za tisk, napadlo ho kazdé slovo zkrdtit o prvni
pismeno — vZdyt je mozné dohledat jej podle ndzvu svazku. KdyZ se nad tim zamyslel, se
zdésenim Zzjistil, Ze pro jakékoliv slovo zdkladni verze, napfiklad ,cat”, bychom ve svazku A
nasli slovo ,,acat”, po zkrdceni ,cat”. A tak by vytvofil dvacet Sest kopii pivodni bichle.“*

Ve stejném duchu se ponese i dllkaz Banachova-Tarského paradoxu, az na to, Ze namisto
pismen budou rotace, ze kterych se budou skladat sloZzené rotace. Déle se definuje nejmensi
mnozina M takova, Ze kazdy bod koule bude obsazen v néjakém pootoceni mnoziny M. Tak
rozdvojenim mnozZiny rotaci rozdvojime samotnou kouli.

Spravny matematik se ovSem s timto vagnim vysvétlenim neuspokoji a nevéfi nicemu, dokud
to neni tak zfejmé, jako Ze dva krat dvé jsou Ctyfi. Proto cilem tohoto textu neni nic mensiho
nebo snazsiho neZ presny dikaz paradoxu. Pochopitelné se neobejdeme bez konvencnich
matematickych ,,zbrani“, jmenovité relaci, zobrazeni, goniometrickych funkci, vektort, grup a
matic. Ze zakladl teorie grup bude rovnéz potieba podgrup, grup generovanych mnoZinou,
akci grup na mnoZiné a orbiti prvku. Je nutné, aby ¢tendr tyto pojmy jiz znal.

! Anekdota je volny preklad z knihy [7].



Spocetné a nespocetné mnoziny

Definice: Rikdme, e mnoZina A je spoletnd, existuje-li jeji prosté zobrazeni na néjakou
podmnozinu prirozenych Cisel N. MnoZina raciondlnich cisel Q je spocetna (viz obrazek),
nebot vsechny zlomky miZeme nejprve sefadit podle soucétu Ccitatele a jmenovatele
(diagonaly) a vramci kazdé podmnoziny, kde nastava shoda, seradit prvky podle velikosti
Citatele.
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Sipky na obrazku uréuji sefazeni viech prvk( Q (vlastné vic ne? to — &ervené zlomky nejsou
v zakladnim tvaru). A sefadit mnozZinu znamena pfriradit kazdému prvku unikatni prirozené
Cislo. Mohutnost pfirozenych Cisel (a tedy i raciondlnich) znadime pismenem arabské
abecedy alef s indexem nula:

IN| = X,

Naproti tomu mnozina redlnych Cisel R je nespocetnd. To demonstroval Georg Cantor na
intervalu (0,1) pomoci slavné diagonalni metody. Pfedstavime-li si néjaky ocislovany seznam
Cisel intervalu:

0,478199 ...
0,883454 ...
0,182210 ...
0,592634 ...
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MUzZeme sestavit Cislo z ¢ervenych Cislic po hlavni diagonale:
x = 0,4826 ...

A nahradit kazdou Cislici na kazdém misté desetinného rozvoje, treba ndasledujicim
zpusobem:

x':=0,5937 ...

Cislo x" se musi liit od prvniho &isla na prvnim misté za desetinnou ¢arkou, od druhého na
druhém, atd. ad infinitum. Z ¢ehoz plyne, Ze Cislo x' neni na seznamu. Mohutnost redlnych
Cisel nazyvdme mohutnost kontinua a piSeme:

IR| = c



Klasicka verze Banachova-Tarského paradoxu

Definice: Necht (G,*) je grupa, ktera pusobi na néjaké neprazdné mnoziné S akci (o): G X
S — S. Rikdme, Ze mnoZiny 4, B € S maji kongruentni rozklad?, jestlize existuji rozklady
mnozin:

A=

=
=
-
I
-
™

i=1 i=1
0<i<n= existujeg;, €G:A; = g;° B;

To znamena, Ze Ize obé mnoZiny rozdélit na i podmnozin tak, Zze kazdou odpovidajici dvojici
premostime néjakou operaci grupy G. V nasem pripadé budeme pracovat s rotacemi, takze
zkratka kazdé A; bude pootocené B;. Tuto skute¢nost znacime jako relaci A = B.

V pripadé, Ze mnoZiny maji kongruentni rozklad pres grupu pusobici jako Euklidovské
transformace (posuny a rotace), budeme psat A — B.

Véta:
B-BU(B+1t)

kde B = {x € R3||x| < r} je trojrozmérnd koule (r € R™ je polomér koule |x| vzdédlenost bodu od

pocatku soufadnic) a konecné B + t je kopie plvodni koule posunuta o vhodné zvoleny vektor t.
Dukaz: Vétu dokazeme ve Ctyrech krocich

I.  UkaZeme jadro paradoxu na jisté grupé, které prozatim fikejme F,.
[I.  Najdeme grupu rotaci, kterd je isomorfni (tj. majici stejnou strukturu) s F,.
lll.  Vymyslime metodu, ktera rotacemi odstrani z koule nezadouci pevné body (jedna se
o takzvany posuv do nekonecna.
IV. S pomoci predchozich tvrzeni provedeme per partes paradoxni rozklad koule.

Tvrzeni: Kongruentni rozloZitelnost je relace ekvivalence.

Dukaz: vyplyva z defini¢nich vlastnosti grupy. Pfipominam, Ze e je konvencné prvek identity
grupy.

e reflexivita plynez: A; = e o 4;
e symetrieplynez: A; = goB; = B, = g 1 0 4;

2 Rikd se téZ ,A a B jsou ekvidekomponovatelné®. To je sice méné slov, ale vice pismen.



e Pro dlkaz transitivity vyuZijeme jiz dokazané symetrie a prekryti rozklada:
A=;B;B=;C=A=;B;C=;B
Definice nam slibila, Ze najdeme rozklady B na B; a B]f takové, Ze:
gi°B; = A;
hj o Bj =(;

Déle nadefinujeme novy, jemnéjsi rozklad mnoziny B na B; ; = B; N B]f. (To je také rozklad
mnoziny B, nebot aby pro x € B platilo x € B;; musi nastat x € B; zarovefi x € Bj’, coZ z

definice rozkladu nastane praveé pro jednu kombinaci i, j.) Pro neprazdne B; ; dale vytvofime

mnoziny:
gi°Bij=4;;
hj o B ;= Cy,
= Ayj=gihiloCy=A=;C
Q. E. D.

I. krok: Volna grupa se dvéma generatory

V kostce tfeceno, volnd grupa je grupa, jez nemd Zadna pravidla, svyjimkou defini¢nich
vlastnosti grupy samotné. Prvky téchto grup potom muzZeme vnimat jako formalni slova
sloZzena jedinym moznym zplsobem z pismen, pricemz abecedou je generujici mnozina této
grupy.
Definice: Necht X je konecna generujici mnozina grupy G = (X); e € X. Pod pojmem slovo
grupy G budeme rozumét kone¢nou posloupnost w:
w = (W) :w; € X nebow;”! € X,w;; # w; ! provSechna 0 < i < n.

Pficemz transkripce slova je funkce:

:{w} -G

T(W) = wiwy = wy

V tedi slov sledujeme prvky G jako sledy generator( (resp. jejich inverzi) a bereme ohled
v jejich pofadi. Podminka w;,; # w;~! ma ten smysl, Ze nechceme, aby translaci slov bylo
mozné zkratit rovnosti w;w;,; = e. Posloupnost w vyjadfuje to, jak se slovo piSe, hodnota
T(w) vyjadtuje to, co znamend. Grupu G oznacujeme jako volnou tehdy a jen tehdy, najdeme-li
generujici mnozinu X: G = (X), aby pro jakoukoli dvojici slov w, v platilo:

w=v&tw)=1)



V analogii s lingvistikou muZeme fict, Ze volnd grupa G je jazyk, jenZ neobsahuje Zadna
synonyma.

Tvrzeni: Grupa (G,*) = (X) je volnd, pokud pro vSechna slova w plati:
T(w) e

Dikaz: Necht w,v jsou odlisSna slova a zaroven t(w) = t(v). Jestlize existuje nejvétsi
prirozené Cislo i pro néz w; # w;, tehdy mazeme urcit slovo

o— -1 -1 -1
€= Wy, Wy, . W;, v, ", 0, U 01 )

T(c) =e

V opacném pripadé mUzeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, Zze mezi poctem prvk( w
resp. v, které oznacime jako m resp. n, existuje nerovnost:

m>n

C = (Wn+1'Wn+21 Ty Wm)
(c) =e

Logické obraceni implikace je dokazované tvrzeni. Metaforicky je volna grupa struktura, kde
plati fecké pfrislovi: Nevstoupis dvakrdt do téze reky. Grupa F, neni nic vic nez volna grupa se
dvéma generatory a, b. Tu je moZzné znazornit na takzvaném Cayleyho schématu, kde ve
stfedu je prvek identity e a slovo o délce n+1 odvodime ze slova o délce n posunem nahoru,
je-li jeho pravym b nasobkem; dol(, je-li jeho pravym b~! nasobkem a toté? v pravolevém
sméru pro nasobeni zprava prvkem a.

Volnost grupy F, ndm zaruduje, Ze bb
kazdy prvek na schématu je | Generators:
zobrazen pravé jednou. Je ocividné, a —

b — ba' b ba

Ze kazda volna grupa je nekonecnd

— spravné by tedy mél byt Cayleyho
graf vétveny do neomezené
jemnych nuanci.

Jak  brzy uvidime, Banachlv-
Tarského paradox skryva urcité
souvislosti se  sobépodobnosti
fraktald.

aa



Definice: Pro generator x volné grupy je S(x) mnozina vSech slov (resp. jejich transkripci),
které zleva zacinaji na prvek x. Formalné:

SC) ={tw)lw; = x}
Vidime, Ze grupu F, = (a, b) miZeme rozlozit na ¢tyfi podmnoZiny:
A = S(a) A, =S(a™) Az == S(b) A, =S
Celd pointa Banachova-Tarského paradoxu spociva v téchto dvou fadcich:
F,=ao0A, UA;
F,=boA,UA;

V dalSim kroku totiz ukdazeme, Ze F, se dd zvolit tak, Ze a, b jsou pouhé rotace! Tady vsak
paradoxné zjistujeme, Ze grupa F, ma vice prvkU, nezZ je na jeji rozdvojeni nutné — konkrétné
je nutné nékam vlozit prvek {e} — tfeba do A; := S(a) U {e}. Zaroven vsak musime odebrat
prvek {a~1} z mnoZiny A,, jinak by totiZ a ° A, U A, nebylo disjunktni sjednoceni kvdli prvku
aa~! = e (v redlu nechceme, aby se jednotlivé &sti po rozdvojeni piekryvaly).

TakZe prvek {a1} pfesuneme z A, do A;:
Ay =S@u{e}ufa}
Ay =S —{a™"}

Ted se oviem prvek {a~1} nachazi duplicitné... A tak dale ad infinitum. ProtoZe v3ak lidsky
Zivot je kratky, musime z A, odebrat veskeré prvky tvaru {a‘i}:

A, =S(@)ufeluQ

Ay =S@")-Q

kde Q = Ua‘i

Teprve ted plati, Ze mnoziny A4, A,, A3, A4 jakozto a o A, U A;tvofirozklad F,.
Tvrzeni: Rdd grupy F, = {a, b) je spocetny.

Dukaz: Obéma generatorlim a jejich inverzim muizeme pfiradit Cislice 1,2,3,4. Slova grupy
budou potom Cisla a grupa F, se prosté zobrazi na podmnozinu pfirozenych Cisel.

II. krok: Volna grupa rotaci

Existuje volnd grupa rotaci R(Y, ¢) na dvojrozmérné sfére.
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Dukaz: UvaZzujme stfed koule jako pocatek soustavy souradnic x, y, zs méfitkem r = 1, kde r
je polomér koule. Necht 1 resp. ¢ je rotace kolem osy x resp. z o Uhel arccos(3/5).

Jde o to, aby zvoleny Uhel byl iraciondlnim nasobkem celého oblouku.) Pfipomindm, Ze
rotace se daji vyjadrit v maticovém tvaru.

3/5 F4/5 0\ 1/3 F4 0
Ht1 =<J_r4/5 3/5 0>=§<i4 3 o)
0 0o 1 0 0 5

1 0 0 /5 0 0
P! = (o 3/5 :L4/5> = g(o 3 14)
0 #4 3

0 +4/5 3/5

Nasobime-li sled rotaci ¢*?! resp. *!, mizeme ze
vsech ndsobenych matic vytknout koeficient 1/5,
abychom dostali vysledek ve tvaru
1
T(w) = ﬁA
kde n € N je pocet prvkl posloupnosti w a A je jista
celoCiselnd matice. Nasim cilem bude dokazat, ze

pro vsechna slova w plati:
T(w) £ e

Diky symetrii problému mlzZeme bez Ujmy na obecnosti pfedpokladat w; = ¢, neboli prvni
¢len posloupnosti w, jakoZto prvni provedend rotace na sféfe S? je ¢p. UvaZzujme néjaky
vychozi bod, napfiklad i = (1,0,0) € S2. Provedeme-li akci T(w) na (1,0,0) dostaneme:

t(w) © (1,0,0) = (a,b,c)/5"

pro vhodné zvolena Cisla a, b, c € Z. V dalSim kroku dokdazeme matematickou indukci, Ze
soufadnice b na ose y neni nikdy délitelna péti.

Bdze: Necht n = 1. Tehdy w = (¢) a

1/3 -4 0
¢ ©(1,0,0) = (1,0,0) = §<4 3 o) = (3,—4,0)/5
0 0 5

—4 neni délitelné péti.

Indukéni krok: Necht n = 2. Potom mliZzeme ze slova w vytknout nejméné dva posledni prvky
WnyWn—1 € {d)il' lpil}

(W) = Sw,,_1w,
kde § € R(y, ¢).
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Dale definujeme:
(6wn-1) © (1,0,0) = wy_; 0 (§ 2 (1,0,0)) := (a’,b',c") /5"
§0(1,0,0) == (a”,b",c") /5" ?

Vysetfime vSechny mozné kombinace w,, w,,_;:

[ ] X = ‘Lpil

b=3b"+4c'

0 y=¢*neboy=¢*!
¢ =5c
b =3b"+20c’
51b < 5|b’

o y=y*

b’ =3b" + 4c"

c¢' =14b" + 3c"
b = 3b' + 4(+4b" + 3c"")
b =3b"+16b" + 12c"
b =3b"+5b" +33b" +4c'")
b = 6b’' + 5b"
5|b < 5|b’

Vidime, 7e pro x = 1! plati 5|b < 5|b’. Totéi bychom mohli odvodit pro x = ¢!, ale
postup by byl zcela symetricky, takZze jej prenechdavam ctenafi. Z indukéniho predpokladu
plyne, Zze b’ neni délitelné péti a totéz musi platit pro b. Tim je dikaz hotovy.

Konecné bod (1,0,0) md souradnici b = 0 délitelnou péti, a proto
T(w) © (1,0,0) # (1,0,0)
T(w) #e
Q. E.D.

[1I. Krok: Posuv do nekonec¢na

Existuje cyklickd grupa R(8) generovand rotaci @ takovd, Ze pro dvojrozmérnou sféru S*
(povrch koule) a libovolnou spocetnou mnozinu D plati:

~ 2
S? =R) S“—D

12



Dukaz: Protoze mnoistvi bodld na povrchu koule je nespocetné, existuje primka g
prochazejici stredem koule, kterd neprotina Zzadny bod z mnoZiny D. Necht ¥ je mnoZina
viech grup R(p) takovych, Ze jejich plsobenim na mnoZiné S? rotaci kolem osy q existuje
néjaké P € D,n € N:

npoP €D

kde np o P znadi rotaci bodu P o uhel np. Vyjadreno Cesky
je R(p) grupa rotaci, ktera dokaze presunout jeden bod
PeD na néjaky jiny bod P'# P:P'€D. Sporem
dokdzeme, Ze || < N,. Pfedpokladejme naopak, Ze pocet
prvkG mnoZiny W je nespocetny. VSechny grupy vW¥
mUZeme zaradit do skupin W(P,P") v zavislosti na tom,
které dva rQizné body P,P’' € D mohou rotaci pfesunout

jeden do druhého (jedna grupa muze byt ve vice skupinach

zaroven). ProtozZe D je spocetnd, mnozstvi téchto skupin

IDIAD| - 1) _

2 Ro

je také spocetné a podle Dirichletova principu holubniku tedy musi existovat skupina A
zahrnujici nespocetné mnoistvi grup. Je-li vsak uhel p, velikost oblouku PP’ urcujici skupinu
A, potom R(p) € A = p,y € R(p) atedy

Po =np

kde n € N. Mnozina {p|p = py/n:n € N} = |A| je viak spotetnd — spor! Proto |¥| < X,.
Vzhledem ktomu, Ze mnoizstvi vSech redlnych Uhld je nespocetné, muizeme vybrat Uhel
0 € (0,2m): R(6) ¢ Y. Pro tento Uhel je mnozina

X=U{n90D}

nenN

sjednoceni po dvou disjunktnich podmnozin S2. Diky tomu mulZeme provést nasledujici

postup:
§2=(S2—X)UX =g S =D
§2 =peg) (S2=X)U (6 0 X)
52 =pg (52 = X)U (X — D)
§2 =pgy S2 =D
Q. E. D.

S trochou nadsazky si to mlZeme predstavit tak, Ze z povrchu koule ,vytfeseme” mnozinu D.
AZ na to, Ze D pfitom zdhadné zmizi z povrchu zemského.
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[V. krok: Paradoxni rozklad koule

Ve druhém kroku jsme nalezli volnou grupu rotaci, jeZ plisobi na mnoziné S2. Necht D je
podmnoZina S2, kterd obsahuje viechny pevné body akce grupy R(¥, ¢). (Pevny bod je
prvek S, jeho? stabilizator je mnoZina vétsi neZ {e}). ProtoZe mohutnost grupy R(y, @) je
spocetnd a pro kaZzdou jeji nenulovou rotaci existuji pravé 2 pevné body — priseciky osy
rotace s povrchem koule — je D spocetna (kazdy slozeny prvek R(1, ¢») si musime predstavit
jako jednolitou rotace kolem néjaké osy). Spocetnou mnozinu , setfepeme” tak, jako jsme to
udélali ve tretim kroku.

S2~s*2-p

MnoZina S% — D je tvofend (nespoletnym) mnoZstvim orbitd akce R(y,¢). Uvaiujme
vybérovou mnozinu M, jez obsahuje pravé po jednom prvku z kazdého orbitu. Z definice
orbitu plyne:

S2—D=R@,¢p)oM
Ted uz stadi provést dekompozici grupy F,~R (1, ¢):
S2—=D=R(W,p)oM =X, UX,UX3UX,
kde
Xy =[S@)eMJU[Q-M]UM
X, =[S@™)—Ql-M
X3 =5(p)oM

Xy =S@ oM

0={Jv

Skute&nost, Ze S2 — D nema pevné body, ndm ma zaruéit, e viechny mnoZiny X; jsou po
dvou disjunktni. PFesvédéme se o tom. Zvolme nadhodné a, f € R(Y, ¢); s € S? — D:

aos=fos
(Bla)es=s
(s nema stabilizator mimo identitu e)
B la=e

a=p
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Zvolme vektor t € R3: |[t| > r ve sméru osy x, kde r je polomér sféry S2. ProtoZe i je rotace
kolem osy x, pro s € R3 plati:

Yol(s+8)=os)+t
Ted' uz staci provést jenom par posund a rotaci:
X;~X;+t
Xo~Xp+t~@eX)+t=X, UX,UX,) +t
Xy ~YPoX, =X, UX3UKX,
Pro shrnuti — ziskali jsme dvé Ctvefice mnozin:
X,UX,UX;UX,=5%-D
XLUX,UXz;UX,) +t=(5*-D)+t
Vysledek zpétné prevedeme na celé sféry:
S§?~5*-D
S2~ X UX,U((X3UXy) +t)
S22~ (S*-=D)U ((s*-D)+1t)
S2~S2U (st +1)

Doposud jsme pracovali vyhradné s povrchem koule. AvSak dedukce tvrzeni pro celou kouli
je jenom kosmeticka zalezZitost. Staci si uvédomit, Ze plna koule B je v podstaté sjednoceni
nespocetného mnozstvi dvojrozmérnych sfér o poloméru r € (0, k), kde k je polomér koule
B. Potom

B = U S2(r) - U [S2(r) U (S2(r) + ] = BU (B + 1)
T T
PficemZ mnozinu M z postupu vySe definujeme jako M = U, M(r), takie pocet casti
rozkladu je zachovan na kone¢ném disle.

Q.E.D.

Dikaz Banachova-Tarského paradoxu je skutecné bezchybny a snahy v minulosti o jeho vyvraceni
vedly k jeho zpétnému potvrzeni. Poet mnoZin rozkladu je mozné snizit na 5, nebo dokonce na 4,
zanedbame-li stfed koule. V roce 2005 bylo dokazano, ze se da zajistit, aby pfi posunech a rotacich
jednotlivé mnoziny neprochazely pres sebe.
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Silnéjsi verze Banachova-Tarského paradoxu

Dovedeme-li pfedchozi vysledek do vétsi hloubky, dospé&jeme k jesté podivnéj$imu vysledku, ktery
definitivné borti predstavy zachovani objemu v prostoru. Cilem nasledujici textu bude dokazat, ze
libovolnou mnoZinu M c R3 s jistymi dobrymi vlastnostmi Ize , pfeskladat” (ve vyznamu, ktery byl
demonstrovan v slabé verzi paradoxu) na jakoukoliv jinou mnozinu s jistymi dobrymi vlastnostmi.

Véta: Pro libovolné dvé ohranicitelné® mnoZiny A, B < R3s neprdzdnym vnittkem® plati:
A-B
Dukaz: K dlikazu bude nejprve zapotrebi definovat novou asymetrickou relaci:
A > B & existuje Ap € A: Az —~ B
Neboli B mGzeme kongruentné rozlozZit na podmnozinu A.

I. Lemma: Vlastnosti relace (>)

Reflexivita vztahu je zfejma: A - A = A > A.
Tvrzeni: Jestlize A — B, existuje bijekce f: A — B takova, ze pro Ay € 4, Ay -~ f(4o).
Dukaz: Z definice kongruentniho rozkladu existuje grupa E, jez zprostfedkuje kongruenci mnozin
gi°Ai = B;
pro néjaka g; € E. Pfevedeme tento koncept na zobrazeni f:A — B
a€d; = f(a)=gica

f(x) je ze samého predpokladu surjektivni, ale vzhledem k tomu, Ze je definovdno pres akci grupy,
proa € 4;; a; € A;:

gica=gjca, = g;°ca€B;NB=i=j
gica=gica; =a=a;

f(x) prokazuje vlastnosti injektivni a pfirozené je dobfe definovdno. Necht A, S A. Bijekce f(x)
zarucuje kongruentni rozklad na prvky A,:

fihp o f(Ay) = A - f(4p)
Q. E.D.
Dasledek: Ay < B

Ddsledek: Relace (*) je transitivni.

* Mnozina A c R3 je ohranicitelnd, existuje-li koule K: A € K < R3.
* Mnozina A c R® md neprdzdny vnitiek, jestliZze existuje koule K: A > K c R3
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Dikaz: Pfedpokldadejme A Z B Z C a naleznéme mnoziny By, C, takové, ze A ~ By; B ~ Cy. Necht
g(x) je bijekce kongruentniho rozkladu z predchozi véty g: B & C,.

By € B = By, ~ g(By) € Cy
A~ By
A~gBy)cC,cC
AzC
Q. E.D.
Tvrzeni: A ~ B pravé tehdy, kdyZ A £ B a zdrovefi A = B.
Dikaz: Smér (=) je zfejmy, zpétna implikace je o néco trnitéjsi.

Zvolme opét bijekce kongruentnich rozkladl: f:A — By € B; g:B — A, € A. Dale sestrojime
posloupnost mnozin rekurentnim uréenim:

Co =A\ 4

Cns1 =g f(Cr)

Uq-:c‘gA

pficemZz g o f(x) znaci slozenou funkci g(f(x)): A — A,. Zprtedchozich vysledkl ziejmé plati
C ~ f(C). Pfejeme si dokdzat, Ze i zbylé mnoZiny maji kongruentni rozklad: A\ C ~ B \ f(C).

Nase hypotéza zni, ze A\ C = g(B\ f(C)). Zvolime libovolné t € B\ f(C) a dokdzeme, Ze
nasledujici tvrzeni nemohou nastat

gty eEC;n>0=t€ f(Cp_q)
g(t) € Co = A\ Ag

Prvni eventualita je v rozporu s volbou t € B \ f(C) tedy t & f(C). Druha je rovnéz nesmysl, nebot
funkce g(x) se zobrazuje pravé na A,. Vyluéné tedy g(t) & C, procez g(t) € A\ C. Na druhou stranu
zvolme libovolné u € A\ C.

A\NC24,\C
= A\C=4,\C

Mlzeme bez Ujmy predpokladat u € Ay \ C. ProtoZe u nalezi do obrazu surjektivniho zobrazeni
g(x), existuje t € B: u = g(t). Dovolime si zavést jesté jednu neznamou v takovou, Ze t = f(v),
potom u = g o f(v). Nami definovana mnoZina C ma tu zvlastni vlastnost, Ze v € C ma za nasledek
geo f(v) € C.Toje spors predpoklademu € A\ C, proc¢ez v & C.

veC=te¢f(C)=teB\f(C)=ueyg(B\f(O)
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Mnoziny A\ C,g(B \f(C)) se nelisi svymi prvky, takie A\ C = g(B \f(C)). A konedné je tu
findle. Sestrojme zobrazeni y: A — B predpisem

_ (g(x),pokud x € A\ C
20 = {f(x),pokud x€C

Diky predeslym wvysledkim vime, Ze y(x) je surjektivni. Injektivita je pfenesena z vlastnosti
9(x), f(x). Bijekce y(x) je mostem kongruentniho rozkladu A ~ B.

Q. E.D.

I1. Jak preskladat hrasek na Slunce>

Budte A, B mnoziny v R3 takové, 7e A ma neprazdny vnitiek a B je ohranicitelna. To znamen4, Ze
existuji koule K,J € R3: K € A; B € J. Idea nasledujiciho postupu bude namnofit kouli K tak, aby jeji
kopie prekryly kouli J.

Jako nastroj definujeme prostorové kartézské souradnice s pocatkem ve stiedu J. Takto rozdélime
kouli J na podmnoziny koneéného mnozstvi krychli o hrané a = 1. Zvolime-li méfitko dostatecné
malé, kazda ztéchto krychli bude podmnozinou néjaké translace koule K. Rozdélme kouli J vyse

1=\ Jn

Kdekoli v prostoru definujme stejny pocet kouli o velikosti K tak, aby se vzajemné neprekryvaly.

S:UKi

Zfejmé pro kazdé i existuje translace t;, ktera danou ¢&ast J; pfesune ,dovnit

]~U(]i+ t,-)EUKi:S

J<S

uvedenym zplsobem:

~u
r

odpovidajici koule K;.

Ovsem pouZijeme-li slabou verzi Banachova-Tarského paradoxu n-krat, dostaneme K ~ S.
BCJ<xS~KCA
Be]j<S<A
Déle podle lemmatu (<) je transitivni:
BecJ<A
A diky tvrzeni o zobrazeni kongruentniho rozkladu:

B<A

> Ndzev podkapitoly je inspirovén knihou [1].
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Pokud jsou obé mnoZiny A, B zaroven ohranicitelné a nemaji prazdny vnitrek, pak symetricky A < B.
To vzhledem k lemmatu implikuje A ~ B. Ve velmi konkrétnim pfipadé mizeme rozlozit hrasek A o
poloméru 5 * 10~3m a preskladat jej ve Slunce B s polomérem 1,392 * 108m! Q. E. D.

Zaveér

PrestoZze postup dlkazu je korektni, existuje stanovisko, z néhoZ se Banachlv-Tarského paradox
mUZe jevit jako nepravdivy. Tato volba vyZaduje zpochybnéni kontroverzniho axiomu vybéru (AC):

»Pro kazdy soubor neprazdnych mnozin M existuje vybérova funkce f, kterd kazdou z mnozin X € M
zobrazi na prvek x € X.“

Toto tvrzeni se muZze jevit jako samoziejmé (je to koneckoncl axiom). MnoZina M vSak vibec nemusi
byt konecna (kdy je vSe prehledné), ale mlze byt nekonecnd, dokonce nespocetnd, cozZ nas vystavuje
do problémd, kdy nelze sepsat algoritmus pro konstrukci zobrazeni f. Prikladem je definice mnoziny
M ve slabé verzi Banachova-Tarského paradoxu. Nepravdivost AC by neohrozila existenci
paradoxnich grup jako takovych, avSak znemoznila by jejich uplatnéni v mnozinové geometrii.

AC, jako kazdy axiom, se neda nijak dokazat ani vyvratit. Bud' jej mUZzeme pfijmout, nebo ne. Zalezi
vyhradné na filosofickém postoji. Ztoho dlvodu mlzeme vzit v potaz jeho uZitecnost. AC je
nepostradatelnym nastrojem v fadé dulezZitych vysledkl algebry a teorie mnozZin. Opiraji se o néj
zaklady topologie a teorie miry, bez niz se neobejde napf. Lebesguelyv integral. S AC je matematika
jednodussi a prehlednéjsi [4].

| kdyby Banachlv-Tarského paradox byl pravdivy, Zadny potrhly matematik by jej nevyuZil ke
kopirovani zlatych cihlicek. Jednak proto, Zze dekompozice by vyzadovala nekonecné slozity fez, coz je
technicky nemozné; ale podstatnéji, na hmoté neni nic celistvého. Kazdy predmét je struktura
kone¢ného mnozstvi elementarnich castic, které nemaji Zzadny objem. Dojem celistvosti je iluze
podminénd zadrZovanim fotond, které jsou pritahovany elektromagnetickou silou [5]. Banach(v-
Tarského paradox proto mliZzeme interpretovat jako jednu z mnoha podivnosti nekonecna, jeZ se
vymykd nasim pfirozenym zkuSenostem.

Na druhou stranu jedind (alespol mné) znama entita, ktera spolehlivé zaujima néjaky objem, je
prostor sam o sobé. A ten se prekotné rozpina a nikdo nevi pro€. Pfitom Banach-Tarského paradox
jinymi slovy tika, Ze objem je nestabilni a neplati pro néj Zadny zakon zachovani. Fakt, Ze dukaz
tohoto tvrzeni je velmi umély a vyZaduje axiom vybéru, jeSté nemusi nutné znamenat, Ze nema
prirodni vyznam. Navic bylo zjisténo, Ze galaxie v pozorovaném vesmiru upfednostiuji asi o sedm
procent jeden smér rotace a vzhledem k mnozstvi namérenych dat je mozinost, Ze se jednd o
nahodny fenomén, prakticky vyloucena [6]. Z toho astronomové vyvozuji, ze vesmir pravdépodobné
rotuje danym smeérem [6]. Samoziejmé nelze predpokladat, Zze vesmir také provadi nekonecné slozité
fezy, ale jak uZ jsem naznacil, ty bych spis$ prisuzoval nevyhnutelné umélosti dikazu. A proto se
domnivam, Ze Banach-Tarského paradox je pravé naopak v naprosté shodé s fyzikalni realitou.
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