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Abstrakt

Tato prace se zabyva Dirichletovym principem a piiklady feSenymi pravée
pomoci tohoto kombinatorického pravidla. Pozdéji ukazuje i jeho uziti
v dukazech nékterych pozoruhodnych vét.

Klicéova slova: Dirichletiv princip; prvocisla v aritmetickych posloupnos-
tech; raciondlni aproximace redlnych ¢isel

Abstract

This work deals with the pigeon-hole principle and problems solved by this
combinatorial statement. Later on, this rule is used in proofs of some remar-
kable theorems.

Key words: pigeon-hole principle; prime numbers in arithmetical sequen-
ces; rational approximations of real numbers
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1 Uvod

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) byl némecky matema-
tik, ktery prispél dnesni matematice zejména v oblasti teorie ¢isel nebo ma-
Furierovy fady, Dirichletova véta o aproximaci redlnych ¢isel a v neposledni
fadé také Dirichletuv princip.

Dirichlettv princip je velmi jednoduse formulovatelné a pochopitelné
tvrzeni, které muze nékomu piipadat az banalni. Proto je potfeba zduraznit,
ze Dirichlet je dodnes velmi uznavany matematik, ktery objevil spoustu
vyznamnych poznatki. Mnohé z nich jsou natolik pokrocilé svou obtiznosti,
Ze se jim v této praci nemuzeme vénovat.



2 Dirichletiiv princip

Dirichlettuv princip je nasledujici snadno formulovatelné kombinatorické pra-
vidlo, které je vSak navzdory své jednoduchosti velmi uzitecné:

Veéta 2.1. Je-li alesponi nk + 1 prvku rozdélenych do n mnozin, pak alespori
v jedné mnoziné je alesponi k + 1 téchto prvki.

Dikaz 2.1. Postupujme sporem: kdyby v kazdé z n mnozin bylo nejvyse
k prvka, bylo by jich celkem nejvyse nk. O
Piiklad 1. V zahradé tvaru obdélnika o $itce 35 a délce 42 roste 100 stromi.

Ezistuje pak obdélnik o rozmerech 3 x 5 takovy, Ze v ném rostou alespon dva
stromy?

[2, dloha 10]

Reseni. Protoze 342 a 5|35, miizeme si snadno zahradu rozdélit na 98
obdélnika tvaru 3 x 5. Protoze je v zahradé 100 stromu, musi dle Dirichletova
principu byt alespoii v jednom obdélniku alespon dva stromy. ]

Uloha 2.2. Dédecek koupil pozemek tvaru obdélnika o Sirce 24 a délce 42
metru, ktery chce nechat ndhodné osdzet 80 stromy. Jeho vnuk Karlik dostal
novou houpaci sit, ale md strach, Ze nenajde dva stromy, jejichZ vzddlenost
neni vice nez 5 metri. UkaZte, Ze existuji dva stromy se vzddlenosti nejuijse
5 metru.

>

Uloha 2.3. Na stole tvaru étverce o strané jeden metr je umisténo nékolik
kruhovych koldcku, které se mohou prekryvat. Zdadny koldcek nepresahuje
hranu stolu. Celkovy obvod vsech koldcki je 10 metri. UkaZte, Ze je mozZné
jednim tezem nozZem (tj. jednou primkou) protnout alespon étyri koldcky.
[4, roénik 00/01, serie 1]

Uloha 2.4. Ukazte, Ze lze na kruhovy stul o polomeéru 15 vyskladat 19 minci
o polomeru 3 tak, Ze se Zddné dvé neptekryvaji. Mince lezi celé na stole.

o>

Piiklad 2. Kruhovy teré o poloméru 12 zasdhlo 19 stiel. Dokazte, Ze vzddle-
nost nékterych dvou zdsahu je mensi nez 7.

[3, rocnik 59, ustrednd kolo]



Reseni. Oznacme r = 4v/3 a cely ter¢ rozdélme na 18 casti takto:
Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece o sttedovém tihlu 60° v kruhu o po-
loméru r uprostied terce. Zbylé mezikruzi rozdélime na 12 shodnych ,me-
zivyseci“ o stfedovych dhlech 30°.

Ukazme, ze pro r = 4v/2 je trojuhelnik ACS rovnoramenny se
zakladnou AS : Oznaé¢me Cy kolmy prumét bodu C' na stranu AS. Potom

3 _g
2

|CoS| = |CS|-cos|LCSA| =r-cos30° =
Potom je Cy stied |SA|, tedy |CA| = r.

Protoze mame celkem 19 &ipt, plyne z Dirichletova principu, ze v ale-
spoti jedné oblasti jsou alespon dva §ipy. Pokud ukazeme, Zze vzdélenost
kazdych dvou bodu lezicich v jedné z téchto 18 oblasti je mensi nez 7, musi
existovat alesponi dva §ipy, jejichz vzdélenost je mensi nez 7.

Jednu ze shodnych ,mezivyse¢i* oznaéme ABCD jako na obrazku a
déle oznacme S stied terce. Nyni ukazme, ze kazda tsecka v ,mezivyseci®
ABCD je kratsi nez 7: Nechf R je prusecik tecen v bodech A, B ke vnéjsi
kruznici se stredem S a poloméru 12. Pak jisté lezi usecky AR, BR (az na
body A, B) mimo ter¢. Usetka C'D je tétiva vnitini kruznice. Lezi tedy az
na body CD uvnitf vnitini kruznice, a tedy mimo nasi ,mezivysec¢“.




Proto se celd mezivyse¢c ABC D vejde do pétithelnika ARBCD. Pokud
ukazeme, ze kazda tsecka v pétithelniku ARBCD je kratsi nez 7, jsme
hotovi.

Snadno ukézeme, ze nejvétsi moznd vzdélenost bodu X od bodu leziciho
na usecce M N je | X M| nebo | X N|:

Necht je bez ijmy na obecnosti | X M| < | X N|. Sestrojme kruh K se stfedem
v bodé X a polomérem |X N|.

Protoze | X M| < |X N/, patii oba body M, N do kruhu K. Protoze K
je konvexni, patii do néj i celd usecka M N. Protoze je N na obvodu K, musi
byt nejdelsi moznd vzdélenost bodu X od bodu na tse¢ce M N rovna | X N|.

Proto je nejdelsi vzdalenost dvou bodu v pétitthelniku ARBC D rovna
nékteré ze vzdalenosti jeho vrcholu. V trojuhelniku ABC' jsou velikosti
vnitfnich whla
180° — |£ZASB]

> =175

|/ABC| =

|/BCA| = |LASC|+ |£SAC]| = 60°.
Proto je strana AC nejdelsi strana trojuhelnika ABC a

|AC| > |AB| > |BC].

Protoze |[ZABC| = 75° a |[ZRBC| = 90°, je |ZABR| = 15°, a tedy AB je
nejdelsi strana rovnoramenného trojihelnika ABR.
Je tedy |AC| > |AB| > |AR| = |BR)|. Ze stejnolehlosti obou soustfednych
kruznic déle plyne, ze |AB| > |C'D|. Protoze je trojihelnik C'RB pravouhly,
plati |[ZCRB| < 90°. Protoze je |[ZARB| = 150°, plati |[ZARC| > 60°.
Pfitom |ZRAC| = 90° — |[ZCAD| = 60°. Je proto strana AC' trojihelnika
ARC' delsi nez strana RC.

Pak s ohledem na symetrii pétitthelnika ARBC D zadna spojnice dvou
bodii z vrcholii tohoto pétitihelnika nenf delsf nezli |AC| = r = 4v/3 < 7.
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Diikaz toho, ze dva libovolné body nékteré z Sesti vnitinich vyse¢i maji
vzdalenost mensi nez 7 ponechavam ¢tenafi. O

Zmalost nasledujici véty by udvahy pii feSseni Piikladu 2 vyrazné
ulehcila. Jeji dikaz je uveden v zavéru prace v Dopliku.

Véta 2.5. Necht M je konvexni mnoZina bodi, kterd vznikla jako sjednoceni
konvexniho n-uhelnika a nékolika kruhovych useci, jejichz tétivou je vidy
nékterd strana tohoto n-tuhelnika. Oznacme V mnoZinu vsech vrcholi n-
thelnika a viech stiedu S € M kruhi, jimZ tyto useée z M ndlezi. Ddle
necht d je délka nejdelsi isecky, kterd je podmmoZinou M. Pak existuji body
A, B €V takové, Ze prunik primky AB a mnoZiny M je usecka délky d.

o>

Piiklad 3. Je ddno 6 prirozenych cisel, jejichZ soucin neni ndsobek 11.
Ukazte, Ze soucet nebo rozdil nékterych dvou z nich naopak délitelny 11 je.

o>

Reseni. Protoze souéin téchto &sel neni délitelny 11, neni ani jedno
z nich nasobek 11. Je celkem 10 nenulovych zbytka po déleni 11. Rozdélme
nasich Sest ¢isel do péti mnozin podle toho, do které z néasledujicich péti
mnozin patii zbytek, ktery daji po déleni jedendcti: {1,10},{2,9},{3,8},
{4,7},{5,6}. Protoze kazdé z nasich Sesti ¢isel dava zbytek po déleni je-
denacti, ktery lezi v jedné z téchto 5 mnozin, dle Dirichletova principu jsou
v alesponl jedné z téchto 5 mnozin alespon dvé z naSich Sesti ¢isel. Jejich
zbytky jsou pak z mnoziny {z, 11 —z}. Pak zfejmé soucet nebo rozdil téchto
dvou ¢isel je nasobek 11. O

Priiklad 4. Ukazte, Ze z n+1 prirozenych ¢isel neprevysujicich 2n lze vybrat
dvé tak, Ze jedno z nich je délitelem druhého.

[1]

Reseni. Zapisme si kazdé z téchto prirozenych ¢isel my, @ € {0,...,n}
jako soucin néjakého lichého ¢isla b; a mocniny dvou, tedy m; = 2% - b;, kde
a; € Ny. Ziejmé je b < 2n. Protoze lichych ¢isel v intervalu (1,2n) je n,
musi mit dle Dirichletova principu dvé ze zadanych ¢isel stejné liché ¢islo b
v nasem rozkladu. Protoze jsou tvaru 2% - b a 2% - b, je ziejmé jedno z nich
délitelem druhého. O
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Uloha 2.6. Nechf je ddno 16 prirozenych ¢isel, z nichZ Zadné nent délitelné
8 ani 11. Ddle soucet ani rozdil Zadngch dvou z nich neni délitelny 99.
Dokazte, Ze z nich lze vybrat dvé tak, aby jejich soucet byl délitelny 11 a
rozdil 9 nebo soucet byl délitelny 9 a rozdil 11.

o>

Uloha 2.7. Pro kazdé prirozené n naleznéte co nejvétsi prirozené k takové,
Ze z kazdé n-prvkové mnoZiny lze vybrat k ruzngch podmnoZin takovich, Ze
Zadné dvé z nich nejsou disjunkini.

[3, Jugosldvie 1972]

Piiklad 5. Ukazte, Ze existuje prirozené éislo, které se dd alespori 100
zplsoby zapsat jako soucet 2012 éisel, z nichz kazdé je 2011-tou mocninou
prirozeného ¢isla. Zdapisy, které se lisi jen potadim scéitancu, povaZujeme za
stejné.

[4, ro¢nik 11/12, Findlni mysmas]

Reseni. Neklesajicich 2012-prvkovych posloupnosti, jejichz prvky jsou
prirozena ¢isla neptevysujici r, je

2012 +7r—1
)

Duikaz: Predstavme si, Ze jdeme do obchodu nakupovat ¢isla od 1 do r
a chceme jich presné 2012. Pak miuZeme ziejmé nakoupit prdvé (201ff{ _1)
moznymi zpusoby. Po cesté domi si ¢isla seradime podle velikosti a mdme
neklesajici posloupnost prirozenyjch cisel neptrevysujicich r, zrejmé ze dvou
ruznych ndkupi sestavime dvé ruzné posloupnosti a kazZdou posloupnost takto
umime ,,nakoupit.

Kazdé z téchto posloupnosti umim bijektivné pfitadit zapis souctu 2012
séftanct (u zépisu souétu nezdlez na pofadi jeho prvki) tvaru 201 kde i
je prirozené ¢&islo nepfevySujici r. Stacéi totiz prvky vybrané posloupnosti
umocnit na 2011 a mezi né napsat znaménka —+.

Pocet vsech ruznych souctu 2012 ¢isel, z nichz kazdé je 2011-tou moc-
ninou piirozeného &isla nepievysujictho r, je jisté mensi nez 2012 - 7291,
protoze nejvétdi mozny z nich je pravé 2012 - 7291 a viechny jsou piirozené.

Pokud ukézeme, Ze existuje prirozené r tak, ze zapisu (nasich posloup-
nosti) bude vice, nez stondsobek poc¢tu vsech moznych riuznych souctu, bude
pak dle Dirichletova principu alespon jeden soucet, jehoz nabyva alespon 100
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ruznych zapistu. Zbyva tedy dokézat, ze existuje prirozené r takové, ze

2012 + 1 — 1
(0 T > > 100 -2012 . 72011
r—1
(2011 + 7)! so11
~ES T S 901200 -
2012!(r — 1)! 01200
1)(r+2) - (r + 2011
rrt D 2) - 0201 ggy900. 90121 = &
.
r+1 r+2 742010

1

(r+2011) > &k
r r

Na levé strané predeslé nerovnice vidime soucin 2011 ¢isel vétsich nez 1 a
¢isla r 4+ 2011, které s dostateéné velkym r pfevysi kazdou konstantu, tedy
i k. Proto existuje r tak, Zze nerovnost plati. Tim je dikaz proveden O

Uloha 2.8. V kazdém policku tabulky n X n je vypnutd Zarovka. Kdyz Majkl
na nékterou z nich ukdze, vsechny Zdrovky ve stejném tddku a sloupci, véetné
té, na kterou ukazuje, se prepnou. Na kolik nejméné ukdzani dokdZe Majkl
rozsvitit vSechny Zdrovky?

[4, ro¢nik 11/12, Findlni mysmas/
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3 Prvodisla v aritmetickych posloupnostech

V dalsi ¢asti se budeme vénovat Dirichletové vété, coz je velmi zajimavé a
snadno formulovatelné tvrzeni, které si vsak nedokdzeme obecné, ale jen pro
nékolik specidlnich piipadu. Dtkaz v plné obecnosti, kterému je vénovana
celd kapitola VI knihy [5], totiz svou obtiznosti vyrazné piesahuje rdmec této
préce.

Véta 3.1. Nechf a,d jsou prirozend nesoudélnd ¢éisla. Pak aritmetickd po-
sloupnost s diferenci d, jejiz pronim ¢lenem je a, obsahuje nekonecné mnoho
prvocisel.

Definice 3.2. Necht a,m jsou celd ¢isla spliugici 0 < a < m. Pak oznacme
Pr.a, mnoZinu vsech prvocisel ddavajicich zbytek a po déleni m.

Pokud jsou ¢isla a, m soudélnd, existuje prvocislo p, které déli obé dveé
¢isla. Potom jisté p déli kazdé ¢islo tvaru km + a,k € Z. Prvocislem tvaru
km+a muze byt tedy jen p. Proto je mnozina P, , prazdna anebo obsahuje
jen prvocislo p, a tedy je

|Prmal < 1.

Vsimnéme si, Ze mnozina Py, , obsahuje pravé ta prvocisla, jez jsou
prvky aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem a a diferenci m. Véta 3.1
nam iika, Ze pro nesoudélna a, m je mnozina Py, , nekonecna.

Priklad 6. Dokazte, Ze mnozina Py 3 je nekonecnd.

>

Reseni. Dikaz povedeme sporem: Predpoklddejme, Ze mnozina Pyz je
koneéna a vypiSme jeji prvky:

Piz={po=3,p1 =7,p2=11,...,pn}.

Nyni rozlozme ¢islo ¢ = 4 - p1p2 ... p, + 3 na prvocinitele. Protoze 2 { ¢, je
kazdé prvocéislo ¢ délici ¢islo ¢ liché, tedy ¢ = 1 (mod 4) nebo ¢ = 3 (mod 4).
Soucin ¢isel, kterd davaji zbytek 1 po déleni ¢tyimi, dava opét zbytek jedna
po déleni ¢tyfmi. Staéi totiz vyndsobit kongruence

a = 1 (mod4)
b = 1 (mod4),

abychom dostali kongruenci ab =1 (mod 4). Protoze davé ¢islo ¢ po déleni
¢tyfmi zbytek 3, musi byt alespon jedno z prvocisel v jeho rozkladu na

14



prvocinitele tvaru 4l 4 3, tedy patfit do mnoziny P4 3. Ziejmé vSak zddné
prvocislo z Py 3 ¢islo ¢ nedeéli. Tim dostdvdme spor. O

Uloha 3.3. Dokazte, Ze mnozina Ps 5 je nekonecnd.

o>

Uloha 3.4. Dokazte, Ze alespon jedna z mnozin Ps2 a Ps3 je nekonecnd.

o>

Uloha 3.5. Dokazte, Ze alespori jedna z mnoZin Pr3,Prs a Pre je ne-
konecénd.

o>

Priklad 7. Dokazte, Ze alespori dvé z mnozin Pias, Pi2,7 a Pi2,11 jsou ne-
konecné.

o>

Reseni. Staci, abychom ukézali, Ze vechna sjednocenf
Pr2,5 U P27, Pr25 U P12,11, Pr2,7 U P12,11

jsou nekonetnd. To dokazeme podobné, jako v pfedchéazejici tloze 3.4.
Rozdélme pro piehlednost feSeni na tii podobné vedené ¢asti:

a) Predpokladejme, ze sjednoceni Pias U Pi27 je koneénd mnozina.
VypiSme si vSechny jeji prvky:

Pi2s U P12 ={po="5,p1 = T,p2 = 17,... ,pp }.
Ziejmé jsou vSechna prvocisla z tohoto sjednoceni nesoudélné s ¢islem
c=12pips...pn + 5,

které je liché a nedélitelné tfemi. V rozkladu na prvocinitele mé ¢éislo ¢
pouze prvocisla tvaru 12k £ 1 a 12k + 5,k € Ny, protoze jind prvocisla
s vyjimkou 2 a 3 neexistuji. Pritom pro dvé celd a, b takova, ze
= £1 (mod 12)
b = +1 (mod 12)

plati ab = +1 (mod 12). Cislo ¢ v8ak ddva po déleni 12 zbytek 5, a proto
se v jeho prvociselném rozkladu vyskytuje prvocislo tvaru ruzného od
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12k =+1, tedy nutné 12k+5. Toto prvocislo pak patii do Pig5UPi2 7. Ale
zadné z prvocisel tohoto sjednoceni neni délitel ¢isla c¢. Tim dostavame
spor. Je nekoneéné mnoho prvki sjednoceni Pjg 5 UP12 7. Proto je mimo
jiné v sjednoceni prvku dvou aritmetickych posloupnosti o diferenci 12
a pocatecnich prvcich 5 a 7 nekonetné mnoho prvocisel.

V druhé ¢asti potfebujeme ukazat, ze P12 5UP12,11 ma nekonetné mnoho
prvki. Pfitom P25 U Pi2,11 = Ps,5 a 0 této mnoziné uz to z dlohy 3.3
vime.

Tieti cast bude zase trosku zdlouhavéjsi. Predpokladejme opét pro spor,
ze je sjednoceni P17 UP12,11 koneénd mnozina. Vypisme si vSechny jeji
prvky:

Pra7UPi211 = {po="T7,p1 =11, p2 = 19,...,pn}.
Ziejmé jsou vSechna prvocisla z tohoto sjednoceni nesoudélnd s ¢islem
c=12pipa...pn+ 7,

které je navic liché a nedélitelné tfemi. Proto ma v rozkladu na prvo-
¢initele ¢islo ¢ pouze prvoéisla tvaru 12k + 1 a 12k + 5,k € Ny. (Jind
prvocisla jsou uz jen 2, 3 a prvocisla tvaru 12k + 7 a 12k + 11, o nichz
jsme jiz ukézali, Ze ¢islo ¢ nedéli.) Pfitom pro kazda dvé celd a, b takova,
ze

a = 1;5 (mod 12)

b = 1;5 (mod 12)
plati ab = 1;5 (mod 12). Vime, Ze ¢islo ¢ je souc¢inem prvocisel tvaru

12k + 1 nebo 12k + 5, a tedy plati ¢ = 1;5 (mod 12), coz je spor. Je
proto nekone¢né mnoho prvku sjednoceni Pia 5 U Pia 7.

Tim jsme ukdzali, Ze libovolnd dvojice z mnozin Pia5, Pi2,7 a Pi2,11 mé
nekonecné sjednoceni. To nam staci, protoze pokud by byla nejvyse jedna
z nich nekone¢na, bylo by minimalné sjednoceni téch dvou dalsich konecné.

O

Nyni jesté uvedeme slibenou silnéjsi verzi véty 3.1:
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Ozna¢me P mnozinu vsech prvocisel.

Definice 3.6. O podmnoziné A mnoZiny P rekneme, Ze md prirozenou hus-
totu k, jestliZe existuje limita

A x <
L Hred z<h)

=k.
z—oo [{x € P; o < h}|

Pokud tato limita neexistuje, fekneme, Ze A nemd prirozenou hustotu.

Poznamka: Thned je vidét, ze celd mnozina P ma hustotu 1 a ze kazda

koneénd podmnozina mnoziny P mé nulovou hustotu. Také neni tézké od-

vodit, ze jsou-li A1, Ao dvé disjunktni podmnoziny mnoziny P a maji-li

ptirozené hustoty ki, ke, pak jejich sjednoceni mé pfirozenou hustotu a je

rovna ki + ks.

Uvédomme si, ze A1, Az vlastné ani nemusi byt disjunktni — sta¢i, aby jejich

prunikem byla mnozina s nulovou pfirozenou hustotou.

Naproti tomu je docela obtizné ukazat, ze néjakda podmnozina mnoziny P

prirozenou hustotu nemé. Piikladem muze byt mnozina vsech prvocisel, je-

jichz dekadicky zapis zacina cifrou 1.

Véta 3.7. Necht a,m jsou nesoudélnd celd ¢isla, 0 < a < m. Pak mnoZina

Pm,a vsech prvocisel davajicich zbytek a po déleni ¢islem m md prirozenou
T

neprevysugicich m.

hustotu o) kde o(m) je pocet vSech s m nesoudélnijch prirozengch cisel

Naptiiklad mnozina P,3, o niz jsme jiz mluvili v Piikladu 6, md
pfirozenou hustotu % Znamena to, ze na kazdém ,hodné dlouhém® intervalu
je priblizné stejné prvocisel davajicich zbytek 1 po déleni ¢tyimi jako téch,
co davaji zbytek 3 po déleni ¢tyimi.

17



4 Racionalni aproximace

Lidé se od pradavna snazili najit néjaké raciondlni ¢islo s hodnotou blizkou
7, aby mohli co nejpfesnéji pocitat obvod kruhu.

Nejstarsi pisemné dolozené odhady 7 se datuji do doby okolo 1900 pf.n.l.
Jsou to % v Egypté a % v Babylonu. Oba dva odhady se od skutecné
hodnoty lisi o0 méné nez 1 procento.

Archimedes (287-212 pi.n.l) spocital horni a dolni odhady 7 vypoc¢tem
obvodu pravidelniho 96-tihelnika vepsaného a opsaného jednotkové kruznici

a dostal
223 22
ﬁ < < 7
Okolo roku 480 ¢insky matematik Cu Cchung-¢’ podobné jako Archi-
medes zjistil uvazenim pravidelného 12288-thelnika, ze 7 je piiblizné %,
coz je hodnota lisici se od 7 0 méné nez 3 - 1077,
Duvod, pro¢ se Dirichletovu principu — pomérné jednoduchému tvrzeni
— #ik4 Dirichlettv, je to, ze jej Dirichlet uzival pfi studiu raciondlnich apro-
ximaci realnych ¢isel. Napiiklad objevil nasledujici zajimavé tvrzeni, které
rika priblizné to, ze pro kazdé redlné Cislo existuje vhodnd aproximace ra-
ciondlnim ¢islem s celkem malym jmenovatelem.

Véta 4.1. Necht o € R je libovolné rediné ¢islo a n € N prirozené cislo

vétsi nez 1. Potom existuji p € Z a q € N,q < n takovd, Ze |a — %] < qin.

Tlustrujme znéni této véty pro konkrétni hodnotu «, zvolme
o= =3,141592.

Zvolime-li n < 7, dostavame jedinou moznou dvojici p = 3,q¢ = 1.
Skuteéné |[r —3| =n7—3 < %, alemr—3 > %. Proto pro n > 8 musime dostat
lepsi aproximaci ¢isla .

7.

Pro 107 < n < 112 dostdvame aproximace % a %.

e Pro 8 < n <106 dostavame aproximaci

Pro n = 113 je vhodn4 jedinad aproximace ‘Z’—f’)‘{é.

395
113"

Pro 114 < n < 33102 mame jedinou aproximaci

Ptedchozi aproximace % je vskutku velmi presna, presnéjsi aproximaci

.. 103993
J€ aZ 337052 -

Dukaz 4.1. Interval [0, 1] rozdélme na n intervalu
[0,1),12,2),... =21 1]
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Uvazme n + 1 &isel 0, 1, (o), (2a), ..., ((n — 1)a), kde («) znaci necelou ¢dst
¢isla a. Kazdé z téchto ¢isel lze napsat ve tvaru:

0 = 0-a+0
1 = 0-aa+1
() = 1-a+k
(n=1)a) = (n—1)-a+kn1
pro vhodné zvolend ki, ko, ..., k,_1 € Z.

Pro v8echna tato ¢isla plati, ze patii do jednoho z pfedchozich n inter-
valu. Je jich pfitom n + 1. Proto dle Dirichletova principu existuje interval,
v némz jsou alespon dvé z nasich ¢isel. Jisté vSak nejsou 0 a 1 ve stejném
intervalu.

Absolutni hodnota rozdilu dvou ¢isel ze stejného intervalu je nejvyse %
Proto odectenim dostdvame, ze existuje ¢ € N, g < n a k € Z takové, ze

1

lg-a+ k|l <.
Vydélenim pfirozenym ¢éislem g dostaneme
k|l <« L

la+ 2l < o

Nyni jiz jen nechf p = —k je celé ¢islo a dukaz je hotov. O
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5 Reseni uloh

2.2. Uvazme osmithelnik jako na obrazku slozeny z 14 ¢tverci o stranach
jeden metr. Snadno nahlédneme, ze libovolnd dvojice bodu tohoto utvaru
ma od sebe vzdéalenost nejvyse 5 metru.

Kazdy péds pozemku o rozmérech 7 x 24 jsme schopni rozdélit na 13 dilu,
z nichz kazdy se vejde do naseho osmitihelnika. Ptitom celou zahradu lze
pokryt Sesti takovymi péasy.

Tak jsme rozdélili déduv pozemek na 6 - 13 = 78 dilkta. Protoze stromu
je 80, musi byt dle Dirichletova principu alespon v jednom z dilkt alespon
dva stromy. Ty jsou pak od sebe nejvyse pét metru daleko.

2.3. Dukaz povedeme sporem: Predpokladejme, Ze existuje usporadani
kolackt, v némz neexistuje pfimka protinajici vice nez 3 kolace. Nyni pra-
cujme s takovymto usporadanim.

Promitneme-li kola¢ek o prumeéru d kolmo na jednu stranu ¢tverce, zob-
razi se nam na usecku o délce d. Protoze na zadné kolmici na tuto stranu
¢tverce nelezi vice nez tii kolacky, nikde se nepfekryvaji vice nez tii usecky.
Proto je soucet délek nasich tisecek nejvyse trojnasobek délky strany ¢tverce,
tedy nejvyse 3 metry. Protoze je celkovy obvod v8ech koldcku 10 metri, je
soucet vSech prumérta koldcku roven 1770 metril, coz je vice nez tfi metry.
Promitneme-li tedy na jednu stranu vSechny kolacky, dostaneme nékolik
usecek se souctem jejich délek vice nez 3 metry, coz je spor.
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2.4. Prikladem vhodného uspoiradéani muze byt napiiklad:
'A"A
A /\
PR araNy
AVAVAVA AVA

YAVAYAVAYAV‘}
V. VAV.VAV.

2.6. Oznacme C,, mnozinu vsech piirozenych cisel x takovych, ze

= Za (mod9)
+b (mod 11).
Ptitom protoze naSe ¢isla nejsou nasobky 3 ani 11, je kazdé z danych éisel
prave v jedné z mnozin C,; pro
a € {1,2,4}
b € {1,2,3,4,5}.
Maéame tedy celkem 15 ruznych dvojic ¢isel a, b. Proto budou podle Dirichle-

tova principu alespon v jedné mnoziné C,j alespoii dvé ¢isla 1, x2 z naSich
16 danych ¢&isel. Pro rozdil a soucet ¢isel x1, x2 nastanou ¢tyfi moznosti:

a) 9| z1 +x2 A 11| 21 + 2, tedy 99|21 + 22, coz je spor se zaddnim.

C

)

b) 9‘ xr1+x2 N 11| €T — T2
) 9| xr1 — X2 A 11|$1—|—l’2
)

d) 9] z1 —x2 A 11| 21 — x2, tedy 99|x1 — x2, coz je spor se zaddnim.

Mohou tedy nastat jen moznosti b), c). Tim je dukaz hotov.

2.7. Méjme n-prvkovou mnozinu X, zvolme pevné a € X. V8ech pod-
mnozin mnoziny X, které obsahuji prvek a, je 2" 1. Pfitom vSechny obsahuji
a, nejsou tedy zadné dvé z nich disjunktni. Je proto k > 2771,

Vsechny podmnoziny neprazdné mnoziny X si rozdélme na 2"~ ! dvojic
dopliikovych podmnozin, které jsou disjunktni a jejichz sjednoceni je X.
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Predpoklddejme, ze k > 2" ! a dojdéme ke sporu. Protoze vybirdme vice
nez polovinu v8ech podmnozin, musime podle Dirichletova principu alespon
z jedné dvojice vzit obé se doplinujici podmnoziny. Tim dostdvame spor,
alespon dvé z k podmnozin mnoziny X jsou pro k > 2"~ ! disjunktni. Proto
k=2r"1

2.8. Rozlisme dva ptipady dle parity ¢isla n.

Cislo n je liché.

Kazdym ukézanim Majkl ukdze na jednu zarovku, ¢imz zméni stav
zarovek v jednom sloupci a jednom fadku. Pokud by Majkl ukazal na
méné nez n zarovek, byl by z Dirichletova principu fadek i sloupec,
v némz na zadnou zarovku nikdy neukazal. Jejich prunikem je zarovka,
kterda nikdy nebyla pfepnuta, a tedy nesviti. Proto musi Majkl ukazat
alesponi na n zarovek. Je-li n liché, postaci, aby ukazal na vSechny
zarovky v prvnim fadku tabulky. Kazdou zarovku v prvnim tradku
tak prepne n-krat, kde n je liché. Tedy ji rozsviti. VSechny ostatni
zarovky rozsviti ziejmé také, protoze neukdze na zadny tadek kromeé
toho prvniho a pritom kazdy sloupec bude zvolen pravé jednou. Proto
odpovéd zni n.

Cislo n je sudé.

Ziejmé nezalezi na poradi Majklovych kroku. Jisté také nema smysl
ukazovat na néjakou zarovku dvakrat, protoze je to stejné, jako by na
ni Majkl viibec neukézal. Pokud ukéze Majkl na viech n? zirovek, bude
kazdé zarovka pfepnuta tolikrat, kolik zarovek je ve stejném fadku nebo
sloupci jako ona. Tedy 2n—1 krat, coz je liché ¢islo, a tedy kazda zarovka
bude svitit. Podivejme se na to, pro¢ by to neslo s méné ukazovanim. Bu-
deme si pomahat predstavou, ze Majkl na vSechny zarovky ukézal, tedy
vSechny sviti a nyni jen vybirdme, na jakou mnozinu zarovek vlastné
Majkl ani nemusel ukazovat. Pokud zadna takova neprazdnd mnozina
neexistuje, je jisté fesenfm n2. Oznaéme nyni M mnozinu véech zarovek,
na které Majkl nemusel ukazovat.

V kazdém kiizi (kiiZ je sjednoceni zarovek v jednom fadku a v jednom
sloupci) musi byt sudy pocet zarovek z mnoziny M, protoze pokud
by byl kiiz, v némz je lichy pocet zarovek z M, byla by zarovka v jeho
stfedu prepnuta lichokrat, tudiz by nesvitila. Pro kazdé ptirozené j <n
ozna¢im x; pocet prvki mnoziny M v j-tém sloupci. Zvolme libovolny
i-ty sloupec. Podivejme se nyni na vSech n kiizl, co maji stfed na tomto
sloupci a na pocty prvku jejich pruniku s M. Soucet vsech poctu prvku
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téchto pruniku je s ohledem na tuénou podminku sudy. Lze zapsat ve
tvaru:

n
n-T;+ Z z; =0 (mod 2).

j=1j#i
Zde suma vlastné znaci pocet prvku mnoziny M mimo i-ty sloupec. Po
upravé dostavame, ze

xi(n—1) 4 | M|
je sudé ¢islo. Proto x; mé stejnou paritu jako |M]|, kde i jsme volili
libovolné.
Symetricky pro libovolné [ dostdvame, ze y; ma stejnou paritu jako |M|,
kde y; je pocet prvka M v [-tém tadku. Proto maji ¢isla x; a y; stejnou
paritu. Jejich soucet je proto sudy.
Podivejme se nyni na prunik M s kiizem, ktery obsahuje i-ty sloupec a
[-ty tadek. Pocet jeho prvku spoleénych s M je s ohledem na tuénou
podminku sudy. Pokud by jeho stied patfil do M, lze pocet prvku jeho
pruniku s M napsat jako z; + y; — 1, coz je v8ak liché é&islo. Proto
jeho stied do M nepatii. Ale i a [ jsou libovolna. Pro kazdou zarovku
snadno najdeme i, tak, aby byla stfedem naseho kiize. Proto zadna
zarovka nepatii do M. Mnozina M vSech zarovek, na néz Majkl nemusel
ukazovat je prazdnd, a proto je Fesenfm tlohy n2.

3.3. Reste obdobné jako piiklad 6, oznacte

Pos={po="5,p1 =11,p2 =17,...,pp}

acisloc=6-pips...pp + 5.

3.4. Reste obdobné jako piiklad 6, oznacte
Ps2UPs3=1{po=2,p1=3,p2=7,...,pn}
a cisloc=5-pipa...pn + 2. Viimnéte si, ze

a = +£1 (mod5)
+1  (mod 5)

davéd ab = +1 (mod 5).
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3.5. Reste obdobné jako tlohu 3.4. Oznaéte
Pr3UPr5UPre={po=3,p1 =5p2=13,...,pn}
a ¢islo c = 7-pip2 ... pn + 3. VSimnéte si, Ze pro a, b ptirozend spliujici

a = 1;2;4 (mod 7)
b = 1;2;4 (mod 7)

plati ab=1,2,4 (mod 7).
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6 Doplnék

Véta 2.5. Necht M je konvexni mnoZina bodi, kterd vznikla jako sjed-
noceni konvexniho n-uhelnika a nékolika kruhovijch usect, jejichz tétivou
je vidy nekterd strana tohoto n-thelnika. Oznacme V mnoZinu véech
vrcholi n-thelnika a vsech stredu S € M kruhdi, jimZ tyto useée z M
ndlezi. Necht d je délka nejdelsi visecky, kterd je podmnozinou M. Pak
existuji body A, B € V takové, Ze prunik primky AB a mnoZiny M je
usecka délky d.

>

Dikaz 2.5. Provedme nejprve dvé pozorovani, kterd ndm pomohou
dukaz dokongit:

1. pozorovani:
Necht p je piimka v roviné a Y je libovolny bod na ni. Dale necht
X je bod na p nelezici. Ozna¢me a vzdalenost bodu X od piimky
p. Nechf X je kolmy prumét bodu X na pifmku p.

p
Y
X _
a Xo
Pro délku XY plati:
’XY| = . )
cos

kde « je velikost ihlu XgXY. Nezdporna velikost tihlu « je mensi
nez 2. Pfitom na intervalu [0,73) je funkce —— rostouci. Proto
délka usecky XY se vzdalujicim se bodem Y od bodu Xj roste.
Pro libovolnou tsec¢ku na pfimce p obsahujici bod Y proto plati,
ze vzdalenost alespon jednoho z jejich krajnich bodu od bodu X je
vétsi nebo rovna | XY.

Proto pro libovolnou tsecku AB a bod X je nejvzdalenéjsim bodem
usecky AB od bodu X néktery z jejich krajnich bodu, tj. A nebo
B.
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2. pozorovani:
Necht % je kruznice se sttedem S o poloméru r a Y libovolny bod
na ni. Ddle necht X je bod ruzny od S. Plat{

|IXY]? = |XS|* +r%—2r|XS|-cosa,

kde o € [0, 7] je velikost ihlu X SY. Funkce cosa je na intervalu
[0, 7] klesajici. Proto vzdélenost | XY| roste s rostouci velikosti ihlu
a.

Y

Proto pro libovolny oblouk AB na kruznici k£ je nejvzdalenéjsim
bodem oblouku AB od bodu X néktery z jeho krajnich bodu, tj. A
nebo B, anebo bod C' kruznice k ur¢eny podminkou, ze isecka X C
obsahuje S (tj. vzdalenéjsi ze dvou pruseciku piimky XS s kruznici

Protoze je M ohrani¢end a uzaviend, existuje v M tusecka C'D ma-
ximaln{ délky. Ziejmé body C, D lezi na hranici M. Jsou ¢tyfi moznosti
podle toho, zda jsou C, D ve V:

1) Oba body C, D jsou ve V. Pak jsme jisté hotovi.

2) Bod C lezi ve V, ale D nikoli. Bod D tedy lezi uvniti hraniéni
tsecky mmnoziny M nebo uvnitf nékterého hraniéniho oblouku.
Ukézeme, Ze na hranici M lezi body C’, D’ takové, ze délka tisecky
C'D’ je rovna |CD| a tsecka C'D’ obsahuje alespon dva body
z mnoziny V.

Rozlisme t#i moznosti podle toho, kde na obvodu naseho utvaru se
nachézi bod D:

a) Bod D je uvniti strany n-thelnika. Oznac¢ime-li A, B jeji vr-
choly, podle tvahy v 1. pozorovéani plati |[CA| > |C'D| nebo
|CB| > |CD], spor.

b) Bod D je uvnitt nékterého oblouku tvoiictho hranici mnoziny
M a C je stied kruhu, na jehoz obvodu je tento oblouk.
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3)

4)

Necht ¢/ = C a D' je jeden z krajnich bodi na tomto
hraniénim oblouku se stiedem C’ a polomérem |C'D|. Pak
D’ € V a protoze jsou body D, D’ na kruznici se stiedem
C = C" a polomérem |CD|, je |C'D’'| = |CD| a usecka C'D’
m4 maximalni moznou délku a pfitom body C’, D" € V.

¢) Bod D je uvniti nékterého oblouku tvofictho hranici mnoziny
M a C neni stied S kruhu, na jehoz obvodu je tento oblouk.
Pak podle dvahy ve 2. pozorovéani lezi stied S uvniti C'D.
Protoze C, S € V, jsme hotovi.

Bod C' nelezi ve V zatimco D ano — to je ale zcela symetrické
s piipadem 2).

Pokud neni ani jeden z bodu C, D prvkem mnoziny V', nemuze byt
ani jeden z nich stfedem zaddného kruhu, na jehoz obvodu je oblouk,
ktery tvoii ¢ast obvodu ttvaru M. Pfitom z a) jasné plyne, ze ani
jeden z bodu nemuze byt na useCce ohranicujici M. Zbyla nam
moznost, kdy oba body lezi uvniti hraniénich obloukt, ale ne ve V.
Tedy bod D je uvnitf nékterého oblouku tvoticiho hranici mnoziny
M a C neni stied S; kruhu, na jehoz obvodu je tento oblouk,
a soucasné bod C je uvnitt nékterého oblouku tvoficiho hranici
mnoziny M a D neni stied S9 kruhu, na jehoz obvodu je tento
oblouk. Potom protoze je CD maximalni délky, musi s ohledem na
2. pozorovani sttedy S i1 Sz lezet uvniti C'D. Pokud S7 # Ss, jsme
hotovi. V opa¢ném piipadé mame kruznici se sttedem v S; = So
o poloméru S1C, na niz lezi bod C' a kruznici se stejnym stifedem
o poloméru S1 D, na niz lezi bod D. Pak jen rotaci kolem .57 ota¢ime
CD, dokud jeden z bodi C, D neptejde na jeden z prvki mnoziny
V' (to pfitom jisté jednou nastane, protoze i kdyby |S1C| = |S1D| a
hranici mnoziny M tvofila celd kruznice a ne jen jeji oblouk, musi
na ni byt néjaky vrchol mnohothelniku, s nimz jsme zaéinali). Pak
méame usecku C'D" o délce |C'D| prochdzejici S; € V s krajnim
bodem, ktery lezi ve V. To jsme méli dokazat.

O]
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