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Abstrakt

Prace predstavuje Simsonovu vétu a z ni vychdazejici zobecnéni, ktera jsou
dale podrobné zkoumana. U téchto zobecnéni je uvedeno nékolik novych tvr-
zeni, z nichz je vétsina dokazovana analytickou metodou.

V prvni ¢asti préce je ctenaii predstavena Simsonova véta a z jejiho ana-
lytického dukazu pfirozené odvozeno Gergonneho, Guzméanovo projektivni
a afinni zobecnéni Simsonovy véty. Zaroven je nastinéno zobecnéni véty do

trojrozmérného FEukleidovského prostoru.

Zvlastni pozornost je vénovana Steinerové deltoidu, na ktery je nahlizeno

jako na obalku Simsonovych ptimek.

Klicova slova: Simsonova véta, Simsonova primka, Gergonneho zobecnéni,

afinni zobecnéni, Guzmanovo zobecnéni, Steineruv deltoid.

Abstract

The paper covers Simson-Wallace theorem and its generalizations which are
further examined. Several new theorems related to these generalizations are

obtained using analytical methods.

In the first part the reader is introduced into the topic of Simson-Wallace
theorem. From its analytical proof Gergonne, affine and Guzman projective
generalizations are naturally derived. Simultaneously the generalization of

the theorem into space is described.

Special attention is paid to Steiner deltoid curve as the envelope of the

system of Simson-Wallace lines.

Keywords: Simson-Wallace theorem, Simson line, Gergonne generalization,

Guzman generalization, affine generalization, Steiner deltoid curve.
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Uvod

Evropska geometrie plné navézala na feckou geometrii az v 18. stoleti, kdy
jiz byla plné rozvinuta analyticka geometrie, ktera podava silnéjsi moznosti
v objevovani a dukazech geometrickych vét. Pravé v té dobé vznikala pod-

statnd c¢ast vét, jez zasahuji do geometrie trojihelnika.

Jednou z nich je Simsonova véta, kterd popisuje zajimavou vlastnost bodu
kruznice opsané. V prvni casti prace je Ctendr s touto vétou obeznamen
a jsou mu predstavena znama zobecnéni Simsonovy véty — Gergonneho ve
smyslu degenerace tipatnicového trojihelniku na primku a Guzmanovo pro-
jektivni zobecnéni. Mimo né je popsano afinni zobecnéni, které ackoliv spada
do Guzmanova zobecnéni, tak toto zobecnéni se striktné drzi kruznice opsané
trojuhelniku. Poznamenejme, ze oproti bezné literatuie, kde je Simsonova
véta odvozovana a dokazovana synteticky, zde ndm ryze analytické pojeti
umoznuje piimo odvodit zobecnéni véty.

V treti kapitole je nahlizeno na vSsechny Simsonovy piimky jako na celek
a je zkoumana obdlka tohoto systému. Je ukézano, ze se jednd o Steinertuv
deltoid, jehoz vlastnosti jsou v praci déle rozebrany. V samotném zavéru

prace je nastinéno zobecnéni problematiky do prostoru.

Piinos préce tkvi v uvedeni nékterych vlastnosti Simsonovy véty, zejména
se jedna o afinni zobecnéni véty, nékteré vlastnosti Steinerova deltoidu a sys-
tému Simsonovych piimek. Presto fada vlastnosti, které jsou zde prezen-
tovany je jiz znama, jak je v piislusnych citacich uvedeno. Vedle toho je
prinosem i jednotny a mnohdy origindlni zpusob dokazovani tvrzeni, zalozeny
na analytickych metodéch, a ktery se opira o podporu pocitace a vypocetnich
systém.

K vypoctum bylo pouzito softwaru Maple v. 13 [19] a obrazky byly ziskany

pomoci programu GeoGebra [17].
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1 Simsonova véta

Pomérné zajimavou vlastnost bodu lezicich na kruznici opsané trojihelniku
vyjadruje Simsonova véta. Ackoliv je pojmenovana po skotském matemati-
kovi Robertu Simsonovi, vétu objevil a dokazal az roku 1797 opét skot Wil-
liam Wallace. V nékteré literatute se proto ¢tenar setka i s pojmenovanim

Wallace-Simsonova véta.

Wallace ukézal, ze pokud je dan libovolny trojihelnik, pak body na
stranach trojuhelnika, které jsou nejblize danému bodu na kruznici opsané
trojuhelniku, lezi na piimce. Ptritom plati i opa¢na implikace. Jestlize tti
body na stranédch trojihelnika, které jsou nejblize danému bodu roviny, lezi

v piimce, pak tento bod lezi na kruznici opsané trojihelniku. Z matema-

obr.1 — Simsonova véta

tického hlediska jsou témito body samoziejmé paty kolmic spusténé na strany

trojihelnika. Formulujme tedy Simsonovu vétu takto [4]:

Véta 1.1 (Simsonova): Necht je ddn v roviné trojihelnik ABC' a libo-
volny bod P. Paty kolmic spusténych z bodu P na strany trojuhelnika
ABC lezi na piimce prave tehdy, kdyz P lezi na kruznici opsané danému

trojihelniku.
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Diikaz. Samotny dukaz této véty provedeme analyticky. Trojihelnik si umis-
time do zvolené kartézské soustavy soutadnic, vrcholem A do jejiho pocatku
a stranou AB na osu x. Tim jsou vrcholum trojuhelnika pfitazeny soutradnice:
A =10;0], B=1[b;0] a C = [c1;¢2]. Bodu P prifadime soutradnice P = [p;q].

obr. 2 — k dikazu Simsonovy véty

Vétu tvaru ekvivalence rozepiseme pomoci dvou implikaci. V prvni ¢asti
dukazu nejprve dokazeme implikaci zleva — tj. lezi-li paty kolmic spusténych

z daného bodu na ptimce, pak je tento bod na kruznici opsané trojihelniku.

Piimky, na nichz lezi strany trojihelnika ABC', jsou uréeny rovnicemi

AB:y =0,
AC : cox — 1y =0,
BC :cox+ (b—c1)y — bey = 0.

Déle oznac¢me paty kolmic na strany a,b, ¢ po tadé T' = [t1;ta], U = [uy; ug)
a 'V = [v1;vg). ZFejmé plati: v = p a vy = 0.
Plati, ze pfimka kolmd na stranu AC' (uréend normélovym vektorem

nac = (cz, —c1)) a prochdzejici bodem P mé rovnici

u:c1r + coy — peyp — qeg = 0.
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Bod U mé4 pak souiadnice!

0 —C1
pe1 +qce C2 c1 - (pe1 + qe
U = == (2 - ) (1.1)
Co —C1 C1 +62
C1 Co
a pro druhou plati
Co 0
1 pc+qc co - (per + qeo
Uy = = <2 5 ) . (12)
Ca —C1 C1 —|—C2
C1 Ca

Normélovy vektor ke strané BC' m4 souradnice igc = (9,0 — ¢1) a tedy

kolmice spusténd z bodu P na stranu a je popsana rovnici
t:x(b—c1)—cy—p(b—rc1)+qea=0.
Zcela analogicky ma bod T' = [t;; t5] soufadnice

bCQ b— C1

b p(b—rc1) —qc —C2 | pla —b)2~|—b022+q02 (c1 —b) (13)
' Ca b—c (c1 — 5)2 + c? ‘

b— C1 —C2

a druhd souradnice je rovna

Co bCQ

b—c  pb—c1)—qe _p02<01_b)+q022_b02<01_b)

(Cl — b)2 + C22

ty = (1.4)

Co b—Cl

b— C1 —C9

1Ziskdme z Cramerova pravidla pro vypoéet feseni soustavy linedrnich rovnic.
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Nyni vySetiime, kdy dané paty kolmic T,U,V lezi v jedné piimce. Proto

budeme uvazovat nasledujici determinant:

t1 to 1
up  uy 1. (1.5)
V1 (%) 1

Maji-li dané body lezet na ptimce, pak tento determinant musi byt nu-
lovy.? Plati

p(c1=b)2+bea®+gea(c1—b) pca(c1—b)+gca®—bca(c1—b) 1
(leb)2+(222 (leb)2+cz2
c1-(pe1tqez) c2-(pe1tqez) =0 1.6
c12+c2? c12+4c2? 1 ( ’ )
p 0 1

a naslednou dpravou determinantu (1.6) ziskdme podminku

beo? (cop® + coq® — beap + berq — qei® — qeo®)

(012 + 022) ((Cl — b)2 + 022>
Jelikoz ¢12 + ;2 # 0 (pak by bod C' piechazel v bod A), (¢; — b)* + ¢2 # 0
a zaroven bcy? # 0 (pokud b = 0 nebo ¢y = 0, pak jsou body A, B, C

kolinearni), podminka (1.7) se redukuje do tvaru

—0.  (L7)

02p2 + 02q2 — beap + beyq — q012 — qcz2 =0. (1.8)

V dalsim kroku diikazu je tteba ukazat, ze touto podminkou jsou vyjadie-
ny body kruznice opsané. Vyuzijeme znalosti, ze stied kruznice opsané troj-
thelniku ABC' lezi v pruseciku os jeho stran. Oznacme jeji stied S a polomeér

R. Stied S lezi tedy na pruseciku osy strany AB: x = %b a osy strany AC

(urcené bodem Syc = [%, %2] a smeérovym vektorem Hac):
o’ + ¢’
OAC - clx—i—cgy—T =0.

2Vektory TU 2 UV jsou kolinedrni, plati tedy TU = kﬁ7 neboli (uy — t1) (vg — ug)—
(ug — ta) (v1 — uy) = 0. Prepsdnim tohoto vztahu pomoci determinantu plyne vztah (1.6).

Podrobnéjsi odvozeni je uvedeno v [12].
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Pak m4 stred S souradnice

G é; 012+022 —bCl
2 202

a polomeér kruznice opsané R je roven

b 2 612+CQ2—b61 2
R_¢(2)+( sty w9)

Rovnice kruznice opsané trojihelniku ABC ma tedy tvar

b\* 24 e? —ber\* [(b)? 24 e? —ber
<x— ) n (y— c1” + co C1> _ () n <C1 + Co Cl) 7
2 2C2 2 202

po uprave
2 2
+ o —b
R e
Co
o 4 coy? — beox — 1%y — c2*y + bery = 0. (1.10)

Dosadime-li pak do této rovnice souradnice bodu P, rovnice (1.10) se
shoduje s vyse odvozenou podminkou vyjadienou rovnici (1.8), kterou bod
P spliuje tehdy, lezi-li na kruznici opsané trojihelniku ABC'.

Obrécenou implikaci (implikaci zprava) prevedeme na dukaz k ni obmé-
néné implikace a dokdzeme, Ze kdyz nelezi paty kolmic spusténé z daného
bodu na piimce, pak tento bod nelezi na kruznici opsané. Pokud jsme bod
P zvolili libovolné, pak z predpokladu, Ze pro néj neplati podminka (1.6),
vyplyvé, ze neplati ani (1.8) (resp. (1.10)). Soufadnice tohoto bodu tedy

nevyhovuji rovnici kruznice opsané trojuhelniku.

Simsonova véta je timto dokazana. O
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1.1 Gergonneho zobecnéni Simsonovy véty

Zajimavé je sledovat Sirsi a obecnéjsi pojeti Simsonovy véty. Proto budeme

hledat nékteré zajimavé dusledky, které plynou z postupu predchoziho dukazu.

Definice 1.1: ijatnicovym trojuihelnikem, jenz piislusi bodu P
k trojuhelniku ABC', nazveme takovy trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou paty
kolmic spusténé z bodu P na strany?® trojihelnika ABC' (viz obr. 3).

obr. 3 — k definici ipatnicového trojihelnika

Budeme déle zkoumat determinant (1.5) z predchozi kapitoly. Pro piipad,
kdy dané tii paty kolmic T',U a V' lezi v jedné piimce jsme dany determinant
polozili roven nule. Nyni budeme uvazovat zobecnéni, kdy se dany determi-

nant rovné zvolené nenulové konstanté k:

t1 to 1
(%1 (%) 1

3Ptipadné na jejich prodlouzen.



1 SIMSONOVA VETA 13

Vychéazime pritom ze vztahu pro vypocet obsahu trojuhelnika, zndme-li sou-

fadnice jeho vrcholu?

1
V1 Uy 1
Pak plati £ = 25. VySettujeme a hleddme podminku, kdy ma dany ipatnicovy

trojuhelnik ptislusny bodu P roviny k danému trojihelniku ABC konstantni
obsah S.

SATUV = konst.
P

obr. 4 — tpatnicovy trojihelnik o konstantnim obsahu

Definice 1.2: Orientovanym obsahem trojihelnika® ABC nazveme
¢islo urcené vztahem (1.12). To ve skute¢nosti odpovidé redlnému ob-
sahu trojuhelnika ABC', v ptipadé znaceni vrcholu po sméru hodinovych

rucicek ma zaporné znaménko.

Pti popsani tlohy ve stejné soustavé soutradnic a pii stejném prifazeni

vrcholu jako v predchozi kapitole ziskdme dosazenim souradnic pat kolmic

40dvozen{ viz [12].
50Obdobné bychom mohli zavést orientovany obsah mnohotihelnika.
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T,U a V ze vztahu (1.1) — (1.4) do determinantu (1.12) pro orientovany

obsah tpatnicového trojihelniku 7UV podminku podobnou rovnici (1.7):

bea? (cop® + c2q® — beap + berg — qer® — qeo?)
(012 + C22) ((Cl — b)2 + C22>

— 928,

jejiz upravou a nahrazenim soutradnic p,q bodu P za obecné x,y dostaneme

rovnici hledané mnoziny:

25 (e + 2?) ((er — b)* + cs?)

2 Y

Cox” = bea + oy + bery — e’y — e’y = bc
2

neboli

(x - b)2 . (y e bc1)2 _ (b>2 . (012 +o? - bq)?
2 202 2 202
25 (12 + 2?%) ((61 — b)2 + 022)
_|_
6623

(1.13)

Z rovnice (1.13) vyplyvé, ze mnozinou bodu roviny, pro které ma tipatnicovy
trojuhelnik na strany trojuhelnika ABC' konstantni obsah .S, je kruznice se

stfedem na oséch stran a polomérem

R \/<b>2 N <012 + o2 —bc1>2+ 25 (12 + %) (1 — b)* + ¢22) |

2 2 Co bCQ 3

2
(1.14)

Jak snadno nahlédneme, jedna se o soustifednou kruznici ke kruznici opsané.

Toto tvrzeni se nazyvd Gergonneho véta. [11]

Véta 1.2 (Gergonne): Necht je ddn trojuhelnik ABC. Mnozinou bodt
v roving, pro které ma ptislusny ipatnicovy trojihelnik konstantni obsah
S je kruznice soustfednd s kruznici opsanou trojuhelniku a polomérem

urcenym vztahem (1.14).
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Pozndmka 1. Ve skutecnosti mohou byt takové kruznice dve, ve vztahu (1.14)

totiz stale hovofime o obsahu S jako o orientovaném obsahu trojtihelnika.’

Pozornému ¢tenéfi jisté neuniklo, ze takto formulovana véta je zobecnénim
Simsonovy véty. Pravé pripusténim k£ = 0 v determinantu (1.11) plyne nu-
lovy obsah tpatnicového trojuhelniku TUV a polomér uréeny vztahem (1.14)

prechdzi v polomér kruznice opsané (1.9). To nas vede k vysloveni dalsi for-

mulace Simsonovy véty:

Véta 1.3 (Simsonova): Necht je ddn trojithelnik ABC' a bod roviny P.
Upatnicovy trojihelnik z bodu P na strany AABC' degeneruje na piimku
prave tehdy, lezi-li bod P na kruznici opsané trojuhelniku ABC.

6Uvédomme si, Ze tiet{ clen pod odmocninou ve vztahu pro polomér (1.14) muze byt

zaporny. Je-li tedy v absolutni hodnoté vétsi nez soucet prvnich dvou, pak vyraz pod

odmocninou neni definovan.
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2 Afinni zobecnéni Simsonovy véty

Gergonneho zobecnéni Simsonovy véty poskytuje zobecnéni ve smyslu de-
generace Upatnicového trojuihelnika na primku. My vsak budeme v postupu
generalizace postupovat jesté hloubéji. V této casti prozkoumame platnost
predchozich vét v afinni transformaci roviny a odvodime z nich nékteré

zajimavé dusledky.

Definice 2.1: Afinni transformaci roviny rozumime takovou transfor-
maci, kterd zobrazuje bod roviny X = [z;y] na bod X' = [2/;¢/] podle

rovnic, které muzeme udat ve tvaru:

ZL‘/ = ax+ bly +c
y/ = aox + bgy + Co, kde albg - (lle 7& 0. (21)

Afinni transformace jsou zakladnimi druhy transformaci. Z geometrického
hlediska jsou tyto transformace k nasim predstavam pojmu transformace
nejblize, z planimetrie je ddvno zname a vyuzivame — soumérnosti, rotace
nebo posunuti patii pravé do této skupiny transformaci. Prejdéme vsak k je-

jich zdkladnim vlastnostem [12]:

Véta 2.1: Obrazem piimky p v afinni transformaci &/ je piimka p'.
Neboli: lezi-li 3 body X,Y, Z na piimce p, pak i jejich obrazy X', Y a Z’

v této transformaci lezi na piimce p'.

Dukaz této véty plyne dosazenim rovnic (2.1) do obecné rovnice pfimky.
Podle této véty muzeme zobecnit Simsonovu vétu (véta 1.1) ve smyslu afinni

transformace pat kolmic 7', U, V' (pfi zachovani znaceni z predchozi kapitoly).
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Véta 2.2: Necht je dén trojihelnik ABC, bod P a afinni trans-
formace .&/. Pak obrazy pat kolmic spusténych z bodu P na strany
trojuhelnika ABC zobrazené v afinni transformaci .7 lezi v jedné piimce

pravé tehdy, kdyz P je bodem kruznice opsané trojihelnika ABC'.

Opustime na chvili vétu 2.2 a na jeji dusledky a uplatnéni se zaméiime
pozdéji. Odvodime pro dalsi postup neméné dulezitou vlastnost afinnich

transformaci.

Véta 2.3: Necht je ddna afinni transformace .o7. Maji-li dva trojithelniky
v kartézské soustavé Oxy orientované obsahy S; a S; a plati-li pro né
Sy Sy = k, pak v kartézské soustave O'z'y’ (o : Oxy — O'z'y’) jsou
hodnoty orientovanych obsahu S} a S} ve stejném poméru.

Specialné, jsou-li si orientované obsahy dvou utvaru v soustavé Oxy

rovny, pak jsou si rovny i v soustavée O'x'y’.

Dikaz. Dukaz provedeme pro trojihelnik, vyjdeme ze vztahu (1.12) pro ori-

entovany obsah. Pak obsah trojihelniku K LM v soustavé Ozy je roven

. Ky ko 1
S == .
5 I Iy 1
ma mo 1
Po dosazeni vztahu (2.1) ziskdme vyjddieni pro obsah AK'L'M’ v soustavé
O/.,L,/y/

ar ki + b1 ke + 1 as ki + by ko + co 1
Slzg arly +b1le+ 1 asly + b ly + co 1.

a1m1+b1m2—|—cl a2m1+b2m2+02 1
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Upravou a porovnanim determinantu se ukaze platnost nésledujiciho:

k1 ko 1
a a a a
25/ - ! 2 N ll l2 1 - 28 ! 2 y neboh
b1 bQ bl b2
mq mo
S" a a
Z = 2| = konst. (2.2)
S| b
Ze vztahu (2.2) jiz piimo vyplyvé platnost dokazované véty. H

Vyjdeme-li z platnosti této véty, dokazeme zobecnit i Gergonneho vétu

(véta 1.2) v obdobném pojeti.

Véta 2.4: Necht je ddn trojihelnik ABC a bod P na kruZnici soustfedné
ke kruznici opsané AABC. Obsah AT'U’V’, jehoz vrcholy jsou obrazy
pat kolmic spusténych z bodu P na strany AABC' zobrazené v afinni

transformaci <7, je pro vsechny body P této kruznice konstantni.

Takto formulovand véta je zobecnénim véty predchozi (véta 2.2).

Nahradime v této vété postupné afinni transformaci nékterymi jejimi

piiklady a ukazme jeji geometrické vyuziti.

Disledek 1: Afinni transformaci ve vété 2.4 rozuméjme stejnolehlost se
sttedem v bodé P a koeficientem » = 2. Jak snadno nahlédneme, v tomto
piipadeé se zaroven jedna o osovou soumérnost bodu P vzhledem ke strandm
trojihelnika” (obr. 5). Dané body T”,U’, V' jsou pak obrazy bodu P v této
osové soumérnosti. Podle vztahu (2.2) pro obsah AT'U'V” plati®

S" = 48.

—
"Vektory TT’ a ’ﬁ maji stejnou velikost a jsou kolmé na stranu trojihelnika — vyhovuji

definici osové soumeérnosti.
8Pro stejnolehlost s koeficientem k ve vztahu (2.2) plati a; = », as = 0, by = 0, by = .
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obr.5 — afinni zobecnéni Gergonneho véty — v osové soumeérnosti

Jako specidlni ptipad vezmeme v tdvahu piipad ve smyslu véty 2.2, kdy

dané tti obrazy musi lezet v piimce. Toto tvrzeni shrnuje véta:

Véta 2.5: Necht je dén trojihelnik ABC a bod P na jeho kruZnici
opsané. Pak obrazy bodu P v osové soumeérnosti podle stran trojuhelnika

lezi na piimce (obr. 6).

obr. 6 — afinni zobecnéni Simsonovy véty (osovd soumérnost)

Zastavme se u vlastnosti takto zobrazené primky. Pokud zvolime libo-
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volnou polohu bodu P na kruznici opsané, pak tato piimka vzdy prochazi

ortocentrem trojuhelnika. Pokusme se tuto vlastnost dokéazat.

Diikaz. Takto zobrazena piimka je uréena body T', U’ a V', jez ziskame
posunutim pat kolmic® 7', U a V po fadé o vektory ﬁ, PU a PV.

Plati tedy T/ = T+ PT = 2T — P, U = U+PU =20 — P a V' =
V+ PT\/} = 2V — P. Vime-li zZe tyto body lezi na piimce (podle véty 2.2), pak

pro urceni jeji rovnice staci dva body:

T [zp(b — 1) = beaq + creaq + bey? o c(b—p)(b—c1) +c3q
(b—01)2—|—022 ’ (b—61)2+022
U — {201 (pc1 + qez) 20 (pe1 + qca) B
c1? 4 ¢?

’ 12 + cp?
V' =[p;—q] .

Rovnici piimky (zvolme pro vyjadieni napt. body U’ a V') ziskdme znéa-

sledujiciho determinantu'?

T Y 1
2(:10(1];0—‘1_:2022@ —p 2026(1};:1_;022@ —q 1| = O’ (23)
p —q 1

jehoz tupravou ziskavame rovnici hledané ptimky

29 (—xpey — carq — pey + €1¢* + c1qy + pey)

=0
012 + 022 ’
x (per + qea) +y (pea — qer) — ¢ (p2 + q2) =0. (2.4)
Dosazenim soutadnic ortocentra trojihelnika ABC (O = {cl, %;Cl)}) do

9Ponechavame jiz difve zavedené znageni.
10Jedn4 se de-facto o determinant (1.5) pro kolinaritu t¥{ bodi, kdy jeden z bodi m4

obecné soufadnice.
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rovnice pifmky (2.4) ovefime, Ze na ni lez{. Upravou ziskdme vyraz'!

c1 (cop? + caq® — beap + berq — qey® — qeo®)
C2

—0. (2.5)

Tato podminka zrejmé plati vzdy, kdyz je bod P bodem na kruznici opsané
trojuhelniku (viz (1.8)). Muzeme tedy tvrdit Zze vSechny tyto pfimky jsou

svazkem ptimek se stfedem v ortocentru trojuhelnika. ]

Zjisténé tvrzeni formulujme jako vétu:

Véta 2.6: Necht je dén trojihelnik ABC a bod na jeho kruznici opsané
P. Zobrazime-li osové bod P podle stran trojihelnika, pak jeho obrazy

lezi na primce, ktera prochazi ortocentrem trojihelnika.

obr. 7 — zobrazend Simsonova piimka prochazi ortocentrem

Poznamka 1. Jak snadno nahlédneme, jednéd se o specialni pripad Hagge-
ovy vety. K. Hagge objevil r. 1907 konstrukei kruznice, kterd vzdy prochazi

ortocentrem daného trojihelnika. Bez dukazu uved me Haggeovu vétu [16].

11 Analogickou podminku ziskdme tehdy, pokud budeme fesit determinant pro kolinea-

ritu bodu O, U’ a V'’ nebo i jiné trojice bod.
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Véta 2.7 (Hagge): Necht je dan trojihelnik ABC a bod roviny P.
Poloptimky /ﬁ, ﬁ’ a ﬁ protinaji kruznici opsanou po fadé v bodech
Ay, By a (. Jejich obrazy v osové soumérnosti podle stran trojuhelnika

a, b, ¢c oznacme Ay, By a C5. Tyto body lezi na kruznici, jez prochazi

ortocentrem trojihelnika (obr. 8).

obr. 8 — k vykladu Haggeovy véty (V' — ortocentrum)

Jak snadno nahlédneme, uvazujeme-li vétu pro bod na kruznici opsané

trojihelniku, pak jemu ptislusna Haggeova kruznice degeneruje na primku
(kruznici o nekonecné velkém poloméru) prochazejici ortocentrem trojihelnika.
Zaroven, je-li bod P sdm ortocentrem, pak kruznice degeneruje na bod (kru-
znice o nulovém poloméru). Tato véta je tedy v jistém smyslu zobecnénim
Simsonovy véty.
Pozndmka 2. 7 rovnice (2.5) také plyne, ze je-li AABC pravouhly s pravym
thlem u vrcholu A (podminka ¢; = 0), pak ortocentrum trojihelnika ABC
(tj. bod A) lezi na strané U'V’ trojuhelnika T"U’V"’, jehoz vrcholy vzniknou
zobrazenim libovolného bodu roviny P podle stran AABC.
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Zvolime-li v ptedchozim postupu a tedy i determinantu (2.3) jinou dvojici
jeho vrcholu, pak ortocentrum lezi na této strané pokud je ABC' pravothly

s pravym thlem proti zbyvajicimu vrcholu.

Poznamka 3. Na tomto misté poznamenejme, Ze nejen takto zobrazend piim-
ka, ale i puvodni Simsonova primka ma spojitost s ortocentrem trojihelnika.

Uvazujeme-li stied tsecky spojujici ortocentrum s bodem na kruznici opsané

ptei . gea+ci(b—c1)
2 2co

nici Simsonovy pifmky (viz déle (3.1)) piislusné tomuto bodu na kruznici

(obr. 9), ktery mé soufadnice S = [ , vidime, Ze spliuje rov-

opsané.!?

obr. 9 — stred usecky PV lezi na Simsonové piimce a Feuerbachové kruznici

Zéaroven vyjadiime-li parametry p a ¢ ze souradnic bodu S a dosadime
je do podminky, ze bod P je na kruznici opsané, ziskdme rovnici mnoziny

téchto pruseciku

2cox? — 2c901T + 2 y% — cryb + 1%y — coxb + coch — e’y = 0. (2.6)

12Tato véta musi zfejmé platit, nebot zobrazime-li pifmku (2.4) ve stejnolehlosti se
sttedem P a koeficientem s = 0.5 zpét na puvodni piimku, pak nebude prochézet jiz

ortocentrem, ale jeho obrazem — tj. stfedem usecky PV.
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Presvédcime se, ze touto rovnici je vyjadiena kruznice. Upravou ziskame

jeji stredovou rovnici

( 2c1 + 6)2 ( 4ey? + bey — 012)2 (c1? + ?) ((e1 — b)® + ?)
xr— +\y— = :
4 (&) 16 022

2.7)

Zameéime se jaky vztah mé kruznice (2.7) k puvodnimu trojihelniku.
Dosazenim do jeji rovnice se presvédéime, ze na kruznici lezi nékteré vyznaéné
body trojihelnika — vidime, ze napt. paty vysek trojihelnika ABC' lezi na
kruznici (2.7). Jedna se tedy o kruzmici deviti bodi'® trojihelnika ABC.
Mimo to, ze tento stied lezi na Simsonové pfimce, tak také nélezi kruznici

deviti bodu trojihelnika (obr. 9).

Uvédomime-li si plny rozsah tohoto tvrzeni, pak muzeme kromé bézné

definice, také definovat kruznici deviti bodu trojihelnika takto:

Veéta 2.8: Kruznice deviti bodu trojihelnika je mnozinou stredu
usecek spojujicich ortocentrum trojihelnika s body na jeho kruznici

opsané.

Disledek 2: Druhy zajimavy dusledek plyne pokud zvolime za afinni trans-
formaci zobrazeni slozené z rotace a stejnolehlosti. Otocenim pat kolmic
T,U,V kolem bodu P o thel 6 a zobrazenim ve stejnolehlosti se stredem

P a koeficientem k = — je zobrazime na body T',U’,V’'. Tyto body

cos 0

lezi na strandch trojihelnika a usecky TP, U'P a V'P sviraji se stranami

trojihelnika konstantni tithel «. Pak plati nésledujici véta:

13Kruznice deviti bodi (Feuerbachova kruznice) je kruznice na které lezi devét
vyznaénych bodu trojuhelnika — paty vysek, stiedy stran a stfedy usecek spojujici or-

tocentrum s vrcholy trojihelnika [10].
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/\ /N T

obr. 10 — afinni zobecnéni — piimka vedend pod obecnym tihlem (o = 5 = )

Véta 2.9: Necht je ddn trojtihelnik ABC, bod roviny P, orientovany
thel o, a € (0,7) a body T,U a V po fadé body na stranach trojihel-
nika a, b, c. Jestlize je bod P bodem kruznice opsané trojuhelniku ABC
a plati-li : |ZTP,a| = |[ZUP,b| = |£V P, c| = «, pak body T,U,V lezi na
piimce (obr. 10).

Obdobné muzeme uvazovat bod P na kruznici soustiedné ke kruznici
opsané. Pak v obdobné iivaze ma trojihelnik TUV pro vSechny body kruznice

konstantni obsah.*

14Pro obsah takového trojihelniku lze pomérné snadno ukazat, ze plati S’ = ﬁ S.
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2.1 Guzmanovo zobecnéni Simsonovy véty

Vsechna predchozi zobecnéni Simsonovy véty méla tu vlastnost, ze vychéazela
z kruznice opsané (¢i k ni soustfedné) a popisovala vlastnosti prvkua této
mnoziny. Zobecnéni, které objevil M. de Guzman r. 1999 [8], tuto vlastnost
mit nemusi, z této mnoziny nevychazi, ale naopak ji hleda. Poznamenejme, ze
toto zobecnéni v sobé zahrnuje vSechny predchozi piipady. Guzmaén si polozil
nasledujici otdazku:

Je-li ddn trojuhelnik ABC, bod roviny P a tiri vektory U, v a w, jakd je
mmnozina bodu roviny, pro néz je obsah trojiuhelnika, jehoZ vrcholy vzniknou
projekci bodu P ve smérech urcenych po Tadé vektory U, Vv .a W na strany
trojuhelnika ABC', konstantni?

Mnozinu bodiit budeme vy$etiovat analytickou metodu. Necht je zavedena
kartézska soustava soutradnic v roviné, v které jsou vrcholim trojihelnika
prifazeny soufadnice: A = [0;0], B = [b;0] a C' = [c1; ¢o]. Bodu P pritadime
soutadnice P = [p; ¢ a vektory, které urcuji sméry projekce bodu P na strany
a, b, a ¢, oznac¢ime U = (uy,uz), V= (v1,09) a W = (wq, ws).

Pak piimky, které jsou urceny témito smérovymi vektory, protnou strany
trojuhelniku v bodech U (projekce bodu P na stranu a), V' (projekce bodu

P na stranu b) a W (projekce bodu P na stranu c), pricemz plati

U= _p— (pca +q(b—c1) _bCQ)u1;q_ (pca +q (b —c1) — bea) ug (28)
L CoU1 + Usg (b — Cl) Coll] + U2 (b — Cl)
[ Co — qC1)V — )

V:p+<p2 Q1) 1;q+(p02 qC1) 2 7 (2'9>
L C1V2 — CU1 C1V2 — CU1

w=|p— L% 0. (2.10)
L Wa
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Pro orientovany obsah trojuhelniku UVW (Sapyw = S) plati

U1l U2 1

Dosazenim soutadnic z (2.8) — (2.10) a nahradou soufadnic bodu P za obecné

soutadnice ziskdme

Wy Co <U1U2 — ugvl) $2 + [(UllUQ — w1u2) bUQ -+ (Cle + U}1C2> (U2U1 — Ugul)] .
cxy + [crwy (uvg — ugvy) + buy (wyug — wauy )] Y% — wabcy (u1vy — ugvy) T—
— b[((crwe + wyicg) v1 — WVaCy) Uy — WalCoV1 ] Y+

(crvg — covy) (couy + ug (b — 1)) waS _
C2

+2 0. (2.11)

Jak snadno nahlédneme, koeficienty u kvadratickych ¢lent se vSechny
zaroven rovnaji nule pouze v pripadé, ze jsou sméry rovnobézné. Tento piipad
vsak musime vylouéit, nebot promitneme-li takto bod P, pak Syyw = 0,
body U, V, W jsou kolinearni a mnozinou jsou vSechny body roviny Fs.
Zaroven vyloucime ptipad, kdy jsou sméry rovnobézné s k nim piislusnym
stranam trojuhelniku. V takovémto piipadé je ziejmé, ze hledand mnozina
neexistuje. Ve vsech ostatnich pripadech popisuje rovnice (2.11) kuzelosecku.

Guzmén tedy zobecnil Simsonovu vétu takto [8]:

Véta 2.10 (Guzman): Necht je ddn v roviné trojuhelnik ABC', bod P
a tii sméry urc¢ené vektory u, v a w, které nejsou rovnobézné navzajem,
ani po radé se stranami trojihelnika. Mnozinou bodu P v roviné, pro
které m4 trojihelnik, jehoz vrcholy vzniknou projekci bodu P na strany
trojihelnika ve smérech u, v a w, konstantni obsah, je kuzelosecka po-

psand rovnici (2.11).
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Zajimavé je sledovat druh kuzelosecky v zavislosti na smérech projekce
a jeji vlastnosti ve vztahu k puvodnimu trojihelniku. Druh kuzelosecky, jez
je ddna obecnou rovnici ay12% + 2a197Y + a2y + 2137 + 2a93y + asz = 0,
vyjadiuji jeji diskriminanty!®

a11 12 a13
a1 a2

5:

) A= 12 22 Q23| -
a2 a2

ais Q23 a33

V zévislosti na hodnoté d-diskriminantu rovnice (2.11) muze byt mnozinou
bud’ elipsa (6 > 0), hyperbola (6 < 0) nebo parabola (§ = 0), piipadné jejich
singuldrni analogie (pokud A = 0).

Zabyvejme se tedy nékterymi vlastnostmi kuzelosecky (2.11), které lze

odvodit z jeji rovnice:

Poznamka 1. Pokud promitame bod P ve smérech kolmych na strany trojui-
helnfka: 4 = (¢, b — ¢1), V = (2, —c1) aw = (0, 1), pak § = b*cy? a mnozinou
je ziejmeé kruznice (6 > 0 a zaroven jsou si koeficienty u kvadratickych ¢lenu
rovny). Jak jiz diive bylo ukézano, jednd se o kruznici opsanou (pro S = 0,

Simsonova véta) nebo k ni soustfednou (viz Gergonneho zobecnéni).

Poznamka 2. Poznamenejme, Ze nejenom pii projekci ve smérech kolmych
na strany trojuhelnika je hledanou mmnozinou bodu kruznice. Jak bylo jiz
drive ukazano, volime-li takové tii smeéry, jez vznikly afinnim zobrazenim
sméru, které jsou kolmé na strany trojihelnika, pak i v tomto ptripadé popi-
suje rovnice (2.11) kruznici. Dukaz také plyne dosazenim do d-diskriminantu

kuzelosecky z rovnic (2.1).

Pozndmka 3. Simsonova véta popisuje specialni ptripad, kdy sméry projekce

jsou kolmé na strany trojihelnika, obsah trojihelniku UV W je nulovy. Voli-

15 A-diskriminant (diskriminant kuzelosecky) a é-diskriminant (diskriminant kvadra-

tickych €lent) jsou dva hlavni{ invarianty kuzelosecek. Vice viz [12].
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me-li libovolné sméry projekce, ale drzime se nulového obsahu AUV W | pak
plati [11]:

Véta 2.11: Kuzelosecka (2.11) pro S = 0 prochézi vrcholy trojihelnika.

Obsah je nulovy v ptripadé, ze jsou U, V a W kolinearni. Uvédomme si, ze
promitneme-li vrchol trojihelnika, pak pravé ve dvou smérech se promitne
sam na sebe a ve tfetim na bod, kterym piimka prochazi. Dukaz plyne také

dosazenim souradnic vrcholu do rovnice (2.11).

obr. 11 — pro S = 0 prochézi kuzelosecka vrcholy trojihelnika

Pozndmka 4. Ve vété 2.10 jsme tekli, ze vSechny sméry nesmi byt rovnobézné
— tedy alespon jeden je od obou zbyvajicich rizny. Nyni oddélme piipad, kdy

je pravé jeden ze sméru ruzny.

Véta 2.12: Regularni kuzelosecka degeneruje pro S = 0 na singularni

formu, jsou-li pravé dva ze sméru rovnobézné.
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Kuzelosecka vyjadiend rovnici (2.11) je singularni tehdy, je-li jeji A-dis-

kriminant nulovy. Pti uvazovani podminky S = 0 ziskdme vyjadieni
('U1U)2 — ’LU1U2> ('LL1UJ2 - Ule) (Ul’UQ - UQU1> = O, (212)

které je splnéno vzdy, jsou-li alespon dva ze sméru rovnobézné. D4 se ukazat,
ze mnozinou je v tomto pripadé dvojice ruznobéznych piimek (6 < 0), z nichz
jedna je prodlouzenim strany, na kterou promitdme tieti (nerovnobézny) vek-
tor a druhd prochézi protéjsim vrcholem a svira s prvni thel shodny s od-

chylkou prislusnych vektoru. Naopak, jsou-li tfi vektory od sebe ruzné, pak

obr. 12 — k vykladu véty 2.12

je mnozinou bodu pro S = 0 regularni kuzelosecka.

Pozndmka 5. Oproti predchozim poznamkam, kdy byly zkouméany vlastnosti
pro fixni obsah S = 0, nyni budeme zkoumat vlastnosti kuzelosecky (2.11)

pii fixnich smérech projekce, ale ruzném S.

Veéta 2.13: Pro dané tii sméry, ale ruzné obsahy S, ziskdme svazek

kuzelosecek, které maji spoleény stied.
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Dikaz plyne z J-diskriminantu kuzelosecky (2.11). Jak se snadno pfe-
svédéime, tento invariant neni zavisly na parametru S. Zaroven na tomto

parametru nezdvisi ani jedna z parcialnich derivaci podle x a y.'¢

A/ W A w

/ B / B

obr. 13 — k vykladu véty 2.13, vlevo pro S = 4, vpravo S =5

160znaéme obecnou rovnici kuzelosecky C (x,7y) = 0. Pak soufadnice stiedu jsou fesenim

soustavy rovnic W =0a %Z’y) = 0. Viz [12].
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3 Systém Simsonovych primek

Pokracujeme-li naddle v nasich ivahéch o Simsonové primce, vyvstava z vaz-

by bodu P na kruznici opsanou danému trojihelniku otézka, jak se systém

Simsonovych piimek chovd, pohybujeme-li bodem P po kruznici opsané.
Podivejme se na polohu Simsonovy piimky pfi rozlicnych polohach bodu

P v grafickém programu [17]:

obr. 14 — systém Simsonovych primek

Z tohoto obrazku vidime, ze dand obalka zfejmé existuje a pokusime
se tedy nalézt jeji rovnici. K tomu se vSak nejprve zaobirejme obdobnou

otézkou.

3.1 Vztah dvou Simsonovych primek

Drzme se myslenky rotace bodu na kruznici opsané trojuhelniku. Nejprve
nebudeme brat vsechny tyto piimky jako systém (a hledat ptislusnou obalku

primek), ale zamérime se na né jednotlivé. V dalsim postupu budeme uvazovat
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dvojici Simsonovych piimek Si a Si’ — Simsonovy piimky prislusné ke dvéma
bodum P a P’ na kruznici opsané.
Nejprve vyjadiime Simsonovu pfimku rovnici, k tomu pouzijeme napf.

paty kolmic U a V.7 Danou rovnici piimky popisuje determinant!®

T Y 1
c1-(pe1tqez) c2-(pe1+qez) 11=0
c124-c2? c124-c2? ’
p 0 1

Upravou tohoto determinantu ziskame rovnici
Si: x(per + qea) +y (pea — qer) — p (per + qee) = 0. (3.1)

Bod P’ vznikne zobrazenim bodu P v rotaci kolem stfedu kruznice opsané
o thel 0. Toto zobrazeni je dano slozenim vice zobrazeni — posunutim do
pocatku kartézské soustavy o vektor Sﬁ, rotaci o thel 6 a posunutim zpét

o opacny vektor. Vyslednd matice tohoto zobrazeni [12] je ve tvaru

2, .2 :
. c1°4co®—bcy ) sin 6
[COSQ —sin @ —beosf ( 5 ) +2 -I
( 2 2_yp ) o2 0
. __bsing ¢ +c2”—bey ) cos c124ce2%—bey
sinf cos6 5 50 + =
0 0 1

Bod P’ ma tedy soufadnice

)

P {(022 —2c9q+c1(c1 —b))sind 4 (2p — b) czcos0 + bey
202
— (22 —2coq+c1 (b—c1))cosf +co (2p —b)sinf + co® — ¢; (b— 1)

262

Paty kolmic spusténé z tohoto bodu na strany trojuhelnika jisté lezi v piimce

(bod lezi na kruznici opsané trojuhelniku) — tuto piimku vyjadiime jako

1"Ponechévame znaceni z piedchozi kapitoly.
18Viz poznamku 10.
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primku prochézejici body U" a V' (paty kolmic z bodu P’ na strany troju-
helnika AC' a AB). Pro jejich soutadnice plati:

C1

c 12 + co?
+2 <<022+q02—|—01 (51 +p)) cos ) + 12)),

5
1 .
ICEET) (((cr +2p —b) 2> — 21099 — &1 (b — 1)) sin O+

1 2

2 2 2
+2 ¢y <(C; + qco + 1 (p — C;)) cosf + q;—@)ﬂ

a pro druhou patu kolmic ziskame vyjadreni:

612 (b — Cl)

C2

) sin 60+

v {(022 —2cyq+ ¢ (g —b))sind + (2p—b)CQCOSQ+bCQ_O}

202

Rovnice ptimky prochazejici témito body je urcena napi. smérovym vekto-
rem W — k némuz snadno uréime normaélovy vektor. Ten je urcéen napf.
vyjadienim:

2
nyry: = (((219 —c—b) e’ —2a0q+a’(b- C1)> sin @ + 2 ((—C;+

c c12 + ¢y’
+qco + (p — —1> cl) cosf + ———> Ca;
2 2
((2p —c; —b) ey —2¢ic0q 4 1% (b — cl)) cosf — (—623 + 2% g+

+ (2 cp — 012) 02) sin 6 — (012 + 022) (b—c1) )

9 rovnice pifmky S,

Nés vSak nebude zatim zajimat exaktni vyjadfeni®
ale jeji odchylka od puvodni primky. Uhel téchto dvou piimek tak vyjadiime
jako odchylku jejich normalovych vektoru (ngy = fyry). Plati

ng; - Nisy

COSY = —5——F——5 -
7 Jhisi| - sy |

19Které jisté zvladne ctendi odvodit sdm.
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Upravou vyrazu a dosazenim podminky, Zze bod P lezi na kruznici opsané
trojihelniku (tj. cop? + caq® — beap + berq — qer® — qea® = 0 — podminka (1.8))

ziskdme vztah

1 0
cos p = 5\/(24—20050) = cos (2) :

Formulujme toto tvrzeni jako vétu:

obr. 15 — véta o poloviénim 1hlu (pro ¢ = %)

Véta 3.1: Necht je ddn v roviné trojihelnik ABC. Lezi-li body P
a P, na kruznici opsané trojihelniku ABC' a thlova velikost?*’oblouku
]4 b Pz\ — 0, pak plati, ze Simsonovy pifmky piislugné k bodim Py a P,

spolu sviraji ihel g, viz obr. 15.

Pozndmka 1. Pro zajimavost uved'me i synteticky dukaz této véty. Stoji totiz

na dulezité vlastnosti ortocentra, kterou je vhodné vyzdvihnout.

20(hlovou velikosti oblouku rozumime velikost mengfho stfedového thlu ptislusného

k danému oblouku.



3 SYSTEM SIMSONOVYCH PRIMEK 36

Lemma: Ortocentrum trojihelnika lezi na obrazu kruznice opsané

v 0sové soumérnosti podle libovolné strany trojihelnika?! (obr. 16, vlevo).

obr. 16 — k syntetickému dukazu véty 3.1

Ditkaz plyne z ndsledujici ivahy. Necht se kruznice opsané zobrazi podle
strany BC' na kruznici k" a vrchol A na A’ ktery jisté lezi na této kruznici.
Pak je ¢tyttuhelnik BV CA’ tétivovy a soucet jeho protéjsich ihlu je roven .
Staci ukézat, ze |ZBV C| = m — a. To vSak ziejmé plati, nebot z podobnosti
trojuhelniki AAP-C a AV PgC (podle "wu') vyplyva, ze |LPgVC| = a.
Pro zbylé vrcholy se diikaz provede analogicky. Nyni pfistupme k samotnému

dikazu véty 3.1.

Diikaz. Uvazujme dvojici bodi P, a P, na kruznici opsané trojuhelniku
ABC'. K nim pfislusné Simsonovy primky posuneme do ortocentra V' troj-
thelnika ABC' (viz obr. 16, vpravo) — které jsou s puvodnimi rovnobézné

a sviraji stejny thel. Kruznici opsanou k£ v osové soumérnosti podle libovolné

21Poznamenejme, ze se jedna o Haggeovu kruznici pro bod na této strané trojihelniku
[16].
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strany trojuhelnika ABC' zobrazime na k’. Obrazy bodu P;, P, musi tedy
lezet na takto zobrazené kruznici, ale i na posunutych piimkach a zaroven se
tyto piimky protinaji v ortocentru trojihelnika (viz véta 2.6) na k'.

K obvodovému thlu ZP[V Pj existuje stiedovy tthel ZP[SP; o dvojnasob-
né velikosti (véta o obvodovém tihlu). Tento obvodovy thel je bud pfimo od-
chylkou nebo doplitkem do 7. Zéaroven sttedovy tihel ZP]SP; je bud thlovou
velikosti oblouku ﬁl—\Pg nebo jejim doplikem do 27. Porovnanim téchto vztahu

ziskdme ¢ = g. O

Specidlnim piipadem véty 3.1 je pripad, kdy volime ihlovou velikost ob-
louku 151—152 rovnu 7. Pak je podle této véty thel, ktery svird dvojice Simso-
novych pifmek pifslusnych témto bodim, roven 7 — tyto dvé pifmky jsou na
sebe tedy kolmé. Na tuto dvojici bodu se vsak muzeme divat jako na body

soumérné podle stfedu kruznice opsané trojtihelniku.

obr. 17 — véta o poloviénim thlu (6 = )

V tomto piipadé je velmi zajimavé sledovat kromé odchylky obou primek
i v kterém bodé se spolecné protinaji. Simsonova piimka prislusnd bodu P je

urcend rovnici (3.1) a Simsonova piimka piislusna k diametrélné protilehlému
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bodu m4 rovnici

CoT (012 + c? — pe; — q02) + (—013 + b4 ca (g —ca) e+ e (b — p)) Y+
+(b—1p) (—622 +coq+ e (p— cl)) cy = 0.

Vidime, ze obé piimky jsou zavislé na parametrech p a ¢ — pro hledanou
mnozinu je tedy z rovnic eliminujeme a dosadime do podminky (1.8). Ziskdme

vztah
0123/ — bcyy 4 beycg — 2 c1c0n + 202y2 — 0223/ + 2c92% — begx = 0.

Jak snadno nahlédneme, tato rovnice se shoduje s rovnici (2.6). Mnozinou

téchto pruseciku je tedy kruznice deviti bodu trojihelnika.

Véta 3.2: Necht je ddn trojtihelnik ABC a body P a P’ na jeho kruznici
opsané. Stoji-li P a P’ diametralné proti sobé, pak jsou k nim piislusné
Simsonovy piimky na sebe kolmé a protinaji se v bodé na kruznici deviti

bodu trojuhelnika.

obr. 18 — prusecik lezi na Feuerbachové kruznici (véta 3.2)
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Opustme nyn{ tento specidlni ptipad a poznamenejme, Ze se d4 obdobnym
postupem ukézat, ze v ostatnich pripadech (0 € (0; 7)), je mnozinou pruseciki
piimek Si a Si’ hypocykloida [10] se stfedem ve stiedu kruznice deviti bodu

trojihelnika.

3.2 Obalka systému Simsonovych primek

V predchozim odstavci bylo nastinéno, ze mnozinou bodu, v kterych se dvé
Simsonovy piimky (ptislusné dvéma bodum na kruznici opsané o konstantni
thlové velikosti oblouku, ktery urc¢uji) protinaji, je v obecném piipadé hy-
pocykloida. V prvnim krajnim piipadé jsme uvazovali thel § = 7 a hypocy-
kloida degenerovala na Feuerbachovu kruznici. Druhy limitni ptipad, jez bu-
deme uvazovat, je # = 0 — tedy piimky jsou totozné. Zde mnozinu pruseciku

v jistém smyslu nahrazuje obalka Simsonovych piimek.

Na systém vSech Simsonovych primek budeme nahlizet jako na jedno-
parametrickou soustavu kfivek v roviné F'(z,y,t) = 0. Pro urceni tohoto

vyjadieni pouzijeme rovnici Simsonovy piimky (3.1):
Si:x (per + qez) +y (pe2 — qe1) — p (per + qe2) =0 (3.2)

a podminku (1.8), ze bod P lezi na kruznici opsané:
C2p2 + 02q2 — beap + beyq — q012 - C]C22 =0. (3.3)

Pro eliminaci proménnych p a g, parametrizujeme rovnici (3.2) paramet-
rem t, ktery piimo koresponduje s jednou proménnou a vyjadieni dosadime

do druhé rovnice.

Parametrizaci rovnice (3.2) ziskdvame

t(c1x + coy — tey)
tco — Cox + 1y

p=1t, q=
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a dosazenim do podminky (3.3)

y(t—$)022+(—t3+(2:n—|—b—cl)t2—(962+2 (b—cl)x+y2) t+
+b—c)2®+y’a)e+ay(t—a)(b—c¢)=0. (3.4)

Obélka?? systému pifmek je pak takova rovnice G (x,y) = 0, kterd vznikne

[12] eliminaci parametru ¢ z rovnic

OF (x,y,t)

F t)=0
('I7y7 ) ’ at

= 0.
Derivujme tedy rovnici (3.4) podle parametru t. Ziskdme
(2(3:—75)01 —3t2~|—2(b—|—2x)t—2bx—x2—y2)02+cly(b—cl)+022y:().

7 této rovnice ziskdvame pro parametr ¢ dvé hodnoty??

\/(3022y + ((cl +x— b)2 — 3y2) ca+3c1y (b — cl)> o+ 2r+b—cy)co

-

! 362

. —\/(3022y + ((01 +z— b)2 — 3y2) ca+ 3c1y (b — cl)) o+ (2e+b—c1)c

2 = .
SCQ

Postupné dosadime ¢; a ty do rovnice (3.4), ¢imz ziskdme rovnice R; = 0
a Ry = 0. Kazda z téchto rovnic popisuje pouze jistou ¢ast hledané obalky
(jedna pro primky ptislusné bodum na horni pulkruznici, druhd pro ostatni).

Abychom popsali obalku celou, vytvorime rovnici ze souc¢inu rovnic pred-

220bélkou systému rozumime takovou kiivku, jez mé s kazdou kiivkou daného systému
dotyk prvniho Fddu a tento bod dotyku lezi na této kiivee [12].
23Uvédomme si, ze t = p a pro jednu hodnotu p existuji az dva body P a tedy i dvé

piislusné Simsonovy piimky.
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chozich (R; - Ry = 0), kterd jisté popisuje obélku celou. Ziskavame rovnici
((3022y + (e + 2 — b)® — 3y?) ca + 3c1y (b — cl))% Ve + <§y (b—c1 —x)
(02 +c(b— cl)) + (g by? + (b —c; — x)3 —9y%x + 1801y2> 02>> .
( 302 y+ cl+x—b)2—3y2)02—|—3cly(b—cl))%\/54— (Zy(b—cl — )
(02 +c (b— cl)) + <g by? + (b —c; — x)3 — 9y + 1801y2> 02>> =0.
(3.5)

Jak snadno nahlédneme, pokud zavedeme v této rovnici substituci, pak

1ze rovnici (3.5) vyjadiit ve tvaru
(P\/Picz-l- QC2) (‘P\/ITCz + QCQ)) =0
P? — Q% =0, (3.6)
kde

P = 3c¢%y + ((01 +x— b)2 — 3y2) co+3cy(b—cy) a
9 9
Q= (2 by +(b—c; — ) — 992z + 18cly2> co + 5y <022 +c (b—c))
(b—c; —x).
Tato rovnice vsak nepopisuje obalku ve smyslu, ktery nas zajima. Jak
se snadno ¢tenar presvédéi, rovnice popisuje kromé obédlky i osu x (tedy

Simsonovu pifmku piislusnou bodu proti vrcholu C), kterd pro nds nemd

vyznam.

Rovnici (3.6) upravime tedy do tvaru:

y* -V (z,y) =0,
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kde

Vi(x,y) = 4¢o® (x2 + y2)2 —deo3a? (3b—2¢1) 420 co’x?y (022 + beyp — 012> +

+ 4 ey’ (5b—14c¢1) — 12 ey (022 + bey — 012) —co (614 — 2be+
+ (b2 -2 022) 12 + 14 beyco® — 120%¢9° + 024) % — (22b—4¢y)
(022 + bcy — 012) c’zy + ¢ (12 et —(b+2c1)(b—10¢1) 2 +12¢4°
(b— 01)2> y2 + 29 (b—c1) <014 — 2bey + (2 co? + b2) 12+ eot—
-2 b2022) T — 2 (022 + bey — 012) (2c14 —4bey® +2 (2 e + b2) 12—
—3beree? + 209t — b2022) y—ca(b— 01)2 (012 —bey + 622>2 =0. (3.7)

Obaélkou systému Simsonovych piimek je kfivka vyjadiend rovnici (3.7) (graf

viz obr. 19), jez se nazyva Steineruv deltoid [3] — jedna se o limitni pfipad

hypocykloidy.

Véta 3.3: Obalkou Simsonovych primek je Steineruv deltoid, popsany

rovnici (3.7).

Z

obr. 19 — Steineruv deltoid (modre)
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3.3 Steineruv deltoid

Zabyvejme se kratce vlastnostmi Steinerova deltoidu ve vztahu k puvodnimu
trojuhelniku. Steineruv deltoid jako hypocykloidu a jeho vlastnosti tykajici
se symetrie poprvé popsal Jakob Steiner r. 1857 [13].

Z grafu na obr. 19 je patrné, ze se deltoid dotyka stran trojihelnika.
Hledejme tedy prusecik deltoidu se stranou AB (AB : y = 0). Resenim

soustavy rovnic ((3.7), y = 0) pro x a y ziskdme tii pruseciky:

Plz[b_cl;0]7
—b \/(012 + C22) <(C1 — b)Q + C22> |
P2: -+ 70 )
2 262
_b \/(012 + 022) ((Cl — b)2 + 022) ]
P3: - — ,0
2 262

Vidime, ze pouze prvni z nich lezi na strané AB trojuhelniku a tedy del-
toid ma dotyk se stranou v tomto bodé. Tento bod zfejmé reprezentuje obraz
paty vysek ve stiedové soumeérnosti podle stfedu strany (obr. 20). Vzhledem
k symetrii deltoidu plati tato ivaha pro kazdou stranu. Druhé dva pruseciky
jiz lezi vné trojuhelnika, ve vzdélenosti od sttedu strany

R:V@Lmﬂ«ﬁ—W+@%, (3.8)

202

Tvrzeni pojmeme jako vétu:

Véta 3.4: Steineruv deltoid se dotyka stran trojuhelniku ABC' v bo-
dech stredové soumérnych s patami vysek podle stfedu stran trojuhelni-
ku (obr. 20).

Zabyvejme se zbylymi pruseciky, které lezi na prodlouzeni strany AC.

Jak snadno nahlédneme, tyto body lezi na kruznici k se stiedem ve stiedu
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obr. 20 — body dotyku se stranami trojihelnika, véta 3.4

strany AC' a polomérem danym vztahem (3.8) (obr. 21). Tato vzdalenost je
ziejmé dvojnasobkem poloméru kruznice deviti bodu trojihelnika (porovnej
(2.7)) a zaroven je jeji polomér roven poloméru kruznice opsané (porovnej
(1.9)). Z toho vyplyvé, ze se kruznice k dotykéa Feuerbachovy kruznice. Tento
bod dotyku lezi zobrazen ve stfedové soumeérnosti podle jejiho stiedu. Jeho

soutadnice pak jsou:

D— c1; 2 (4622 + bCl — 012)

Co
Tento bod lezi na pruseciku Feuerbachovy kruznice s vyskou trojuhelniku.
Jednd se tedy o stred tusecky spojujici ortocentrum s protéjsim vrcholem
trojihelnika.
Druha kruznice, které se k dotykd, je kruznice se stfedem ve stfedu

Feuerbachovy kruznice a s trojnasobnym polomérem. Jeji vyznam odhalime
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pozdéji.

Véta 3.5: Kruznice se sttedem ve stiedu strany prochazejici pruseciky
Steinerova deltoidu s prodlouzenim této strany se dotyka Feuerba-
chovy kruznice ve stredu tsecky spojujici ortocentrum a protéjsi vrchol
a zaroven se dotykd kruznice se sttedem ve stfedu kruznice deviti bodu

a trojndsobnym polomérem (viz obr. 21).

obr. 21 — dotyk kruznic, véta 3.5

Ovsem obdobnd véta plati (vyjma polohy bodu dotyku a pruseciky s del-
toidem) i pro ostatni body Feuerbachovy kruznice.?* Vsechny tyto kruznice
pak maji jako obdlku kruznici se stfedem ve stfedu kruznice deviti bodu
a o trojnasobném poloméru — do které je deltoid vepsan. Dale sledujeme-li
graf kiivky na obr. 21, vidime, ze deltoid mé t¥i vrcholy (body vratu delto-

idu), které musi lezet na této kruznici.

24Uvédomme si, ze obé kruznice jsou soustiedné.
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Tyto vlastnosti ostatné vyplyvaji i z toho, Ze deltoid je hypocykloidou,
ktera vznikne jako mnozina, kterou opisuje pevné zvoleny bod na kruznici
o poloméru kruznice opsané, ktera se vali v kruznici prochézejici vrcholy
deltoidu, resp. ji opisuje i pevné zvoleny bod na kruznici o poloméru kruznice
deviti bodu odvalujici se v kruznici o trojndsobném poloméru [10).

Jelikoz pak tyto kruznice maji v bodé dotyku s Feuerbachovou kruznici
s ni spolecnou teénu, pak muzeme tvrdit i ze deltoid se dotyka Feuerbachovy

kruznice [10].

obr. 22 — Steineruv deltoid se dotyka Feuerbachovy kruznice, véta 3.6

Véta 3.6: Steineruv deltoid se dotyka kruznice deviti bodu trojihelnika.

Nyni ze budeme zabyvat vlastnostmi Steinerova deltoidu, které plynou

piimo z faktu, ze je obalkou systému Simsonovych ptimek. Obalka primek je
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zavedena tak, ze se Simsonova piimka prislusna vsem bodum kruznice opsané
dotyka deltoidu. Uvazujeme-li Simsonovu piimku pro vrchol trojihelnika,
pak tato ptimka je ziejmé vyskou na protéjsi stranu. Plati tedy, ze i ptimky,
na nichz lezi vysky trojuhelnika, se dotykaji Steinerova deltoidu.

Déle, vzhledem k symetrii deltoidu, Simsonova ptimka prochéazejici stre-
dem deltoidu (stied Feuerbachovy kruznice) je jeho osou soumérnosti. Tyto
primky jsou tii a prochézi vrcholy deltoidu. Tyto vrcholy lezi na kruznici,
kterou jsme popsali jiz difve — a to na kruznici se sttedem ve stfedu kruznice

deviti bodu a trojndsobnym polomérem (obr. 23).

obr. 23 — vrcholy deltoidu

Vrcholy deltoidu jsou ziejmé singularnimi body kfivky [12] a proto vyho-
vuji soustavé rovnic

OF (z,y) _, 9F(z.y)

—0. F — 0.
. 9 0, (z,y) =0
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Toto vyjadieni vsak vede na kubickou rovnici, coz je duvodem, ze vrcholy
Steinerova deltoidu nejsou pro dany trojuhelnik eukleidovsky sestrojitelné.
Ostatné na kubickou rovnici vede i samotna podminka, aby Simsonova primka

prochézela sttedem Feuerbachovy kruznice.

Na zavér poznamenejme, ze trojuhelnik, ktery vrcholy deltoidu tvori,
je rovnostranny a mé strany rovnobézné s tzv. Morleyho trojihelnikem.?®
Dukaz této véty uvadi Guzman v [9]. Koneckoncu to, Ze vrcholy deltoidu
nejsou eukleidovsky sestrojitelné, je ve shodé s timto poznatkem — trisekce

uhlu je zfejmeé ekvivalentni této konstrukei.

obr. 24 — Morleyho trojihelnik ma strany rovnobézné s AV VeV

25Morleyho véta: Tii body na sousednich tietindch vnitinich thli trojihelnika formuji

rovnostranny trojthelnik [5].
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4 Zobecnéni Simsonovy véty do prostoru

Uvazujme dalsi zobecnéni Simsonovy véty, tentokrate do trojrozmérného
Eukleidovského prostoru. V tomto piipadé pojeti rozsifime na prostorovy
¢tyfstén a budeme uvazovat (resp. hledat) mnozinu bodu, pro které lezi paty

kolmic spusténych z daného bodu na stény ¢tytsténu v jedné roviné.

obr. 25 — zobecnéni problému do prostoru; 7', U, V' a W komplanarni

Zavedme si kartézskou soustavu soufadnic Ozyz v prostoru Es. Ctyfstén
ABCD umistéme vrcholem A do poc¢atku, hranou AB na osu x a sténou
ABC' do roviny xy. Pak maji vrcholy ¢tyfsténu prifazeny tyto souradnice:

A= [0;0;0]7 B = [b;O;O]a C = [01502;0] aD= [dl;d25d3]-

Stény ctyisténu ABC'D lezi v rovinéch, jez jsou analyticky uréeny rovni-
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cemi
OABC : z2 =0,
TABD : dzy — daz = 0,
OACD Cox — 1Y + (Cld2d_3dlCQ>Z =0,
oBCD ! x4+ (b—c)y+ (c1d3 + ber — dacp - bdz)z — bey = 0.

ds

Dale piitadme libovolnému bodu P prostoru Es soufadnice P = [py; po; p3]
a oznac¢me paty kolmic spusténé z tohoto bodu na stény ctyisténu po radé
T = [ti;tasts), U = [usugyug], V = [y v 03] @ W= [wi; wa; ws).

Pak piimky kolmé na stény ctyisténu jsou uréeny bodem P a normalovymi

vektory rovin, po tfadé

(Cldz - d102) )

Nnacp = | €2, —C1, d
3

(Cldg + bCQ — d102 — bdg))
ds '

Npcp = (Cz,b —ci,

Ptimky z bodu P urcené témito normalovymi vektory pak protinaji roviny
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stén ctyrsténu v bodech

T_ lpl n [((b—p1)ds +ps3(di — b)) ca + (p3da — dspa) (b — c1)] cobds
¢2ds? 4 (dsb — dsey)® + (erdy + bey — dycy — bdy)?
Do+ [((b—p1)ds +ps(di — b)) ca + (p3da — dspa) (b—c1)] (b—c1) d3'
¢2ds® + (dsb — dscr)? + (crdy + bey — dycy — bdy)? ’
s+ [((b—p1)ds +p3(di — b)) ca + (p3da — dspz) (b—c1)] [(b—dy) ca — da (b — c1)]
¢2ds® + (dsb — dscy)” + (c1dy + bey — dycy — bdy)?
U— lpl . [p3 (c1d2 — dica) + d3 (prc2 — pac1)] dzcy
d:’,2 (12 + 22) + (erdy — d102)2 7
o [p3 (c1dy — dicz) + d3 (pica — pacr)] dser
ds? (c12 4 ¢22) + (c1dy — d102)2 ’
s + [p3 (c1dy — dicz) + d (pica — pacr)] (c1da — d102)1
ds? (c12 + ¢22) + (c1dy — d102)2
V= {Plé P2 — 7d3p§ ki d2§3 35 P3 7d3p3 — d2§3 dQ}
dy” + ds dy” + ds
W = [p1; pa; 0].

Podminku, ze dané ¢tyti body T, U,V a W lezi v roviné vyjadiuje deter-

minant?6
t1 to t3 1
U U U 1
o = 0. (4.1)
(%} (%) V3 1
w1 Wwao W3 1

K snadnéjsimu vypoctu a tedy i nalezeni dané podminky vyuzijeme vsak
jiného postupu. Uvazujme tii vektory d = W [,V = Wiﬁ aw = W\_/z, pak

vysetiujeme, kdy jsou U,V a w komplandrni a namisto determinantu (4.1)

26Vsimneme si analogie s determinantem (1.5), kde dany determinant vyjadfoval

podminku pro kolinearitu t¥{ bodi.
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fesime determinant?’
uy — Uy — to us — t3
vy — 1ty vy — to vy —tg| = 0. (4.2)
wr —t1  we—1ly  ws—t3

Timto ziskdme podminku ve tvaru

d33022b -V (p1, p2,p3) -
(d3 +dy ) (d3 <C22 +(b—c1) ) + (c1dg + beg — dycy — bdy) )

kde vyraz V(p1, pa, p3) je zavisly na poloze bodu P.

Jak vidime, podminku vyjadfenou rovnici (4.3) muzeme zjednodusit®®
tak, ze na levé strané zustane pouze vyraz V(py,p2,ps) a naslednym dosa-
zenim obecnych souradnic z,y, z za soufadnice bodu P dostaneme rovnici
hledané mnoziny bodu. Vidime, Ze touto rovnici (rovnice (4.4)) je popsana
obecnd kubickd plocha R(x,y,z) = 0 [11]
co?ds?a%y — cads® (21 — b) ay® + ds’cr (b— 1) y° + cads (do® + ds® — cady) 2% 2+
+2dsdacy (1 — dy) wyz + ds [(di?dib + ds?) ca + crda (b — c1)] 29+
+ cods? (b—2dy) 22 + ds? [022 —2cody — ¢y (b— cl)] yz? + [02 (d22 —d; (b—

—d1)) — ca?dy + c1dy (b — c1)] dsz® — co’ds®bay + ds®crbeyy® — cadsb (da® + ds®—
—cady) vz — d3 [(do® + ds®) e1® + (2da (b — d) ea — b (do® + ds®)) 1 + (ds®—
—dy (b—d1)) 2] 2y + [e2 (b — 2d1) e1 + dib) do® — c1 (b — c1) do® + ((dr*—
—dib+ds?) &2 — crds® (b — c1)) da + dycads®d] 22 = 0. (4.4)

Pro pravidelny ¢tyfstén (pro hodnoty: b = 4,¢; = 2,¢5 = 2/3,d; =
2, dy = %ﬁ, ds = 47\/6) ziskdvame rovnici ve tvaru (4.5), jiz odpovida graf na
obrazku 26.
3v/2z (x2 +y? — 493) +3 (1022 + 8y2> + 6y (v — 4y) + 2 <y3 + \/52’3) -
—4V/6yz =0 (4.5)

2T 7 hlediska linearni algebry se d4 ukazat, ze jsou si tyto dva determinanty rovny.
28Ctenar promysli, ze v Gitateli i jmenovateli jsou pouze nenulové hodnoty.
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obr. 26 — mnozina bodu pro pravidelny ¢tytstén

Plocha vyjadiena touto rovnici se nazyva Cayleyho kubika. Jednd se o plo-
chu se ¢tyimi uzlovymi body ve vrcholech ctyfsténu a zaroven v ni lezi
devét vyznacnych piimek, z nichz 6 jich prochéazi uzlovymi body (hranami
Ctyfsténu) [6].

A dale napiiklad pro pravouhly étyistén (b = 4,¢1 = 0,¢0 = 4,d; =
0,dy = 0,d3 = 4) ziskdvame plochu, jejiz graf je na obr. 27 a je popsdna

rovnici
(x2—|—y2)z—|—(:c—|—y) (2> +ay) —daz —day —dyz = 0. (4.6)

Je prekvapivé, ze zobecnéni Simsonovy véty do trojrozmérného prostoru
na ¢tytrstén nedava jako mnozinu bodu kulovou plochu opsanou ¢tytsténu,
ale plochu danou rovnici (4.4). V dusledku muzeme tvrdit, ze existuje jista
analogie mezi Cayleyho kubikou pro dany ¢tyfstén a kruznici opsanou troj-

uhelniku.

Na zobecnéni Simsonovy véty v prostoru nahlizejme takto [11]:
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obr. 27 — mnozina bodu pro pravouhly ¢tyrstén

Véta 4.1: Necht je ddn v prostoru étyfstén ABCD. Mnozinou bodu,
pro které lezi paty kolmic spusténé na stény ctyisténu v jedné rovine,
je plocha popsana rovnici (4.4). V obecném piipadé se jedna o kubickou

plochu.

Pozndmka 1. Jisté se nabizi i nésledné zobecnéni Gergonneho véty (kapitola
1.1), kdy misto komplanarity bodu T, U, V, W budeme uvazovat konstantni
objem tpatnicového ¢tyisténu TUVW. Pak plati®”

up — 1y Uy — ta uz — 3
v — tl Vg — tz V3 — t3 =6 VTUVW (47)

wy —t  wa—ty w3z —13

29Viz [12].
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a z tohoto determinantu plyne hledand mnozina bodu
V(z,y,2) — 6 Vrgyw -V (ABCD) =0,
kde V(z,y, 2) je vyraz popsany diive rovnici (4.4) a
V (ABCD) = L (ds® + do®) ((c1 + c2)’ds® + (crdy — dica)?)

N d33C22b

(d32 (622 + (b - 01)2) + (Cldg + bCQ - d102 — bd2)2) . (48)

obr. 28 — mnozina bodu pro pravidelny c¢tytstén, Vrgyw = 1

Opét vykreslime graf plochy pro pravidelny ¢tytstén. Jak je z grafu plochy

na obr. 28 patrné, i zde by se dala najit analogie s plochou na obr. 26.3

30 Analogicky pro Gergonneho zobecnéni Simsonovy véty v roviné, mnozinou bodu je

kruznice opsand trojihelniku zobrazend ve stejnolehlosti (zvétsend nebo zmensend).
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Jak bylo v praci ukazano, problematika Simsonovy véty je pomérné rozsahla
a zasahuje do mnohych kapitol geometrie trojihelnika. Pravé jejim uzitim lze
pomérné snadno odhalit zajimavé souvislosti mezi nékterymi geometrickymi
objekty.

Presto jsme zcela opomnéli nahlizet na Simsonovu vétu jako na geomet-
rické zobrazeni, které kazdému trojihelniku v roviné pritazuje jednoznacné
Steineruv deltoid, resp. rovnostranny trojihelnik, jehoz vrcholy jsou vrcholy
deltoidu, a toto zobrazeni muzeme srovnat jednak s Morleyho nebo i Napo-
leonovou vétou [5]. Jak je v praci ukdzéano, tyto vrcholy nelze vzhledem ke
strandm puvodniho trojuhelniku Eukleidovskou konstrukei sestrojit. Proto se

nabizi hledani alespon piiblizné konstrukce, jez by ji mohla vérné nahradit.

Zaroven se nedostalo na teSeni problematiky Morleyova trojihelniku, jez
je sama o sobé velmi rozsahla a vypoctové naroéna. Ctenar tedy promine, ze
ponechdvame tuto vétu bez dukazu a na jeji souvislost se Simsonovou vétou

pouze odkazujeme prostiednictvim [9].

Zanedbani se také dostalo Guzmanové zobecnéni, u néjz je opomenuta
Eukleidovska konstrukce kuzelosecky, jez je mnozinou hledanych bodu. Tato

konstrukce je popsdna napi. v Guzmanové puvodnim ¢lanku [8] nebo v [11].

Mensi pozornost byla také vénovana zobecnéni v prostoru, kde se nabizi
pripadna analogie Guzméanova projektivniho zobecnéni. Zaroven nebyla vy-
Setfena obalova plocha rovin a byly zanedbany vlastnosti Cayleyho kubiky

jako analogie kruznice opsané trojtihelniku.

Tyto souvislosti vSsak musely byt vynechany anebo pfedstaveny pouze
kratce a vétsinou bez dikaz, nebot jejich podrobné zkoumani by svym roz-
sahem vydalo na knihu. Piesto byla snaha problematiku vnimat komplexné,

jak uz je v matematice zvykem.
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