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Obor SOČ: Matematika a statistika (1)
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V Českých Budějovićıch, 8. dubna 2013

Emil Skř́ı̌sovský
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Abstrakt

Práce představuje Simsonovu větu a z ńı vycházej́ıćı zobecněńı, která jsou

dále podrobně zkoumána. U těchto zobecněńı je uvedeno několik nových tvr-

zeńı, z nichž je většina dokazována analytickou metodou.

V prvńı části práce je čtenáři představena Simsonova věta a z jej́ıho ana-

lytického d̊ukazu přirozeně odvozeno Gergonneho, Guzmánovo projektivńı

a afinńı zobecněńı Simsonovy věty. Zároveň je nast́ıněno zobecněńı věty do

trojrozměrného Eukleidovského prostoru.

Zvláštńı pozornost je věnována Steinerově deltoidu, na který je nahĺıženo

jako na obálku Simsonových př́ımek.

Kĺıčová slova: Simsonova věta, Simsonova př́ımka, Gergonneho zobecněńı,

afinńı zobecněńı, Guzmánovo zobecněńı, Steiner̊uv deltoid.

Abstract

The paper covers Simson-Wallace theorem and its generalizations which are

further examined. Several new theorems related to these generalizations are

obtained using analytical methods.

In the first part the reader is introduced into the topic of Simson-Wallace

theorem. From its analytical proof Gergonne, affine and Guzman projective

generalizations are naturally derived. Simultaneously the generalization of

the theorem into space is described.

Special attention is paid to Steiner deltoid curve as the envelope of the

system of Simson-Wallace lines.

Keywords: Simson-Wallace theorem, Simson line, Gergonne generalization,

Guzman generalization, affine generalization, Steiner deltoid curve.
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Úvod

Evropská geometrie plně navázala na řeckou geometrii až v 18. stolet́ı, kdy

již byla plně rozvinuta analytická geometrie, která podává silněǰśı možnosti

v objevováńı a d̊ukazech geometrických vět. Právě v té době vznikala pod-

statná část vět, jež zasahuj́ı do geometrie trojúhelńıka.

Jednou z nich je Simsonova věta, která popisuje zaj́ımavou vlastnost bod̊u

kružnice opsané. V prvńı části práce je čtenář s touto větou obeznámen

a jsou mu představena známá zobecněńı Simsonovy věty – Gergonneho ve

smyslu degenerace úpatnicového trojúhelńıku na př́ımku a Guzmánovo pro-

jektivńı zobecněńı. Mimo ně je popsáno afinńı zobecněńı, které ačkoliv spadá

do Guzmánova zobecněńı, tak toto zobecněńı se striktně drž́ı kružnice opsané

trojúhelńıku. Poznamenejme, že oproti bežné literatuře, kde je Simsonova

věta odvozována a dokazována synteticky, zde nám ryze analytické pojet́ı

umožňuje př́ımo odvodit zobecněńı věty.

V třet́ı kapitole je nahĺıženo na všechny Simsonovy př́ımky jako na celek

a je zkoumána obálka tohoto systému. Je ukázáno, že se jedná o Steiner̊uv

deltoid, jehož vlastnosti jsou v práci dále rozebrány. V samotném závěru

práce je nast́ıněno zobecněńı problematiky do prostoru.

Př́ınos práce tkv́ı v uvedeńı některých vlastnost́ı Simsonovy věty, zejména

se jedná o afinńı zobecněńı věty, některé vlastnosti Steinerova deltoidu a sys-

tému Simsonových př́ımek. Přesto řada vlastnost́ı, které jsou zde prezen-

továny je již známa, jak je v př́ıslušných citaćıch uvedeno. Vedle toho je

př́ınosem i jednotný a mnohdy originálńı zp̊usob dokazováńı tvrzeńı, založený

na analytických metodách, a který se oṕırá o podporu poč́ıtače a výpočetńıch

systémů.

K výpočt̊um bylo použito softwaru Maple v. 13 [19] a obrázky byly źıskány

pomoćı programu GeoGebra [17].
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1 Simsonova věta

Poměrně zaj́ımavou vlastnost bod̊u lež́ıćıch na kružnici opsané trojúhelńıku

vyjadřuje Simsonova věta. Ačkoliv je pojmenována po skotském matemati-

kovi Robertu Simsonovi, větu objevil a dokázal až roku 1797 opět skot Wil-

liam Wallace. V některé literatuře se proto čtenář setká i s pojmenováńım

Wallace-Simsonova věta.

Wallace ukázal, že pokud je dán libovolný trojúhelńık, pak body na

stranách trojúhelńıka, které jsou nejbĺıže danému bodu na kružnici opsané

trojúhelńıku, lež́ı na př́ımce. Přitom plat́ı i opačná implikace. Jestliže tři

body na stranách trojúhelńıka, které jsou nejbĺıže danému bodu roviny, lež́ı

v př́ımce, pak tento bod lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku. Z matema-

A B

C
P

V

U

T

obr. 1 – Simsonova věta

tického hlediska jsou těmito body samozřejmě paty kolmic spuštěné na strany

trojúhelńıka. Formulujme tedy Simsonovu větu takto [4]:

Věta 1.1 (Simsonova): Necht’ je dán v rovině trojúhelńık ABC a libo-

volný bod P . Paty kolmic spuštěných z bodu P na strany trojúhelńıka

ABC lež́ı na př́ımce právě tehdy, když P lež́ı na kružnici opsané danému

trojúhelńıku.
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D̊ukaz. Samotný d̊ukaz této věty provedeme analyticky. Trojúhelńık si umı́s-

t́ıme do zvolené kartézské soustavy souřadnic, vrcholem A do jej́ıho počátku

a stranou AB na osu x. T́ım jsou vrchol̊um trojúhelńıka přǐrazeny souřadnice:

A = [0; 0], B = [b; 0] a C = [c1; c2]. Bodu P přǐrad́ıme souřadnice P = [p; q].

A B

C P

T

U

V x

y

obr. 2 – k d̊ukazu Simsonovy věty

Větu tvaru ekvivalence rozeṕı̌seme pomoćı dvou implikaćı. V prvńı části

d̊ukazu nejprve dokážeme implikaci zleva – tj. lež́ı-li paty kolmic spuštěných

z daného bodu na př́ımce, pak je tento bod na kružnici opsané trojúhelńıku.

Př́ımky, na nichž lež́ı strany trojúhelńıka ABC, jsou určeny rovnicemi

AB : y = 0,

AC : c2x− c1y = 0,

BC : c2x+ (b− c1) y − bc2 = 0.

Dále označme paty kolmic na strany a, b, c po řadě T = [t1; t2], U = [u1;u2]

a V = [v1; v2]. Zřejmě plat́ı: v1 = p a v2 = 0.

Plat́ı, že př́ımka kolmá na stranu AC (určená normálovým vektorem

~nAC = (c2,−c1)) a procházej́ıćı bodem P má rovnici

u : c1x+ c2y − pc1 − qc2 = 0.
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Bod U má pak souřadnice1

u1 =

∣∣∣∣∣∣ 0 −c1
pc1 + qc2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣c2 −c1
c1 c2

∣∣∣∣∣∣
=
c1 · (pc1 + qc2)

c12 + c22
(1.1)

a pro druhou plat́ı

u2 =

∣∣∣∣∣∣c2 0

c1 pc1 + qc2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣c2 −c1
c1 c2

∣∣∣∣∣∣
=
c2 · (pc1 + qc2)

c12 + c22
. (1.2)

Normálový vektor ke straně BC má souřadnice ~nBC = (c2, b− c1) a tedy

kolmice spuštěná z bodu P na stranu a je popsána rovnićı

t : x (b− c1)− c2y − p (b− c1) + qc2 = 0.

Zcela analogicky má bod T = [t1; t2] souřadnice

t1 =

∣∣∣∣∣∣ bc2 b− c1
p (b− c1)− qc2 −c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ c2 b− c1
b− c1 −c2

∣∣∣∣∣∣
=
p (c1 − b)2 + bc2

2 + qc2 (c1 − b)
(c1 − b)2 + c22

(1.3)

a druhá souřadnice je rovna

t2 =

∣∣∣∣∣∣ c2 bc2

b− c1 p (b− c1)− qc2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ c2 b− c1
b− c1 −c2

∣∣∣∣∣∣
=
pc2 (c1 − b) + qc2

2 − bc2 (c1 − b)
(c1 − b)2 + c22

. (1.4)

1Źıskáme z Cramerova pravidla pro výpočet řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
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Nyńı vyšetř́ıme, kdy dané paty kolmic T, U, V lež́ı v jedné př́ımce. Proto

budeme uvažovat následuj́ıćı determinant:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 t2 1

u1 u2 1

v1 v2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.5)

Maj́ı-li dané body ležet na př́ımce, pak tento determinant muśı být nu-

lový.2 Plat́ı∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p(c1−b)2+bc22+qc2(c1−b)

(c1−b)2+c22
pc2(c1−b)+qc22−bc2(c1−b)

(c1−b)2+c22
1

c1·(pc1+qc2)
c12+c22

c2·(pc1+qc2)
c12+c22

1

p 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1.6)

a následnou úpravou determinantu (1.6) źıskáme podmı́nku

bc2
2 (c2p

2 + c2q
2 − bc2p+ bc1q − qc12 − qc22)

(c12 + c22)
Ä
(c1 − b)2 + c22

ä = 0. (1.7)

Jelikož c1
2 + c2

2 6= 0 (pak by bod C přecházel v bod A), (c1 − b)2 + c2
2 6= 0

a zároveň bc2
2 6= 0 (pokud b = 0 nebo c2 = 0, pak jsou body A, B, C

kolineárńı), podmı́nka (1.7) se redukuje do tvaru

c2p
2 + c2q

2 − bc2p+ bc1q − qc12 − qc22 = 0. (1.8)

V daľśım kroku d̊ukazu je třeba ukázat, že touto podmı́nkou jsou vyjádře-

ny body kružnice opsané. Využijeme znalosti, že střed kružnice opsané troj-

úhelńıku ABC lež́ı v pr̊useč́ıku os jeho stran. Označme jej́ı střed S a poloměr

R. Střed S lež́ı tedy na pr̊useč́ıku osy strany AB: x = 1
2
b a osy strany AC

(určené bodem SAC =
î
c1
2
, c2

2

ó
a směrovým vektorem ~nAC):

oAC : c1x+ c2y −
c1

2 + c2
2

2
= 0.

2Vektory
−−→
TU a

−−→
UV jsou kolineárńı, plat́ı tedy

−−→
TU = k

−−→
UV, neboli (u1 − t1) (v2 − u2)−

(u2 − t2) (v1 − u1) = 0. Přepsáńım tohoto vztahu pomoćı determinant̊u plyne vztah (1.6).

Podrobněǰśı odvozeńı je uvedeno v [12].
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Pak má střed S souřadnice

S =

ñ
b

2
;
c1

2 + c2
2 − bc1

2c2

ô
a poloměr kružnice opsané R je roven

R =

ÃÇ
b

2

å2

+

Ç
c12 + c22 − bc1

2c2

å2

. (1.9)

Rovnice kružnice opsané trojúhelńıku ABC má tedy tvarÇ
x− b

2

å2

+

Ç
y − c1

2 + c2
2 − bc1

2c2

å2

=

Ç
b

2

å2

+

Ç
c1

2 + c2
2 − bc1

2c2

å2

,

po úpravě

x2 + y2 − bx− c1
2 + c2

2 − bc1
c2

y = 0,

c2x
2 + c2y

2 − bc2x− c12y − c22y + bc1y = 0. (1.10)

Dosad́ıme-li pak do této rovnice souřadnice bodu P , rovnice (1.10) se

shoduje s výše odvozenou podmı́nkou vyjádřenou rovnićı (1.8), kterou bod

P splňuje tehdy, lež́ı-li na kružnici opsané trojúhelńıku ABC.

Obrácenou implikaci (implikaci zprava) převedeme na d̊ukaz k ńı obmě-

něné implikace a dokážeme, že když nelež́ı paty kolmic spuštěné z daného

bodu na př́ımce, pak tento bod nelež́ı na kružnici opsané. Pokud jsme bod

P zvolili libovolně, pak z předpokladu, že pro něj neplat́ı podmı́nka (1.6),

vyplývá, že neplat́ı ani (1.8) (resp. (1.10)). Souřadnice tohoto bodu tedy

nevyhovuj́ı rovnici kružnice opsané trojúhelńıku.

Simsonova věta je t́ımto dokázána.
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1.1 Gergonneho zobecněńı Simsonovy věty

Zaj́ımavé je sledovat širš́ı a obecněǰśı pojet́ı Simsonovy věty. Proto budeme

hledat některé zaj́ımavé d̊usledky, které plynou z postupu předchoźıho d̊ukazu.

Definice 1.1: Úpatnicovým trojúhelńıkem, jenž př́ısluš́ı bodu P

k trojúhelńıku ABC, nazveme takový trojúhelńık, jehož vrcholy jsou paty

kolmic spuštěné z bodu P na strany3 trojúhelńıka ABC (viz obr. 3).

A B

C

P

U
T

V

obr. 3 – k definici úpatnicového trojúhelńıka

Budeme dále zkoumat determinant (1.5) z předchoźı kapitoly. Pro př́ıpad,

kdy dané tři paty kolmic T, U a V lež́ı v jedné př́ımce jsme daný determinant

položili roven nule. Nyńı budeme uvažovat zobecněńı, kdy se daný determi-

nant rovná zvolené nenulové konstantě k:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 t2 1

u1 u2 1

v1 v2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = k. (1.11)

3Př́ıpadně na jejich prodloužeńı.
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Vycháźıme přitom ze vztahu pro výpočet obsahu trojúhelńıka, známe-li sou-

řadnice jeho vrchol̊u4

S =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 t2 1

u1 u2 1

v1 v2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.12)

Pak plat́ı k = 2S. Vyšetřujeme a hledáme podmı́nku, kdy má daný úpatnicový

trojúhelńık př́ıslušný bodu P roviny k danému trojúhelńıku ABC konstantńı

obsah S.

S4TUV = konst.

A B

C

P

V

T

U

obr. 4 – úpatnicový trojúhelńık o konstantńım obsahu

Definice 1.2: Orientovaným obsahem trojúhelńıka5 ABC nazveme

č́ıslo určené vztahem (1.12). To ve skutečnosti odpov́ıdá reálnému ob-

sahu trojúhelńıka ABC, v př́ıpadě značeńı vrchol̊u po směru hodinových

ručiček má záporné znaménko.

Při popsáńı úlohy ve stejné soustavě souřadnic a při stejném přǐrazeńı

vrchol̊u jako v předchoźı kapitole źıskáme dosazeńım souřadnic pat kolmic

4Odvozeńı viz [12].
5Obdobně bychom mohli zavést orientovaný obsah mnohoúhelńıka.
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T, U a V ze vztah̊u (1.1) – (1.4) do determinantu (1.12) pro orientovaný

obsah úpatnicového trojúhelńıku TUV podmı́nku podobnou rovnici (1.7):

bc2
2 (c2p

2 + c2q
2 − bc2p+ bc1q − qc12 − qc22)

(c12 + c22)
Ä
(c1 − b)2 + c22

ä = 2S,

jej́ıž úpravou a nahrazeńım souřadnic p, q bodu P za obecné x, y dostaneme

rovnici hledané množiny:

c2x
2 − bc2x+ c2y

2 + bc1y − c12y − c22y =
2S (c1

2 + c2
2)
Ä
(c1 − b)2 + c2

2
ä

bc22
,

neboliÇ
x− b

2

å2

+

Ç
y − c1

2 + c2
2 − bc1

2c2

å2

=

Ç
b

2

å2

+

Ç
c1

2 + c2
2 − bc1

2c2

å2

+
2S (c1

2 + c2
2)
Ä
(c1 − b)2 + c2

2
ä

bc23

(1.13)

Z rovnice (1.13) vyplývá, že množinou bod̊u roviny, pro které má úpatnicový

trojúhelńık na strany trojúhelńıka ABC konstantńı obsah S, je kružnice se

středem na osách stran a poloměrem

R =

ÃÇ
b

2

å2

+

Ç
c12 + c22 − bc1

2c2

å2

+
2S (c12 + c22)

Ä
(c1 − b)2 + c22

ä
bc23

.

(1.14)

Jak snadno nahlédneme, jedná se o soustřednou kružnici ke kružnici opsané.

Toto tvrzeńı se nazývá Gergonneho věta. [11]

Věta 1.2 (Gergonne): Necht’ je dán trojúhelńık ABC. Množinou bod̊u

v rovině, pro které má př́ıslušný úpatnicový trojúhelńık konstantńı obsah

S je kružnice soustředná s kružnićı opsanou trojúhelńıku a poloměrem

určeným vztahem (1.14).
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Poznámka 1. Ve skutečnosti mohou být takové kružnice dvě, ve vztahu (1.14)

totiž stále hovoř́ıme o obsahu S jako o orientovaném obsahu trojúhelńıka.6

Pozornému čtenáři jistě neuniklo, že takto formulovaná věta je zobecněńım

Simsonovy věty. Právě připuštěńım k = 0 v determinantu (1.11) plyne nu-

lový obsah úpatnicového trojúhelńıku TUV a poloměr určený vztahem (1.14)

přecháźı v poloměr kružnice opsané (1.9). To nás vede k vysloveńı daľśı for-

mulace Simsonovy věty:

Věta 1.3 (Simsonova): Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod roviny P .

Úpatnicový trojúhelńık z bodu P na strany4ABC degeneruje na př́ımku

právě tehdy, lež́ı-li bod P na kružnici opsané trojúhelńıku ABC.

6Uvědomme si, že třet́ı člen pod odmocninou ve vztahu pro poloměr (1.14) může být

záporný. Je-li tedy v absolutńı hodnotě větš́ı než součet prvńıch dvou, pak výraz pod

odmocninou neńı definován.
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2 Afinńı zobecněńı Simsonovy věty

Gergonneho zobecněńı Simsonovy věty poskytuje zobecněńı ve smyslu de-

generace úpatnicového trojúhelńıka na př́ımku. My však budeme v postupu

generalizace postupovat ještě hlouběji. V této části prozkoumáme platnost

předchoźıch vět v afinńı transformaci roviny a odvod́ıme z nich některé

zaj́ımavé d̊usledky.

Definice 2.1: Afinńı transformaćı roviny rozumı́me takovou transfor-

maci, která zobrazuje bod roviny X = [x; y] na bod X ′ = [x′; y′] podle

rovnic, které můžeme udat ve tvaru:

x′ = a1x+ b1y + c1

y′ = a2x+ b2y + c2, kde a1b2 − a2b1 6= 0. (2.1)

Afinńı transformace jsou základńımi druhy transformaćı. Z geometrického

hlediska jsou tyto transformace k našim představám pojmu transformace

nejbĺıže, z planimetrie je dávno známe a využ́ıváme – souměrnosti, rotace

nebo posunut́ı patř́ı právě do této skupiny transformaćı. Přejděme však k je-

jich základńım vlastnostem [12]:

Věta 2.1: Obrazem př́ımky p v afinńı transformaci A je př́ımka p′.

Neboli: lež́ı-li 3 body X, Y, Z na př́ımce p, pak i jejich obrazy X ′, Y ′ a Z ′

v této transformaci lež́ı na př́ımce p′.

Důkaz této věty plyne dosazeńım rovnic (2.1) do obecné rovnice př́ımky.

Podle této věty můžeme zobecnit Simsonovu větu (věta 1.1) ve smyslu afinńı

transformace pat kolmic T, U, V (při zachováńı značeńı z předchoźı kapitoly).
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Věta 2.2: Necht’ je dán trojúhelńık ABC, bod P a afinńı trans-

formace A . Pak obrazy pat kolmic spuštěných z bodu P na strany

trojúhelńıka ABC zobrazené v afinńı transformaci A lež́ı v jedné př́ımce

právě tehdy, když P je bodem kružnice opsané trojúhelńıka ABC.

Opust́ıme na chv́ıli větu 2.2 a na jej́ı d̊usledky a uplatněńı se zaměř́ıme

později. Odvod́ıme pro daľśı postup neméně d̊uležitou vlastnost afinńıch

transformaćı.

Věta 2.3: Necht’ je dána afinńı transformace A . Maj́ı-li dva trojúhelńıky

v kartézské soustavě Oxy orientované obsahy S1 a S2 a plat́ı-li pro ně

S1 : S2 = k, pak v kartézské soustavě O′x′y′ (A : Oxy → O′x′y′) jsou

hodnoty orientovaných obsah̊u S ′1 a S ′2 ve stejném poměru.

Speciálně, jsou-li si orientované obsahy dvou útvar̊u v soustavě Oxy

rovny, pak jsou si rovny i v soustavě O′x′y′.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro trojúhelńık, vyjdeme ze vztahu (1.12) pro ori-

entovaný obsah. Pak obsah trojúhelńıku KLM v soustavě Oxy je roven

S =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k1 k2 1

l1 l2 1

m1 m2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Po dosazeńı vztah̊u (2.1) źıskáme vyjádřeńı pro obsah 4K ′L′M ′ v soustavě

O′x′y′

S ′ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 k1 + b1 k2 + c1 a2 k1 + b2 k2 + c2 1

a1 l1 + b1 l2 + c1 a2 l1 + b2 l2 + c2 1

a1m1 + b1m2 + c1 a2m1 + b2m2 + c2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Úpravou a porovnáńım determinant̊u se ukáže platnost následuj́ıćıho:

2S ′ =

∣∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k1 k2 1

l1 l2 1

m1 m2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2S

∣∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣∣ , neboli

S ′

S
=

∣∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣∣ = konst. (2.2)

Ze vztahu (2.2) již př́ımo vyplývá platnost dokazované věty.

Vyjdeme-li z platnosti této věty, dokážeme zobecnit i Gergonneho větu

(věta 1.2) v obdobném pojet́ı.

Věta 2.4: Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod P na kružnici soustředné

ke kružnici opsané 4ABC. Obsah 4T ′U ′V ′, jehož vrcholy jsou obrazy

pat kolmic spuštěných z bodu P na strany 4ABC zobrazené v afinńı

transformaci A , je pro všechny body P této kružnice konstantńı.

Takto formulovaná věta je zobecněńım věty předchoźı (věta 2.2).

Nahrad́ıme v této větě postupně afinńı transformaci některými jej́ımi

př́ıklady a ukažme jej́ı geometrické využit́ı.

Důsledek 1: Afinńı transformaćı ve větě 2.4 rozumějme stejnolehlost se

středem v bodě P a koeficientem κ = 2. Jak snadno nahlédneme, v tomto

př́ıpadě se zároveň jedná o osovou souměrnost bodu P vzhledem ke stranám

trojúhelńıka7 (obr. 5). Dané body T ′, U ′, V ′ jsou pak obrazy bodu P v této

osové souměrnosti. Podle vztahu (2.2) pro obsah 4T ′U ′V ′ plat́ı8

S ′ = 4S.

7Vektory
−−→
TT′ a

−−→
TP maj́ı stejnou velikost a jsou kolmé na stranu trojúhelńıka – vyhovuj́ı

definici osové souměrnosti.
8Pro stejnolehlost s koeficientem k ve vztahu (2.2) plat́ı a1 = κ, a2 = 0, b1 = 0, b2 = κ.
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A
B

C

S

P

T
V

U

U ′

T ′
V ′

obr. 5 – afinńı zobecněńı Gergonneho věty – v osové souměrnosti

Jako speciálńı př́ıpad vezmeme v úvahu př́ıpad ve smyslu věty 2.2, kdy

dané tři obrazy muśı ležet v př́ımce. Toto tvrzeńı shrnuje věta:

Věta 2.5: Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod P na jeho kružnici

opsané. Pak obrazy bodu P v osové souměrnosti podle stran trojúhelńıka

lež́ı na př́ımce (obr. 6).

Si ′

Si

A B

C

P

T

V

U
U ′

T ′

V ′

obr. 6 – afinńı zobecněńı Simsonovy věty (osová souměrnost)

Zastavme se u vlastnost́ı takto zobrazené př́ımky. Pokud zvoĺıme libo-
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volnou polohu bodu P na kružnici opsané, pak tato př́ımka vždy procháźı

ortocentrem trojúhelńıka. Pokusme se tuto vlastnost dokázat.

D̊ukaz. Takto zobrazená př́ımka je určena body T ′, U ′ a V ′, jež źıskáme

posunut́ım pat kolmic9 T , U a V po řadě o vektory
−→
PT,

−−→
PU a

−−→
PV.

Plat́ı tedy T ′ = T +
−→
PT = 2T − P , U ′ = U +

−−→
PU = 2U − P a V ′ =

V +
−−→
PV = 2V −P . Vı́me-li že tyto body lež́ı na př́ımce (podle věty 2.2), pak

pro určeńı jej́ı rovnice stač́ı dva body:

T ′ =

[
2
p (b− c1)2 − bc2q + c1c2q + bc2

2

(b− c1)2 + c22
− p; 2

c2 (b− p) (b− c1) + c22q

(b− c1)2 + c22
− q

]
,

U ′ =

ñ
2c1 (pc1 + qc2)

c12 + c22
− p; 2c2 (pc1 + qc2)

c12 + c22
− q
ô
,

V ′ = [p;−q] .

Rovnici př́ımky (zvolme pro vyjádřeńı např. body U ′ a V ′) źıskáme z ná-

sleduj́ıćıho determinantu10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

2c1(pc1+c2q)
c12+c22

− p 2c2(pc1+c2q)
c12+c22

− q 1

p −q 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.3)

jehož úpravou źıskáváme rovnici hledané př́ımky

2c2 (−xpc1 − c2xq − pc2y + c1q
2 + c1qy + p2c1)

c12 + c22
= 0,

x (pc1 + qc2) + y (pc2 − qc1)− c1
Ä
p2 + q2

ä
= 0. (2.4)

Dosazeńım souřadnic ortocentra trojúhelńıka ABC (O =
[
c1,

c1(b−c1)
c2

]
) do

9Ponecháváme již dř́ıve zavedené značeńı.
10Jedná se de-facto o determinant (1.5) pro kolinaritu tř́ı bod̊u, kdy jeden z bod̊u má

obecné souřadnice.
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rovnice př́ımky (2.4) oveř́ıme, že na ńı lež́ı. Úpravou źıskáme výraz11

c1 (c2p
2 + c2q

2 − bc2p+ bc1q − qc12 − qc22)
c2

= 0. (2.5)

Tato podmı́nka zřejmě plat́ı vždy, když je bod P bodem na kružnici opsané

trojúhelńıku (viz (1.8)). Můžeme tedy tvrdit že všechny tyto př́ımky jsou

svazkem př́ımek se středem v ortocentru trojúhelńıka.

Zjǐstěné tvrzeńı formulujme jako větu:

Věta 2.6: Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod na jeho kružnici opsané

P . Zobraźıme-li osově bod P podle stran trojúhelńıka, pak jeho obrazy

lež́ı na př́ımce, která procháźı ortocentrem trojúhelńıka.

Si ′

A B

C

P

U ′

T ′

V ′

O

obr. 7 – zobrazená Simsonova př́ımka procháźı ortocentrem

Poznámka 1. Jak snadno nahlédneme, jedná se o speciálńı př́ıpad Hagge-

ovy věty. K. Hagge objevil r. 1907 konstrukci kružnice, která vždy procháźı

ortocentrem daného trojúhelńıka. Bez d̊ukazu uved’me Haggeovu větu [16].

11Analogickou podmı́nku źıskáme tehdy, pokud budeme řešit determinant pro kolinea-

ritu bod̊u O, U ′ a V ′ nebo i jiné trojice bod̊u.
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Věta 2.7 (Hagge): Necht’ je dán trojúhelńık ABC a bod roviny P .

Polopř́ımky
−→
AP ,

−−→
BP a

−→
CP prot́ınaj́ı kružnici opsanou po řadě v bodech

A1, B1 a C1. Jejich obrazy v osové souměrnosti podle stran trojúhelńıka

a, b, c označme A2, B2 a C2. Tyto body lež́ı na kružnici, jež procháźı

ortocentrem trojúhelńıka (obr. 8).

A
B

C

V
P

B1

C1

A1

B2

A2

C2

obr. 8 – k výkladu Haggeovy věty (V – ortocentrum)

Jak snadno nahlédneme, uvažujeme-li větu pro bod na kružnici opsané

trojúhelńıku, pak jemu př́ıslušná Haggeova kružnice degeneruje na př́ımku

(kružnici o nekonečně velkém poloměru) procházej́ıćı ortocentrem trojúhelńıka.

Zároveň, je-li bod P sám ortocentrem, pak kružnice degeneruje na bod (kru-

žnice o nulovém poloměru). Tato věta je tedy v jistém smyslu zobecněńım

Simsonovy věty.

Poznámka 2. Z rovnice (2.5) také plyne, že je-li 4ABC pravoúhlý s pravým

úhlem u vrcholu A (podmı́nka c1 = 0), pak ortocentrum trojúhelńıka ABC

(tj. bod A) lež́ı na straně U ′V ′ trojúhelńıka T ′U ′V ′, jehož vrcholy vzniknou

zobrazeńım libovolného bodu roviny P podle stran 4ABC.
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Zvoĺıme-li v předchoźım postupu a tedy i determinantu (2.3) jinou dvojici

jeho vrchol̊u, pak ortocentrum lež́ı na této straně pokud je ABC pravoúhlý

s pravým úhlem proti zbývaj́ıćımu vrcholu.

Poznámka 3. Na tomto mı́stě poznamenejme, že nejen takto zobrazená př́ım-

ka, ale i p̊uvodńı Simsonova př́ımka má spojitost s ortocentrem trojúhelńıka.

Uvažujeme-li střed úsečky spojuj́ıćı ortocentrum s bodem na kružnici opsané

(obr. 9), který má souřadnice S =
[
p+c1
2

; qc2+c1(b−c1)
2 c2

]
, vid́ıme, že splňuje rov-

nici Simsonovy př́ımky (viz dále (3.1)) př́ıslušné tomuto bodu na kružnici

opsané.12

Si

A B

C

P

V

S

obr. 9 – střed úsečky PV lež́ı na Simsonově př́ımce a Feuerbachově kružnici

Zároveň vyjádř́ıme-li parametry p a q ze souřadnic bodu S a dosad́ıme

je do podmı́nky, že bod P je na kružnici opsané, źıskáme rovnici množiny

těchto pr̊useč́ık̊u

2 c2x
2 − 2 c2c1x+ 2 c2y

2 − c1yb+ c1
2y − c2xb+ c2c1b− c22y = 0. (2.6)

12Tato věta muśı zřejmě platit, nebot’ zobraźıme-li př́ımku (2.4) ve stejnolehlosti se

středem P a koeficientem κ = 0.5 zpět na p̊uvodńı př́ımku, pak nebude procházet již

ortocentrem, ale jeho obrazem – tj. středem úsečky PV .
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Přesvědč́ıme se, že touto rovnićı je vyjádřena kružnice. Úpravou źıskáme

jej́ı středovou rovniciÇ
x− 2c1 + b

4

å2

+

Ç
y − 4c2

2 + bc1 − c12

c2

å2

=
(c1

2 + c2
2)
Ä
(c1 − b)2 + c2

2
ä

16 c22
.

(2.7)

Zaměřme se jaký vztah má kružnice (2.7) k p̊uvodńımu trojúhelńıku.

Dosazeńım do jej́ı rovnice se přesvědč́ıme, že na kružnici lež́ı některé význačné

body trojúhelńıka – vid́ıme, že např. paty výšek trojúhelńıka ABC lež́ı na

kružnici (2.7). Jedná se tedy o kružnici dev́ıti bod̊u13 trojúhelńıka ABC.

Mimo to, že tento střed lež́ı na Simsonově př́ımce, tak také nálež́ı kružnici

dev́ıti bod̊u trojúhelńıka (obr. 9).

Uvědomı́me-li si plný rozsah tohoto tvrzeńı, pak můžeme kromě běžné

definice, také definovat kružnici dev́ıti bod̊u trojúhelńıka takto:

Věta 2.8: Kružnice dev́ıti bod̊u trojúhelńıka je množinou střed̊u

úseček spojuj́ıćıch ortocentrum trojúhelńıka s body na jeho kružnici

opsané.

Důsledek 2: Druhý zaj́ımavý d̊usledek plyne pokud zvoĺıme za afinńı trans-

formaci zobrazeńı složené z rotace a stejnolehlosti. Otočeńım pat kolmic

T, U, V kolem bodu P o úhel θ a zobrazeńım ve stejnolehlosti se středem

P a koeficientem k = 1
cos θ

je zobraźıme na body T ′, U ′, V ′. Tyto body

lež́ı na stranách trojúhelńıka a úsečky T ′P , U ′P a V ′P sv́ıraj́ı se stranami

trojúhelńıka konstantńı úhel α. Pak plat́ı následuj́ıćı věta:

13Kružnice dev́ıti bod̊u (Feuerbachova kružnice) je kružnice na které lež́ı devět

význačných bod̊u trojúhelńıka – paty výšek, středy stran a středy úseček spojuj́ıćı or-

tocentrum s vrcholy trojúhelńıka [10].
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Si

A B

C

P

U

T

V
γ

α

β

obr. 10 – afinńı zobecněńı – př́ımka vedená pod obecným úhlem (α = β = γ)

Věta 2.9: Necht’ je dán trojúhelńık ABC, bod roviny P , orientovaný

úhel α, α ∈ (0, π) a body T, U a V po řadě body na stranách trojúhel-

ńıka a, b, c. Jestliže je bod P bodem kružnice opsané trojúhelńıku ABC

a plat́ı-li : |∠TP, a| = |∠UP, b| = |∠V P, c| = α, pak body T, U, V lež́ı na

př́ımce (obr. 10).

Obdobně můžeme uvažovat bod P na kružnici soustředné ke kružnici

opsané. Pak v obdobné úvaze má trojúhelńık TUV pro všechny body kružnice

konstantńı obsah.14

14Pro obsah takového trojúhelńıku lze poměrně snadno ukázat, že plat́ı S′ = 1
sin2 α

S.
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2.1 Guzmánovo zobecněńı Simsonovy věty

Všechna předchoźı zobecněńı Simsonovy věty měla tu vlastnost, že vycházela

z kružnice opsané (či k ńı soustředné) a popisovala vlastnosti prvk̊u této

množiny. Zobecněńı, které objevil M. de Guzmán r. 1999 [8], tuto vlastnost

mı́t nemuśı, z této množiny nevycháźı, ale naopak ji hledá. Poznamenejme, že

toto zobecněńı v sobě zahrnuje všechny předchoźı př́ıpady. Guzmán si položil

následuj́ıćı otázku:

Je-li dán trojúhelńık ABC, bod roviny P a tři vektory ~u, ~v a ~w, jaká je

množina bod̊u roviny, pro něž je obsah trojúhelńıka, jehož vrcholy vzniknou

projekćı bodu P ve směrech určených po řadě vektory ~u, ~v a ~w na strany

trojúhelńıka ABC, konstantńı?

Množinu bod̊u budeme vyšetřovat analytickou metodu. Necht’ je zavedena

kartézská soustava souřadnic v rovině, v které jsou vrchol̊um trojúhelńıka

přǐrazeny souřadnice: A = [0; 0], B = [b; 0] a C = [c1; c2]. Bodu P přǐrad́ıme

souřadnice P = [p; q] a vektory, které určuj́ı směry projekce bodu P na strany

a, b, a c, označ́ıme ~u = (u1, u2), ~v = (v1, v2) a ~w = (w1, w2).

Pak př́ımky, které jsou určeny těmito směrovými vektory, protnou strany

trojúhelńıku v bodech U (projekce bodu P na stranu a), V (projekce bodu

P na stranu b) a W (projekce bodu P na stranu c), přičemž plat́ı

U =

ñ
p− (pc2 + q (b− c1)− bc2)u1

c2u1 + u2 (b− c1)
; q − (pc2 + q (b− c1)− bc2)u2

c2u1 + u2 (b− c1)

ô
, (2.8)

V =

ñ
p+

(pc2 − qc1) v1
c1v2 − c2v1

; q +
(pc2 − qc1) v2
c1v2 − c2v1

ô
, (2.9)

W =

ñ
p− q w1

w2

; 0

ô
. (2.10)
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Pro orientovaný obsah trojúhelńıku UVW (S4UVW = S) plat́ı

S =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 1

v1 v2 1

w1 w2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Dosazeńım souřadnic z (2.8) – (2.10) a náhradou souřadnic bodu P za obecné

souřadnice źıskáme

w2c2 (u1v2 − u2v1)x2 + [(u1w2 − w1u2) bv2 + (c1w2 + w1c2) (u2v1 − v2u1)] ·

· xy + [c1w1 (u1v2 − u2v1) + bv1 (w1u2 − w2u1)] y
2 − w2bc2 (u1v2 − u2v1)x−

− b [((c1w2 + w1c2) v1 − w1v2c1)u2 − w2u1c2v1] y+

+ 2
(c1v2 − c2v1) (c2u1 + u2 (b− c1))w2S

c2
= 0. (2.11)

Jak snadno nahlédneme, koeficienty u kvadratických člen̊u se všechny

zároveň rovnaj́ı nule pouze v př́ıpadě, že jsou směry rovnoběžné. Tento př́ıpad

však muśıme vyloučit, nebot’ promı́tneme-li takto bod P , pak SUVW = 0,

body U , V , W jsou kolineárńı a množinou jsou všechny body roviny E2.

Zároveň vylouč́ıme př́ıpad, kdy jsou směry rovnoběžné s k nim př́ıslušným

stranám trojúhelńıku. V takovémto př́ıpadě je zřejmé, že hledaná množina

neexistuje. Ve všech ostatńıch př́ıpadech popisuje rovnice (2.11) kuželosečku.

Guzmán tedy zobecnil Simsonovu větu takto [8]:

Věta 2.10 (Guzmán): Necht’ je dán v rovině trojúhelńık ABC, bod P

a tři směry určené vektory ~u, ~v a ~w, které nejsou rovnoběžné navzájem,

ani po řadě se stranami trojúhelńıka. Množinou bod̊u P v rovině, pro

které má trojúhelńık, jehož vrcholy vzniknou projekćı bodu P na strany

trojúhelńıka ve směrech u, v a w, konstantńı obsah, je kuželosečka po-

psaná rovnićı (2.11).
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Zaj́ımavé je sledovat druh kuželosečky v závislosti na směrech projekce

a jej́ı vlastnosti ve vztahu k p̊uvodńımu trojúhelńıku. Druh kuželosečky, jež

je dána obecnou rovnićı a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0,

vyjadřuj́ı jej́ı diskriminanty15

δ =

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣∣ , ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

V závislosti na hodnotě δ-diskriminantu rovnice (2.11) může být množinou

bud’ elipsa (δ > 0), hyperbola (δ < 0) nebo parabola (δ = 0), př́ıpadně jejich

singulárńı analogie (pokud ∆ = 0).

Zabývejme se tedy některými vlastnostmi kuželosečky (2.11), které lze

odvodit z jej́ı rovnice:

Poznámka 1. Pokud promı́táme bod P ve směrech kolmých na strany trojú-

helńıka: ~u = (c2, b− c1), ~v = (c2,−c1) a ~w = (0, 1), pak δ = b2c2
4 a množinou

je zřejmě kružnice (δ > 0 a zároveň jsou si koeficienty u kvadratických člen̊u

rovny). Jak již dř́ıve bylo ukázáno, jedná se o kružnici opsanou (pro S = 0,

Simsonova věta) nebo k ńı soustřednou (viz Gergonneho zobecněńı).

Poznámka 2. Poznamenejme, že nejenom při projekci ve směrech kolmých

na strany trojúhelńıka je hledanou množinou bod̊u kružnice. Jak bylo již

dř́ıve ukázáno, voĺıme-li takové tři směry, jež vznikly afinńım zobrazeńım

směr̊u, které jsou kolmé na strany trojúhelńıka, pak i v tomto př́ıpadě popi-

suje rovnice (2.11) kružnici. Důkaz také plyne dosazeńım do δ-diskriminantu

kuželosečky z rovnic (2.1).

Poznámka 3. Simsonova věta popisuje speciálńı př́ıpad, kdy směry projekce

jsou kolmé na strany trojúhelńıka, obsah trojúhelńıku UVW je nulový. Voĺı-

15∆-diskriminant (diskriminant kuželosečky) a δ-diskriminant (diskriminant kvadra-

tických člen̊u) jsou dva hlavńı invarianty kuželoseček. Vı́ce viz [12].
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me-li libovolné směry projekce, ale drž́ıme se nulového obsahu 4UVW , pak

plat́ı [11]:

Věta 2.11: Kuželosečka (2.11) pro S = 0 procháźı vrcholy trojúhelńıka.

Obsah je nulový v př́ıpadě, že jsou U , V a W kolineárńı. Uvědomme si, že

promı́tneme-li vrchol trojúhelńıka, pak právě ve dvou směrech se promı́tne

sám na sebe a ve třet́ım na bod, kterým př́ımka procháźı. Důkaz plyne také

dosazeńım souřadnic vrchol̊u do rovnice (2.11).

A B

C

u
P

v w
U

W

V

obr. 11 – pro S = 0 procháźı kuželosečka vrcholy trojúhelńıka

Poznámka 4. Ve větě 2.10 jsme řekli, že všechny směry nesmı́ být rovnoběžné

– tedy alespoň jeden je od obou zbývaj́ıćıch r̊uzný. Nyńı oddělme př́ıpad, kdy

je právě jeden ze směr̊u r̊uzný.

Věta 2.12: Regulárńı kuželosečka degeneruje pro S = 0 na singulárńı

formu, jsou-li právě dva ze směr̊u rovnoběžné.
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Kuželosečka vyjádřená rovnićı (2.11) je singulárńı tehdy, je-li jej́ı ∆-dis-

kriminant nulový. Při uvažováńı podmı́nky S = 0 źıskáme vyjádřeńı

(v1w2 − w1v2) (u1w2 − u2w1) (u1v2 − u2v1) = 0, (2.12)

které je splněno vždy, jsou-li alespoň dva ze směr̊u rovnoběžné. Dá se ukázat,

že množinou je v tomto př́ıpadě dvojice r̊uznoběžných př́ımek (δ < 0), z nichž

jedna je prodloužeńım strany, na kterou promı́táme třet́ı (nerovnoběžný) vek-

tor a druhá procháźı protěǰśım vrcholem a sv́ırá s prvńı úhel shodný s od-

chylkou př́ıslušných vektor̊u. Naopak, jsou-li tři vektory od sebe r̊uzné, pak

A B

C = U = V

u = v

P

w

W

obr. 12 – k výkladu věty 2.12

je množinou bod̊u pro S = 0 regulárńı kuželosečka.

Poznámka 5. Oproti předchoźım poznámkám, kdy byly zkoumány vlastnosti

pro fixńı obsah S = 0, nyńı budeme zkoumat vlastnosti kuželosečky (2.11)

při fixńıch směrech projekce, ale r̊uzném S.

Věta 2.13: Pro dané tři směry, ale r̊uzné obsahy S, źıskáme svazek

kuželoseček, které maj́ı společný střed.
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Důkaz plyne z δ-diskriminantu kuželosečky (2.11). Jak se snadno pře-

svědč́ıme, tento invariant neńı závislý na parametru S. Zároveň na tomto

parametru nezáviśı ani jedna z parciálńıch derivaćı podle x a y.16

A
B

C

u
v

w

P
U

W

V

S

A
B

C
PU

W

V S

obr. 13 – k výkladu věty 2.13, vlevo pro S = 4, vpravo S = 5

16Označme obecnou rovnici kuželosečky C (x, y) = 0. Pak souřadnice středu jsou řešeńım

soustavy rovnic ∂C(x,y)
∂x = 0 a ∂C(x,y)

∂y = 0. Viz [12].
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3 Systém Simsonových př́ımek

Pokračujeme-li nadále v našich úvahách o Simsonově př́ımce, vyvstává z vaz-

by bodu P na kružnici opsanou danému trojúhelńıku otázka, jak se systém

Simsonových př́ımek chová, pohybujeme-li bodem P po kružnici opsané.

Pod́ıvejme se na polohu Simsonovy př́ımky při rozličných polohách bodu

P v grafickém programu [17]:

obr. 14 – systém Simsonových př́ımek

Z tohoto obrázku vid́ıme, že daná obálka zřejmě existuje a pokuśıme

se tedy nalézt jej́ı rovnici. K tomu se však nejprve zaob́ırejme obdobnou

otázkou.

3.1 Vztah dvou Simsonových př́ımek

Držme se myšlenky rotace bodu na kružnici opsané trojúhelńıku. Nejprve

nebudeme brát všechny tyto př́ımky jako systém (a hledat př́ıslušnou obálku

př́ımek), ale zaměř́ıme se na ně jednotlivě. V daľśım postupu budeme uvažovat
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dvojici Simsonových př́ımek Si a Si′ – Simsonovy př́ımky př́ıslušné ke dvěma

bod̊um P a P ′ na kružnici opsané.

Nejprve vyjádř́ıme Simsonovu př́ımku rovnićı, k tomu použijeme např.

paty kolmic U a V .17 Danou rovnici př́ımky popisuje determinant18∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

c1·(pc1+qc2)
c12+c22

c2·(pc1+qc2)
c12+c22

1

p 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Úpravou tohoto determinantu źıskáme rovnici

Si : x (pc1 + qc2) + y (pc2 − qc1)− p (pc1 + qc2) = 0. (3.1)

Bod P ′ vznikne zobrazeńım bodu P v rotaci kolem středu kružnice opsané

o úhel θ. Toto zobrazeńı je dáno složeńım v́ıce zobrazeńı – posunut́ım do

počátku kartézské soustavy o vektor
−→
SO, rotaćı o úhel θ a posunut́ım zpět

o opačný vektor. Výsledná matice tohoto zobrazeńı [12] je ve tvaru
cos θ − sin θ − b cos θ

2
+

(c12+c22−bc1) sin θ

2c2
+ b

2

sin θ cos θ − b sin θ
2
− (c12+c22−bc1) cos θ

2c2
+ c12+c22−bc1

2c2

0 0 1

 .

Bod P ′ má tedy souřadnice

P ′ =

ñ
(c2

2 − 2 c2q + c1 (c1 − b)) sin θ + (2 p− b) c2 cos θ + bc2
2c2

;

− (c2
2 − 2 c2q + c1 (b− c1)) cos θ + c2 (2 p− b) sin θ + c2

2 − c1 (b− c1)
2c2

ô
.

Paty kolmic spuštěné z tohoto bodu na strany trojúhelńıka jistě lež́ı v př́ımce

(bod lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku) – tuto př́ımku vyjádř́ıme jako

17Ponecháváme značeńı z předchoźı kapitoly.
18Viz poznámku 10.
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př́ımku procházej́ıćı body U ′ a V ′ (paty kolmic z bodu P ′ na strany trojú-

helńıka AC a AB). Pro jejich souřadnice plat́ı:

U ′ =

ñ
c1

2 (c12 + c2)

ÇÇ
(c1 + 2 p− b) c22 − 2 c1q −

c1
2 (b− c1)
c2

å
sin θ+

+2

ÇÅ
c2

2 + qc2 + c1

Åc1
2

+ p
ãã

cos θ +
c1

2 + c2
2

2

åå
;

1

2 (c12 + c22)

ÄÄ
(c1 + 2 p− b) c22 − 2 c1c2q − c12 (b− c1)

ä
sin θ+

+2 c2

ÇÇ
c2

2

2
+ qc2 + c1

Å
p− c1

2

ãå
cos θ +

c1
2 + c2

2

2

ååô
a pro druhou patu kolmic źıskáme vyjádřeńı:

V ′ =

ñ
(c2

2 − 2 c2q + c1 (c1 − b)) sin θ + (2 p− b) c2 cos θ + bc2
2c2

; 0

ô
Rovnice př́ımky procházej́ıćı těmito body je určena např. směrovým vekto-

rem
−−−→
V′U′ – k němuž snadno urč́ıme normálový vektor. Ten je určen např.

vyjádřeńım:

~nU′V′ =

ÇÄ
(2p− c1 − b) c22 − 2 c1c2q + c1

2 (b− c1)
ä

sin θ + 2

ÇÇ
−c2

2

2
+

+qc2 +
Å
p− c1

2

ã
c1

ã
cos θ +

c1
2 + c2

2

2

å
c2;Ä

(2p− c1 − b) c22 − 2 c1c2q + c1
2 (b− c1)

ä
cos θ −

Ä
−c23 + 2 c2

2q+

+
Ä
2 c1p− c12

ä
c2
ä

sin θ −
Ä
c1

2 + c2
2
ä

(b− c1)
ã

Nás však nebude zat́ım zaj́ımat exaktńı vyjádřeńı19 rovnice př́ımky Si′,

ale jej́ı odchylka od p̊uvodńı př́ımky. Úhel těchto dvou př́ımek tak vyjádř́ıme

jako odchylku jejich normálových vektor̊u (~nSi′ = ~nU′V′). Plat́ı

cosϕ =
~nSi · ~nSi′

|~nSi| · |~nSi′|
.

19Které jistě zvládne čtenář odvodit sám.
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Úpravou výrazu a dosazeńım podmı́nky, že bod P lež́ı na kružnici opsané

trojúhelńıku (tj. c2p
2 + c2q

2− bc2p+ bc1q− qc12− qc22 = 0 – podmı́nka (1.8))

źıskáme vztah

cosϕ =
1

2

»
(2 + 2 cos θ) = cos

Ç
θ

2

å
.

Formulujme toto tvrzeńı jako větu:

A B

C
P1

S

K

P2

θ
2

θ

∣∣∣P̆1P2

∣∣∣ = θ

Si1Si2

obr. 15 – věta o polovičńım úhlu (pro θ = π
3
)

Věta 3.1: Necht’ je dán v rovině trojúhelńık ABC. Lež́ı-li body P1

a P2 na kružnici opsané trojúhelńıku ABC a úhlová velikost20oblouku∣∣∣∠ P̆1P2

∣∣∣ = θ, pak plat́ı, že Simsonovy př́ımky př́ıslušné k bod̊um P1 a P2

spolu sv́ıraj́ı úhel θ
2
, viz obr. 15.

Poznámka 1. Pro zaj́ımavost uved’me i syntetický d̊ukaz této věty. Stoj́ı totiž

na d̊uležité vlastnosti ortocentra, kterou je vhodné vyzdvihnout.

20Úhlovou velikost́ı oblouku rozumı́me velikost menš́ıho středového úhlu př́ıslušného

k danému oblouku.
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Lemma: Ortocentrum trojúhelńıka lež́ı na obrazu kružnice opsané

v osové souměrnosti podle libovolné strany trojúhelńıka21 (obr. 16, vlevo).

A
B

C
k

VPB

PA

PC

k′

α

π − α

A
B

C P1J

K

P2

V

P ′1

P ′2

S′

k′Si1Si1
′

Si2

Si2
′

obr. 16 – k syntetickému d̊ukazu věty 3.1

Důkaz plyne z následuj́ıćı úvahy. Necht’ se kružnice opsaná zobraźı podle

strany BC na kružnici k′ a vrchol A na A′, který jistě lež́ı na této kružnici.

Pak je čtyřúhelńık BV CA′ tětivový a součet jeho protěǰśıch úhl̊u je roven π.

Stač́ı ukázat, že |∠BV C| = π−α. To však zřejmě plat́ı, nebot’ z podobnosti

trojúhelńık̊u 4APCC a 4V PBC (podle ′uu′) vyplývá, že |∠PBV C| = α.

Pro zbylé vrcholy se d̊ukaz provede analogicky. Nyńı přistupme k samotnému

d̊ukazu věty 3.1.

D̊ukaz. Uvažujme dvojici bod̊u P1 a P2 na kružnici opsané trojúhelńıku

ABC. K nim př́ıslušné Simsonovy př́ımky posuneme do ortocentra V troj-

úhelńıka ABC (viz obr. 16, vpravo) – které jsou s p̊uvodńımi rovnoběžné

a sv́ıraj́ı stejný úhel. Kružnici opsanou k v osové souměrnosti podle libovolné

21Poznamenejme, že se jedná o Haggeovu kružnici pro bod na této straně trojúhelńıku

[16].
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strany trojúhelńıka ABC zobraźıme na k′. Obrazy bod̊u P1, P2 muśı tedy

ležet na takto zobrazené kružnici, ale i na posunutých př́ımkách a zároveň se

tyto př́ımky prot́ınaj́ı v ortocentru trojúhelńıka (viz věta 2.6) na k′.

K obvodovému úhlu ∠P ′1V P
′
2 existuje středový úhel ∠P ′1SP

′
2 o dvojnásob-

né velikosti (věta o obvodovém úhlu). Tento obvodový úhel je bud’ př́ımo od-

chylkou nebo doplňkem do π. Zároveň středový úhel ∠P ′1SP
′
2 je bud’ úhlovou

velikost́ı oblouku P̆1P2 nebo jej́ım doplňkem do 2π. Porovnáńım těchto vztah̊u

źıskáme ϕ = θ
2
.

Speciálńım př́ıpadem věty 3.1 je př́ıpad, kdy voĺıme úhlovou velikost ob-

louku P̆1P2 rovnu π. Pak je podle této věty úhel, který sv́ırá dvojice Simso-

nových př́ımek př́ıslušných těmto bod̊um, roven π
2

– tyto dvě př́ımky jsou na

sebe tedy kolmé. Na tuto dvojici bod̊u se však můžeme d́ıvat jako na body

souměrné podle středu kružnice opsané trojúhelńıku.

A B

C

S

P

V

U

T

P ′

V ′U ′

T ′

obr. 17 – věta o polovičńım úhlu (θ = π)

V tomto př́ıpadě je velmi zaj́ımavé sledovat kromě odchylky obou př́ımek

i v kterém bodě se společně prot́ınaj́ı. Simsonova př́ımka př́ıslušná bodu P je

určená rovnićı (3.1) a Simsonova př́ımka př́ıslušná k diametrálně protilehlému
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bodu má rovnici

c2x
Ä
c1

2 + c2
2 − pc1 − qc2

ä
+
Ä
−c13 + c1

2b+ c2 (q − c2) c1 + c2
2 (b− p)

ä
y+

+ (b− p)
Ä
−c22 + c2q + c1 (p− c1)

ä
c2 = 0.

Vid́ıme, že obě př́ımky jsou závislé na parametrech p a q – pro hledanou

množinu je tedy z rovnic eliminujeme a dosad́ıme do podmı́nky (1.8). Źıskáme

vztah

c1
2y − bc1y + bc1c2 − 2 c1c2x+ 2 c2y

2 − c22y + 2 c2x
2 − bc2x = 0.

Jak snadno nahlédneme, tato rovnice se shoduje s rovnićı (2.6). Množinou

těchto pr̊useč́ık̊u je tedy kružnice dev́ıti bod̊u trojúhelńıka.

Věta 3.2: Necht’ je dán trojúhelńık ABC a body P a P ′ na jeho kružnici

opsané. Stoj́ı-li P a P ′ diametrálně proti sobě, pak jsou k nim př́ıslušné

Simsonovy př́ımky na sebe kolmé a prot́ınaj́ı se v bodě na kružnici dev́ıti

bod̊u trojúhelńıka.

Si
Si′

A B

C

S

P

P ′

F

V

obr. 18 – pr̊useč́ık lež́ı na Feuerbachově kružnici (věta 3.2)
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Opust’me nyńı tento speciálńı př́ıpad a poznamenejme, že se dá obdobným

postupem ukázat, že v ostatńıch př́ıpadech (θ ∈ (0; π)), je množinou pr̊useč́ık̊u

př́ımek Si a Si′ hypocykloida [10] se středem ve středu kružnice dev́ıti bod̊u

trojúhelńıka.

3.2 Obálka systému Simsonových př́ımek

V předchoźım odstavci bylo nast́ıněno, že množinou bod̊u, v kterých se dvě

Simsonovy př́ımky (př́ıslušné dvěma bod̊um na kružnici opsané o konstantńı

úhlové velikosti oblouku, který určuj́ı) prot́ınaj́ı, je v obecném př́ıpadě hy-

pocykloida. V prvńım krajńım př́ıpadě jsme uvažovali úhel θ = π a hypocy-

kloida degenerovala na Feuerbachovu kružnici. Druhý limitńı př́ıpad, jež bu-

deme uvažovat, je θ = 0 – tedy př́ımky jsou totožné. Zde množinu pr̊useč́ık̊u

v jistém smyslu nahrazuje obálka Simsonových př́ımek.

Na systém všech Simsonových př́ımek budeme nahĺıžet jako na jedno-

parametrickou soustavu křivek v rovině F (x, y, t) = 0. Pro určeńı tohoto

vyjádřeńı použijeme rovnici Simsonovy př́ımky (3.1):

Si : x (pc1 + qc2) + y (pc2 − qc1)− p (pc1 + qc2) = 0 (3.2)

a podmı́nku (1.8), že bod P lež́ı na kružnici opsané:

c2p
2 + c2q

2 − bc2p+ bc1q − qc12 − qc22 = 0. (3.3)

Pro eliminaci proměnných p a q, parametrizujeme rovnici (3.2) paramet-

rem t, který př́ımo koresponduje s jednou proměnnou a vyjádřeńı dosad́ıme

do druhé rovnice.

Parametrizaćı rovnice (3.2) źıskáváme

p = t, q =
t (c1x+ c2y − tc1)
tc2 − c2x+ c1y
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a dosazeńım do podmı́nky (3.3)

y (t− x) c2
2 +
Ä
−t3 + (2x+ b− c1) t2 −

Ä
x2 + 2 (b− c1)x+ y2

ä
t+

+ (b− c1)x2 + y2c1
ä
c2 + c1y (t− x) (b− c1) = 0. (3.4)

Obálka22 systému př́ımek je pak taková rovniceG (x, y) = 0, která vznikne

[12] eliminaćı parametru t z rovnic

F (x, y, t) = 0,
∂F (x, y, t)

∂t
= 0.

Derivujme tedy rovnici (3.4) podle parametru t. ŹıskámeÄ
2 (x− t) c1 − 3t2 + 2 (b+ 2x) t− 2 bx− x2 − y2

ä
c2 + c1y (b− c1) + c2

2y = 0.

Z této rovnice źıskáváme pro parametr t dvě hodnoty23

t1 =

√Ä
3c22y +

Ä
(c1 + x− b)2 − 3y2

ä
c2 + 3c1y (b− c1)

ä
c2 + (2x+ b− c1) c2

3 c2

t2 =
−
√Ä

3c22y +
Ä
(c1 + x− b)2 − 3y2

ä
c2 + 3c1y (b− c1)

ä
c2 + (2x+ b− c1) c2

3 c2
.

Postupně dosad́ıme t1 a t2 do rovnice (3.4), č́ımž źıskáme rovnice R1 = 0

a R2 = 0. Každá z těchto rovnic popisuje pouze jistou část hledané obálky

(jedna pro př́ımky př́ıslušné bod̊um na horńı p̊ulkružnici, druhá pro ostatńı).

Abychom popsali obálku celou, vytvoř́ıme rovnici ze součinu rovnic před-

22Obálkou systému rozumı́me takovou křivku, jež má s každou křivkou daného systému

dotyk prvńıho řádu a tento bod dotyku lež́ı na této křivce [12].
23Uvědomme si, že t = p a pro jednu hodnotu p existuj́ı až dva body P a tedy i dvě

př́ıslušné Simsonovy př́ımky.
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choźıch (R1 ·R2 = 0), která jistě popisuje obálku celou. Źıskáváme rovniciÇÄ
3c2

2y +
Ä
(c1 + x− b)2 − 3y2

ä
c2 + 3c1y (b− c1)

ä 3
2
√
c2 +

Ç
9

2
y (b− c1 − x)Ä

c2
2 + c1 (b− c1)

ä
+

Ç
9

2
by2 + (b− c1 − x)3 − 9 y2x+ 18 c1y

2

å
c2

åå
·Ç

−
Ä
3c2

2y +
Ä
(c1 + x− b)2 − 3y2

ä
c2 + 3c1y (b− c1)

ä 3
2
√
c2 +

Ç
9

2
y (b− c1 − x)Ä

c2
2 + c1 (b− c1)

ä
+

Ç
9

2
by2 + (b− c1 − x)3 − 9 y2x+ 18 c1y

2

å
c2

åå
= 0.

(3.5)

Jak snadno nahlédneme, pokud zavedeme v této rovnici substituci, pak

lze rovnici (3.5) vyjádřit ve tvaru

(
P
»
Pc2 +Qc2

) (
−P
»
Pc2 +Qc2)

)
= 0

P 3 − c2Q2 = 0, (3.6)

kde

P = 3c2
2y +

Ä
(c1 + x− b)2 − 3y2

ä
c2 + 3c1y (b− c1) a

Q =

Ç
9

2
by2 + (b− c1 − x)3 − 9 y2x+ 18 c1y

2

å
c2 +

9

2
y
Ä
c2

2 + c1 (b− c1)
ä

(b− c1 − x) .

Tato rovnice však nepopisuje obálku ve smyslu, který nás zaj́ımá. Jak

se snadno čtenář přesvědč́ı, rovnice popisuje kromě obálky i osu x (tedy

Simsonovu př́ımku př́ıslušnou bodu proti vrcholu C), která pro nás nemá

význam.

Rovnici (3.6) uprav́ıme tedy do tvaru:

y2 · V (x, y) = 0,
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kde

V (x, y) = 4 c2
3
Ä
x2 + y2

ä2 − 4 c2
3x3 (3 b− 2 c1) + 20 c2

2x2y
Ä
c2

2 + bc1 − c12
ä

+

+ 4 c2
3xy2 (5 b− 14 c1)− 12 c2

2y3
Ä
c2

2 + bc1 − c12
ä
− c2

Ä
c1

4 − 2 bc1
3+

+
Ä
b2 − 2 c2

2
ä
c1

2 + 14 bc1c2
2 − 12 b2c2

2 + c2
4
ä
x2 − (22 b− 4 c1)Ä

c2
2 + bc1 − c12

ä
c2

2xy + c2
Ä
12 c2

4 − (b+ 2 c1) (b− 10 c1) c2
2 + 12 c1

2

(b− c1)2
ä
y2 + 2 c2 (b− c1)

Ä
c1

4 − 2 bc1
3 +
Ä
2 c2

2 + b2
ä
c1

2 + c2
4−

−2 b2c2
2
ä
x− 2

Ä
c2

2 + bc1 − c12
ä Ä

2c1
4 − 4 bc1

3 + 2
Ä
2 c2

2 + b2
ä
c1

2−

−3 bc1c2
2 + 2c2

4 − b2c22
ä
y − c2 (b− c1)2

Ä
c1

2 − bc1 + c2
2
ä2

= 0. (3.7)

Obálkou systému Simsonových př́ımek je křivka vyjádřená rovnićı (3.7) (graf

viz obr. 19), jež se nazýva Steiner̊uv deltoid [3] – jedná se o limitńı př́ıpad

hypocykloidy.

Věta 3.3: Obálkou Simsonových př́ımek je Steiner̊uv deltoid, popsaný

rovnićı (3.7).

obr. 19 – Steiner̊uv deltoid (modře)
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3.3 Steiner̊uv deltoid

Zabývejme se krátce vlastnostmi Steinerova deltoidu ve vztahu k p̊uvodńımu

trojúhelńıku. Steiner̊uv deltoid jako hypocykloidu a jeho vlastnosti týkaj́ıćı

se symetrie poprvé popsal Jakob Steiner r. 1857 [13].

Z grafu na obr. 19 je patrné, že se deltoid dotýká stran trojúhelńıka.

Hledejme tedy pr̊useč́ık deltoidu se stranou AB (AB : y = 0). Řešeńım

soustavy rovnic ((3.7), y = 0) pro x a y źıskáme tři pr̊useč́ıky:

P1 = [b− c1; 0] ,

P2 =

 b
2

+

√
(c12 + c22)

Ä
(c1 − b)2 + c22

ä
2 c2

; 0

 ,
P3 =

 b
2
−

√
(c12 + c22)

Ä
(c1 − b)2 + c22

ä
2 c2

; 0

 .
Vid́ıme, že pouze prvńı z nich lež́ı na straně AB trojúhelńıku a tedy del-

toid má dotyk se stranou v tomto bodě. Tento bod zřejmě reprezentuje obraz

paty výšek ve středové souměrnosti podle středu strany (obr. 20). Vzhledem

k symetrii deltoidu plat́ı tato úvaha pro každou stranu. Druhé dva pr̊useč́ıky

již lež́ı vně trojúhelńıka, ve vzdálenosti od středu strany

R =

√
(c12 + c22)

Ä
(c1 − b)2 + c22

ä
2 c2

. (3.8)

Tvrzeńı pojmeme jako větu:

Věta 3.4: Steiner̊uv deltoid se dotýká stran trojúhelńıku ABC v bo-

dech středově souměrných s patami výšek podle střed̊u stran trojúhelńı-

ku (obr. 20).

Zabývejme se zbylými pr̊useč́ıky, které lež́ı na prodloužeńı strany AC.

Jak snadno nahlédneme, tyto body lež́ı na kružnici k se středem ve středu
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obr. 20 – body dotyku se stranami trojúhelńıka, věta 3.4

strany AC a poloměrem daným vztahem (3.8) (obr. 21). Tato vzdálenost je

zřejmě dvojnásobkem poloměru kružnice dev́ıti bod̊u trojúhelńıka (porovnej

(2.7)) a zároveň je jej́ı poloměr roven poloměru kružnice opsané (porovnej

(1.9)). Z toho výplývá, že se kružnice k dotýká Feuerbachovy kružnice. Tento

bod dotyku lež́ı zobrazen ve středové souměrnosti podle jej́ıho středu. Jeho

souřadnice pak jsou:

D =

ñ
c1;

2 (4c2
2 + bc1 − c12)
c2

ô
Tento bod lež́ı na pr̊useč́ıku Feuerbachovy kružnice s výškou trojúhelńıku.

Jedná se tedy o střed úsečky spojuj́ıćı ortocentrum s protěǰśım vrcholem

trojúhelńıka.

Druhá kružnice, které se k dotýká, je kružnice se středem ve středu

Feuerbachovy kružnice a s trojnásobným poloměrem. Jej́ı význam odhaĺıme
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později.

Věta 3.5: Kružnice se středem ve středu strany procházej́ıćı pr̊useč́ıky

Steinerova deltoidu s prodloužeńım této strany se dotýká Feuerba-

chovy kružnice ve středu úsečky spojuj́ıćı ortocentrum a protěǰśı vrchol

a zároveň se dotýká kružnice se středem ve středu kružnice dev́ıti bod̊u

a trojnásobným poloměrem (viz obr. 21).

obr. 21 – dotyk kružnic, věta 3.5

Ovšem obdobná věta plat́ı (vyjma polohy bodu dotyku a pr̊useč́ıky s del-

toidem) i pro ostatńı body Feuerbachovy kružnice.24 Všechny tyto kružnice

pak maj́ı jako obálku kružnici se středem ve středu kružnice dev́ıti bod̊u

a o trojnásobném poloměru – do které je deltoid vepsán. Dále sledujeme-li

graf křivky na obr. 21, vid́ıme, že deltoid má tři vrcholy (body vratu delto-

idu), které muśı ležet na této kružnici.

24Uvědomme si, že obě kružnice jsou soustředné.
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Tyto vlastnosti ostatně vyplývaj́ı i z toho, že deltoid je hypocykloidou,

která vznikne jako množina, kterou opisuje pevně zvolený bod na kružnici

o poloměru kružnice opsané, která se vaĺı v kružnici procházej́ıćı vrcholy

deltoidu, resp. ji opisuje i pevně zvolený bod na kružnici o poloměru kružnice

dev́ıti bod̊u odvaluj́ıćı se v kružnici o trojnásobném poloměru [10].

Jelikož pak tyto kružnice maj́ı v bodě dotyku s Feuerbachovou kružnićı

s ńı společnou tečnu, pak můžeme tvrdit i že deltoid se dotýká Feuerbachovy

kružnice [10].

obr. 22 – Steiner̊uv deltoid se dotýká Feuerbachovy kružnice, věta 3.6

Věta 3.6: Steiner̊uv deltoid se dotýká kružnice dev́ıti bod̊u trojúhelńıka.

Nyńı ze budeme zabývat vlastnostmi Steinerova deltoidu, které plynou

př́ımo z faktu, že je obálkou systému Simsonových př́ımek. Obálka př́ımek je
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zavedena tak, že se Simsonova př́ımka př́ıslušná všem bod̊um kružnice opsané

dotýká deltoidu. Uvažujeme-li Simsonovu př́ımku pro vrchol trojúhelńıka,

pak tato př́ımka je zřejmě výškou na protěǰśı stranu. Plat́ı tedy, že i př́ımky,

na nichž lež́ı výšky trojúhelńıka, se dotýkaj́ı Steinerova deltoidu.

Dále, vzhledem k symetrii deltoidu, Simsonova př́ımka procházej́ıćı stře-

dem deltoidu (střed Feuerbachovy kružnice) je jeho osou souměrnosti. Tyto

př́ımky jsou tři a procháźı vrcholy deltoidu. Tyto vrcholy lež́ı na kružnici,

kterou jsme popsali již dř́ıve – a to na kružnici se středem ve středu kružnice

dev́ıti bod̊u a trojnásobným poloměrem (obr. 23).

obr. 23 – vrcholy deltoidu

Vrcholy deltoidu jsou zřejmě singulárńımi body křivky [12] a proto vyho-

vuj́ı soustavě rovnic

∂F (x, y)

∂x
= 0,

∂F (x, y)

∂y
= 0, F (x, y) = 0.
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Toto vyjádřeńı však vede na kubickou rovnici, což je d̊uvodem, že vrcholy

Steinerova deltoidu nejsou pro daný trojúhelńık eukleidovsky sestrojitelné.

Ostatně na kubickou rovnici vede i samotná podmı́nka, aby Simsonova př́ımka

procházela středem Feuerbachovy kružnice.

Na závěr poznamenejme, že trojúhelńık, který vrcholy deltoidu tvoř́ı,

je rovnostranný a má strany rovnoběžné s tzv. Morleyho trojúhelńıkem.25

Důkaz této věty uvád́ı Guzmán v [9]. Koneckonc̊u to, že vrcholy deltoidu

nejsou eukleidovsky sestrojitelné, je ve shodě s t́ımto poznatkem – trisekce

úhlu je zřejmě ekvivalentńı této konstrukci.

obr. 24 – Morleyho trojúhelńık má strany rovnoběžné s 4VAVBVC

25Morleyho věta: Tři body na sousedńıch třetinách vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıka formuj́ı

rovnostranný trojúhelńık [5].
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4 Zobecněńı Simsonovy věty do prostoru

Uvažujme daľśı zobecněńı Simsonovy věty, tentokráte do trojrozměrného

Eukleidovského prostoru. V tomto př́ıpadě pojet́ı rožš́ı̌ŕıme na prostorový

čtyřstěn a budeme uvažovat (resp. hledat) množinu bod̊u, pro které lež́ı paty

kolmic spuštěných z daného bodu na stěny čtyřstěnu v jedné rovině.

obr. 25 – zobecněńı problému do prostoru; T , U , V a W komplanárńı

Zaved’me si kartézskou soustavu souřadnic Oxyz v prostoru E3. Čtyřstěn

ABCD umı́stěme vrcholem A do počátku, hranou AB na osu x a stěnou

ABC do roviny xy. Pak maj́ı vrcholy čtyřstěnu přǐrazeny tyto souřadnice:

A = [0; 0; 0], B = [b; 0; 0], C = [c1; c2; 0] a D = [d1; d2; d3].

Stěny čtyřstěnu ABCD lež́ı v rovinách, jež jsou analyticky určeny rovni-
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cemi

σABC : z = 0,

σABD : d3y − d2z = 0,

σACD : c2x− c1y +
(c1d2 − d1c2)

d3
z = 0,

σBCD : c2x+ (b− c1) y +
(c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)

d3
z − bc2 = 0.

Dále přǐrad’me libovolnému bodu P prostoru E3 souřadnice P = [p1; p2; p3]

a označme paty kolmic spuštěné z tohoto bodu na stěny čtyřstěnu po řadě

T = [t1; t2; t3], U = [u1;u2;u3], V = [v1; v2; v3] a W = [w1;w2;w3].

Pak př́ımky kolmé na stěny čtyřstěnu jsou určeny bodem P a normálovými

vektory rovin, po řadě

~nABC = (0, 0, 1) ,

~nABD = (0, d3,−d2) ,

~nACD =

Ç
c2,−c1,

(c1d2 − d1c2)
d3

å
,

~nBCD =

Ç
c2, b− c1,

(c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)
d3

å
.

Př́ımky z bodu P určené těmito normálovými vektory pak prot́ınaj́ı roviny
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stěn čtyřstěnu v bodech

T =

[
p1 +

[((b− p1) d3 + p3 (d1 − b)) c2 + (p3d2 − d3p2) (b− c1)] c2bd3
c22d3

2 + (d3b− d3c1)2 + (c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)2
;

p2 +
[((b− p1) d3 + p3 (d1 − b)) c2 + (p3d2 − d3p2) (b− c1)] (b− c1) d3

c22d3
2 + (d3b− d3c1)2 + (c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)2

;

p3 +
[((b− p1) d3 + p3 (d1 − b)) c2 + (p3d2 − d3p2) (b− c1)] [(b− d1) c2 − d2 (b− c1)]

c22d3
2 + (d3b− d3c1)2 + (c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)2

]

U =

[
p1 −

[p3 (c1d2 − d1c2) + d3 (p1c2 − p2c1)] d3c2
d3

2 (c12 + c22) + (c1d2 − d1c2)2
;

p2 +
[p3 (c1d2 − d1c2) + d3 (p1c2 − p2c1)] d3c1

d3
2 (c12 + c22) + (c1d2 − d1c2)2

;

p3 +
[p3 (c1d2 − d1c2) + d3 (p1c2 − p2c1)] (c1d2 − d1c2)

d3
2 (c12 + c22) + (c1d2 − d1c2)2

]

V =

ñ
p1; p2 −

d3p2 + d2p3

d2
2 + d3

2 d3; p3 +
d3p2 − d2p3
d2

2 + d3
2 d2

ô
W = [p1; p2; 0] .

Podmı́nku, že dané čtyři body T, U, V a W lež́ı v rovině vyjadřuje deter-

minant26 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1 t2 t3 1

u1 u2 u3 1

v1 v2 v3 1

w1 w2 w3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.1)

K snadněǰśımu výpočtu a tedy i nalezeńı dané podmı́nky využijeme však

jiného postupu. Uvažujme tři vektory ~u =
−−→
WT, ~v =

−−→
WU a ~w =

−−→
WV, pak

vyšetřujeme, kdy jsou ~u, ~v a ~w komplanárńı a namı́sto determinantu (4.1)

26Všimneme si analogie s determinantem (1.5), kde daný determinant vyjadřoval

podmı́nku pro kolinearitu tř́ı bod̊u.
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řeš́ıme determinant27∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 − t1 u2 − t2 u3 − t3
v1 − t1 v2 − t2 v3 − t3
w1 − t1 w2 − t2 w3 − t3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.2)

T́ımto źıskáme podmı́nku ve tvaru

d3
3c2

2b · V (p1, p2, p3)Ä
d3

2 + d2
2
ä Ä
d3

2
Ä
c22 + (b− c1)2

ä
+ (c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)2

ä = 0, (4.3)

kde výraz V (p1, p2, p3) je závislý na poloze bodu P .

Jak vid́ıme, podmı́nku vyjádřenou rovnićı (4.3) můžeme zjednodušit28

tak, že na levé straně z̊ustane pouze výraz V (p1, p2, p3) a následným dosa-

zeńım obecných souřadnic x, y, z za souřadnice bodu P dostaneme rovnici

hledané množiny bod̊u. Vid́ıme, že touto rovnićı (rovnice (4.4)) je popsána

obecná kubická plocha R(x, y, z) = 0 [11]

c2
2d3

2x2y − c2d32 (2 c1 − b)xy2 + d3
2c1 (b− c1) y3 + c2d3

Ä
d2

2 + d3
2 − c2d2

ä
x2z+

+ 2 d3d2c2 (c1 − d1)xyz + d3
îÄ
d1

2d1b+ d3
2
ä
c2 + c1d2 (b− c1)

ó
zy2+

+ c2d3
2 (b− 2 d1)xz

2 + d3
2
î
c2

2 − 2 c2d2 − c1 (b− c1)
ó
yz2 +

î
c2
Ä
d2

2 − d1 (b−

−d1))− c22d2 + c1d2 (b− c1)
ó
d3z

3 − c22d32bxy + d3
2c1bc2y

2 − c2d3b
Ä
d2

2 + d3
2−

−c2d2)xz − d3
îÄ
d2

2 + d3
2
ä
c1

2 +
Ä
2 d2 (b− d1) c2 − b

Ä
d2

2 + d3
2
ää
c1 +

Ä
d3

2−

−d1 (b− d1)) c22
ó
zy +

î
c2 ((b− 2 d1) c1 + d1b) d2

2 − c1 (b− c1) d23 +
ÄÄ
d1

2−

−d1b+ d3
2
ä
c2

2 − c1d32 (b− c1)
ä
d2 + d1c2d3

2b
ó
z2 = 0. (4.4)

Pro pravidelný čtyřstěn (pro hodnoty: b = 4, c1 = 2, c2 = 2
√

3, d1 =

2, d2 = 2
√
3

3
, d3 = 4

√
6

3
) źıskáváme rovnici ve tvaru (4.5), j́ıž odpov́ıdá graf na

obrázku 26.

3
√

2z
Ä
x2 + y2 − 4x

ä
+
√

3
Ä
10z2 + 8y2

ä
+ 6xy (x− 4y) + 2

Ä
y3 +

√
2z3
ä
−

− 4
√

6yz = 0 (4.5)

27I z hlediska lineárńı algebry se dá ukázat, že jsou si tyto dva determinanty rovny.
28Čtenář promysĺı, že v čitateli i jmenovateli jsou pouze nenulové hodnoty.
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obr. 26 – množina bod̊u pro pravidelný čtyřstěn

Plocha vyjádřená touto rovnićı se nazývá Cayleyho kubika. Jedná se o plo-

chu se čtyřmi uzlovými body ve vrcholech čtyřstěnu a zároveň v ńı lež́ı

devět význačných př́ımek, z nichž 6 jich procháźı uzlovými body (hranami

čtyřstěnu) [6].

A dále např́ıklad pro pravoúhlý čtyřstěn (b = 4, c1 = 0, c2 = 4, d1 =

0, d2 = 0, d3 = 4) źıskáváme plochu, jej́ıž graf je na obr. 27 a je popsána

rovnićı Ä
x2 + y2

ä
z + (x+ y)

Ä
z2 + xy

ä
− 4xz − 4xy − 4 yz = 0. (4.6)

Je překvapivé, že zobecněńı Simsonovy věty do trojrozměrného prostoru

na čtyřstěn nedává jako množinu bod̊u kulovou plochu opsanou čtyřstěnu,

ale plochu danou rovnićı (4.4). V d̊usledku můžeme tvrdit, že existuje jistá

analogie mezi Cayleyho kubikou pro daný čtyřstěn a kružnićı opsanou troj-

úhelńıku.

Na zobecněńı Simsonovy věty v prostoru nahĺıžejme takto [11]:
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obr. 27 – množina bod̊u pro pravoúhlý čtyřstěn

Věta 4.1: Necht’ je dán v prostoru čtyřstěn ABCD. Množinou bod̊u,

pro které lež́ı paty kolmic spuštěné na stěny čtyřstěnu v jedné rovině,

je plocha popsaná rovnićı (4.4). V obecném př́ıpadě se jedná o kubickou

plochu.

Poznámka 1. Jistě se nab́ıźı i následné zobecněńı Gergonneho věty (kapitola

1.1), kdy mı́sto komplanarity bod̊u T, U, V,W budeme uvažovat konstantńı

objem úpatnicového čtyřstěnu TUVW . Pak plat́ı29∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 − t1 u2 − t2 u3 − t3
v1 − t1 v2 − t2 v3 − t3
w1 − t1 w2 − t2 w3 − t3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6VTUVW (4.7)

29Viz [12].
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a z tohoto determinantu plyne hledaná množina bod̊u

V (x, y, z)− 6VTUVW · V (ABCD) = 0,

kde V (x, y, z) je výraz popsaný dř́ıve rovnićı (4.4) a

V (ABCD) =
1

d3
3c22b

·
Ä
d3

2 + d2
2
ä Ä

(c1 + c2)
2d3

2 + (c1d2 − d1c2)2
äÄ

d3
2
Ä
c2

2 + (b− c1)2
ä

+ (c1d2 + bc2 − d1c2 − bd2)2
ä
. (4.8)

obr. 28 – množina bod̊u pro pravidelný čtyřstěn, VTUVW = 1

Opět vykresĺıme graf plochy pro pravidelný čtyřstěn. Jak je z grafu plochy

na obr. 28 patrné, i zde by se dala naj́ıt analogie s plochou na obr. 26.30

30Analogicky pro Gergonneho zobecněńı Simsonovy věty v rovině, množinou bod̊u je

kružnice opsaná trojúhelńıku zobrazená ve stejnolehlosti (zvětšená nebo zmenšená).
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Závěr

Jak bylo v práci ukázáno, problematika Simsonovy věty je poměrně rozsáhlá

a zasahuje do mnohých kapitol geometrie trojúhelńıka. Právě jej́ım užit́ım lze

poměrně snadno odhalit zaj́ımavé souvislosti mezi některými geometrickými

objekty.

Přesto jsme zcela opomněli nahĺıžet na Simsonovu větu jako na geomet-

rické zobrazeńı, které každému trojúhelńıku v rovině přǐrazuje jednoznačně

Steiner̊uv deltoid, resp. rovnostranný trojúhelńık, jehož vrcholy jsou vrcholy

deltoidu, a toto zobrazeńı můžeme srovnat jednak s Morleyho nebo i Napo-

leonovou větou [5]. Jak je v práci ukázáno, tyto vrcholy nelze vzhledem ke

stranám p̊uvodńıho trojúhelńıku Eukleidovskou konstrukćı sestrojit. Proto se

nab́ıźı hledáńı alespoň přibližné konstrukce, jež by ji mohla věrně nahradit.

Zároveň se nedostalo na řešeńı problematiky Morleyova trojúhelńıku, jež

je sama o sobě velmi rozsáhlá a výpočtově náročná. Čtenář tedy promine, že

ponecháváme tuto větu bez d̊ukazu a na jej́ı souvislost se Simsonovou větou

pouze odkazujeme prostřednictv́ım [9].

Zanedbáńı se také dostalo Guzmánově zobecněńı, u nějž je opomenuta

Eukleidovská konstrukce kuželosečky, jež je množinou hledaných bod̊u. Tato

konstrukce je popsána např. v Guzmánově p̊uvodńım článku [8] nebo v [11].

Menš́ı pozornost byla také věnována zobecněńı v prostoru, kde se nab́ıźı

př́ıpadná analogie Guzmánova projektivńıho zobecněńı. Zároveň nebyla vy-

šetřena obalová plocha rovin a byly zanedbány vlastnosti Cayleyho kubiky

jako analogie kružnice opsané trojúhelńıku.

Tyto souvislosti však musely být vynechány anebo představeny pouze

krátce a většinou bez d̊ukaz̊u, nebot’ jejich podrobné zkoumáńı by svým roz-

sahem vydalo na knihu. Přesto byla snaha problematiku vńımat komplexně,

jak už je v matematice zvykem.
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[4] COXETER, H.S.M. Introduction to geometry, second edition. New

York: John Wiley and Sons, 1989.

[5] COXETER H.S.M., GREITZER S.L. Geometry revisited (New Mathe-

matical Library). Washington: The Mathematical Association of Ame-

rica, 1967.
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