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Abstract

This paper aims to serve as an introducing text or an alternative source of basic informa-
tion for graph theory students or people otherwise interested in graph theory. The first
two chapters of the paper provide a wide theoretical introduction and demonstrate basic
approaches to graph theory through sample problems with solutions. The third chapter
contains a gentle introduction to several important topology concepts, which are used in
the last chapter, where the planar graphs are introduced and basic results in this area are
summarised.

Abstrakt

Tato prace ma za cil slouzit jako tivodni text nebo jako alternativni zdroj informaci pro
studenty nebo zajemce o teorii grafi. Prvni dvé kapitoly prace poskytuji Siroky teoreticky
uvod do teorie grafii a demonstruji zakladni pristupy na fesSenych ukazkovych prikladech.
Treti kapitola obsahuje jemny tvod do nékolika dulezitych topologickych konceptii, které
jsou vyuzity v posledni kapitole, kde zavadime rovinné grafy a shrnujeme zakladni vysledky
v této oblasti.
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Kapitola 1

Uvod do teorie grafii

Teorie grafi je jednim z nejmladsich a nejrychleji se rozvijejicich obortt dnesni matem-
atiky s fadou aplikaci v jinych oborech, zejména v informatice. Vznikla diky pozorovani,
ze Tada problému se da elegantné fesit, pokud je reprezentujeme jako schémata bodu a
spojnic mezi nékterymi dvojicemi, kde body predstavuji objekty ¢i stavy néjakého procesu
a spojnice nam ukazuji, mezi kterymi stavy lze prechéazet, resp. které dva objekty jsou
spolu v urcité nami zvolené relaci. Muze to byt schéma vlakovych zastavek a trati, skupiny
lidi a vztahti mezi nimi ¢i hierarchie firmy nebo rodiny. Piesné takové schéma se nazyva
grafem, jednotlivé body jsou wvrcholy a spojnicim mezi nimi se fika hrany.

Nez si pojem grafu zavedeme formalné, demonstrujme kratce uzitecnost pristupu pop-
saného vyse na jednoduchém ptikladu.

Priklad. Méjme 4 jezdce na Sachovnici 3x3 jako na obrazku. Je mozné néjakym sledem
tahtt dosdhnout toho, aby oba bili jezdci byli ve vrchnich dvou rozich a oba ¢erni v dolnich?

A L

A

Reseni. Intuice a nékolik netispésngch pokustt nam napovida, Ze to nejspise mozné neni.
Zjistujeme ale, ze zkouSeni vSech moznosti nikam nevede a nedaii se ani najit vhodnou
pravidelnost, ktera by jejich pocet zmensila. Podivejme se na tlohu z jiného tthlu. O¢islujme
po fadcich pole Sachovnice 1-9 (viz obrazek) a sestrojme graf, kde vrcholy budou policka
sachovnice a hrany povedou mezi témi policky, ktera jsou od sebe na jeden tah Sachovym
jezdcem.

S
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Obrazek 1.1: Ocislovani policek Obrazek 1.2: Sestaveny graf



Vidime nyni, Ze ¢tyti jezdei, na zac¢atku na pozicich 3, 7 (¢erni) a 1, 9 (bili), se pohybuji
po obvodu jakési kruznice, pricemz nikdy nemohou pfejet pfes sebe, vymeénit si mista,
protoze by se museli v jedné chvili ocitnout v jednom vrcholu. Jsou-li tedy jezdci nyni po
obvodu stiidavé bily - cerny, zlistane tato vlastnost zachovana po libovolné posloupnosti
taht. Pozice, kterou po nas vyzaduje uloha, vSak tuto vlastnost nemé (to si ¢tenaf muze
sam vyzkousSet), proto ji nikdy nedosdhneme. &

1.1 Graf, specialni pripady grafia

Definice 1.1.1. Konecngm neorientovanym grafem G (déle jen grafem) nazveme
usporadanou dvojici (V, E), kde V' je neprazdna koneénd mnozina a F C (‘2/) je mnozina
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoziny V' budeme nazyvat vrcholy a prvky
mnoziny E hrany.

Mnoziny vrcholi a hran daného grafu G budeme znacit V(G) a E(G). Pocty vrchola
a hran budeme vétsinou znacit n = |V(G)| a m = |E(G)|, navic velikost mnoziny V(G)
budeme nazyvat 7dd grafu G. Vrcholy grafu budeme typicky znacit u, v, w, obdobné hrany
budeme ¢asto znacit e, f. Dale tomu, ze prvek {u,v} lezi v E budeme fikat, ze z u do v
vede hrana nebo ze vrchol u sousedi s vrcholem v, a hranu mezi vrcholy v a v budeme
zapisovat zkracené uv.

Jak jsme vidéli v ivodnim piikladu, grafy pro prehlednost zakreslujeme do roviny -
vrcholy jako puntiky, hrany jako ¢ary mezi nimi. Hrany se smi k¥izit, ale nesmi prochazet
jinymi vrcholy grafu nez svymi konci. Dilezité je si uvédomit, ze graf je jednoznacéné dan
uz svou mnozinou vrcholti a hran a nakreslit jej 1ze vice rovnocennymi zptisoby. Nasledujici
obrazek ukazuje nékolik stejnych, ale rizné nakreslenych grafi s V = {1,2, 3,4}

a B ={{1,2},{1,3),{1,4},{2,3}, {2,4}, {3,4}}.

2 1
3
4 2
a

Rizné nakresleni téhoz grafu

Dva grafy také intuitivné povazujeme za stejné, pokud je l1ze stejné nakreslit, ale lisi se
v mnozinach vrcholi. Tuto predstavu formalizuje nasledujici definice.

Definice 1.1.2. Dva grafy G a H nazveme isomorfni, pokud existuje bijektivni zobrazeni
v V(G) — V(H) takové, ze ¥ (u)ip(v) € E(H) pravé tehdy, kdyz uv € E(G).
Isomorfismus graft G, H se neziidka zna¢i G = H.
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Pro nékolik specialnich ptipadii grafii, které budeme ¢asto pouzivat, si zavedeme
standardni nazvy a znaceni.

Definice 1.1.3. Dulezité grafy.

o Uplnyj graf K, (pron>1)jegrafs V ={1,2,....,n}a E =

ﬁ%@@

e Cesta P, jegrafs V ={0,1,...,n} a E={{i —1,i},i=1,2,...,n} aiikame,
Ze je to cesta délky n.

e Cyklus nebo kruznice C,, je graf s V. ={1,2,... n}
aE={{i,i+1},i=1,2,....n— 1} U{{l,n}} a fikdme, Ze je to cyklus délky n.

AQQQ

Vsimnéme si, ze C3 = K3. Kruznici délky 3 (resp. iplnému grafu na tfech vrcholech)
tikame trojuhelnik.

o Uplng bipartitni gmf Knm jegraf s V = {al, ag, ooy an U {by, by b}

a B ={{ab;},i= Lnyj=1,2.
K3

Obecnejl se o blpartltmch grafech zminime pozdejl.
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Jiz nyni mame dostatek teorie, abychom se pokusili pomoci grafu fesit tlohy. V nasle-
dujici tloze uvidime vyuziti teorie grafii k ditkazu jednoduché kombinatorické identity.

Priiklad. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozend n, m plati

n+my [n m

(") =) ()
Reseni. Uvazme tplny graf K, ,, a obarvéme n jeho vrcholii na ¢erno a m na bilo a pocite-
jme dvéma zptlisoby jeho hrany. Kazdé dva z n+m vrcholl jsou spojeny hranou, takze hran
je ("Zm) Nyni spocitejme pocet hran po ¢astech: hran vedoucich mezi dvéma ¢ernymi vr-
choly, kterych je n, je (Z), obdobné hran vedoucich mezi dvéma bilymi vrcholy je (’;) Zbyva
zapocitat hrany, vedouci mezi bilym a ¢ernym vrcholem. Bily vrchol vybereme m zptisoby
a ¢erny n zpusoby, takze mame nm takovych hran. V souc¢tu mame ptresné (g) +nm+ (”21),
coz jsme chtéli dokazat.

1.2 Podgrafy, souvislost

Vyznamné grafy zminéné vyse se mohou vyskytovat i v obecnych grafech jako jejich
¢asti. Z tohoto divodu zavadime pojem podgraf.

Definice 1.2.1. Necht H a G jsou grafy. Graf H nazveme podgrafem grafu G, pokud plati,
ze V(H) CV(G) a E(H) C E(G) a zna¢ime H C G. Pokud navic pro kazdé dva vrcholy
u,v pro které plati u,v € V(H) a uwv € FE(G), plati i wv € E(H), nazveme podgraf H
indukovanym podgrafem na mnoziné vrcholia V(H).

Indukovany podgraf je pro nas zajimavy tim, Ze je jednozna¢né urcen svou mnozinou
vrcholl a ze vSech podgrafii na stejné mnoziné vrchol obsahuje maximalni pocet hran.

Zdaleka nejcastéji nas jako podgrafy daného grafu budou zajimat cesty a kruznice.
V kapitole o rovinnych grafech nas budou jako podgrafy zajimat také grafy K33 a K5 a
grafy jim pribuzné.

Pokud v daném grafu G existuje cesta P C G, kterd zacina ve vrcholu u a kondi ve
vrcholu v, budeme fikat, ze v grafu G vede cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Definice 1.2.2. Graf G nazveme souvislym, pokud mezi kazdymi dvéma rtiznymi vrcholy
u,v € V(G) vede néjaka cesta. Jinak jej nazveme nesouvislym. Maximalni souvislé podgrafy
G (tedy takové, Ze nejsou obsazeny jako vlastni podmnoziny v jiném souvislém podgrafu)
nazveme komponentami souvislosti grafu G.

Souvisly graf Graf se tfemi komponentami souvislosti
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Rozdéleni grafu na komponenty souvislosti je velmi pfirozené rozdéleni na ¢asti, z nichz
kazdou lze vétsinou uvazovat zvlast, protoze se navzajem v podstaté neovliviiuji. V rdmeci
jedné komponenty nas miize dale zajimat vzajemna vzdalenost dvou vrcholt.

Definice 1.2.3. Méjme souvisly graf G a jeho dva vrcholy u,v. Vzdalenost d(u,v) téchto
vrcholt definujeme nasledovné:

e d(u,v) =0, pokud u = v
e jinak je d(u,v) rovna délce nejkratsi cesty P C G, kterd vede z u do v.

Na zavér této sekce si uvedme tlohu, ktera demonstruje zajimavy jednoduchy vysledek
o souvislych grafech a jeji velmi elegantni feseni vyuziva i vzdalenosti vrcholi. K tomu je
jesté potreba dodat, ze odebrdnim vrcholu v z grafu G rozumime odebrani tohoto vrcholu
a vSech hran z néj vedoucich, takze vznika graf G', ktery ma V(G') = V(G) \ {v} a
E(G") = {e € E(G),v ¢ e}. Této a dalsim operacim na grafu se budeme vice vénovat ve
druhé kapitole.

Priklad. Je dan souvisly graf G o aspon dvou vrcholech. Dokazte, Ze v ném existuje vrchol,
jehoZ odstranénim vznikne graf G’, ktery bude rovnéz souvisly.

Reseni. Uvazme libovolny vrchol u. Déale uvazme vrchol v, ktery mé od u v G nejuétsi
vzdalenost. Ukazeme, Ze tento vrchol muzeme odstranit, aniz bychom porusili souvis-
lost. K tomu stac¢i ukazat, ze bude existovat cesta z u do vSech ostatnich vrchold. Pred
odstranénim v cesty z u do vSech vrcholii pochopitelné existuji ze zadani. Predpokladejme,
Ze odstranénim v jsme vytvorili vrchol w, do né€jz nevede z u cesta. Pak musel v lezet na
cesté mezi u a w, takze plati d(u, w) > d(u,v), coz je spor s volbou vrcholu v, takze takovy
vrchol w neexistuje a jsme hotovi. [

1.3 Stupen vrcholu

Velmi dilezitou veli¢inou, kterou mizeme v grafu uvazovat, je pocet hran, vychazejicich
z daného vrcholu.

Definice 1.3.1. Méjme graf G a jeho vrchol v. Pocet hran, vychéazejicich z vrcholu v
nazyvame stupném vrcholu v a zna¢ime degg(v) nebo jen deg(v). Graf, ve kterém ma
kazdy vrchol stupen k, nazveme k-regularni.

Priklad. Ukazte, Ze v kazdém k-regularnim grafu existuje kruznice délky alespon k + 1.

Reseni. Tuto tlohu vyfesime algoritmickou tivahou. Uvazme k-regularni graf a obarvéme
vSechny jeho vrcholy na bilo. Nyni za¢neme v jednom vrcholu, ktery obarvime na cerno, a
postoupime po hrané vedouci z tohoto vrcholu na vrchol, ktery je jesté bily, nacez postup
opakujeme, dokud se neocitneme ve vrcholu, ze kterého uz vedou hrany jen do ¢erné obar-
venych vrchold. Uvazime-li vrcholy v tom pofadi, v jakém je navstévujeme, dostavame
cestu. Diky tomu, ze kazdy vrchol mé stupen aspon k, bude tato cesta mit na konci délku
alespon k - alespon k-krat musime byt schopni narazit na jesté nepiebarveny vrchol. Kdyz
uz jsme ve vrcholu, z néjz vedou hrany pouze do pfebarvenych vrcholl, jsou to vlastné
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hrany vedouci z konce postavené cesty do néjakého jejiho jiného vrcholu - kazda takova
hrana spolu s odpovidajicim tsekem cesty nam vytvari v grafu cyklus. Graf je k-regularni,
takze téchto cykli je k — 1 (nepocitdme hranu, po které jsme pfisli) a kazdy mé riznou
délku, pricemz minimalni délka je 3, takze aspon jeden z téchto cykld musi mit délku
alespon k + 1. &

Véta 1.3.2. V libovolném grafu G plati Z dega(v) = 2m, kde m = |E(G)|.
veV(QG)

Dikaz. Vsimneme si, ze kdyz secitame stupné vSech vrcholi, zapoc¢itame v tomto souctu
pravé dvakrat kazdou hranu grafu - jednou za kazdy jeji koncovy vrchol. Z takového po-
zorovani uz primo plyne dokazované tvrzeni. )

Ke stupni vrcholu se vaze jednoduché, avsak zajimavé tvrzeni, které ziskalo sviij nazev
diky dloham, kde grafy aplikujeme na pratelské vecirky - vrcholy jsou lidé a hrany vedou
mezi vrcholy, pokud si dani lidé pottasli navzajem rukou.

Véta 1.3.3. (Handshaking lemma)
V libovolném grafu je vZdy sudy pocet vrcholu s lichym stupném.

Duikaz. Predpokladejme, ze je v grafu lichy pocet vrcholt s lichym stupném, soucet stupnt
vsech vrcholi je pak zfejmé taktéz liché cislo. Ve vété 1.1.3 jsme si ale ukéazali, ze soucet
stupnu vsech vrcholi v grafu je dvojnasobek poc¢tu hran, tedy sudé ¢islo, ¢imz mame spor
a handshaking lemma plati. s

Krasnou aplikaci handshaking lemmatu nalezneme v nasledujici ukazkové tloze.

Priklad. V kralovstvi je jedno hlavni mésto, 2012 normélnich mést a jeden zapadékov. Z
hlavniho mésta vede silnice do 21 normalnich mést, z kazdého norméalniho mésta vede do
ostatnich mést 20 silnic a ze zapadékova vede pravé jedna silnice do nékterého normalniho
mésta. Dokazte, ze z hlavniho mésta se lze po silnicich dopravit do zapadakova.

Reseni. Mame zadany graf o 2014 vrcholech. Uvazme samostatné jeho komponentu sou-
vislosti, ve které lezi hlavni mésto - staci nam ukazat, ze v této komponenté lezi i zapadakov
a jsme hotovi. Predpokladejme pro spor, ze zapadakov v této komponenté nelezi, tudiz v ni
jsou obsazena pouze normalni mésta, kterd maji vSechna stupen 20, a hlavni mésto, které
ma stupen 21. To je zfejmeé spor s handshaking lemmatem - takovy graf by obsahoval jeden
vrchol lichého stupné. To znamenad, Ze zapadédkov v této komponenté byt obsazen musi a
jsme hotovi. &

Na posledni tloze této sekce si nyni demonstrujme, ze v teorii grafi se daji vyhodné
aplikovat standardni dikazové metody a leckdy mitizeme dostat pozoruhodny vysledek i
bez velkého mnozstvi slozité teorie.

Priklad. Zirafy se rozhodly, Ze se rozdéli do dvou politickych seskupeni. Kazda Zirafa mé
mezi ostatnimi zirafami nejvyse t¥i neptratele, piicemz nepratelstvi je symetrické. Dokazte,
ze 1ze vzdy zirafy rozdélit na dvé skupiny tak, ze kazda zirafa je ve skupiné s nejvyse jednim
svym nepiitelem.
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Reseni. Tuto tlohu vyfesime pomoci metody extrému. Méame zadany graf, ve kterém
ma kazdy vrchol stupen nejvyse 3. Uvazme jeho rozdéleni na dvé skupiny takové, ze pocet
hran, které vedou mezi vrcholy z riznych skupin, je maximalni. O takovém rozdéleni, které
evidentné existuje, nyni ukazeme, ze spliuje zadanou podminku. Pfredpokladejme pro spor,
ze v takovém rozdéleni existuje zirafa, ktera je ve skupiné s alespon dvéma svymi neprateli.
V tom pfipadé ve druhé skupiné je nejvyse jeden jeji neptitel, takze kdyz ji premistime
do druhé skupiny, zvysSime pocet hran, vedoucich mezi vrcholy z riiznych skupin alespon o
jedna, coz je spor s volbou rozdéleni. s

1.4 Stromy

Stromy jsou jednoduchou, ale velmi diilezitou a velmi zajimavou tfidou grafii s rozsah-
lymi aplikacemi v informatice. Nasledujici definice se nejcastéji pouziva k zavedeni stromu,
nasledné si vsak uvedeme i nékolik ekvivalentnich tvrzeni.

Definice 1.4.1. Graf G je strom, pokud je souvisly a neobsahuje cykly.

Néktere stromy

Vsimnéme si, ze kazda cesta je stromem. I fada redlnych pouzivanych struktur mé stro-
movy charakter - rodokmeny, hierarchie zaméstnanci firmy, slozek v pocitaci ¢i webovych
stranek.

Véta 1.4.2. Necht G je graf. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(a) G je strom.

(b) G je souvisly a md pravé n — 1 hran.

(c) Mezi kazdymi dvéma vrcholy G vede pravé jedna cesta.

Dukaz. Nejprve ukdzeme, Ze (a) je ekvivalentni s (c).

»,=": Pokud G je strom, je z definice souvisly, takze mezi kazdymi dvéma vrcholy vede
alespon jedna cesta. Kdyby mezi néjakymi dvéma vrcholy vedla vice nez jedna cesta, snadno
bychom v G nalezli kruznici, takze mutze vést mezi kazdymi dvéma vrcholy nejvyse jedna
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cesta, coz dohromady s prvnim vysledkem dava platnost (c).
»<="“: Vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy G pravé jedna cesta, je ziejmé souvisly. Absenci
cykll ukédzeme sporem podobné jako v prvni implikaci.

Nyni ukédzeme, ze v kazdém stromu o aspon dvou vrcholech existuje vrchol stupné 1.
Zacnéme v libovolném vrcholu u a od néj stavme cestu. Nikdy nemtzeme piijit do vrcholu,
ve kterém jsme uz byli, protoze pak bychom nasli cyklus, ale nemiizeme pokracovat do
nekonecna, takze jednou prijdeme do vrcholu, ze kterého uz nemtzeme dal, coz je nas
hledany vrchol stupné 1.

Nyni indukei na po¢tu vrcholi ukdzeme, Ze (b) plyne z (a). Pokud mé G jeden vrchol,
je to zfejmé, pojdme na indukéni krok. Jak jsme ukézali vySe, G méa vrchol stupné 1.
Pokud tento vrchol i s hranou z néj vedouci odstranime, dostaneme nutné opét strom,
protoze jsme neporusili souvislost ani absenci cykli. Tento novy graf ma ale n — 1 vrchol,
takze z indukéniho predpokladu mé n — 2 hran. Kdyz nyni pfidame zpatky ubrany vrchol,
dostavame, ze G ma pri n vrcholech n — 1 hrana a dikaz je kompletni.

Nyni ukézeme, ze i (a) plyne z (b). Necht G je souvisly graf s n — 1 hranami. Také
on musi obsahovat vrchol stupné 1, protoze kdyby kazdy vrchol G mél stupen alespon 2,
mél by G z véty 1.3.2 aspont n hran. Obdobné jako vysSe nyni indukei na poctu vrchold
ukdzeme, Ze G neobsahuje cykly. Pfipad |V(G)| = 1 je opét ziejmy. Ma-li G n vrcholi,
muzeme opét odstranit vrchol stupné 1, ¢imz dostaneme souvisly graf o n — 1 vrcholech a
n — 2 hranach, ktery z indukéniho predpokladu neobsahuje kruznice. Zpétnym pridanim
vrcholu ovSsem nemutzeme vytvorit cyklus, protoze kazdy vrchol v cyklu musi mit stupen
aspon 2, takze je dikaz hotov. )

Vrcholiim stupné 1 ve stromu fikame listy. PovSimnéme si, Ze z metody dikazu vyse
plyne velmi diilezité pozorovani, ze kazdy strom umime sestrojit z grafu o jednom vrcholu
postupnym pripojovanim listi.

1.5 Bipartitni grafy

Graf G nazveme wvrcholoveé k-obarvitelnym, pokud lze obarvit jeho vrcholy k rtznymi
barvami tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvou. Obarveni zcela
obecného zadaného grafu optimalnim poctem barev je velmi obtizny problém. Muzeme si
vsak napriklad vsimnout, Ze kazdy strom je 2-obarvitelny - v predchozi sekci jsme ukazali,
ze kazdy strom lze sestrojit postupnym pfidavanim vrchol stupné 1, takze staci zacit s
vrcholem jedné barvy a kazdy pridany obarvit opa¢nou barvou nez ten, ke kterému jej
pfipojujeme.

Vrcholové 2-obarvitelné grafy nazyvame bipartitni. Nasleduje ekvivalentni definice.

Definice 1.5.1. Graf G nazveme bipartitnim, pokud existuje rozdéleni jeho vrchold do
dvou disjunktnich mnozin A, B tak, ze kazda hrana G vede z néjakého vrcholu A do
néjakého vrcholu B.

Ukazuje se, Ze bipartitni grafy lze velmi elegantné rozeznat.

Véta 1.5.2. Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyZ neobsahuje Zddnou kruznici liche délky.
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Dikaz. Ukazat, ze G neobsahuje kruznici liché délky, pokud je bipartitni, je snadné:
kruznice liché délky neni 2-obarvitelnd sama o sobé, takze nemtize byt podgrafem 2-
obarvitelného grafu.

Ukazeme nyni, ze pokud G neobsahuje zddnou kruznici liché délky, uz je nutné bipar-
titni. Zfejmé muzeme navic predpokladat, ze G je navic souvisly, rozsifeni na nesouvislé
grafy je trividlni. Obarvime vrcholy G dvéma barvami, feknéme bilou a ¢ernou. Bez Gjmy
na obecnosti obarvéme vrchol v nacerno. Dale vsechny vrcholy, se kterymi sousedi hranami,
obarvime nabilo. Sousedy téchto Cerstvé obarvenych vrchold, kteii jesté nebyli obarveni,
obarvime opét nacerno a tak dale. Protoze GG je souvisly, obarvime takto vSechny vrcholy
grafu jednoznac¢né cerné nebo bile. Plati, Ze v i-tém kroki jsme obarvovali vrcholy ve
vzdalenosti ¢ od v. To znamend, ze vrcholy, jejichz vzdalenost od v je licha, jsou vSechny
obarveny cerné a vrcholy, jejichz vzdalenost od v je suda, jsou vSsechny obarveny bile.

Nyni ukadzeme, ze v takto obarveném grafu nejsou dva vrcholy stejné barvy spojené
hranou. Pfedpokladejme pro spor, Ze takova dvojice vrcholi x, y existuje (pak v ni urcité
neni obsazen v) a uvazme nejkratsi cesty z obou téchto vrchold do v. Délky téchto cest
maji, jak jsme si ukdzali vySe, stejnou paritu, nebot z,y maji stejnou barvu. Kdyz po
uvazovanych cestach ptijdeme od x i y smérem k v, diive nebo pozdéji narazime na prvni
vrchol z, ktery maji tyto cesty spoleény (nejpozdéji v). Snadno odtivodnime, Ze od vrcholu
z uz pak zbyva x i y stejny kus k v, nebot jinak by to nebyly nejkratsi cesty. To znamena,
ze vzdalenosti x a y od z maji stejné jako vzdalenosti z a y od v stejnou paritu, tudiz
soucet téchto vzdalenosti je sudy. Jenze tim padem cesty z  do z a z y do z tvoii spolu s
hranou zy kruznici v G, kterda ma lichou délku, coz je chtény spor. s

Poznatky o bipartitnich grafech vyuzijeme v nasledujici tloze.

Priklad. Na plese se seslo 20 divek a 20 chlapctu. Ukézalo se, Ze kazda divka znd praveé
dva chlapce a kazdy chlapec zna pravé dvé divky. Ukazte, ze je lze vSechny rozdélit do 20
pari tak, ze chlapec a divka v kazdém paru se znaji.

Reseni. Mame zadany 2-regularni bipartitni graf a mame v ném nalézt tzv. perfektni
pdrovani. Zatimco obecné je to netrividlni problém, podminka 2-regularity nam praci
zjednodusuje. Kdyz uvazime jednu komponentu souvislosti 2-regularniho grafu, neni tézké
si rozmyslet, Ze to musi byt kruznice - stac¢i zacit v né€jakém vrcholu a staveét z néj cestu,
prvni hranu vybereme ze dvou a pak uz je vzdy dalsi hrana dana jednoznacné. Tato cesta
musi jednou skoncit, protoze ma graf kone¢né mnoho vrchold, nicméné skoncit miize pouze
ve vrcholu, ze kterého uz nevede nenavstivena hrana, coz bude pouze ten prvni. Zadany graf
je tedy sjednoceni kruznic. Navic z véty vyse mame, Ze jsou tyto kruznice navic vSechny
sudé délky. S témito pozorovanimi uz snadno chténé parovani sestrojime, staci z kazdé
kruznice vzit kazdou druhou hranu, ¢imz urcité pouzijeme v né€jakém paru kazdy vrchol.

[ )
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Kapitola 2

Grafova k-souvislost

V predeslé kapitole jsme se kratce zabyvali souvislosti grafti. V této kapitole pojem sou-
vislosti zobecnime a predstavime nékteré koncepty, které pozdéji vyuzijeme, az se budeme
vénovat rovinnym graftm.

2.1 Operace na grafu

Aby se nam s grafy lépe pracovalo, definujeme na nich nékteré vhodné operace. Necht
u,v jsou dva vrcholy grafu G takové, ze uv ¢ FE(G). Pak pFiddni hrany e = uv zna¢ime
G U e a plati

GUe= (V(G),E(G)U{e}).

Déle necht e € E(G). Pak odstranéni hrany e zna¢ime G \ e a plati
G~e= (V(G),E(G) ~{e}).

Operace s hranami jsme definovali snadno, protoze nemély vliv na mnozinu vrcholtd. Kdyz
vSak chceme odebrat vrchol, musime s nim odebrat i hrany, které z néj vedou. Odebrdni
vrcholu v zna¢ime G \ v a plati

G~v=(V(G)\{v},{e€ E(G),v ¢ e}).

Obdobné definujeme odebrani celé moziny vrcholi. Pokud S C V(G) a G\ S ma vice
komponent souvislosti nez GG, fekneme navic, ze S rozdéluje G.

Podstatné pro nas budou jesté dvé vyznamné grafové operace, a sice déleni hrany a kon-
trakce hrany.

Definice 2.1.1. Délenim hrany e = ujus € E(G) rozumime jeji nahrazeni cestou délky 2,
tzn. pridame do grafu novy vrchol v, ktery spojime s vrcholy uy, us a ptivodni hranu u;us
odstranime. Znacime

G%e = (V(G) U {v}, E(G) U {ujv,upv} \ {e}).

Graf H nazveme délenim grafu GG, pokud je isomorfni grafu G’, ktery vznikl z G koneénym
poctem operaci déleni. Je diilezité nahlédnout, Ze to 1ze ekvivaletné formulovat tak, Ze graf
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G’ vznikl z G nahrazenim nékterych hran cestami, které maji pouze své konce spolecéné
s G.

Dva grafy G, H nazveme homeomorfni, pokud existuje tieti graf K, ktery je zaroven
délenim G i délenim H. Nasledujici obrazek ukazuje priklad dvojice grafii, z nichz zadny
neni délenim druhého, ale jsou homeomorfni. Silné zvyraznéné jsou hrany, které je tfeba
vydélit, abychom dostali z obou graft ten samy.

Definice 2.1.2. Kontrakci hrany e = uv € E(G) rozumime operaci G /e, ktera hranu e
odstrani a vrcholy u, v slouc¢i do jednoho vrcholu, napt. u, ze kterého tedy povedou vSechny
hrany do ostatnich vrcholt, které vedly z u nebo z v.

Vidime ovSem, ze takto definovana operace nemusi vytvorit graf tak, jak jsme si jej
zavedli. Zejména pokud hrana e lezela v cyklu délky 3, po jeji kontrakci nam vznika dvojice
vrcholi, ktera je spojena vice nez jednou hranou, tudiz vznika tzv. multigraf, ktery odporuje
nasi definici grafu, kde E(G) je mnozina. Z tohoto divodu si zavedeme jesté zobecnénou
kontrakci hrany G/ /e, kterd navic jesté nahradi v8echny vzniklé multihrany jednoduchymi
hranami. Plati tedy

G/le= (V(G)~{v},{e € E(G),v ¢ e} U{uvi,vv; € E(G)}).

Priklad zobecnéné kontrakce nékolika hran grafu vidime na obrazku nize. Nalevo je graf
pred kontrakci, zvyraznéné jsou hrany, které budou kontrahovany, napravo je graf po kon-
trakei.

2.2 Bloky

Definice 2.2.1. Necht G je graf. Pak na mnoziné hran E(G) definujeme relaci ~ nésle-
dovné: e; ~ ey, pokud e; = e5 nebo G obsahuje néjakou kruznici C', na které lezi hrany
€1, €g.

Podstatné pro nas bude pozorovani, ze tato relace je ekvivalenci.
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Tvrzeni 2.2.2. Relace ~ je ekvivalence.

Dutikaz. Reflexivita a symetrie jsou ziejmé z definice. Je tedy potifeba jesté ukazat, ze je
~ tranzitivni, tj. pro kazdou trojici hran e, e9, e3 € E(G) plati

e~ ey N\ ey~ e3 = e~ es.

Pokud e; = e, e = e3 nebo vSechny tfi hrany lezi na jedné kruznici, je to trivialni,
uvazujme tedy, ze hrany jsou po dvou ruzné a hrany eq, e5 lezi na spoleéné kruznici C a
hrany es, e3 lezi na spoleéné kruznici Cy rizné od C;. Kruznice C7, Cs maji urcité prinik,
a to néjakou cestu P, na které lezi hrana e,.

€1

€3

Obrazek 2.1: K dikazu ekvivalence ~

Kdyz uvazime graf, vznikly sjednocenim C} U C; a odebereme z néj cestu P az na jeji
koncové vrcholy, dostaneme kruznici C3, na které lezi hrany e; i e3, coz je to, co jsme chtéli
ukazat. &

V daném grafu G nam tiida ekvivalence této relace spolu s koncovymi vrcholy hran
v ni lezicich vytvori podgraf B, ktery nazveme blok. Pokud navic fekneme, Ze i vrcholy
stupné 0 v GG jsou bloky, je kazdy graf sjednocenim svych blokt. Hranu, ktera neni v relaci
~ s zddnou jinou, nazveme most, dale vrchol, ktery lezi ve vice nez jednom bloku, nazveme
artikulace.

Néasledujici tvrzeni shrne podstatné poznatky o blocich, které v dalsi sekci naleznou
silné uplatnéni.

Tvrzeni 2.2.3. Necht G je graf.

(a) Hrana e € E(G) je most pravé tehdy, kdyz jeji konce lezi v rizniych komponentdch
grafu G \ e.

(b) Vrcholv € V(G) je artikulace pravé tehdy, kdyz G ~ v md vice komponent nez G.

(¢) Necht u,v jsou vrcholy v bloku B C G, ktery md aspon dvé hrany. Pak B obsahuje
cyklus, na kteréem lezi u i v.

(d) Dwva bloky G mayji spolecny nejuyse jeden vrchol (artikulaci).

(e) Necht By, Bs,...By (k > 3) jsou rizné bloky G takové, Ze bloky B; a B;y1 pro i =
1,2,...k — 1 maji spolecny vrchol a vsSechny tyto priniky jsou po dvou ruzné. Pak
By N B, = 1.

20



Dukaz. (a) O obou stranach této ekvivalence snadno ukadzeme, ze jsou ekvivalentni s
tvrzenim, Ze mezi koncovymi vrcholy e vede pravé jedna cesta.

(b) Necht By, By jsou bloky, jejichz spoleénym vrcholem je v. Necht hrana uv lezi v B; a
hrana vw lezi v By. Opét z definice blokt snadno ukazeme, ze obé strany dokazované
ekvivalence jsou ekvivalentni s tvrzenim, ze mezi v a w vede pravé jedna cesta.

(¢) Pokud wv € E(G), pak je v tomto bloku jesté néjakéd jind hrana, se kterou musi uv
lezet na né&jaké kruznici v B. Pokud uv ¢ E(G), pak u i v jsou nutné koncové vrcholy
néjakych dvou rtznych hran v B, které uz spolu musi opét lezet na néjaké kruznici v

B.

(d) Ptedpokladejme pro spor, ze dva bloky B, B; maji spoleéné dva ruzné vrcholy wu,v
(tim padem oba bloky maji aspor tfi vrcholy a aspon dvé hrany). Podle (¢) je v bloku
B; kruznice C;, ktera obsahuje vrcholy u, v pro i = 1,2. Z ¢asti kruznice C; a kruznice
C5 snadno poskladame kruznici, ktera obsahuje hrany obou blokt, coz je spor.

(e) Ziejmé existuje cesta ptes bloky By, ... By z artikulace By N By do artikulace By_; N
By,. Predpokladejme pro spor By N B, = v. Pak bud v = By N By nebo existuje cesta

z v do artikulace By N By, ktera je cela v B;. Také existuje cesta v bloku Bj mezi v a
Byj_1 N By. Tim jsme nasli kruznici, na které lezi hrany vSech blokiu, coZ je spor. &

2.3 k-souvislé grafy
Definice 2.3.1. Souvisly graf G je k-souvisly, pokud ma alespon k + 1 vrcholid a graf
vznikly odstranénim libovolné mnoziny nejvyse £ — 1 vrchold a hran z nich vedoucich je
souvisly.

Zdaleka nejzajimavéjsimi pro praktické vyuziti jsou 2-souvislé grafy, tedy takové, které
zlistavaji souvislé po odstranéni libovolného jednoho vrcholu.

Tyto grafy miizeme velmi elegantné charakterizovat diky poznatkim o blocich, které

jsme si zavedli vysSe.

Véta 2.3.2. Necht G je souvisly graf s aspori tremi vrcholy. Pak ndsledugjici tvrzend jsou
ekvivalentni:

(a) G je 2-souvisly

(b) G nemd Zddné artikulace

(c) Kazdé dva vrcholy G lezi na néjakém spolecném cyklu.
(d) Kazdé dvé hrany G lezi na néjakém spolecném cyklu.

(e) G md prdvé jeden blok.
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Dikaz. Z definice bloku a tvrzeni 2.2.3 plati (b) < (¢) < (d) < (e), takZe sta¢i ukazat,
ze 2-souvislost grafu je ekvivalentni s libovolnym z dalsich bodi.

Dokézeme, ze (a) < (b):
»,=": Necht G je 2-souvisly. To znamena, Ze G \ v je souvisly pro libovolny vrchol v grafu
G, coz podle bodu (b) tvrzeni 2.2.3 znamena, ze v neni artikulace.
»<": Necht G nema artikulace. Pak podle bodu (b) tvrzeni 2.2.3 m& G\ v stejné komponent
jako G, tedy jednu, takze odstranénim libovolného vrcholu zistava G souvisly, je tedy
2-souvisly. &

Vsimnéme si, Ze to znamena, ze rozklad grafu na bloky je témér totéz, co jeho rozklad na
jeho maximélni 2-souvislé podgrafy (tj. takové, které nejsou podgrafy jiného 2-souvislého
podgrafu), rozdil nastdva pouze pro bloky o jednom nebo dvou vrcholech.

V prvni kapitole jsme ukazali, ze kazdy strom umime ziskat postupnym prilepovanim
listt ke zbytku grafu. Ukazuje se, ze podobnou operaci umime najit i pro sestrojovani
2-souvislych grafa.

Kazdy cyklus je 2-souvisly. Kdyz k 2-souvislému grafu ptilepime tzv. ,,ucho“, tzn. pfipo-
jime k nému cestu, ktera ma pouze koncové vrcholy spolec¢né s ptivodnim grafem, dostaneme
opét 2-souvisly graf. Ukazeme, ze takovouto operaci dostaneme kazdy 2-souvisly graf z
cyklu délky aspon 3.

Véta 2.3.3. Kazdy 2-souvisly graf lze sestrojit z cyklu délky aspon 3 postupnym pripo-
jovdanim cest, které maji pouze koncové vrcholy spolecné s aktudlnim grafem.

Dukaz. Necht G je 2-souvisly graf a H néjaky cyklus v ném. Pokud G = H, neni co TFesit,
takze predpoklddejme G # H. Protoze G je souvisly, existuje hrana uv € E(G) \ E(H)
takové, ze u € V(H), neboli hrana, pfes kterou je H napojen ke zbytku grafu. G je navic
2-souvisly, takze graf G ~\ u je souvisly. Zvolme nejkratsi cestu @), ktera spojuje v s néjakym
vrcholem z V(H) \ {u}. Kdyz ted uvazime cestu P, kterd vznikne spojenim () s hranou
uv, je zrejmé, ze tato cesta ma pouze své vrcholy spoleéné s H. Pripojime tuto cestu k H
a cely postup opakujeme. Je zfejmé, Ze bud jednou nastane chténd rovnost G = H nebo
najdeme dalsi cestu uvedenym postupem. &

Uvedeny postup konstrukce 2-souvislého grafu se da s vyhodou vyuzit pti dokazovani
matematickou indukeci.

Priklad. Nechf G je graf o n vrcholech. Dokazte, Ze nasledujici dvé podminky jsou ekvi-
valentni:

e (G je 2-souvisly

e Existuje usporadani jeho vrcholi vy, vy, ..., v, takové, ze viv, € E(G) a kazdy z
vrcholi v;,7 = 2,3,...,n — 1 je spojen hranou s néjakym vrcholem nalevo od néj a s

néjakym vrcholem napravo od néj.

Reseni. ,«<*“: Pfedpoklidejme, Ze popsané usporadani vrcholll existuje a predpokladejme
pro spor, ze G neni 2-souvisly. Dva rtizné vrcholy, které spolu nelezi v bloku, nejsou spojeny
hranou, takze vy a v, lezi v jednom bloku By C G. Vezméme nyni libovolny vrchol v;, ktery
lezi v bloku B, a neni artikulaci mezi bloky Bj, B, a necht v je artikulace mezi témito bloky.
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Kdyz budeme z v; postupovat po hranach vlevo v usporadani, nutné se dostaneme az do
v1, obdobné napravo se dostaneme az do v,,. Do téchto vrcholt se ale z v; mizeme dostat
jen pfres artikulaci v, kterd tim padem musi lezet jak napravo, tak nalevo od v;, coz je spor.
,=": Pfedpokladejme, ze G je 2-souvisly. Dokazeme indukci vzhledem k | E(G)|, Ze existuje
popsané usporadani a navic libovolné dva vrcholy mohou hrat roli vy, v,. Pro libovolny
cyklus a tedy i pro K3, nejmensi 2-souvisly graf, je to trividlni. Pokud G neni cyklus, pak
z predchozi véty vznikl z néjakého grafu G’ pridanim cesty. Z indukéniho predpokladu mé
G’ popsané usporadani, nacez staci vrcholy odebrané cesty piidat do usporadani mezi jeji
koncové vrcholy, ¢imz zavrsime indukéni krok. &

Diky tomu, ze kazdé dva bloky maji spolecny nejvyse jeden vrchol, mtizeme relativné
snadno svazat vztahem pocet vrcholu grafu, pocet blokt a pocet vrcholi ve vSech blocich.
To nam ukaze nasledujici véta, kterou vyuzijeme pozdéji ve ¢tvrté kapitole.

Véta 2.3.4. Necht G je souvisly graf na n vrcholech sestdvajici z k bloki By, B, . .., B.

Pak
k

Y V(B =n+k-1.

=1

Dtikaz. Budeme postupovat indukci vzhledem k k. Pripad k = 1 je ovéfitelny trivialné,
pojdme na indukéni krok. Ukazme, Ze v G najdeme blok, ktery mé pouze jednu artikulaci:
Vezméme libovolny blok a postupujme od néj vzdy pres artikulaci do sousedniho bloku.
Nikdy nemtizeme dojit do bloku, kde jsme uz byli, protoze bychom tim nasli kruznici, ktera
by ndm vice bloki spojila do jednoho (viz bod (e) tvrzeni 2.2.3), takze jednou se musime
dostat do bloku, ze kterého uz se dal nedostaneme (nelze pokracovat donekonec¢na, protoze
bloku je kone¢né mnoho), a to je nas hledany blok. Ozna¢me pocet vrcholi v tomto bloku
p. Tento blok z grafu az na artikulaci odstranime a dostavame graf o k — 1 krocich, na ktery
aplikujeme indukéni predpoklad, takze soucet vrcholi ve vSech blocich v novém grafu je

m—p+1)+k—-1—1=n—p+k—1

KdyZ nyni pfidame odstranény blok zpét, ptfidali jsme blok o p vrcholech, takze zvysime
predchozi soucet o p, ¢imz jsme hotovi. &

Ani 3-souvislé grafy nezistavaji bez pozornosti. Ukdzeme si zde nicméné pouze jedno
velice podstatné lemma, jehoz disledkem je mimo jiné podobnéa charakterizace 3-souvislych
graft, jaké jsme dosahli pro 2-souvislé grafy a stromy - definujeme operaci, pomoci niz bude
mozné kazdy 3-souvisly graf zkonstruovat z nejmensiho 3-souvislého grafu K.

Lemma 2.3.5. Necht G je 3-souvisly graf s aspon 5 vrcholy. Pak v ném existuje hrana e
takovd, Ze graf G/ /e je 3-souvisly.

Dikaz. Dilkaz povedeme sporem. Predpokladejme, Ze pro kazdou hranu e = xy grafu
G je graf G//e nejvyse 2-souvisly. Tento graf mé aspon 4 vrcholy, takze v ném existuje
dvouprvkova mnozina vrcholti, jejiz odstranéni jej rozdéli na vice komponent. To zejména
znamenad, ze jeden z téchto vrcholt musi byt ten, ktery vznikne slouc¢enim x a y, protoze
jinak by puvodni graf G nebyl 3-souvisly. To dale znamen4, ze mnozina vrcholu {z,y, z}
pro néjaky vrchol z z G rozdéluje G.
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Ucinme jednoduché, ale dulezité pozorovani - je-li {z,y, z} rozdélujici mnozinou grafu
G, musi kazdy z vrcholu z, y, z sousedit s kazdou komponentou G \ {z,y, z}, protoze jinak
bychom uméli néjakou komponentu oddélit odstranénim méné nez tii vrcholi, takze by G
nebyl 3-souvisly.

Zvolme nyni e a z tak, aby nejvétsi komponenta H grafu G \ {z,y, z} méla nejvétsi
moznou velikost (co do po¢tu vrcholit). Necht H' je libovolna jind komponenta a u je jeji
vrchol sousedici s vrcholem z. Z tvodniho pfedpokladu je i graf G//zu nejvyse 2-souvisly,
takze podle stejné uvahy jako predtim existuje vrchol v takovy, Ze {z, u, v} rozdéluje G.

Nyni uvazme indukovany podgraf grafu G na vrcholech (V (H)U{z,y})~{v}. Ukdzeme,
ze je vzdy souvisly. Pokud x = v nebo y = v, je to snadné: podgraf na V(H) je souvisly
urcité, protoze tvori komponentu G\ {z,y, 2z} a podle pozorovani, které jsme ucinili vyse, je
k této komponenté pripojen i zbyly z vrcholti x, y, ktery neni v. Dale tedy predpokladejme,
zeveV(H).

Pokud by feceny indukovany podgraf nebyl souvisly, ale sestaval by z vice komponent,
je ziejmé, ze vrcholy x,y by byly spoleéné v jedné, nebot jsou spojeny hranou, tudiz by
tento podgraf mél komponentu souvislosti, ktera neobsahuje vrchol x ani y. Jenze graf H
byl sestrojen tak, ze byl ke zbytku grafu G pfipojen pouze pfes vrcholy x,y, z, takze tato
jeho ¢ast by byla pfipojena ke zbytku grafu pouze vrcholem v a pripadné jesté vrcholem
z, takze by dvouprvkova mnozZina {v, z} rozdélovala G, coz je ve sporu s tim, ze graf G je
3-souvisly.

Dokézali jsme, ze uvazovany indukovany podgraf GG je souvisly a navic vzhledem k jeho
volbé neobsahuje zadny z vrcholu z,u, v, takze je podgrafem néjaké souvislé komponenty
H" grafu G~ {z,u,v, }. Jenze tim padem ziejmé |V (H")| > |V (H)|, protoze onen induko-
vany podgraf jsme zvolili tak, Ze méa o aspon jeden vrchol vice, nez je |V (H)|. Uvedena
nerovnost je ale ve sporu se zvolenou maximalitou velikosti mnoZiny V (H), ¢imz je dikaz

dokoncen. &
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Kapitola 3
Vybrané partie z topologie

V této kapitole se sezndmime s nékterymi pojmy z topologie a analyzy. Mnohé z nich jsou
zajimavé i samy o sobé, celkové se vSak jedna zejména o vybér informaci, které vyuzijeme
ve Ctvrté kapitole.

3.1 Kompaktni mnoziny

Definice 3.1.1. Metrickym prostorem nazveme uspofadanou dvojici (M,d) kde M je
mnozina a d je metrika na M. Metrikou rozumime funkci M x M — R, ktera splnuje
nasledujici podminky:

Vr,y,z € M:

o d(z,y) 20

e dz,y)=0cz=y

o d(z,y) =d(y, )

e d(z,y) +d(y,z) > d(x, z) (trojihelnikova nerovnost)

Vsimnéme si, ze metrika neni nic jiného, nez popis, jak chapeme v daném metrickém
prostoru vzdalenosti. V tomto textu se nadale budeme zabyvat metrickym prostorem
(R?%, |zy|), neboli euklidovskou rovinou, kde vzdalenost mezi body pro nas bude takova,
na jakou jsme zvykli - délka tsecky, ktera je spojuje. Nasledujici pojmy si ovSsem zavedeme

trochu obecnéji v R™.

Definice 3.1.2. Nechf je dan bod = € R™ a realné ¢islo € > 0. Otevienym diskem D(x,¢)
nazveme mnozinu bodd v R", které jsou od x vzdaleny méné nez €. Obdobné zavrenym
diskem budeme rozumét mnozinu bodi, které jsou od x vzdaleny nejvyse c.

Takto definovanému disku se také nékdy tika okoli bodu.

Definice 3.1.3. Mnozinu M C R"™ nazveme otevrenou, pokud pro libovolny bod x € M
existuje redlné ¢islo € > 0 takové, Ze otevieny disk D(z,e) C M.

25



Neformalné 1ze tuto definici formulovat tak, Ze v oteviené mnoziné s kazdym bodem
lezi v té mnoziné i néjaké jeho okoli. Uzavrenou mnozinu mizeme snadno dodefinovat jako
doplnék néjaké oteviené mnoziny do R™. Dalsi moznost, jak definovat zavienou mnozinu,
je uvazit konvergujici posloupnosti bodi v té mnoziné. Pak plati, Ze mnozina je uzaviena,
pokud s kazdou takovou posloupnosti lezi v mnoziné i jeji limita. Tim se zde ale vice
zabyvat nebudeme.

Definice 3.1.4. Necht £ C R™ a A je indexovaci mnozina. Pak systém otevienych mnozin
{G,}aca nazveme otevienym pokrytim mnoziny E, pokud E C U G,.
acA

Definice 3.1.5. Necht K C R". Mnozinu K nazveme kompaktni, pokud z kazdého jejiho
otevieného pokryti umime vybrat koneéné podpokryti (tj. vybrat koneéné mnoho mnozin
z daného pokryti, které budou dohromady rovnéz tvotit pokryti K).

Piiklad. Uvazme napi. metricky prostor (R, |z — y|), tedy prostor na realnych ¢islech,
kde metrikou je absolutni hodnota rozdilu dvou ¢isel. Ukazte, Ze mnozina A = [0, 00) neni
kompaktni.

Reseni. Uvazme oteviené pokryti {(—1,7)}yneny mnoziny A. KdyZ vezmeme libovolnou

koneénou podmnozinu {(—1,a),(—1,as2),...,(—1,ax)}, uréité existuje n* takové, ze pro
vsechna 7 od 1 do k plati a; < n*, takze prvek n* touto podmnozinou pokryty nebude,
tudiz A neni kompaktni. &

Definice 3.1.6. Necht £ C R™. Mnozinu £ nazveme omezenou, pokud existuje xz € R" a
e > 0 tak, ze F C D(z,¢).

Nésledujici véta dava v prostorech R™ do souvislosti nékteré vyse fecené vlastnosti
mnozin.

Véta 3.1.7. (Heine-Borel)
Necht S C R™. Pak ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

e S je uzaviend a omezend
e S je kompaktni

Dtikaz této véty v jejim plném znéni pro dalsi ucely nepotfebujeme, proto jej nebudeme
uvadét. Dokézeme si ale jeji slabsi variantu v prostoru R - Ze uzavieny interval [0, 1] je
kompaktni. K tomu budeme nejprve potiebovat jedno pomocné tvrzeni.

Lemma 3.1.8. (Cantorova véta o vnortenych intervalech)

Necht {[a,, b,]}22, je vnofend posloupnost uzavienych a omezenych intervali

(tzn. [a1,b1] 2 Jag,bo] 2 ...). Pak prinik () _,[a,,b,] je neprazdny. Navic, pokud délka
intervalt konverguje k nule, ma tento prinik prdave jeden prvek.

Dukaz. Z predpokladii véty je zfejmé posoupnost {a,} neklesajici a posloupnost {b,}
nerostouci, navic a,, < b, pro vSechna n. Z posledni fecené podminky plyne, Ze supremum
s mnoziny {a,}°°,, které zfejmé existuje, splituje nerovnosti s < b, pro vSechna n, takze
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plati také s < i, kde 7 je infimum mnoziny {b,}:°,. Vzhledem k tomu, ze a, < s <i <b,,
plati [s,i] C [an, b,] pro vSechna n, takze plati i

(5,0 € () [an: bal

takze tento prinik je zejména neprazdny. Pokud délka [a,,b,] jde k nule, tak nastava
rovnost s = ¢ a priunik ma pravé tento jeden prvek. &

Nyni uz se mizeme pustit do dikazu vyse zminéného tvrzeni.
Véta 3.1.9. Uzavreny a omezeny interval [0, 1] je kompaktny.

Dikaz. Nechf 9 je néjaké oteviené pokryti intervalu [0, 1]. Pfedpoklddejme pro spor,
ze [0,1] neni kompaktni. Pak zfejmé aspon jeden z intervala |0, %], [%, 1] neni pokryt
koneénym poctem intervali z ¢, oznacme jej [aj,b1]. Stejnou tvahu aplikujeme znovu
na interval [a;, b;] - jedna z jeho polovin délky I opét nemé konecné pokryti v ). Takto
miizeme postupovat induktivné a dostat posloupnost nekoneéné mnoha vnofenych inter-
vall {[an, by]}22,, z nichz zadny nem4 kone¢né pokryti intervaly z ¥. Navic, z konstrukce
této posloupnosti ziejmeé plati

1

2_n’

takze délka intervald jde v nekone¢nu k nule a tudiz podle lemmatu 3.1.8 ma ()—, [an, by
pravé jeden prvek p. Protoze vSak p € [0, 1], existuje néjaky otevieny interval O € ¥ takovy,
ze p € O. Diky tomu, ze je otevieny, existuje € > 0 takové, ze

bn_an:

(p_67p+€)g0

Urcité nyni umime zvolit dostatecné velké n takové, ze

L <
- g.
2n

Pak z toho, Ze p € [a,, b,| plyne také [a,,b,] C (p —&,p + ¢), takZe i

lan, b,] € O.
To znamen4, Ze jsme jednim intervalem z 9 pokryli interval [a,, b,], ktery byl zvolen tak,
ze jej nelze pokryt koneéné mnoha intervaly z 19, tudiz mame kyzeny spor a jsme hotovi -

ukazali jsme, Ze interval [0, 1] je kompaktni. &

Na zavér uvedme jesté jedno tvrzeni z této oblasti, které vyuzijeme, az budeme hovorit
o kresleni grafti do roviny.

Véta 3.1.10. Obraz f(A) kompaktni mnozZiny A C R"™ ve spojitém a prostém zobrazeni
f:R" — R" je kompaktni.
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Dikaz. Necht I je indexovaci mnozina a necht {S, }ocr je libovolné oteviené pokryti f(A).
Ziejmé plati
A=) < (Us.) U risa).
ael acl
Diky spojitosti f je kazda z mnozin f~1(S,) oteviend, takZe jejich sjednoceni tvoii oteviené
pokryti A. A je kompaktni, takZe existuje prirozené n takové, ze

AC U F71(Sa,)
=1

pro néjakd aq,...a, € I. Z toho mizeme dale nahlédnout, ze

ry e f( U 7 8a)) € £ U Sas)) = US

takze jsme vybrali n mnozin z otevieného pokryti f(A) a ukazali jsme, Ze tvofi rovnéz
pokryti, dikaz je kompletni. &

Toto tvrzeni 1ze dokazat i pro zobrazeni mezi dvéma obecnymi topologickymi prostory,
z ¢ehoz plyne fada zajimavych dusledkt, naptiklad to, ze mizeme i v podivném a komp-
likovaném prostoru ziskat kompaktni mnozinu, staci jen sestrojit zobrazeni z jednodussiho
prostoru. Zajimava je i samotna technika tohoto diikazu - vytahli jsme mnozinu z jednoho
prostoru do druhého, ve kterém jsme o ni védéli vice, upravili jsme ji a poslali zpatky.

3.2 Obloukova souvislost

V této sekci kratce predstavime nékolik pojmii z topologie roviny.

Definice 3.2.1. Obloukem v roviné budeme rozumét spojity a prosty obraz intervalu
[0,1] v zobrazeni f : [0,1] — R2. Pokud je zobrazeni f prosté az na rovnost f(0) =
f(1), nazveme takovy obraz topologickou kruznici nebo jen kruznici v roviné. Mnozinu
M C R? nazveme obloukové souvislou, pokud pro kazdé dva body z,y € M existuje
oblouk s krajnimi body z,y, ktery je cely v . M. Mnozina A C M rozdéluje mnozinu M,
pokud M je obloukové souvisla a M . A neni obloukové souvisla.

Nésledujici definice formalizuje nasi intuitivni predstavu, jak naptiklad kruznice déli
rovinu na dvé ¢asti. U bézné kruznice, na kterou jsme zvykli z planimetrie, je to ziejmé.

vvvvvv

Definice 3.2.2. Komponentou obloukové souvislosti mnoziny M C R? nazveme maximalni
obloukové souvislou mnozinu A C M (tj. takovou, Ze neexistuje zadna obloukové souvisla
mnozina P C M takova, ze by A C P. Sténou mnoziny M nazveme komponentu obloukové
souvislosti R? \. M (tj. napied sténou kruznice je jeji vnitfek a vnéjsek). Vnéjsi sténou
nazveme sténu, ktera neni omezena, vnitrni sténou nazveme sténu, ktera je omezena.

Specialnim a jednodussim ptipadem oblouku pro nas bude tzv. lomenice. To pro nas
bude lomen4 ¢ara v R?, kterd sama sebe nikde neprotini. Lomenicovou kruznici nazveme
lomenici, jejiz krajni body splyvaji v jeden.
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Kapitola 4

Rovinné grafy

Vzhledem k tomu, Ze nejprirozenéjSim znazornénim grafu je pravé schéma v roviné,
prikopnici teorie grafii se zacali velmi brzo zajimat o grafy, které lze v roviné nakreslit
bez ktizeni hran. Jednou z prvnich matematickych inspiraci byla tuloha o tfech studnach a
tfech domech: v roviné stoji tii studny a t¥i domky a tikolem je kazdy dtim spojit potrubim
s kazdou ze studen, aniz by se né€ktera dvé potrubi kiizila. V terminologii teorie grafi to
znamené nakreslit graf K33 v roviné bez kiiZeni hran. V této kapitole mimo jiné zjistime,
ze nerovinnost grafu K33 ma cisté kombinatorickou podstatu.

Nez se dostaneme ke kresleni grafti do roviny, zamysleme se nad tim, jak bychom je
kreslili bez kfizeni hran do prostorii o vyssich dimenzich. Neni tézké si rozmyslet, jak
nakreslit libovolny graf do prostoru dimenze 3, aby kazda hrana byl oblouk - stac¢i napiik-
lad umistit vsechny vrcholy na pfimku, pfes kterou prolozime za kazdou hranu rtznou
rovinu, ve které danou hranu nakreslime. Nicméné v prvni tloze kapitoly si ukazeme sil-
néjsi vysledek.

Priklad. Dokazte, Ze libovolny graf G zvladneme nakreslit do euklidovského prostoru
dimenze 3 tak, ze kazdy vrchol je jiny bod, kazda hrana je tisecka a hrany se nepotkavaji
jinde nez ve vrcholech.

Reseni. Reseni povedeme ve dvou &astech. Nejprve si rozmysleme postacujici podminku
pro umisténi vrchold do prostoru. Pokud se dvé tisecky protinaji v jednom bodé, lezi jejich
¢tyti koncové body v jedné roviné. Pokud tedy vrcholy umistime do prostoru tak, ze zadné
¢tyti vrcholy nelezi v jedné roviné, zadné dvé hrany se nam nebudou protinat v jednom
bodé. Jesté se vSak muze stat, Zze maji dvé usecky spolec¢nych vice bodi. To miize nastat
jen tehdy, kdy je skupina vice nez dvou bodia kolinedrni. Mame tedy dvé podminky pro
umisténi vrcholt do roviny - zadné tfi nesmi lezet na jedné pfimce a zadné Ctyii v jedné
rovine.

Ve druhé casti feseni nyni ukazeme, ze témto podminkdm vyhovi rozmisténi vSech n
vrcholt grafu na n bodi ktivky {[z,z?% x3],z € RT}. Zvolme na fecené kiivce libovolné
¢tyTi body

A= [a,a® a’],
B = [b,b*, b,
C =

[07 627 03] Y
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D =[d,d* d*],

takové, ze 0 < a < b < ¢ < d. K tomu, abychom ukazali, Ze pro tuto ¢tverici jsou splnény
vyse pozadované podminky, stac¢i ukazat, ze vektory AB, AC), E generuji prostor dimenze
3. To dokazeme standardné tpravou matice téchto vektori.

AB d—a d>—a* & —ad
= c—a —a®> A—-ad°

A
ﬁ b—a bV —a®> b —ad

Druhy fadek nyni nahradime vektorem (¢ — a)@ — (d— a)@ a obdobné tTeti fadek
nahradime vektorem (b — a)zﬁ —(d— a)zﬁ a dostavame matici

d—a d? — a? > — a?
0 (e a)(d—a®) — (d—a)(@ —a®) (c—a)(d —a®) — (d—a)(—a?) |.
0 (b—a)(d®>—a*)—(d—a)¥*—a*) (b—a)(d®—a®)— (d—a)d®—a®)

coz po snadnych tpravach, které prenechame ¢tenaii dava

d—a d* — a? d® —a?
0 (c—a)(d—a)(d—c) (c—a){d—a)(d—c)la+c+d) |,
0 (b—a)(d—a)(d—=0b) (b—a)(d—a)(d—>b)(a+b+d)

z ¢ehoz po zkraceni konstanty ve druhém a tietim rfadku snadno dostavame schodovity

tvar
d—a d&®>—-a*> d&*—a°

0 1 a+c+d |,
0 0 c—b
¢imz je hotova druhé ¢ast dikazu a tim i celé cviceni. &

4.1 Rovinny graf a topologie roviny

Zacnéme tim, ze formalizujeme rovinné nakresleni grafu.

Definice 4.1.1. Graf G nazveme rovinngm, pokud existuje jeho reprezentace I' v roviné
takova, ze kazdy vrchol je jiny bod roviny, kazda hrana je oblouk a hrany se nepotkavaji
jinde nez ve vrcholech.

Oblouky vSak mohou byt velmi slozité, proto se bez nich budeme snazit obejit. Prozatim
se je pokusime nahradit lomenicemi.

Lemma 4.1.2. V otevrené, obloukové souvislé mnoziné 2 C R existuje pro libovolné dva
body a,b € Q) lomenice, kterd je spojuje a je celd v ).

Dukaz. Pro kazdy bod z € Q existuje ¢ > 0 takové, ze disk D, = D(z,¢) je cely v Q.
Necht a,b jsou libovolné dva body z 2 a necht A je oblouk, ktery je spojuje. Uvazme
pokryti {D,|z € A} oblouku A. Oblouk A je spojitym zobrazenim intervalu [0, 1], ktery
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je z véty 3.1.9 kompaktni, takze diky vété 3.1.10 je i A kompaktni v . Mzeme tedy
uvazit koneéné podpokryti {D,,, D,,,...,D,,} puvodniho pokryti, v jehoz sjednoceni uz
hledanou lomenici snadno sestrojime. Myslenka diikazu je zndzornéna v obrazku nize, tucné
je zvyraznéna vyslednd lomenice. s

K dikazu lemmatu 4.1.2

Ukazali jsme tedy, ze kazdad komponenta obloukové souvislosti je i ,lomenicové sou-
visla®*. Ted uz neni obtizné ukéazat, Ze i kazdy rovinny graf umime prekreslit tak, aby jeho
hrany byly lomenicemi.

Véta 4.1.3. Necht G je rovinny graf. Pak existuje jeho reprezentace v rovin€, ve které je
kazdd hrana lomenici.

Dukaz. Necht I' je reprezentace grafu G v roviné pomoci obloukt. Pro kazdy vrchol
v € V(I') zvolime € > 0 takové, ze uzavieny disk D, (v,e) protind pouze hrany vychazejici
z v a navic pro libovolné dva vrcholy u,v € V(I') plati D, N D,, = 0 (snadno si rozmyslime,
ze takové € vzdy umime najit). Pro libovolnou hranu wv € E(I') nyni uvazime oblouk
Ay, ktery ma pouze krajni body spolecné s D, U D,,. Ziejmé muzeme tyto krajni body s
vrcholy u, v spojit tseckou v odpovidajicim disku D, ¢i D,. Oblouky A,, nyni zvladneme
diky lemmatu 4.1.2 prekreslit jako lomenice, protoze diky volbé diska D,,v € V(I') snadno
najdeme pokryti oblouku A,, disky obdobné jako v predchozim diikaze, které nebudou
protinat zadné jiné hrany. &

Mame-li v roviné obyc¢ejnou kruznici, jakou zname z planimetrie, je evidentni, Ze jeji
doplnék do roviny ma pravé dvé komponenty obloukové souvislosti. Na pohled se to zda
ziejmé i pro topologickou kruznici, dikaz je ale slozity, nebot topologicka kruznice muze
nabyvat velmi komplikovanych tvart. Nicméné diikaz existuje a tento poznatek se nazyva
Jordanovou véetou o kruznici. Nam bude stacit jeji jednodussi varianta pro lomenicovou
kruznici.

Véta 4.1.4. (Jordanova véta o kruznici)
Necht C' C R? je lomenicovd kruZnice. Pak mnoZina R*~\.C' sestdvd z prdavé dvou obloukové
souvislych komponent a C' tvori hranici obou.

Dtikaz. Diikaz povedeme ve dvou éastech. Nejprve ukaZeme, ze R? . C' méa asponl dvé
obloukové souvislé komponenty. Necht Py, P,,... P, jsou tsecky, ze kterych sestava C a
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bez Gjmy na obecnosti necht zddna z nich neni vodorovna (to lze, protoze koneéné mnoho
tsecek mé kone¢né mnoho sméri).

Pro kazdy bod z € R? \ C nyni definujeme ¢&islo w(r) nésledovné: uvazme vodorovnou
polopfimku z bodu x smérem doprava. Pak w(x) je pocet vSech tisecek P; (1 < i < n)
takovych, ze je fecena polopiimka protina kdekoli kromé koncového bodu dané tsecky s
vyssi y-soutadnici. Cislo W(z) pak definujeme jako zbytek po vydéleni w(x) dvéma.

Uvazme nyni dva body a,b € R? \. O, které jsou spojeny tseckou, kterd je také celé
v R? \ O, tedy neprotind C. UkéZeme, Ze w(a) = w(b). Pokud je tisecka ab rovnobézna
s vodorovnym smeérem, pak je to zfejmé - polopiimky z bodl a,b pak protinaji presné
ty samé tusecky. Predpokladejme tedy bez tijmy na obecnosti, Ze a ma mensi y-souiradnici
nez b. Diky predpokladu, ze tisecka neni protinana C', miize se pii posunu bodu x = a po
tsecce ab do b stat s w(x) jen nékolik véci - bud polopfimka opusti jednu tsecku a bude
protinat novou, nebo opusti ostry vrchol nebo jej protne. Tyto situace jsou ilustrovany v
nasledujicim obrazku.

\

Snadno ovéfime, ze pii vSech téchto zménach se w(x) bud nezméni, nebo se zméni o
2, takze parita se nezméni, coz jsme chtéli ukazat. Snadno tedy nahlédneme, Ze pro body
na libovolné tsecce, kterd je cela v R* \ C, je w(x) konstantni, z ¢ehoz také plyne, 7e je
konstantni na libovolné lomenici v R? \ C' (hodnota se pfenese pres krajni body tsecek).
To diky lemmatu 4.1.2 nakonec znamend, Ze w(z) je konstantni na obloukové souvislych
komponentach R? \. C, coz je velice pfihodné. KdyZ se nyni podivame na dva body z,y
velice blizko tsecky P;, které jsou na jejich opa¢nych stranéch, je ziejmé, Ze se w(x) a w(y)
lisi o 1, takZe tyto body musi leZet v rfiznjch obloukové souvislych komponentach R? \ C,
tudiz jsou aspon dvé a jsme hotovi s prvni ¢asti dukaz.

Ve druhé c¢asti diikazu ukazeme, zZe jsou ty komponenty nejvyse dveé. Uvazme disk D,
jehoz stied bude lezet na nekteré tisecce P; a jehoz prinik s C' bude pouze ¢ast této tsecky.
Zvolme v R? . C tii body a, b, ¢ a sestrojme lomenice, které budou za¢inat v téchto bodech
a konCit uvnitt D (to jisté zvlddneme, staci se napied priblizit k C' a poté jit po jejim
obvodu dokud nenarazime na D).

7 Dirichletova principu je zfejmé, ze dva z téchto bodi budeme umét uvniti D spojit
lomenici, ¢imz ziskame lomenici spojujici dva z bodt a,b,c. To znamena, ze libovolna
trojice bodt se nachéazi v nejvyse dvou obloukové souvislych komponentach, takze jsou
opravdu nutné nejvyse dvé a dikaz je kompletni. &

Z Jordanovy véty odvodime jesté dva disledky, tykajici se chovani lomenic v roviné,
nacez se jiz budeme vénovat graftm.

Lemma 4.1.5. Necht C' je lomenicovd kruznice v roviné a P je lomenice, kterd spojuje
dva rizné body p,q € C' a navic PNC = {p, q}. Necht ddle Cy, Cy jsou dva useky C' vedouct
mezi body p,q. Pak C'U P ma prave tri steny s hranicemi C, PUCy, P U Cs.
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K druhé casti dikazu Jordanovy véty

Diikaz. Z Jordanovy véty vime, ze kazda z kruznic C';, PUC,, PUC5 méa pravé dvé stény,
jednu omezenou a jednu neomezenou. Dale plati

(PUC)U(PUG,) =CUP,

neboli
(RN (PUC))N (RPN (PUCy)) =R*~ (CUP),

takze kazda sténa C' U P je prunikem néjaké stény P U C a néjaké stény P U C5. Diky
tomu, ze PUC, 1 P Uy maji pravée dvé stény, staci prozkoumat ¢tyfi moznosti priniki.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze P ~\ {p,q} lezi v omezené sténé C.
Necht I resp. I, je omezend sténa a E; resp. Ey je neomezend sténa kruznice P U C] resp.
PUC5 anecht E je neomezené sténa C'. Diky predpokladu, Ze P lezi v omezené sténé C' je
FE jedinou neomezenou komponentou obloukové souvislosti na pravé strané vyse uvedené
rovnosti, takze plati nutné £ = E; N Fy a E je tudiz sténou C' U P.

Déle tsek Cy \ {p,q} lezi v Es, a protoze tento tisek neni na hranici Cy U P, ur¢ité i
néjaké malé okoli néjakého bodu na tomto tseku lezi v Es, z ¢ehoz plyne, ze celé I; C Es,
tudiz Iy N Ey = I; a I; je tim padem dalsi sténou C' U P. Zcela analogicky ukazeme, ze
I, N E; = I,. Posledni prinik, ktery zbyva uvazovat, je I; N Is. Snadno ale ukadzeme, zZe
tento prunik je prazdny, nebot Iy C FEy, I, C Ey a Fy N Ey = E. Probrali jsme vSechny
moznosti, takze jsme nasli vSechny stény, pricemz jejich hranice jsou ziejmé C, P U (7,

PUCs. )

Lemma 4.1.6. Necht p,q jsou dva rizné body v roviné a jsou spojeny tremi lomenicemi
Py, Py, P3, které jsou aZ na okrajove body po dvou disjunktni. Ddale méyme body a € P
{p,q} abe Py~ {p,q}, mezi nimiz povedeme lomenici P, kterd celd aZ na body a,b lezi
ve stejné sténé kruZnice Py U Py jako Ps. Pak (P3~ {p,q}) N (P ~ {a,b}) # 0.

Dukaz. Zvolime e1,e9 > 0 takové, ze D(a,e1) N Py =0 a D(b,e2) N P; = () a mé&jme body
a; € D(a,e1) NP a by € D(b,ey) N P. Podle piedchoziho lemmatu ma Py U P, U P3 pravé
tfi stény, pricemz vzhledem k volbé bodi aq, b; zfejmé a; lezi ve sténé s hranici P, U Ps
a by ve sténé s hranici P, U Ps. Céast lomenice P body a; a b; spojuje, nicméné tyto body
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K lemmatu 4.1.6

lezi v rtaznych sténach P, U P, U Ps, takze P musi aspon jednou pfejit mezi sténami, tedy
protnout néjakou hranici. Vzhledem k volbé P ale miZe protnout pouze Ps \ {p, ¢}, coz je
prinik, jehoZ existenci jsme chtéli dokazat. s

Piiklad. Na zakladé predchozich dvou lemmat dokazte, ze graf K3 neni rovinny.

Reseni. Predpokladejme, Ze je K3 3 rovinny. Budeme jej kreslit do roviny postupné. Oz-
na¢me vrcholy jedné partice 1,2,3 a druhé partice A, B,C. Vrcholy 1, A,2,B,3,C lezi v
K33 v tomto pofadi na kruznici délky 6, kterou nakreslime jako prvni a oznac¢ime C'. Tim
mame nakreslenych 6 hran a zbyvaji hrany (1, B), (2,C) a (3, A4). Z Jordanovy véty o
kruznici mame, ze C' ma dvé stény, takze z Dirichletova principu nékteré dvé nenakreslené
hrany musi byt nakresleny do jedné stény, necht jsou to bez jmy na obecnosti hrany
(1, B), (2,C). Nakreslime napted hranu (1, B). Mezi body 1 a B nyni vedou tfi lomenice -
dvé ¢asti kruznice a nové prikreslena hrana. Hrana (2, C) ma lezet ve stejné sténé C' jako
(1, B) a spojuje bod na jednom tiseku C' z 1 do B s bodem na druhém tseku C' z 1 do B. Z
lemmatu 4.1.6 tim pAdem musi protinat vnitfek hrany (1, B), coZ je spor s predpokladanou
rovinnosti, takze K33 rovinny byt nemize. s

1

~

Tento prvni diikaz nerovinnosti K33 je Cisté topologicky. Dikaz kombinatoricky,
zminény na zacatku kapitoly, bude vyuzivat poznatkd nasledujici sekce.
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4.2 Pocet hran rovinného grafu

Jednim z velice silnych vysledki teorie grafti je tzv. Eulerova formule, ktera dava do
souvislosti pocet vrcholt (nadéle budeme znacit n), hran (budeme znacit m) a stén (budeme
znadit f) rovinného grafu. Konkrétné se ukazuje, Ze pocet stén nezavisi na zptsobu
nakresleni a plati n — m + f = 2. Tuto formuli si zatim dokadZzeme pouze 2-souvislé rovinné
grafy, ale spolu s ni jesté ukazeme dulezitou vlastnost rovinného nakresleni 2-souvislého
grafu.

Véta 4.2.1. Necht T' je 2-souvisly graf v roviné, jehoZ hrany jsou lomenice. Pak md T’
prévé m —n + 2 stén a hranici kazZdé stény je néjaky cyklus v I

Dikaz. Budeme postupovat indukci vzhledem k poctu cykla v I'. Pokud je pouze jeden,
pak vzhledem k podmince 2-souvislosti je cely I' cyklem a jsme hotovi podle véty 4.1.4.
Predpokladejme tedy, Ze véta plati, pokud je v grafu nejvyse k—1 cykl a necht I" obsahuje k
cykli. Véta 2.3.3 nam zajistuje, ze v I existuje cesta P délky p takov4, Ze jejim odstranénim
(aZ na koncové vrcholy) dostdvame opét 2-souvisly graf I, ktery ma navic evidentné méné
cykli nez I, takZe na néj plati indukéni hypotéza. Graf I'' méa tedy

m—-p—nm—-p+1)+2=m—-n+1

stén a kazda z nich je ohranicend cyklem v I''. KdyZ nyni pfipojime zpét cestu P, je zfejmé,
Ze lezi uvnitt néjaké stény IV, takze jeji koncové body lezi na n&jakém cyklu C v I ktery
je hranici oné stény. Odsud uz z lemmatu 4.1.5 nahlédneme, Ze ptridani cesty P ndm rozdéli
danou sténu na dvé stény, které obé budou ohranic¢eny P a odpovidajici ¢asti C'. Pocet stén
se zvysil na m — n + 2, coz je presné to, co jsme chtéli. &

Z povahy rovinnych grafi se 1ze domnivat, Ze nemohou mit prili§ mnoho hran - kdyz
jich pfiddme moc, né&jaké dvé uz se budou kiizit. BéZny graf miize mit fadové az n? hran,
pro rovinné grafy vsak nyni ukdzeme, Ze mohou mit hran pouze linearné mnoho v zavislosti
na poctu vrcholt.

Triangulaci nazveme rovinny graf, ve kterém je kazda sténa ohrani¢ena cyklem délky
3. Obdobné definujeme i kvadriangulaci pro cykly délky 4.

Véta 4.2.2. Necht G je rovinny graf s aspon tremi vrcholy. Pak md nejvyse 3n — 6 hran,
pricemz rovnost nastavd prave tehdy, kdyz G je triangulace. Pokud navic neobsahuje Zadny
cyklus délky 3, ma nejvyse 2n — 4 hran, s rovnosti pokud G je kvadriangulace.

Dukaz. Nejprve necht G je 2-souvisly. Podle 4.2.1 je kazd4 jeho sténa ohranicena cyklem,
kterych je celkové f. Uvazme soucet délek vsech téchto cykli. Kazdy z nich méa délku aspon
3, takze je tento soucet aspon 3 f, jedna hrana ale lezi v pravé dvou takovych cyklech, takze
je tento soucet pravé 2m, tudiz

3f <2m

a dosadime-li f =m —n + 2, dostavame
3m —3n+6 < 2m,

m<3n-—=6
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s rovnosti, pravé kdyz kazdy zapocteny cyklus mél délku 3, tedy pokud G je byla triangu-
lace. Zcela obdobné se ukaze omezeni 2n — 4 pro grafy bez trojihelniki.

Déle necht G neni 2-souvisly, nybrz je souvisly a se sklada z k bloka By, ..., Bi. Blok
o p vrcholech mé vzdy urcité nejvyse 3p — 5 hran - bud mé aspon 3 vrcholy a pak jich méa
nejvyse 3p — 6 nebo ma 2 vrcholy a pak plati trochu slabsi nerovnost. Pocet vSech hran
tedy lze odhadnout nasledovné:

k

m <Y (BIV(B) =5) =33 |V(B:)| -5k,

=1

Soucet vrcholid ve vSech blocich je ale podle véty 2.3.4 z kapitoly o k-souvislych grafech
roven n + k — 1, takze mizeme odhad prepsat jako

m<3n-—2k—3
a protoze k je aspon 2, dostavame ostrou nerovnost m < 3n — 6 a jsme hotovi. &

Priklad. Dokazte, ze v kazdém rovinném grafu je vrchol stupné nejvyse 5. Zvladnete uvést
priklad 5-regularniho rovinného grafu? Kolik ma nejméné vrchola?

ResSeni. Prvni otazka plyne hned z odhadu na pocet hran rovinného grafu. Uvazme soudet
stupnu v grafu - ten, jak vime z prvni kapitoly, je dvojnasobkem poctu hran, v rovinném
grafu je tedy nejvyse 6n — 12. Kdyby kazdy vrchol rovinného grafu mél stupen aspon 6,
byl by jejich soucet 6n > 6n — 12, coz je spor. Tudiz musi vzdy existovat vrchol stupné
nejvyse 5. V 5-regularnim grafu je soucet stupni 5n. Pro zvétsujici n se rozdil mezi 5n a
6n — 12 zvétsuje, tudiz nejmensi pocet vrcholi ma 5-regularni rovinny graf kdyz

on = 6n — 12,

n =12.

Mame tedy graf o 12 vrcholech a maximalnim poc¢tu hran, aby jesté mohl byt rovinny, jedna
se tedy o triangulaci. Pfikladem takového grafu je naptiklad vhodny primét pravidelného
dvacetisténu do roviny - kazda jeho sténa je trojuhelnik, v kazdém vrchold se potkava 5
stén a ma 12 vrchold. Jeho rué¢ni sestrojeni se nejlépe déla od vnéjsi stény: s

Prameét ikosaedru do roviny
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4.3 Kuratowského véta a Faryho véta

vvvvvv

véta, kterd nam dava ekvivalentni podminku, pomoci niz jsme schopni rovinné grafy rozez-
nat, aniz bychom se je museli snazit nakreslit do roviny.

Véta 4.3.1. (Kuratowski)
Necht G je graf. Pak G je rovinng pravé tehdy, kdyz neobsahugje déleni grafu Ks3 nebo Kj
jako podgraf.

Déleni graft K33 a K5 nazvéme zakdzané podgrafy. Dtkaz této véty povedeme v nékolika
castech.

Véta 4.3.2. Pokud je graf G rovinny, neobsahuje délent grafu K3 ani K.

Dukaz. Diky vysledkiim predchozi sekce je tento ditkaz jednoduchy, nebot se ukazuje, ze
grafy K33 a K5 maji zkratka prili§ mnoho hran na to, aby mohly byt rovinné. Ks3 je
bipartitni, takze neobsahuje trojihelniky, podle véty 4.2.2 miize mit nejvyse 2-6 —4 = 8
hran, ale ma 9. Stejnad tvaha funguje i pro Kj, ktery mize mit nejvyse 3-5 —6 = 9
hran, takZze mu také jedna prebyva. Nyni staci nahlédnout, Ze pokud je graf nerovinny, je
nerovinné i jeho déleni - v libovolném nakresleni ptivodniho grafu se kiizi néjaké dvé hrany,
takze v nakresleni déleni se musi zktizit dvé cesty, které ale nemohou mit spole¢ny vrchol,
takze se musi kiizit nékteré dvé jejich hrany. &

Jednodussi implikaci mame za sebou, zbyva ukazat opacna. Dikaz opacné implikace
povedeme ve dvou ¢astech a soubézné s Kuratowského vétou tim ukazeme jesté jedno velice
silné tvrzeni.

Konvexnim nakreslenim rovinného grafu nazveme nakresleni, ve kterém je kazda hrana
reprezentovana useckou, kazda vnitini sténa je ohranicena konvexnim mnohothelnikem a
vnéjsi sténa je doplitkem konvexni mnoziny v rovineé.

Véta 4.3.3. Necht G je 3-souvisly graf, ktery neobsahuje déleni K55 ani Ky jako podgraf.
Pak G mad konvexni nakresleni v roviné.

Dukaz. Dukaz povedeme indukei vzhledem k poétu vrchola G. Je-li |[V(G)| 4 nebo 5,
snadno tvrzeni ovéfime, takze mtzeme predpokladat |V (G)| > 6 a jit na indukéni krok.

Pripomerime si vétu 2.3.5 ze druhé kapitoly, kterd nam zajistuje, ze v G existuje hrana
xy, jejiz zobecnénou kontrakci dostaneme opét 3-souvisly graf G/, ktery mé o jeden vrchol
méné. Oznacme z vrchol, ktery vznikne spojenim z a .

Kdyby G’ obsahoval déleni K33 nebo K5, snadno bychom takovy podgraf nasli i v
G, coz je v rozporu s predpoklady, takze G’ zakdzany podgraf neobsahuje. Z indukéniho
predpokladu tudiz ma G’ konvexni nakresleni v roviné.

G’ je 3-souvisly, takze G’ \ z je uréité 2-souvisly. Podle véty 4.2.1 lezi tedy bod =z
v néjaké sténé grafu G’ \ z, kterd je ohrani¢ena cyklem C' C G’ ~\ z. Diky indukénimu
predpokladu jsou tedy vSichni sousedé z (a tedy i sousedé = a y) vrcholy na C.

Necht xq,xs,...,x, jsou sousedé x na C v tomto poradi. Dale necht P, pro i =
1,2,...,n — 1 je tsek C od x; po x;;1, ktery neobsahuje jiné sousedy x a necht P, je
obdobny tsek od xp po x;.
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Nyni budeme zkoumat sousedy y. Pokud by vsichni lezeli na jedné spolecné cesté P;,
snadno sestrojime konvexni nakresleni GG tak, Zze x nakreslime na misté z a y nakreslime
jako bod dostatecné blizko z. Tuto konstrukci, ve které vyuzivame konvexnosti z indukéniho
predpokladu, vidime na obrazku.

@%

Predpokladejme nyni pro spor, ze sousedé y lezi na vice tsecich P;. Nejprve rozebereme
pripad, kdy maji x a y vice nez dva spolecné sousedy - feknéme z;, z;, x;. Oba vrcholy z,y
jsou tedy spojeny se tfemi stejnymi vrcholy hranou a kazda dvojice z trojice x;, x;, z) je
navzajem spojena jinym usekem C' - nasli jsme déleni grafu Kj! Pokud maji x a y méné
nez tii spolecné sousedy, pak musi mit y dva sousedy wu, v, ktefi lezi v rtznych tsecich
P,. Tedy existuji indexy ¢, j tak, Ze vrcholy z;,u, z;,v lezi na C' v tomto poradi. Odsud uz
nahlédneme, ze vrcholy =, y, x;, u, x;, v ndm vytvori déleni K33 (z,u, v tvofi jednu mnozinu
a y,z;, x; druhou) a dikaz je kompletni. ' )

(%

Déleni K5 a K33 k diukazu vety 4.5.3

Néasledujici lemma nam umozni rozsirit platnost druhé implikace Kuratowského véty
na vSechny pripady. V déleni grafu K33 oznacme jako hlavni vrcholy Sestici vrcholi, které
maji stupen 3. Obdobné v déleni grafu K5 oznac¢me jako hlavni vrcholy pétici vrcholu,
které maji stupen 4. Snadno se ovéri, ze v kazdém déleni K3 3 vedou mezi kazdymi dvéma
hlavnimi vrcholy 3 navzdjem disjunktni cesty (az na koncové vrcholy). Pro K5 jsou takové
cesty dokonce 4.

Lemma 4.3.4. Necht G je graf na aspori 4 vrcholech neobsahujici déleni Ks 5 ani Ky jako
podgraf, ale spojent libovolnych dvou nesousedicich vrcholu hranou uz takové deéleni vytvori.
Pak G je 3-souvisly.
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Dikaz. Nejprve ukdzeme, ze G je 2-souvisly. Predpokladejme pro spor, ze vrchol v je
artikulaci G a necht zy, 23 jsou sousedé v lezici v riznych blocich By, By. Pfiddme do G
hranu z;2, ¢imz podle predpokladi vytvorime zakazany podgraf.

Jak jsme si fekli vySe, mezi dvéma hlavnimi vrcholy zakazaného podgrafu vedou aspon
tii cesty, takZe vSechny hlavni vrcholy musi leZet v jednom bloku, nebot vrcholy v riznych
blocich ted mtizeme spojit nejvyse dvéma disjunktnimi cestami.

Bez Gjmy na obecnosti necht hlavni vrcholy vytvoreného déleni lezi v By. Hrana z;zy
musi byt pochopitelné v tomto déleni obsazena, takze musi lezet na cesté mezi nékterymi
dvéma hlavnimi vrcholy. Hranou z; 25 se tato cesta dostane do By, takze se musi dostat zpét
do Bs pfes vrchol v, takze na cesté mezi dvéma hlavnimi vrcholy vytvoreného déleni bez
1jmy na obecnosti lezi isek zo21v. Odsud je ale vidét, ze tento tsek 1ze nahradit hranou vzs,
jejiz existenci jsme predpokladali, takze dostaneme zakazany podgraf, ktery byl obsazen v
G pred pfidanim hrany, coz je spor, tudiz G je 2-souvisly.

Déle budeme postupovat indukei vzhledem k |V (G)|. Pro 4 nebo 5 vrcholt tvrzeni opét
snadno ovérime, takze prejdeme k indukénimu kroku. Pro spor s dokazovanym tvrzenim
predpokladejme, ze mnozina vrcholi {z,y} rozdéluje G na vice komponent.

Nejprve necht z a y nejsou spojené hranou. Plati G = G1UG», kde G a G5 maji spole¢né
pouze vrcholy =,y a jsou oba souvislé. Kdyz nyni pfidame do G hranu xy, vytvofime tim
zakazany podgraf. Mezi vrcholem z G, a vrcholem z Gy (kromé z a y) mizeme vést ale
nejvyse dvé navzajem disjunktni cesty, takze vznikly zakazany podgraf musi mit vSechny
hlavni vrcholy pouze v jednom z grafti G, Gs, bez Gjmy na obecnosti necht je to G;. Graf
G5 je souvisly, takze v ném existuje cesta z x do y. Touto cestou mizeme nahradit hranu
xy ve vzniklém zakazaném podgrafu, ¢imz mame spor, protoze by puvodni graf obsahoval
zakazany podgraf.

Daéle necht x a y jsou spojené hranou, takze opét plati G = G UGo, kde grafy G a G
maji spole¢né pouze vrcholy z,y a hranu zy. KdyZ nyni pfiddme hranu do G; (i = 1,2),
vytvorime tim zakdzany podgraf, ktery budeme umét urcité vybrat tak, aby cely lezel v
G, nebot opét hlavni vrcholy musi vSechny lezet v G; a cestu ve druhém grafu miZzeme
nahradit hranou zy. To znamend, Ze graf G; je bud K3, pokud mé kromé z,y jediny dalsi
vrchol, nebo spliuje vSechny podminky véty a je z indukéniho predpokladu 3-souvisly. V
kazdém pripadé ale G; ma podle véty 4.3.3 konvexni nakresleni v roviné.

Zvolme nyni v grafu Gy vrchol z; a v grafu G5 vrchol z; rizné od z,y, vidy na
kruznici, ktera tvofi hranici stény grafu a na které lezi x a y. Kdyz pfiddme do G hranu
2129, vytvorime zakazany podgraf. Obdobné jako pfedtim snadno ukadzeme, ze kdyby opét
vSechny hlavni vrcholy lezely jen v jednom z G, sestrojili bychom zakazany podgraf i bez
pridani hrany, coz by byl spor. Hlavni vrcholy déleni tedy musi byt lezet v obou mnozinach
V(G;) ~ {x,y}. Mezi G a G5 ted ale umime vést nejvyse t¥i disjunktni cesty, takze za-
kézanym grafem, ktery ndm vznikl, musi byt K33 a navic jediné rozlozeni, které prichazi v
uvahu, je bez Gjmy na obecnosti jeden vrchol v V/(Gy) N\ {z,y} a pét vrchola v V(G;). Kdyz
vSak nyni pridame do stény, ohranicené kruznici s vrcholy zq, x,y novy vrchol v, vznikne
nam urcit€ déleni K33 na vrcholech z V(G;) U {v}, ale G zlstane rovinny vzhledem ke
zpusobu pfidani v, coz je chtény spor. &

Graf popsany v lemmatu 4.3.4 je diky vété 4.3.3 rovinny a nazyvame jej mazimdlni
rovinny. Snadno ukdzeme, Ze takovy graf je triangulaci: pokud by néktera sténa byla
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ohranic¢ena cyklem délky veétsi nez 3, uméli bychom pridat do tohoto cyklu tétivu aniz
bychom porusili rovinnost, tedy aniz bychom vytvorili zakazany podgraf.

Kdyz nyni vezmeme libovolny graf neobsahujici zakazany podgraf, mtzeme do néj prida-
vat hrany, dokud takové pridani nevytvari zakdzany podgraf. V ten moment dostavame
3-souvisly graf, ktery uz ma konvexni nakresleni. Z tohoto nakresleni pak staci odstranit
pridané hrany a dostavame nakresleni libovolného grafu neobsahujiciho zakazany podgraf
v roviné, navic takové, ze hrany jsou tsecky. Tim je zcela dokazana Kuratowského véta a
navic jsme ukézali druhy podstatny vysledek - Faryho vétu.

Véta 4.3.5. (Fary)
Kazdy rovinng graf ma nakresleni v roviné takové, Ze vsechny hrany jsou usecky.
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Kapitola 5
Zaver

Zcela topologicky korektni vystavba teorie rovinnych grafii vyzaduje mnoho netrivialnich
matematickych znalosti. Proto se nezifidka pti vykladu této problematiky mladsim studen-
tim sahne k prohlaseni nékterych tvrzeni za intuitivni nebo se tato tvrzeni ponechaji
bez diikazu. Tento text docilil kompromisu - nahrazenim obecnych obloukt jednodussimi
lomenymi ¢arami pti kresleni hran grafu vznika teorie, kterou lze vystavét pomoci mensiho
mnozstvi poznatki, které jsou v praci vSechny shromazdény a predstaveny tak, aby
k pochopeni veskerého obsahu stacily bézné stiedoskolské znalosti matematiky.

Rada fesenych piikladt v Gvodni kapitole se snazi zejména podnitit v étenafi kombi-
natorické mysleni a srozuméni s typickymi metodami, kterymi se v diskrétni matematice
vedou dtikazy. Dikazem splnéni tohoto cile necht je kupfikladu kombinatorické identita

(5) =ms (5) = ("37)

objevena v prubéhu zpracovavani prace a dokazana v prvni podkapitole tivodni kapi-
toly. Ctenaf, majici v oblibé kombinatoriku, si jisté pov§imne prostoru pro zobecnéni této
rovnosti. Mtzeme kupiikladu obarvovat vrcholy grafu K, ., vice nez dvéma, feknéme k
barvami, z ¢ehoz vyplyne identita

> (5)+ S5, - (Z%l ")

i=1 i=1 j=1i

Ponechame-li barvy dvé, ale nahradime hrany obecné k-prvkovymi podmnozinami vrchol,
snadno odvodime pomeérné znamou identitu

> (") - ("3")
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