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Abstrakt

Prace zkouma orientované grafy a kongruence na nich, zabyva se predevsim
jednoduchymi orientovanymi grafy, tedy orientovanymi grafy majicimi jen
trividlni kongruence. Zavadi pojem turnajového slozeni orientovaného grafu
a dava jej do kontextu s vlastnostmi souvisejicimi s kongruencemi na ori-
entovanych grafech. Ve vztahu k turnajovym slozenim prace také usiluje
o charakterizaci jednoduchych turnaju pomoci nékterych jejich podstruktur.

Kliéova slova: Orientovany graf, turnaj, jednoduchy orientovany graf, jed-
noduchy turnaj, kongruence, turnajové slozeni, teorie grafu.

Abstract

The paper will discuss directed graphs and their congruences it deals espe-
cially with simple directed graphs, which have only trivial congruences. We
set forth a new concept of a tournament composition of directed graph and
we put it into context with other properties connected with congruences
of directed graphs. In relation to tournament compositions the paper also
tries to describe simple tournaments in terms of some of their substructures.

Key words: Directed graph, tournament, simple directed graph, simple
tournament, congruence, tournament composition, graph theory.



Kapitola 0
Uvod

Pojem grafu poprvé zavedl Leonhard Euler!, jeden z nejvyznaméjsich mate-
matikl vubec, kdyz v roce 1736 vytesil problém Sedmi mostu mésta Krdlovce
[5]. Své feseni uvedl slovy:

... Neddvno byl ozndmen problém, ktery zdanlivé zapadal do geometrie, byl
vsak ustanoven tak, Ze neZddal uréeni délky, nebyl dokonce vypocetnimi me-
todami tesitelny; nevdhal jsem proto a zaradil jsem jej do geometrie polohy,
kde je zbytecné pocitat. . . [3]

7 teseni tohoto problému pak byla ustavena nova oblast matematiky, te-
orie grafu. Dobrym tdvodem do této zajimavé ¢asti matematiky je napiiklad
[2]. V¥voj a pokrok v této oblasti matematiky daly vzniknout také hlavnimu
objektu této prace oreintovanému grafu a pojmum s nim souvisejicim. V této
kapitole si néktré z nich neforméalné predstavime, jejich definice se nachazeji
v Kapitole 1.

Orientovany graf je mozno jednoduse nakreslit jako nékolik bodu spojenych
Sipkami, pficemz mezi kazdymi dvéma body muze byt pouze jedna jed-
nosmeérnd Sipka. [4]

!Leonhard Paul Euler (15. dubna 1707 Basilej, Svycarsko — 18. z4i{ 1783 Petrohrad,
Rusko) byl priukopnicky svycarsky matematik. Euler je povazovan za nejlepsiho matema-
tika 18. stoleti a za jednoho z nejlepsich matematiku viubec. Dosdhl vyznamnych tspéchu
v matematické analyze a teorii grafi. Je také tvurcem moderni matematické notace. [7]



Obrazek 1: Ptiiklad orientovaného grafu.

Turnajem pak rozumime orientovany graf, kde jsou Sipkou spojeny kazdé
dva vrcholy. [6]

Obrazek 2: Piiklad turnaje.

Kongruenci rozumime rozdéleni bodu tvoricich orientovany graf na skupiny
bodt, kde ze vSech bodu skupiny jde Sipka ke kazdému bodu mimo skupinu
stejnym smérem, popiipadé ze vSech bodu skupiny nejde k néjakému bodu
mimo skupinu viubec.



Obrazek 3: Oznacena tiida kongruence.

Jednoduchyj orietovany graf ma pouze dvé tato rozdéleni, a to prvni, kde
kazdy bod je skupinou, a druhé, kde vSechny body tvoii jednu skupinu.

V préci je zavedeno jesté nékolik dalsich pojmu, které jsou spolu pak dény
do souvislosti. Pro co nejhlubsi pochopeni obsahu potiebuje ¢tendf znét
zékladni koncepty abstraktni algebry, zejména pak pojmy: bindrni relace,
relace ekvivalence, zobrazeni a izomorfismus, jejich vysvétleni a definice na-
lezne témeéf v kazdé ucebnici algebry, napiiklad v [1], a také se orientovat ve
zpusobech matematického dokazovani, zvlasté pak v dukazu sporem.

Prace je roz¢lenéna do dvou kapitol. V prvni kapitole je predstaven a déle
rozvijen pojem turnajového slozeni orientovaného grafu. Druhd kapitola se
vénuje charakterizaci jednoduchych turnaju a grafi pomoci cest.

Tato price ¢asteéné navazuje na loniskou autorovu praci SOC, z niz piejimé
téma a jeden vysledek. Prace vznikala mezi prosincem roku 2011 a dubnem
roku 2012 v rdmci projektu Badatel, ktery spada pod Univerzitu Palackého
v Olomouci, pod vedenim dr. Michala Botura.



Kapitola 1

Turnajova slozeni

Vsechny uvazované mnoziny jsou konecné.

Definice 1 Uspofdadanou dvojici D = (V, E), kde V(D) je mnozZina vr-
cholii a E(D) je reflexivni a antisymetrickou binarni relaci takovou, ze
E(D) C V(D)?, kterd se nazyva mmozina hran, nazgvame orientovangm
grafem, déle jen grafem.

Definice 2 Graf T = (V, E), kde pro kazdé dva vrcholy z,y € V(T) plati,
ze (x,y) € E(T), nebo (y,z) € E(T), nazyvame turnaj.

Definice 3 Méjme graf D = (V, E)). Mnozina
P(z) ={y e V(D) |{z,y) € E(D)}
se nazyva pravé okoli vrcholu x. Analogicky mnozina
L(z) = {y € V(D) [(y,z) € E(D)}

se nazvyva levé okoli vrcholu x. Neutrdlnim okolim vrcholu x pak nazyvame
mnozinu

Definice 4 M¢jme graf D = (V, E). Ekvivalenci # na ném, kde pro kazdé



vrcholy z,y, z € V(D) takové, ze (x,y) € 0 a (x, z) ¢ 0, plati Ze vrcholy x a
y maji k vrcholu z stejny vztah, i.e. je-li (z,2) € E(D), pak (y,z) € E(D),
nazyvame kongruenci.

Véta 1 (Zdkladni véta o kongruencich)' Méjme graf D = (V, E) a mnozinu
M C V(D). Je-li splnéno

() L) u () P(x)u (] N(z) =V (D) - M,

zeM zeM zeM

pak tehdy a jen tehdy existuje kongruence 8 € Con D takova, ze M je jeji
t¥idou.

Diikaz. (=) Predpokladejme, ze existuje néjakd mnozina M C V(D), ktera
splnuje

() L) u () Plx)u (] N(z) =V (D) - M,

xeM xeM xeM
pro kazdy vrchol z € V(D) — M tedy z vlatsnosti relace E(D) vyplyva
zeV(D)-M

z € ﬂ L(z)neboz € m P(z)neboz € ﬂ N(x).
zeM zeM yeM

Uvazujme, Ze pro néjaké z € V(D) — M

z € ﬂ P(x),

zeM

potom musi ale pro vSechna y € M platit, ze z € P(y), viechny vrcholy
y € M maji tedy k z stejny vztah, toto plati analogicky pro vsSechny
zeV(D)—- M.

Nyni musime dokézat, ze existuje néjakd kongruence 8§ € ConD, kde M
je jeji t¥idou. V libovolné kongruenci musi kazdy vrchol nélezet do néjaké
tfidy. Mnozina M je tiidou, jelikoZ jeji vrcholy maji k vrcholim mimo ni
v8echny stejny vztah, a také kazdy jednotlivy vrchol z € V(D) — M je tiidou
kongruence, uvazujeme-li z,y, z z definice kongruence, kde x = y, pak ma x

ITato véta pochézi z autorovy lonské prace SOC, je uvedena s piepracovanym ditkazem.
Slouzi jako zéklad pro vSechy ostatni vysledky.



ke kazdému jinému vrcholu stejny vztah jako z. Existuje tedy alespon jedna
kongruence, kde M je jeji tiidou.

(<) Predpokladejme, ze M C V(D) je tiidou kongruence # € ConD, pak
pro libovolné dva vrcholy z,y € M z definice ekvivalence plati, ze (x,y) € 6.
Podle defince kongruence musi pro kazdé x,y € M a kazdé z € V(D) — M
takové, ze (x,z) ¢ 0, tedy z € V(D) — M, platit, ze x i y maji k z stejny
vztah. Uvazujme, Ze (z,2) € E(D), tedy z € P(z), totéz musi z definice
kongruence platit i pro kazdé dalsi y € M, tedy z € P(y). Vime proto, ze

z € ﬂ P(y).

Obecné muzeme Fict, ze pro kazdy z € V(D) — M

z € ﬂ L(y)nebo z € m P(y)neboz € ﬂ N(y),
yeM yeM yeM

z tohoto vsak vyplyvéd, ze pro kazdy z € V(D) — M

z € ﬂf(y)u ﬂﬁ(y)u m N(y),

yeM yeM yeM

a proto

VD)-MC (Y Zy)u () Py U () N).

yeM yeM yeM

Pro libovolné z plati ¢ P(x), z ¢ L(x) a x ¢ N(x), proto neexistuje zadné
x € M takové, ze by

ze (VLU [ P () Nw.

yeM yeM yeM

Tudiz plati rovnost

VD)-M= () L(z)u [ Pz)U [ N(a).

reM zeM reM

O]

Dusledek 1 Méjme graf D = (V| E) pak pro mnozinu M C V(D) musi
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platit
min |L(x)| + min |P(x)| + min |[N(x)| > |V(D)| — |M

aby mohla existovat kongruence 6§ € Con D takova, ze M je jeji tfidou.
Diikaz. Ponechdavame ¢tendii. O

Definice 5 Méjme graf D = (V, E). Mnozinu I(x) vSech maximélnich tur-
naju T; = (V, E), kde z € V(T;) a kde i € I takovych, ze pro kazdé dva
turnaje T; = (V,E) a T; = (V, E) je V(T;) C V(T;) tehdy a jen tehdy,
je-li ¢ = j, nazyvame turnajovym indexem vrcholu x. Mnozinu

eD) = | I(x)

xeM

pak nazyvame turnajovym slozenim grafu D = (V, E), déle jen slozenim.

Pro tplnost dokazeme, ze libovolny graf D = (V, E) muze mit pouze jedno
turnajové slozeni @(D). Piedpoklddejme, ze pro néjaky graf D = (V) E)
existuji dvé turnajova slozeni ®1(D) # ©@2(D). Potom ale musi existovat
turnaj T € ©1(D) takovy, ze T ¢ ©3(D). Mnozina E(T) ale musi ob-
sahovat alespon jednu hranu (x,y), kterou neobsahuje zadny jiny turnaj v
®:(D), v opactném piipadé by totiz turnaj T = (V, E) nepatiil do zddného
turnajového indexu a tudiz ani do ®1(D). Vzhledem k tomu, ze bezesporu
plati
ED= |J BET)= J ET),
T;€0: (D) T;€0,(D)

musi existovat turnaj T/ = (V, E) takovy, ze (z,y) € E(T’). Budeme nyn{
diskutovat dvé situace

1. V(T)cVv(T)

2. V(T)> V(T

Ad 1. Nélezi-li T € ©;(D), pak musi existovat x € V (D), pro ktery
T € I(x).

Dokézeme nyni, ze pokud T € I(z), pro néjaké = € V(D), pak totéz plati
pro kazdé y € V(T). Predpoklddejme tedy, Ze to ta neni, existuje tudiz

11



néjaké z € V(T) takové, ze T ¢ I(z). Pak ovsem podle definice turnajového
indexu musi existovat néjaky turnaj T' € I(z), pro ktery V(T) C V(T'),
ovéem pro libovolné y € V(T) také plati TV € I(y) a tedy T ¢ I(y), coz je
ale v rozporu s predpokladem.

Diky vyse dokdzanému faktu musi i T € I(x), toto je ovem v rozporu s defi-
nicf turnajového indexu, protoze nasim piedpokladem je, ze V(T) C V(T'),
turnaj T ¢ I(y) pro zddné y € V(T). Slozeni ®;(D) tedy obsahuje turnaj,
ktery neni v zddném turnajovém indexu, coz odporuje jeho definici.

Ad 2. Analogicky jako situace 1.

Véta 2 Méjme graf D = (V, E) a kongruenci ¢ € ConD, pak pro kazdou
ttidu této kongruence M plati

1. pro libovolné x € M

(M 1(y) = 1(2),

yeM

2. nebo

) Iy =0.

yeM

Dukaz. Predpokladejme, ze véta neplati. Existuje tedy néjaka kongruence
p € ConD se tiidou M, kde existuje z € M takovy, ze

N 1) < 1)

yeM

Toto ovSem znamend, ze existuje vrchol z € M a turnaj T € I(z) takové, ze
z ¢ V(T). Nastavaji dvé situace

1. V(T) C M, nebo
2. V(T)g M

Ad 1. Pokud plati V(T) C M, pak nemuze existovat zadny jiny turnaj
T' = (V, E) takovy, ze by M C V(T'), protoze by potom platilo V(T) C

12



V(T'), toto by ale bylo v rozporu s definici turnajového indexu. Proto

ﬂ I(z) =0,

zeM

zde ale dochézime ke sporu s predpokladem.

Ad 2. Pokud plati V(T) & M, pak urcité existuje néjaké a € V(T) ta-
kové, ze a ¢ M. Vime ale, ze y € V(T), tedy a € L(y) U P(y), ale a € N(z).
Protoze a ¢ M, dostdvame se do rozporu s Vétou 1, M tedy neni tiidou
kongruence, to je ale ve sporu s predpokladem. ]

Definice 6 Méjme graf D = (V| F). Kongruence jejichz t¥idy jsou jed-
notlivé prvky z V(D), nebo jejiz tiidou je celd mnozina V (D), nazyvame
trividlnd kongruence. Mé-li néjaky graf D = (V| E) pouze trividlni kongru-
ence, nazyvame ho jednoduchy.

Definice 7 Méjme graf D = (V, E), pokud pro kazdé dvé mnoziny X,Y C
V(D) takové, ze X UY = V(D) a zdroveni X NY = (), existuj{ vrcholy
x € X ay €Y takové, ze (z,y) € E(D), nebo (y,z) € E(D), pak tento graf
nazyvame souvisly.

Véta 3 Méjme souvisly graf D = (V, E). Jsou-li vSechny turnaje v tur-
najovém slozeni ® (D) jednoduché pak

I. neexistuje zddna tiida M C V(D) néjaké netrividlni kongruence ¢ €
Con D takova, ze pro libovolné x € M

yeM

II. pro kazdé dva vrcholy z,y € M tiidy M C V(D) néjaké netrividlni
kongruence ¢ € ConD, pro kterou

N Iv) =0,

yeM
je I(z) NI(y) = 0.

Diikaz. Budeme dokazovat tvrzeni L. a IL. zvlast.

13



Ad 1.
Lemma 1 Méjme graf D = (V, E), mnozinu M C V(D) a kongruenci
p € Con D takovou, ze M je jeji tiidou, pro kazdy jejiz vrchol x € M plati

M 1(y) = L)

yeM

Pak pro M musi v kazdém turnaji T; € I(y) existovat kongruence 6; €
Con Ty, jejiz je M tiidou.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze lemma neplati. Potom existuje néjaky vrchol
x € M a turnaj T € I(z), kde M C V(T) a kde M neni tiidou zddné
kongruence. Pokud by neplatilo M C V(T), pak by pro libovolny vrchol
y € M neplatilo

) (=) = 1(y),

xeM
dosli bychom tedy ke sporu s piedpokladem. Pokud by platilo, ze M = V(T),
pak by z definice turnajového indexu |I(z)| = 1 pro libovolny x € M alemma
by platilo, vzhledem k tomu, ze M by bylo tfidou trivialni kongruence. Z
toho tedy vyplyva, ze M C V(T), musi tedy existovat néjaké a € V(T) a
zédroven a ¢ M takové, ze k nému nemaji vSechny vrcholy z M stejny vztah.
Z toho vsak muzeme vyvodit

a ¢ ﬂ L(z) a zéroven a ¢ ﬂ P(z)a zérovena ¢ ﬂ N(x).

zeM zeM zeM

Protoze a ¢ M dostavame se do rozporu s Vétou 1, M tedy neni tiidou
zadné kongruence na D = (V| E), toto je ale ve sporu s predpokladem. [J

Na jednoduchém turnaji nalezneme z definice jen trividlni kongruence. Pro
tiidu M C V(D) néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con D, pro libolny jejiz
prvek x € M plati

yeM

Protoze se jedna o tiidu néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con D, pak musi
byt |[V(D)| > |M| > 1. Podle vyse dokdzaného lemmatu musi byt tiida M
tfidou kongruence ve vsech turnajich T; € I(z), pro libovné = € M, pro

14



vechny turnaje T; = (V, E) tedy vyvodime, ze M = V(T;) pro kazdé i € I,
proto I(xz) = 1 pro libovolné = € M. Musi tedy existovat turnaj T = (V| E),
kde M = V(T) a pro kazdy vrchol x € V(T) je |I(z)| = 1.

Protoze V(T) C V(D), urcité existuje mnozina N C V(D), pro kterou
plati M UN = V(D) a zdroven M N N = (). Ovsem jelikoz I(z) = 1, pro
kazdé x € M, pak nemuze existovat zddny vrchol z € M a vrchol a € N
takové, ze (a, z) € E(D), nebo (z,a) € E(D), protoze by platilo, ze existuje
turnaj TV € I(a), kde V(T') = {a, 2z} a z ¢ehoz by vyplyvalo, ze |I(a)| > 2,
coz je v rozporu s vySe dokdzanym faktem. Aby M byla tiidou néjaké ne-
trividlni kongruence ¢ € Con D, musel by D = (V| E) byt nesouvisly, timto
dochazime ale ke sporu s predpokladem.

Ad II.
Lemma 2 Méjme graf D = (V, E), mnozinu M C V(D) a kongruenci
p € Con D takovou, ze M je jeji tiidou, pro kterou plati

ﬂ I(z) =0,

zeM

pak nemuze pro zadné x € M existovat turnaj T = (V, E), pro ktery by
platilo V(T) C M.

Diukaz. Lemma vezméme za neplatné. Potom pro néjaké x € M existuje
turnaj T = (V, E), pro ktery plati V(T) C M. Budeme diskutovat dvé
situace

1. V(T)= M, nebo
2. V(T)cM
Ad 1. Tento ptipad byl jiz diskutovan v dikazu Lemma 1. Dosli bychom
k tomu, Ze pro libovolné y € M
reM

toto je ale v rozporu s predpokladem.

15



Ad 2. Z platnosti V(T) C M a definice turnajového indexu nemuze exis-
tovat zadny turnaj T € I(x), kde by M C V(T’), protoze by V(T) C V(T').

Protoze predpokladame, ze M je t¥idou néjaké netrividlni kongruence ¢ €
Con D, pak pro ni z Véty 1 musi

() Zz)u () P(z)u (] N(z) = V(D) - M,

zeM zeM zeM

bereme-li graf D = (V, E) jako souvisly, pak z definice souvislosti méme
aeMabeV(D)— M takové, ze (a,b) € E(D), nebo (b,a) € E(D), jinak
feceno b € L(x) U P(z). Jelikoz M je tifdou néjaké netrivialn{ kongruence
@ € Con D, pak pro ni plati

be () Lx)u () P(a).

zeM zeM

Ovsem pak najdeme turnaj T/ = (V, E), kde V(T)U{b} C V(T'), z definice
turnajového indexu potom T ¢ I(z), protoze T € I(x). To je ale ve sporu
s predpokladem. ]

Lemma 3 Méjme graf D = (V, E), mnozinu M C V(D) a kongruenci
f € Con D takovou, ze M je jeji ttidou, pro kterou plati

N 1) =0,
zeM
pak je M; = V(T;) N M, kde
Ti € | I(),
zeM

tfidou néjaké kongruence 8 € Con T};.

Diikaz. Predpoklddejme, ze muzeme najit protipiiklad. Existuje tedy néjaky
x € M takovy, ze v ur¢itém turnaji T; € I(z) neni M; = V(T;) N M tiidou
zadné kongruence. Musi tedy existovat néjaké y € M; a z € V(T;) — M;
takové, ze x a y nemaji k z stejny vztah, coz plyne z definice kongruence.

16



Plati z ¢ M, tedy

() Z)u () Plx)u (] N(x) 2 V(D) — (M U{z}),
xeM xeM xeM

toto je ale v rozporu s Vétou 1. Mnozina M tedy neni tiidou zadné kon-
gruence, dostavame se ale do sporu s prepokladem. O

Pro v8echny turnaje
T; € | I(x)

xeEM
zaroven tedy musi za predpokladu tvrzeni IT platit, ze |M;| = 1. Vzehledem
k Lemma 3 pro kazdé = € M a kazdy turnaj T; € I(z), plati bud |M;| = 1,
nebo |M;| = |V(T;)|, jelikoz je platnd také Lemma 2, pak nemuze pro
zddné x € M existovat turnaj T = (V, E'), pro ktery by platilo V(T) C M.
Proto za predpokladu tvrzeni IT musi platit, ze |M;| = 1. Jelikoz z kazdého
turnaje

xeM
néalezi do M jen jeden prvek, pak musi pro kazdé dva x,y € M platit, ze
I(x) NI(y) = 0, timto jsme dokdzali i ¢ast II. O

Definice 8 Mé&jme mnozinu turnaju M = {T; = (V, E) | i € I'}. Prifazenim
pak nazveme zobrazeni

vi |J v(m) — VD).
T;eM

kde (a,b) € E(D,) tehdy a jen tehdy, je-li (x,y) € E(T;) pro kazda v(z) = a
a y(y) = b. 2 Pro graf D, = (V, E) plati, ze ©(D,) = M.?

Véta 4 Méjme mnozinu turnaju M = {T; = (V,E) | i € I}, pak libo-
volny souvisly graf D = (V, E) takovy, ze ®(D) = M je jednoduchy tehdy
a jen tehdy, obsahuje-li M = {T; = (V,E) | ¢« € I} pouze jednoduché a
navzajem neizomorfni turnaje.

*Pro turnaje T} ; C T, ; mize tedy platit v[V(T})] = [V (T})], jen existuje-li izomor-
fismus f : T; — T’ takovy, Ze pro kazdé « € V(T}) a kazdé y € V(T}) plati v(z) = v(y)
tehdy a jen tehdy, plati-li f(x) = f(y).

*Pro zadné dva turnaje neplati, ze v[V (T:)] C v[V(T%)] takové, ze i # j.

17



Duikaz. Pro zjednoduSeni dikazu nejdiive dokdzeme dvé pomocnd tvrzeni.

Lemma 4 Méjme mnozinu turnaju M = {T; = (V, E) | i € I}, kde nejsou
vSechny turnaje jednoduché, pak existuje souvisly graf D = (V, E) takovy,
ze ©(D) = M, ktery neni jednoduchy.

Diikaz. Sestrojime prifazeni v z mnoziny turnaju M takové, ze graf D, =
(V, E) je souvisly a neni jednoduchy. Nejdiive dokazeme, ze pozadovand sou-
vislost grafu D, = (V, E) vylu¢uje moznost injektivniho zobrazeni V(T;),
kde T; € M. Pfedpokladejme tedy opak, potom ale pro kazdé = € V(T;)
plati, ze L{y(z)] U Ply(z)] = v[V(T;)], neexistuje tedy zddné y € V(D) a
zaroveil y ¢ v[V (T;)] takové, Ze by y € L(x), nebo y € P(z). Dostdvdme se
ale do sporu s definici souvislosti.

Jelikoz vsechny turnaje T; € M nejsou jednodnoduché, muzeme najit tur-
naj T; = (V, E) s mnozinou M C V(T}), kterd je tfidou néjaké netrividlni
kongruence ¢ € Con T;. Existuje pak pfifazeni v zobrazi mnozinu M injek-
tivneé, protoze definice ptifazeni uddva podminky jen pro neijektivni zobra-
zeni a podminka souvislosti neumoznuje injektivné zobrazovat V(T;), kde
T; € M, coz se ale M netykd. Jelikoz ale pro kazdé y € v[V(T;) — M| plati,
ze
ye () Zx)u () P),
xey(M) xey(M)

protoze M je tiidou néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con T;. Jelikoz je
M zobrazena injektivné pak pro kazdé z € V(D) — v[V(T;)] plati, ze

z € N(x).
z€y(M)

Mnozina (M) tedy spliuje podminku danou Vétou 1 a je tedy tiidou
néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con D, O

Diikaz. (=) Uvazujeme tedy mnozinu turnaju M = {T; = (V,E) | i € I}
takovou, ze libovolny souvisly graf D = (V, E), ktery @(D) = D je jedno-
duchy. Kazdy turnaj T; € M musi byt jednoduchy, jelikoz existoval-li by
nejednoduchy turnaj T; € M, pak by podle Lemma 4 existoval nejdno-
duchy graf D, = (V, E), kde 7 je pfifazeni z mnoziny turnajiu M. Dokézeme

18



nyni jesté jedno tvrzeni.

Lemma 5 Méjme mnozinu turnaju M = {T; = (V, E) | ¢ € I'}. Obsahuje-li
tato mnozina dva rtizné izomorfni turnaje T;, T; € M, pak existuje piifazeni
7 takové, ze souvisly graf D, = (V, E) neni jednoduchy.

Diikaz. Uvazujme piifazeni v takové, ze |y[V (T;)|Ny[V(T;)]| = |[V(Ty)| -1
a ze |I(z)] = 1 a [I(y)| = 1, oznacime-li x € y[V(T;)] —~v[V(T)] ay €
Y[V (T;)]—~[V(T;)], zobrazeni takovychto vlastnosti mizeme podle definice
sestrojit, protoze tyto dva turnaje T;,T; € M jsou izomorfni. Potom ale

L(z) = L(y) a zdrovei P(z) = P(y), tedy N(z) — {y} = V(D) — [L(z) U

P(a)Ufa}U{y}] = V(D,)~[Ly)UP)U{yhU{a}] = N(y)—{z}. Rovnosti
okoli muzeme zapsat jako

L(z) U P() U [N(z) N N(y)] = V(D,) - {z,y},

mnozina {z,y} spliuje podminky dané Vétou 1 a je tedy tiidou néjaké
netrividlni kongruence ¢ € Con D, O

Mnozina turnaju M tedy nemuze obsahovat zadné dva izomorfni turnaje
T;, T; € M. Timto jsme dokdzali implikaci zleva.

(<) Predpoklddejme mnozinu turnaju M = {T; = (V,E) | i € I}, kterd
obsahuje pouze jednoduché a navzajem neizomorfni turnaje.

Uvazujeme nejednoduchy, souvisly graf D = (V, E) takovy, ze ®(D) = M.
Jelikoz mnozina M neobsahuje zdané dva izomorfni turnaje, pak pro libo-
volné dva turnaje T;, T; € M plati, ze |V (T;) N V(T;)| > 2. Podle Véty
3 muze graf D = (V, E) takovy, ze ®(D) obsahuje pouze jednoduché tur-
naje, mit pouze tiidu kongruence M takovou, ze pro libovolné dva vrcholy
xz,y € M plati, ze I(x) N I(y) = 0. Z tohoto pro libovolné dva vrcholy
x,y € M vyplyva, ze y € N(x), jinak by totiz existoval turnaj T; € (D),
pro ktery (z,y) € E(T;), nebo (y,z) € E(T;). Uvazujme nyni, ze M je
tfidou néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con D, podle Véty 1

() Zz)u () P(z)U (] N(z) = V(D) - M.

zeM xeM zeM
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Jelikoz je graf D = (V, E) souvisly a pak musi byt mnozina (¢, L(z) U

Muear P(x) neprazdna. Protoze pro kazdé dvé x, y € M plati, jak jsme ukdzli
vyse, y € N(z), musi pro libovolné z € M platit

L(z) = ﬂ L(z) a zaroven P(z) = ﬂ P(x).

xeM xeM

Oznaéme T; = (V, E) néjaky turnaj takovy, ze x € M a zéroven x € V(T;),
analogicky T; = (V, E) néjaky turnaj takovy, ze y € M a zdroven y €
V(T;). Protoze ale L(z) = L(y) a zdroven P(z) = P(y) a y € N(x), pak
musi platit, ze |V(T;) N V(T;)| = 1. To je ale ve sporu s pfedpokladem,
turnaje T;, T; € M tedy musi byt izomorfni.

Dokéazali jsme tedy, ze libovolny graf souvisly graf D = (V| E) takovy,

ze (D) = M, kde M je predpoklddanych vlastnosti, musi byt jedno-
duchy. O
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Kapitola 2

Jednoduché turnaje a grafy

Pied dal3imi vétami pfijméme dal3i nota¢ni konvenci: graf D = (V, E), kde
V(D) = M, nebo |[V(D)| = n, budeme znacit D|y; = (V, E), respektive
D, = (V, E).

Definice 9 Méjme graf P|, = (V, E), plati-li pro néj, ze |V(P],)| = n a
zéroven V(P|,) = {x1,22,...,2,} a pouze (x;,2,11) € E(P|,) pro1 <i <
n—1, pak tento graf nazyvame n-prokovou cestou. Méjme cestu P|,, = (V, E),
kde V(P|,) = {z1,x2,...,zn}, oznacime pak x; = a(P|,) a x, = w(P|p).
Prodlouzenim cesty P|, = (V, E), kde V(P|,) = {x1,...,z,}, vrcholem y
rozumime cestu P11 = (V. E), kde V(Plpt1) = {.. . zi—1,y, i ... }, kde
také samoziejmeé |V (P|p41)| = n+ 1 a kde y # a(Plnt1) a y # w(Plpt1)-
Kruznici o n prvcich P|, = (V,E) rozumime cestu P|, = (V,E), kde
V(P|,) = {z1,...,z,} a pro kterou plati (x,,71) € E(P|,). Uzavienim
cesty P|, = (V,E), kde V(P|,) = {x1,...,2n}, vrcholem y rozumime
kruznici P41 = (V, E), kde V(P|p41) = {.. . Zn, ¥, 21 ... }.

Véta 5 (Zdkladni véta o jednoduchych turnajich) Turnaj T = (V, E), kde
|[V(T)| > 3, je jednoduchy tehdy a jen tehdy, je-li kazdd cesta P|, =
(V,E), kde |V(T)| > n > 2, prodlouzitelnd na cestu P|,+1 = (V, E) nebo
uzaviitelna na kruznici P, 11 = (V, E).

Duikaz. Nejdiivé formulujeme a dokézeme dvé pomocnd tvrzeni.

Lemma 6 Pro libovolny turnaj T|, = (V, E) existuje cesta P|, = (V, E).
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Dukaz. Predokladejme, ze lemma neplati. Vezméme tedy, s ohledem na
pocet vrcholu, nejmensi protipiiklad T|, = (V, E). Potom pro kazdy turnaj
T|,—1 C T|,, musi lemma platit, existuje tedy urcité cesta P|,—; = (V, E).
Vyberme néjaky turnaj T|,—1 = (V, E) vzhledem k prvku z € V(T|,) —
V(T|n-1)

1. |L(z)]=n—1,nebo |P(z)| =n—1,

2. jinak.

Ad 1. Predpokladejme, ze plati |L(z)| = n — 1, pro véechna x € V(T|,_1)
tedy musi (x, z) € E(T|,). Ozna¢me a = a(P|,—1) a b = w[P|,_1], protoze
a € V(T|,—1), pak musi platit, ze (b,z) € E(T|,). Muzeme tedy vytvorit
cestu P|, = (V, E), kde V(P|,) = {a,...,b, 2}, timto se viak dostdvame
do sporu s piedpokladem. Pro situaci |P(z)| = n — 1, dokdzeme analogicky
pripojenim z pied a(P|,).

Ad 2. Jelikoz |L(2)| # n—1 ani |P(2)| #n—1 a turnaj T|,_1 = (V, E) ma
cestu Pl,—1 = (V, E), kde V(P|,—1) = {x1, 22, ..., 2y}, musi existovat vr-
chol x; takovy, ze x € L(2) a 7e i je maximalni. Pro vrchol x;11 € V(P|,_1)
tedy musf platit, ze y € P(z), proto {x;,z),(z,2;41) € E(T|,). MiZzeme
tedy vytvorit cestu P|, = (V, E), kde V(P|,) = {a,...,zi, 2, Tit1,...,b},
ozna¢ime-li prvky a = a(P|,) a také b = w(P],), timto se ale dostavame do
sporu s piepokladem. O

Lemma 7 Turnaj T = (V, E) je jednoduchy tehdy a jen tehdy, existuji-li
pro kazdou mnozinu M C V(T) vrcholy z,y € M a z € V(T) — M takové,
7e z € L(z) a zdroven z € P(y).

Dukaz. (=) Jelikoz je turnaj T = (V, E) jednoduchy, pak zddnd mnozina
M C V(T) nemuze byt tfidou zddné netrividlni kongruence ¢ € Con T, pro
zddnou mnozinu M C V(T) nemuze tedy platit Véta 1, proto

() Zz)u () P(z) c V(D) - M.

zeM zeM

Musi tedy existovat alespon jedno z € V(T) — M takové, ze

z ¢ ﬂ L(z) a zéroven z ¢ ﬂ P(x),

zeM xeM
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tedy musf existovat x € M takové, ze z € L(z), a néjaké y € M takové, ze
z € P(y).

(<) Protoze pro kazdou mnozinu M C V(T) existuji vrcholy xz,y € M
az € V(T)— M takové, Ze z € L(z) a zdroven z € P(y), pak ale

z ¢ ﬂ L(z) a zaroven z ¢ ﬂ P(x),

xeM zeM

tim padem ale neni splnéna podminka kladend Vétou 1, protoze

() Z(z) U () P(x) C V(T) - M.

xeM zeM

Z4dn4 mnozina M C V(T) tedy nemuze byt tiidou zadné netrivialni kon-
gruence ¢ € Con T, turnaj T = (V| E) je tedy jednoduchy. O

(=) Méjme tedy jednoduchy turnaj T = (V, E) a cestu P|,, = (V, E), kde
|[V(T)| > n > 2 Potom podle Lemma 7 existuje pro prvky x,y € V(P|,)
prvek z € V(T) — V(P|,) takovy, ze (z,z),(z,y) € E(T). Vezmeme-li
V(P|,) = {z1,...,zn}, pak pokud existuje 1 < i < n — 1, pro které
(xi,2), (z,xi41) € E(T), pak muzeme prodlouzit cestu P|, = (V,E) na
cestu P|,41 = (V, E), kde V(P|nt1) = {21, -, i, 2, Tig1, - o, T}

Piepokladejme nyni, ze pro cestu P|, = (V, E) neexistuje takové 1 < i <
n—1, ze (x;,2),(z,xiy1) € E(T). Vezméme, ze (r1,z) € E(T) a uvazujme
nejvétsi 1 < i < n — 1 takové, ze posloupnost {z1,...,x;} zachovdva pro
kazdé 1 < j < i, ze (xj,2) € E(T). Pokud by platilo, ze i = n, pak
se dostdavdme do sporu s prepokladem, ze existuje y € V(P|,), pro které
(z,y) € E(T). Protoze 1 < i < n —1 je nejvétsi dané vlastnosti, existuje
tedy z;+1 € V(P|,) a plati pro néj, ze (z,z;1+1) € E(T). Dostavame se ale
ke sporu s predpokladem, musi tedy platit, ze (z,z1) € E(T).

Piedpokladejme tedy, ze (z,z,) € E(T) a uvazujme nejmensi 2 < i < n

takové, ze posloupnost {z;,...,x,} zachovavd pro kazdé i < j < n, zZe

(z,xj) € E(T). Pokud by platilo, ze i = 1, pak se dostavame do sporu

s prepokladem, ze existuje x € V(P|,), pro které (z,z) € E(T). Protoze
P|

2 < i < n je nejmensi dané vlastnosti, existuje tedy z;—1 € V(P|,) a plati
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pro néj, ze (x;_1,z) € E(T). Dostavdme se ale ke sporu s predpokladem,
musi tedy platit, ze (x,,z) € E(T).

Jelikoz pro cestu P|, = (V, E) plati, ze (xy,2),(z,z1) € E(T), muzeme
ji prodlouzit na kruznici P|,4+1 = (V, E), kde V(P|n11) = {1, .., 7n, 2}

Pro dplnost dokazeme.

Lemma 8 Méjme jednoduchy turnaj T = (V, E), pak kazd4 kruznice P|,, =
(V,E), kde V(P|,) C V(T) je prodlouzitelnd na kruznici P|, 1 = (V, E).

Diikaz. Méjme tedy jednoduchy turnaj T = (V, E) a kruznici P|,, = (V, E),
kde n > 3 a V(P|,) = {x1,...,z,}, pokud by bylo |V (T)| < 4, pak nenf
prodlouzitelnd. Potom podle Lemma 7 existuje pro prvky z,y € V(P|,)
prvek z € V(T) — V(P|,) takovy, ze (z,2), (z,y) € E(T). Pfedpoklddejme,
ze (x1,z) € E(T), uvazujme pak maximalni 1 < i < j < n takova, ze pro
libovolné 1 < k < ¢, nebo j < k < n plati, ze (xy,2) € E(T). Pokud by
platilo, ze i = j, pak se dostdvame do sporu s pfepokladem, ze existuje
y € V(P|,), pro které (z,y) € E(T). Protoze i je maximdln{ dané vlastnosti
a i # j, pak existuje ;11 € V(P|,), pro které (z,z;11) € E(T). Jelikoz pro
kruznici P|, = (V, E) plati, ze existuje 1 < i < n tak, ze (x;,2), (z,741) €
E(T), mtzeme ji prodlouzit na kruznici P|,11 = (V, E), kde V(P|41)

{z1,.- @i, 2, Tig1, .o, T} O

(<) Vime, ze na turnaji T = (V, E), kde |V(T)| > 3, lze kazdou cestu
P|, = (V,E), kde 2 < n < |V(T)| prodlouzit na cestu P|,4+1 = (V, E)) nebo
na kruznici P|,11 = (V, E).

Protoze plati, ze a(P|,) = a(P|n+1) a w(P|n) = w(P|n+1), pak, ozacime-li
z € V(Plpt1) = V(Pln), V(Plny1) = {z1,...,%, 2,Tit1,...Tn}, piicemz
jak vime z # x; ani z # x,. Podle definice cesty plati, ze (x;, 2), (2, x;1+1) €
E(T). Nebo plat{ prodlouzitelnost na kruznici P|,, 41, oznaéime z € V(P|,41)
— V(P|,), pak ale podle definice kruznice musi (z,, z), (z,z1) € E(T).

Podle Lemma 6 existuje cesta pres vSechny prvky pro kazdy turnaj, jelikoz

si cestu Py = (V, E), kde M C V(T) n¢jakého turnaje T = (V, E), muzeme
predstavit jako cestu pies vsechny prvky na turnaji T|y = (V, E). Urcité
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existuje cesta P|y = (V, E), kde M C V(T) néjakého turnaje T = (V, E). Z
predpokladu plyne existence vrcholu z,y € M a z € V(T)— M takovych, ze
z € L(z) a zaroven z € P(y), pro kazdou M C V(T), kde 2 < |M| < |V(T)],
podle Lemma 7 je tedy turnaj T = (V, E) jednoduchy. O

llustracni priklad

Obrazek 5: Prodluzovani cesty na jednoduchém turnaji.
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Definice 10 Méjme graf D = (V, E'). Mnozinu R C V(D), pro kterou plat{
() [Z(z) UP(z)] U (| N(z) = V(D) - R,
TER z€R
nazveme requldrni.
Véta 6 Méjme graf D = (V, E), kde |[V(D)| > 3. Predpoklddany graf
D = (V, E) je jednoduchy tehdy a jen tehdy souvisly a zaroven neobsahuje-li
7adné dva prvky x,y € V(D) takové, ze L(z) = L(y) a zaroven P(x) = P(y),

a zaroven existuje-li pro kazdou souvislou reguldrni mnozinu R C V(D) cesta
Plg = (V,E), ze V(P|ig+1) € R a zéroven V(P|g) € V(P|ig+1)-

Duikaz. Nejdiive dokdzeme dvé pomocné tvrzeni.
Lemma 9 Méjme graf D = (V, E) a mnozinu M C V(D), pokud je M
tidou nejaké kongruence 8 € Con D, pak musi byt regularni.

Dukaz. Predpokladejme, ze tvrzeni neplati. Mame tedy graf D = (V, E) a
neregularni tiidu M C V(D) néjaké kongruence §# € Con D. Protoze je
mnozina M neregularni, musi pro ni platit

() [L(x)UP()] U () N(x) C V(D) - M,

reM rzeM

musi tedy existovat prvek z € V(D) — M takovy, ze z ¢ [L(z) U P(z)] a
zédroven z € N(y) pro néjakd z,y € M, z tohoto ale vyplyvé, ze

z ¢ ﬂ L(z) a zéroven z ¢ m P(z)a zaroven z ¢ ﬂ N(x).

zeM zeM xeM

Tento ale fakt je v rozporu s Vétou 1, podle které musi pro M jako tiidu
néjaké kongruence 6 € Con D platit

() Z(z)u () P(z)U (] N(z) = V(D) - M,

zeM xzeM xeM
dochazime tedy ke sporu s predpokladem. O
Lemma 10 Méjme souvisly graf D = (V, E), kde |V(D)| > 3. Regularn{

mnozina R C V(D) neni tifidou zddné netrividlni kongruence tehdy a jen
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tehdy, existuji-li vrcholy z,y € R a z € V(D) — R takové, ze z € L(z) a
zéroveii z € P(y).

Diikaz. (=) Dokézeme také, ze nesouvisly graf D = (V, E), kde |V(D| > 3
nemuze byt jednoduchy. Protoze graf D = (V, E') neni souvisly, musi existo-
vat mnozina M C V(D) takové, ze neexistuje (x,y) € E(D), nebo (y,z) €
E(D) pro néjakd x € M ay € V(D) — M. Mnozina M nebo mnozina
V(D) — M mé zcela urcité mohutnost vétsi, rovnu 3, protoze |V(D| > 3.
Pficemz obé mnoziny splnuji definici tiidy kongurence. Graf D = (V, E)
tedy zcela jisté obsahuje tiidu néjaké netrividlni kongruence ¢ € Con D,
neni tedy jednoduchy.

Dokéazeme, ze obsahuje-li alesponi dva prvky x,y € V(D) takové, ze L(x) =
L(y) a zarovein P(z) = P(y), neni graf D = (V, E) jednoduchy. Potom ale
L(x) = L(y) a zéroven P(z) = P(y), tedy N(x) — {y} = V(D) — [L(z) U

P(z)u{z}u{y}] = V(D) [L(y) UP(y) U{y} U{z}] = N(y) — {=}. Rovnosti
okoli muzeme zapsat jako

L(z) UP(z) U[N(z) N N(y)] = V(D) — {z,y},

mnozina {z,y} spliuje podminky dané Vétou 1 a je tedy tiidou néjaké
netrividlni kongruence ¢ € Con D. Vime, Ze pro mnozinu R musi podle
Veéty 1 platit, ze

(N Z(x)u () P(x)U () N(z) c V(D) - R.
z€ER TER T€ER
Porovname-li pfepoklad regularity mnoziny R
() [L(z) UP(z)] = [V(D) — R — (| N(x)
zER zER
a predpoklad, ze R neni tiidou zadné netrividlni kongruence
(N L(z)u () P(z) C [V(D) = R] - (] N(2),
TER zER TER

ziskdme

(N Z(x)u () P(z) c (] [L(z) UP(2)] .

TER zER z€ER
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Mnozina (\,c [L(z) U P(z)] nemize byt prazdna, jelikoz graf D = (V, E)
je souvisly a zaroven |V (D)| > 3. Musi tedy urcité existovat vrcholy x,y € R
a z € V(D) — R takové, 7e z € L(z) a zdroveir z € P(y), jinak by nastala
rovnost a dosli bychom ke sporu s pfedpokladem.

Dokéazeme nyni, ze kazda souvisld reguldrni mnozina R C V(D) musi obsa-
hovat cestu P|g = (V,E), kde Q C R a |Q| > 1. Vime, ze |R| > 1, jelikoz
jinak by se jednalo o tfidu trividlni kongruence. V piipadé, Ze je mnozina
R souvisld a |R| > 1, musi existovat prvky z,y € R takové, ze (x,y) € E(D).

Dokazeme, ze existuje posloupnost prvki mnoziny R = {zi1,...,z,} ta-
kovych, ze (z;,x;11) € E(D) nebo ze (z;+1,x;) € E(D). Nejdiive dokdzeme,
ze v libovolném turnaji T = (V, E) existuje takova posloupnost, kde z; = a
a zaroven x, = b, pro kazdé dva prvky a,b € V(T). Uvazujme nejmensi
protipiiklad tohoto tvrzeni T|, = (V, E). Potom pro kazdy turnaj T|,—1 =
(V, E) toto tvrzeni plati. Pficemz kazdou posloupnost, kde x; = a a zéroven
Tn = b a kde a,b € V(T|,—1), muzeme prodlouzit zafazenim prvku z €
V(T|n) — V(T|p—1) mezi libovolné dvé z; a z;11. Kazdou posloupnost, kde
1 = a a zéroven x,, = z a kde a € V(T|,,—1), muzeme prodlouzit zafazenim
prvku z € V(T|,) — V(T|n—1) za néjaké z,,_; € V(T|,—1). Pfedpoklddejme
nyni, ze tvrzeni neplati. Mezi prvky téhoz turnaje tato posloupnost musi, jak
jsme dokézali vyse, existovat. Uvazujme nyni graf D|z = (V, E') na mnoziné
R. Jelikoz je tento graf souvisly, pak musi pro kazdy turnaj T; € ©(D|g)
existovat jiny turnaj T; € ©(D|g) takovy, ze V(T;)NV(T;) # 0, v opacném
piipadé by bylo jednoduché dokazat nesouvislost. Existuje tedy posloupnost
{z1,...,2n = y1,... Ym}, kde z,, = y1 € V(T;) N V(T;), protoze posloup-
nosti {x1,...,2n} a {y1,...,ym}. Na dalsich turnajich muzeme prodluzovat
analogicky:.

Protoze pro reguldrni mnozinu R C V(D) existuji vrcholy z,y € R a
z € V(D) — R takové, ze z € L(z) a zdroven z € P(y) a kazda souvisl4 re-
guldrni mnozina mé posloupnost vsech prvku {z1,...,z,}, kde (z;, z;+1) €
E(D), muzeme najit dva prvky x; a x; 1 takové, které jisté patii do néjaké
cesty Plg = (V, E), minimélné plati, ze Q = {x;,z;41} a které maji k
z ruzny vztah. Tuto cestu muzeme tedy pomoci z prodlouzit, na cestu
Plig+1 = (V,E), kde V(Pg) C V(P||g4+1) a kde zdroven V(P|g+1) =
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{.- @i, 2,241, .. }, nebo V(P|igj41) = {- -, i1, 2, Tiy - - -}

(<) Protoze pro kazdou souvislou reguldrni mnozinu R C V(D) existuje
cesta Plg = (V,E), kde Q@ C R a |Q| > 1, kterd je prodlouzitelna na
cestu P|‘Q|+1 =(V,E) , ze V(P“QH—I) g R a zaroven V(PQ) - V(PMQH‘U'
Zaroven ale kazd4d nesouvisld regularni mnozina R C V(D) musi, z pfedpokla-
du, ze 74dné dva prvky x,y € V(D) takové, ze L(z) = L(y) a zdroven
P(x) = P(y), obsahovat reguldrni mnozinu R’ C R, kde |R'| > 1. Existujf
vrcholy z,y € R a z € V(D) — R takové, ze pro néjaké z € V(D), které
z € L(x) a zroven z € P(y). Podle Lemma 10 tedy neexistuje Z4dn4 re-
guldrni t¥ida netrividlni kongruence, podle Lemma 9 musi ale byt vSechny
tiidy kongruenci reguldrni. Souvisly graf D = (V, E), kde |V(D)| > 3, je
jednoduchy. O

Dusledek Je-li graf D = (V, E) jednoduchy, pak je kazda cesta P|gp =

(V, E), kde R C V(D) je reguldrni mnozina, prodlouzitelnd na cestu P| g1 =
(V, E) nebo uzavtitelna na kruznici P||g41 = (V, E) takové, ze V(P|r) C

V(P|g)41) respektive V(P|r) € V(P rj11)-

Dukaz. Jelikoz je graf D = (V, E') jednoduchy pak podle Lemma 9 existuji
pro kazdou reguldarni mnozinu R C V(D) vrcholy z,y € Ra z € V(D) — R
takové, ze z € L(z) a zaroven z € P(y), pro z € V(D) tedy z regularity
musi platit
z € ﬂ [L(z) UP(z)].
TER

Existuje-li tedy cesta P|g = (V, E), pak podle Lemma 9 existuje pro
néjaké dva vrcholy z,y € R prvek z € V(D) — R takovy, ze z € L(x)
a zéroven z € P(y). Vezmeme-li V(P|g) = {z1,...,2,}, pak pokud exis-
tuje 1 < i < n — 1, pro které (x;,2), (z,z;+1) € E(D), pak muzeme pro-
dlouzit cestu P|g = (V, E) na cestu P|jg41 = (V,E), kde V(P||gj+1) =

{z1,.. . @i, 2,Tit1, -, T}

Piepoklddejme nyni, ze pro cestu P|g = (V, E) neexistuje takové 1 < i <
n—1, ze (x;, 2), (2, zit1) € E(D). Vezméme, ze (r1,z) € E(D) a uvazujme
nejvétsi 1 < i < n — 1 takové, ze posloupnost {z1,...,x;} zachovavad pro
kazdé 1 < j < 4, ze (xj,2) € E(D). Pokud by platilo, ze i = n, pak
se dostdavdme do sporu s piepokladem, zZe existuje y € V(P|g), pro které
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(z,y) € E(D). Protoze 1 < i < n —1 je nejvétsi dané vlastnosti, existuje
tedy z;41 € V(P|g) a plati pro néj, ze (z,z;+1) € E(D). Dostdvame se ale
ke sporu s predpokladem, musi tedy platit, ze (z,z1) € E(D).

Piedpokladejme tedy, ze (z,x,) € E(D) a uvazujme nejmensi 2 < i < n
takové, ze posloupnost {z;,...,x,} zachovavd pro kazdé i < j < n, zZe
(2,2j) € E(D). Pokud by platilo, ze i = 1, pak se dostdvame do sporu
s prepokladem, ze existuje x € V(P|r), pro které (z,z) € E(D). Protoze
2 <i < n je nejmensi dané vlastnosti, existuje tedy z;—1 € V(P|g) a plati
pro néj, ze (x;_1,2z) € E(D). Dostdvame se ale ke sporu s predpokladem,
musi tedy platit, ze (x,,z) € E(D).

Jelikoz pro cestu P|p = (V| E) plati, ze (x,, 2),(z,21) € E(D), muzeme
ji prodlouzit na kruznici §|\R|+1 = (V,E), kde V(F||R\+1) ={r1,..., 20,2}

O]
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Zavér a diskuse

V obou kapitolach prace jsou predstaveny nové koncepty a myslenky. Prace
prinasi nové vysledky, mimo Véty 1, kterou si autor zapujcuje ze své lonské
prace, a Lemma 6, kde se jedna o znamy vysledek, oba vysledky autor uvadi
s novym respektive vlastnim dukazem. Za nejvyznaméjsi vysledky préce
autor povazuje Vétu 4, kterd popisuje mnoziny turnaju, ze kterych jsou
vSechny souvislé orientované grafy vytvorené prifzenim jednoduché, Vétu
5 a Vétu 6, které davaji do souvislosti prodlouzitelnost nebo uzavtitelnost
cest a jednoduchost turnaje respektive grafu. Vsechny tyto dilezité vysledky
jsou ve formé ekvivalenci.

Ptedlozené myslenky a vysledky jsou kvalitnim zadkladem pro pfipadny dalsi
vyzkum.
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