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Abstrakt
Práce zkoumá orientované grafy a kongruence na nich, zabývá se předevš́ım

jednoduchými orientovanými grafy, tedy orientovanými grafy maj́ıćımi jen

triviálńı kongruence. Zavád́ı pojem turnajového složeńı orientovaného grafu

a dává jej do kontextu s vlastnostmi souvisej́ıćımi s kongruencemi na ori-

entovaných grafech. Ve vztahu k turnajovým složeńım práce také usiluje

o charakterizaci jednoduchých turnaj̊u pomoćı některých jejich podstruktur.

Kĺıčová slova: Orientovaný graf, turnaj, jednoduchý orientovaný graf, jed-

noduchý turnaj, kongruence, turnajové složeńı, teorie graf̊u.

Abstract
The paper will discuss directed graphs and their congruences it deals espe-

cially with simple directed graphs, which have only trivial congruences. We

set forth a new concept of a tournament composition of directed graph and

we put it into context with other properties connected with congruences

of directed graphs. In relation to tournament compositions the paper also

tries to describe simple tournaments in terms of some of their substructures.

Key words: Directed graph, tournament, simple directed graph, simple

tournament, congruence, tournament composition, graph theory.
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Kapitola 0

Úvod

Pojem grafu poprvé zavedl Leonhard Euler1, jeden z nejvýznaměǰśıch mate-

matik̊u v̊ubec, když v roce 1736 vyřešil problém Sedmi most̊u města Královce

[5]. Své řešeńı uvedl slovy:

. . .Nedávno byl oznámen problém, který zdánlivě zapadal do geometrie, byl

však ustanoven tak, že nežádal určeńı délky, nebyl dokonce výpočetńımi me-

todami řešitelný; neváhal jsem proto a zařadil jsem jej do geometrie polohy,

kde je zbytečné poč́ıtat. . . [3]

Z řešeńı tohoto problému pak byla ustavena nová oblast matematiky, te-

orie graf̊u. Dobrým úvodem do této zaj́ımavé části matematiky je např́ıklad

[2]. Vývoj a pokrok v této oblasti matematiky daly vzniknout také hlavńımu

objektu této práce oreintovanému grafu a pojmům s ńım souvisej́ıćım. V této

kapitole si něktré z nich neformálně představ́ıme, jejich definice se nacházej́ı

v Kapitole 1.

Orientovaný graf je možno jednoduše nakreslit jako několik bod̊u spojených

šipkami, přičemž mezi každými dvěma body může být pouze jedna jed-

nosměrná šipka. [4]

1Leonhard Paul Euler (15. dubna 1707 Basilej, Švýcarsko – 18. zář́ı 1783 Petrohrad,
Rusko) byl pr̊ukopnický švýcarský matematik. Euler je považován za nejlepš́ıho matema-
tika 18. stolet́ı a za jednoho z nejlepš́ıch matematik̊u v̊ubec. Dosáhl významných úspěch̊u
v matematické analýze a teorii graf̊u. Je také tv̊urcem moderńı matematické notace. [7]
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Obrázek 1: Př́ıklad orientovaného grafu.

Turnajem pak rozumı́me orientovaný graf, kde jsou šipkou spojeny každé

dva vrcholy. [6]

Obrázek 2: Př́ıklad turnaje.

Kongruenćı rozumı́me rozděleńı bod̊u tvoř́ıćıch orientovaný graf na skupiny

bod̊u, kde ze všech bod̊u skupiny jde šipka ke každému bodu mimo skupinu

stejným směrem, popř́ıpadě ze všech bod̊u skupiny nejde k nějakému bodu

mimo skupinu v̊ubec.
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Obrázek 3: Označená tř́ıda kongruence.

Jednoduchý orietovaný graf má pouze dvě tato rozděleńı, a to prvńı, kde

každý bod je skupinou, a druhé, kde všechny body tvoř́ı jednu skupinu.

V práci je zavedeno ještě několik daľśıch pojmů, které jsou spolu pak dány

do souvislost́ı. Pro co nejhlubš́ı pochopeńı obsahu potřebuje čtenář znát

základńı koncepty abstraktńı algebry, zejména pak pojmy: binárńı relace,

relace ekvivalence, zobrazeńı a izomorfismus, jejich vysvětleńı a definice na-

lezne téměř v každé učebnici algebry, např́ıklad v [1], a také se orientovat ve

zp̊usobech matematického dokazováńı, zvláště pak v d̊ukazu sporem.

Práce je rozčleněna do dvou kapitol. V prvńı kapitole je představen a dále

rozv́ıjen pojem turnajového složeńı orientovaného grafu. Druhá kapitola se

věnuje charakterizaci jednoduchých turnaj̊u a graf̊u pomoćı cest.

Tato práce částečně navazuje na loňskou autorovu práci SOČ, z ńıž přej́ımá

téma a jeden výsledek. Práce vznikala mezi prosincem roku 2011 a dubnem

roku 2012 v rámci projektu Badatel, který spadá pod Univerzitu Palackého

v Olomouci, pod vedeńım dr. Michala Botura.
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Kapitola 1

Turnajová složeńı

Všechny uvažované množiny jsou konečné.

Definice 1 Uspořádanou dvojici D = (V,E), kde V (D) je množina vr-

chol̊u a E(D) je reflexivńı a antisymetrickou binárńı relaćı takovou, že

E(D) ⊆ V (D)2, která se nazývá množina hran, nazýváme orientovaným

grafem, dále jen grafem.

Definice 2 Graf T = (V,E), kde pro každé dva vrcholy x, y ∈ V (T) plat́ı,

že 〈x, y〉 ∈ E(T), nebo 〈y, x〉 ∈ E(T), nazýváme turnaj.

Definice 3 Mějme graf D = (V,E). Množina

P (x) = {y ∈ V (D) | 〈x, y〉 ∈ E(D)}

se nazývá pravé okoĺı vrcholu x. Analogicky množina

L(x) = {y ∈ V (D) | 〈y, x〉 ∈ E(D)}

se nazvývá levé okoĺı vrcholu x. Neutrálńım okoĺım vrcholu x pak nazýváme

množinu

N(x) = V (D)− [L(x) ∪ P (x)].

Budeme značit L(x)− {x} = L(x) a P (x)− {x} = P (x).

Definice 4 Mějme graf D = (V,E). Ekvivalenci θ na něm, kde pro každé
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vrcholy x, y, z ∈ V (D) takové, že 〈x, y〉 ∈ θ a 〈x, z〉 /∈ θ, plat́ı že vrcholy x a

y maj́ı k vrcholu z stejný vztah, i.e. je-li 〈x, z〉 ∈ E(D), pak 〈y, z〉 ∈ E(D),

nazýváme kongruenćı.

Věta 1 (Základńı věta o kongruenćıch)1 Mějme graf D = (V,E) a množinu

M ⊆ V (D). Je-li splněno⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) = V (D)−M,

pak tehdy a jen tehdy existuje kongruence θ ∈ Con D taková, že M je jej́ı

tř́ıdou.

D̊ukaz. (⇒) Předpokládejme, že existuje nějaká množina M ⊆ V (D), která

splňuje ⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) = V (D)−M,

pro každý vrchol z ∈ V (D) − M tedy z vlatsnost́ı relace E(D) vyplývá

z ∈ V (D)−M

z ∈
⋂
x∈M

L(x) nebo z ∈
⋂
x∈M

P (x) nebo z ∈
⋂
y∈M

N(x).

Uvažujme, že pro nějaké z ∈ V (D)−M

z ∈
⋂
x∈M

P (x),

potom muśı ale pro všechna y ∈ M platit, že z ∈ P (y), všechny vrcholy

y ∈ M maj́ı tedy k z stejný vztah, toto plat́ı analogicky pro všechny

z ∈ V (D)−M .

Nyńı muśıme dokázat, že existuje nějaká kongruence θ ∈ Con D, kde M

je jej́ı tř́ıdou. V libovolné kongruenci muśı každý vrchol náležet do nějaké

tř́ıdy. Množina M je tř́ıdou, jelikož jej́ı vrcholy maj́ı k vrchol̊um mimo ni

všechny stejný vztah, a také každý jednotlivý vrchol z ∈ V (D)−M je tř́ıdou

kongruence, uvažujeme-li x, y, z z definice kongruence, kde x = y, pak má x

1Tato věta pocháźı z autorovy loňské práce SOČ, je uvedena s přepracovaným d̊ukazem.
Slouž́ı jako základ pro všechy ostatńı výsledky.
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ke každému jinému vrcholu stejný vztah jako x. Existuje tedy alespoň jedna

kongruence, kde M je jej́ı tř́ıdou.

(⇐) Předpokládejme, že M ⊆ V (D) je tř́ıdou kongruence θ ∈ Con D, pak

pro libovolné dva vrcholy x, y ∈M z definice ekvivalence plat́ı, že 〈x, y〉 ∈ θ.
Podle defince kongruence muśı pro každé x, y ∈ M a každé z ∈ V (D) −M
takové, že 〈x, z〉 /∈ θ, tedy z ∈ V (D) −M , platit, že x i y maj́ı k z stejný

vztah. Uvažujme, že 〈x, z〉 ∈ E(D), tedy z ∈ P (x), totéž muśı z definice

kongruence platit i pro každé daľśı y ∈M , tedy z ∈ P (y). Vı́me proto, že

z ∈
⋂
y∈M

P (y).

Obecně můžeme ř́ıct, že pro každý z ∈ V (D)−M

z ∈
⋂
y∈M

L(y) nebo z ∈
⋂
y∈M

P (y) nebo z ∈
⋂
y∈M

N(y),

z tohoto však vyplývá, že pro každý z ∈ V (D)−M

z ∈
⋂
y∈M

L(y) ∪
⋂
y∈M

P (y) ∪
⋂
y∈M

N(y),

a proto

V (D)−M ⊆
⋂
y∈M

L(y) ∪
⋂
y∈M

P (y) ∪
⋂
y∈M

N(y).

Pro libovolné x plat́ı x /∈ P (x), x /∈ L(x) a x /∈ N(x), proto neexistuje žádné

x ∈M takové, že by

x ∈
⋂
y∈M

L(y) ∪
⋂
y∈M

P (y) ∪
⋂
y∈M

N(y).

Tud́ıž plat́ı rovnost

V (D)−M =
⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x).

Důsledek 1 Mějme graf D = (V,E) pak pro množinu M ⊆ V (D) muśı
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platit

min
x∈M
|L(x)|+ min

x∈M
|P (x)|+ min

x∈M
|N(x)| ≥ |V (D)| − |M |,

aby mohla existovat kongruence θ ∈ Con D taková, že M je jej́ı tř́ıdou.

D̊ukaz. Ponecháváme čtenáři.

Definice 5 Mějme graf D = (V,E). Množinu I(x) všech maximálńıch tur-

naj̊u Ti = (V,E), kde x ∈ V (Ti) a kde i ∈ I takových, že pro každé dva

turnaje Ti = (V,E) a Tj = (V,E) je V (Ti) ⊆ V (Tj) tehdy a jen tehdy,

je-li i = j, nazýváme turnajovým indexem vrcholu x. Množinu

Θ(D) =
⋃
x∈M

I(x)

pak nazýváme turnajovým složeńım grafu D = (V,E), dále jen složeńım.

Pro úplnost dokážeme, že libovolný graf D = (V,E) může mı́t pouze jedno

turnajové složeńı Θ(D). Předpokládejme, že pro nějaký graf D = (V,E)

existuj́ı dvě turnajová složeńı Θ1(D) 6= Θ2(D). Potom ale muśı existovat

turnaj T ∈ Θ1(D) takový, že T /∈ Θ2(D). Množina E(T) ale muśı ob-

sahovat alespoň jednu hranu 〈x, y〉, kterou neobsahuje žádný jiný turnaj v

Θ1(D), v opačném př́ıpadě by totiž turnaj T = (V,E) nepatřil do žádného

turnajového indexu a tud́ıž ani do Θ1(D). Vzhledem k tomu, že bezesporu

plat́ı

E(D) =
⋃

Ti∈Θ1(D)

E(Ti) =
⋃

Tj∈Θ2(D)

E(Tj),

muśı existovat turnaj T′ = (V,E) takový, že 〈x, y〉 ∈ E(T′). Budeme nyńı

diskutovat dvě situace

1. V (T) ⊂ V (T′)

2. V (T) ⊃ V (T′)

Ad 1. Nálež́ı-li T ∈ Θ1(D), pak muśı existovat x ∈ V (D), pro který

T ∈ I(x).

Dokážeme nyńı, že pokud T ∈ I(x), pro nějaké x ∈ V (D), pak totéž plat́ı

pro každé y ∈ V (T). Předpokládejme tedy, že to ta neńı, existuje tud́ıž
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nějaké z ∈ V (T) takové, že T /∈ I(z). Pak ovšem podle definice turnajového

indexu muśı existovat nějaký turnaj T′ ∈ I(z), pro který V (T) ⊂ V (T′),

ovšem pro libovolné y ∈ V (T) také plat́ı T′ ∈ I(y) a tedy T /∈ I(y), což je

ale v rozporu s předpokladem.

Dı́ky výše dokázanému faktu muśı i T′ ∈ I(x), toto je ovšem v rozporu s defi-

nićı turnajového indexu, protože naš́ım předpokladem je, že V (T) ⊂ V (T′),

turnaj T /∈ I(y) pro žádné y ∈ V (T). Složeńı Θ1(D) tedy obsahuje turnaj,

který neńı v žádném turnajovém indexu, což odporuje jeho definici.

Ad 2. Analogicky jako situace 1.

Věta 2 Mějme graf D = (V,E) a kongruenci ϕ ∈ Con D, pak pro každou

tř́ıdu této kongruence M plat́ı

1. pro libovolné x ∈M ⋂
y∈M

I(y) = I(x),

2. nebo ⋂
y∈M

I(y) = ∅.

D̊ukaz. Předpokládejme, že věta neplat́ı. Existuje tedy nějaká kongruence

ϕ ∈ Con D se tř́ıdou M , kde existuje x ∈M takový, že⋂
y∈M

I(y) ⊂ I(x).

Toto ovšem znamená, že existuje vrchol z ∈M a turnaj T ∈ I(x) takové, že

z /∈ V (T ). Nastávaj́ı dvě situace

1. V (T) ⊂M , nebo

2. V (T) ��⊂M

Ad 1. Pokud plat́ı V (T) ⊂ M , pak nemůže existovat žádný jiný turnaj

T′ = (V,E) takový, že by M ⊆ V (T′), protože by potom platilo V (T) ⊆
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V (T′), toto by ale bylo v rozporu s definićı turnajového indexu. Proto⋂
x∈M

I(x) = ∅,

zde ale docháźıme ke sporu s předpokladem.

Ad 2. Pokud plat́ı V (T) ��⊂ M , pak určitě existuje nějaké a ∈ V (T) ta-

kové, že a /∈M . Vı́me ale, že y ∈ V (T), tedy a ∈ L(y)∪P (y), ale a ∈ N(z).

Protože a /∈ M , dostáváme se do rozporu s Větou 1, M tedy neńı tř́ıdou

kongruence, to je ale ve sporu s předpokladem.

Definice 6 Mějme graf D = (V,E). Kongruence jejichž tř́ıdy jsou jed-

notlivé prvky z V (D), nebo jej́ıž tř́ıdou je celá množina V (D), nazýváme

triviálńı kongruence. Má-li nějaký graf D = (V,E) pouze triviálńı kongru-

ence, nazýváme ho jednoduchý.

Definice 7 Mějme graf D = (V,E), pokud pro každé dvě množiny X,Y ⊂
V (D) takové, že X ∪ Y = V (D) a zároveň X ∩ Y = ∅, existuj́ı vrcholy

x ∈ X a y ∈ Y takové, že 〈x, y〉 ∈ E(D), nebo 〈y, x〉 ∈ E(D), pak tento graf

nazýváme souvislý.

Věta 3 Mějme souvislý graf D = (V,E). Jsou-li všechny turnaje v tur-

najovém složeńı Θ(D) jednoduché pak

I. neexistuje žádná tř́ıda M ⊆ V (D) nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈
Con D taková, že pro libovolné x ∈M⋂

y∈M
I(y) = I(x),

II. pro každé dva vrcholy x, y ∈ M tř́ıdy M ⊆ V (D) nějaké netriviálńı

kongruence ϕ ∈ Con D, pro kterou⋂
y∈M

I(y) = ∅,

je I(x) ∩ I(y) = ∅.

D̊ukaz. Budeme dokazovat tvrzeńı I. a II. zvlášt’.
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Ad I.

Lemma 1 Mějme graf D = (V,E), množinu M ⊆ V (D) a kongruenci

ϕ ∈ Con D takovou, že M je jej́ı tř́ıdou, pro každý jej́ıž vrchol x ∈M plat́ı⋂
y∈M

I(y) = I(x).

Pak pro M muśı v každém turnaji Ti ∈ I(y) existovat kongruence θi ∈
Con Ti, jej́ıž je M tř́ıdou.

D̊ukaz. Předpokládejme, že lemma neplat́ı. Potom existuje nějaký vrchol

x ∈ M a turnaj T ∈ I(x), kde M ⊆ V (T) a kde M neńı tř́ıdou žádné

kongruence. Pokud by neplatilo M ⊆ V (T), pak by pro libovolný vrchol

y ∈M neplatilo ⋂
x∈M

I(x) = I(y),

došli bychom tedy ke sporu s předpokladem. Pokud by platilo, žeM = V (T),

pak by z definice turnajového indexu |I(x)| = 1 pro libovolný x ∈M a lemma

by platilo, vzhledem k tomu, že M by bylo tř́ıdou triviálńı kongruence. Z

toho tedy vyplývá, že M ⊆ V (T), muśı tedy existovat nějaké a ∈ V (T) a

zároveň a /∈M takové, že k němu nemaj́ı všechny vrcholy z M stejný vztah.

Z toho však můžeme vyvodit

a /∈
⋂
x∈M

L(x) a zároveň a /∈
⋂
x∈M

P (x) a zároveň a /∈
⋂
x∈M

N(x).

Protože a /∈ M dostáváme se do rozporu s Větou 1, M tedy neńı tř́ıdou

žádné kongruence na D = (V,E), toto je ale ve sporu s předpokladem.

Na jednoduchém turnaji nalezneme z definice jen triviálńı kongruence. Pro

tř́ıdu M ⊂ V (D) nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con D, pro libolný jej́ıž

prvek x ∈M plat́ı ⋂
y∈M

I(y) = I(x).

Protože se jedná o tř́ıdu nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con D, pak muśı

být |V (D)| > |M | > 1. Podle výše dokázaného lemmatu muśı být tř́ıda M

tř́ıdou kongruence ve všech turnaj́ıch Ti ∈ I(x), pro libovné x ∈ M , pro

14



všechny turnaje Ti = (V,E) tedy vyvod́ıme, že M = V (Ti) pro každé i ∈ I,

proto I(x) = 1 pro libovolné x ∈M . Muśı tedy existovat turnaj T = (V,E),

kde M = V (T) a pro každý vrchol x ∈ V (T) je |I(x)| = 1.

Protože V (T) ⊂ V (D), určitě existuje množina N ⊂ V (D), pro kterou

plat́ı M ∪ N = V (D) a zároveň M ∩ N = ∅. Ovšem jelikož I(x) = 1, pro

každé x ∈ M , pak nemůže existovat žádný vrchol z ∈ M a vrchol a ∈ N
takové, že 〈a, z〉 ∈ E(D), nebo 〈z, a〉 ∈ E(D), protože by platilo, že existuje

turnaj T′ ∈ I(a), kde V (T′) = {a, z} a z čehož by vyplývalo, že |I(a)| ≥ 2,

což je v rozporu s výše dokázaným faktem. Aby M byla tř́ıdou nějaké ne-

triviálńı kongruence ϕ ∈ Con D, musel by D = (V,E) být nesouvislý, t́ımto

docháźıme ale ke sporu s předpokladem.

Ad II.

Lemma 2 Mějme graf D = (V,E), množinu M ⊆ V (D) a kongruenci

ϕ ∈ Con D takovou, že M je jej́ı tř́ıdou, pro kterou plat́ı⋂
x∈M

I(x) = ∅,

pak nemůže pro žádné x ∈ M existovat turnaj T = (V,E), pro který by

platilo V (T) ⊆M .

D̊ukaz. Lemma vezměme za neplatné. Potom pro nějaké x ∈ M existuje

turnaj T = (V,E), pro který plat́ı V (T) ⊆ M . Budeme diskutovat dvě

situace

1. V (T) = M , nebo

2. V (T) ⊂M

Ad 1. Tento př́ıpad byl již diskutován v d̊ukazu Lemma 1. Došli bychom

k tomu, že pro libovolné y ∈M⋂
x∈M

I(x) = I(y),

toto je ale v rozporu s předpokladem.
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Ad 2. Z platnosti V (T) ⊂ M a definice turnajového indexu nemůže exis-

tovat žádný turnaj T′ ∈ I(x), kde by M ⊆ V (T′), protože by V (T) ⊆ V (T′).

Protože předpokládáme, že M je tř́ıdou nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈
Con D, pak pro ni z Věty 1 muśı⋂

x∈M
L(x) ∪

⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) = V (D)−M,

bereme-li graf D = (V,E) jako souvislý, pak z definice souvislosti máme

a ∈M a b ∈ V (D)−M takové, že 〈a, b〉 ∈ E(D), nebo 〈b, a〉 ∈ E(D), jinak

řečeno b ∈ L(x) ∪ P (x). Jelikož M je tř́ıdou nějaké netriviálńı kongruence

ϕ ∈ Con D, pak pro ni plat́ı

b ∈
⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x).

Ovšem pak najdeme turnaj T′ = (V,E), kde V (T)∪{b} ⊆ V (T′), z definice

turnajového indexu potom T /∈ I(x), protože T′ ∈ I(x). To je ale ve sporu

s předpokladem.

Lemma 3 Mějme graf D = (V,E), množinu M ⊆ V (D) a kongruenci

θ ∈ Con D takovou, že M je jej́ı tř́ıdou, pro kterou plat́ı⋂
x∈M

I(x) = ∅,

pak je Mi = V (Ti) ∩M , kde

Ti ∈
⋃
x∈M

I(x),

tř́ıdou nějaké kongruence θ ∈ Con Ti.

D̊ukaz. Předpokládejme, že můžeme naj́ıt protipř́ıklad. Existuje tedy nějaký

x ∈M takový, že v určitém turnaji Ti ∈ I(x) neńı Mi = V (Ti) ∩M tř́ıdou

žádné kongruence. Muśı tedy existovat nějaké y ∈ Mi a z ∈ V (Ti) −Mi

takové, že x a y nemaj́ı k z stejný vztah, což plyne z definice kongruence.
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Plat́ı z /∈M , tedy⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) ⊇ V (D)− (M ∪ {z}),

toto je ale v rozporu s Větou 1. Množina M tedy neńı tř́ıdou žádné kon-

gruence, dostáváme se ale do sporu s přepokladem.

Pro všechny turnaje

Ti ∈
⋃
x∈M

I(x)

zároveň tedy muśı za předpoklad̊u tvrzeńı II platit, že |Mi| = 1. Vzehledem

k Lemma 3 pro každé x ∈M a každý turnaj Ti ∈ I(x), plat́ı bud’ |Mi| = 1,

nebo |Mi| = |V (Ti)|, jelikož je platná také Lemma 2, pak nemůže pro

žádné x ∈ M existovat turnaj T = (V,E), pro který by platilo V (T) ⊆ M .

Proto za předpoklad̊u tvrzeńı II muśı platit, že |Mi| = 1. Jelikož z každého

turnaje

Ti ∈
⋃
x∈M

I(x)

nálež́ı do M jen jeden prvek, pak muśı pro každé dva x, y ∈ M platit, že

I(x) ∩ I(y) = ∅, t́ımto jsme dokázali i část II.

Definice 8 Mějme množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}. Přiřazeńım

pak nazveme zobrazeńı

γ :
⋃

Ti∈M

V (Ti) −→ V (Dγ),

kde 〈a, b〉 ∈ E(Dγ) tehdy a jen tehdy, je-li 〈x, y〉 ∈ E(Ti) pro každá γ(x) = a

a γ(y) = b. 2 Pro graf Dγ = (V,E) plat́ı, že Θ(Dγ) = M.3

Věta 4 Mějme množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}, pak libo-

volný souvislý graf D = (V,E) takový, že Θ(D) = M je jednoduchý tehdy

a jen tehdy, obsahuje-li M = {Ti = (V,E) | i ∈ I} pouze jednoduché a

navzájem neizomorfńı turnaje.

2Pro turnaje T′
i,j ⊆ Ti,j může tedy platit γ[V (T′

i)] = γ[V (T′
j)], jen existuje-li izomor-

fismus f : T′
i −→ T′

j takový, že pro každé x ∈ V (T′
i) a každé y ∈ V (T′

j) plat́ı γ(x) = γ(y)
tehdy a jen tehdy, plat́ı-li f(x) = f(y).

3Pro žádné dva turnaje neplat́ı, že γ[V (Ti)] ⊆ γ[V (T′
j)] takové, že i 6= j.
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D̊ukaz. Pro zjednodušeńı d̊ukazu nejdř́ıve dokážeme dvě pomocná tvrzeńı.

Lemma 4 Mějme množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}, kde nejsou

všechny turnaje jednoduché, pak existuje souvislý graf D = (V,E) takový,

že Θ(D) = M, který neńı jednoduchý.

D̊ukaz. Sestroj́ıme přǐrazeńı γ z množiny turnaj̊u M takové, že graf Dγ =

(V,E) je souvislý a neńı jednoduchý. Nejdř́ıve dokážeme, že požadovaná sou-

vislost grafu Dγ = (V,E) vylučuje možnost injektivńıho zobrazeńı V (Ti),

kde Ti ∈ M. Předpokládejme tedy opak, potom ale pro každé x ∈ V (Ti)

plat́ı, že L[γ(x)] ∪ P [γ(x)] = γ[V (Ti)], neexistuje tedy žádné y ∈ V (Dγ) a

zároveň y /∈ γ[V (Ti)] takové, že by y ∈ L(x), nebo y ∈ P (x). Dostáváme se

ale do sporu s definićı souvislosti.

Jelikož všechny turnaje Ti ∈ M nejsou jednodnoduché, můžeme naj́ıt tur-

naj Tj = (V,E) s množinou M ⊂ V (Tj), která je tř́ıdou nějaké netriviálńı

kongruence ϕ ∈ Con Tj . Existuje pak přǐrazeńı γ zobraźı množinu M injek-

tivně, protože definice přǐrazeńı udává podmı́nky jen pro neijektivńı zobra-

zeńı a podmı́nka souvislosti neumožňuje injektivně zobrazovat V (Ti), kde

Ti ∈M, což se ale M netýká. Jelikož ale pro každé y ∈ γ[V (Tj)−M ] plat́ı,

že

y ∈
⋂

x∈γ(M)

L(x) ∪
⋂

x∈γ(M)

P (x),

protože M je tř́ıdou nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con Tj . Jelikož je

M zobrazená injektivně pak pro každé z ∈ V (Dγ)− γ[V (Tj)] plat́ı, že

z ∈
⋂

x∈γ(M)

N(x).

Množina γ(M) tedy splňuje podmı́nku danou Větou 1 a je tedy tř́ıdou

nějaké netriviálńı kongruence ζ ∈ Con Dγ .

D̊ukaz. (⇒) Uvažujeme tedy množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}
takovou, že libovolný souvislý graf D = (V,E), který Θ(D) = D je jedno-

duchý. Každý turnaj Ti ∈ M muśı být jednoduchý, jelikož existoval-li by

nejednoduchý turnaj Tj ∈ M, pak by podle Lemma 4 existoval nejdno-

duchý graf Dγ = (V,E), kde γ je přǐrazeńı z množiny turnaj̊u M. Dokážeme
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nyńı ještě jedno tvrzeńı.

Lemma 5 Mějme množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}. Obsahuje-li

tato množina dva r̊uzné izomorfńı turnaje Ti,Tj ∈M, pak existuje přǐrazeńı

γ takové, že souvislý graf Dγ = (V,E) neńı jednoduchý.

D̊ukaz. Uvažujme přǐrazeńı γ takové, že |γ[V (Ti)]∩γ[V (Tj)]| = |V (Ti)|−1

a že |I(x)| = 1 a |I(y)| = 1, označ́ıme-li x ∈ γ[V (Ti)] − γ[V (Tj)] a y ∈
γ[V (Tj)]−γ[V (Ti)], zobrazeńı takovýchto vlastnost́ı můžeme podle definice

sestrojit, protože tyto dva turnaje Ti,Tj ∈ M jsou izomorfńı. Potom ale

L(x) = L(y) a zároveň P (x) = P (y), tedy N(x) − {y} = V (Dγ) − [L(x) ∪
P (x)∪{x}∪{y}] = V (Dγ)−[L(y)∪P (y)∪{y}∪{x}] = N(y)−{x}. Rovnosti

okoĺı můžeme zapsat jako

L(x) ∪ P (x) ∪ [N(x) ∩N(y)] = V (Dγ)− {x, y},

množina {x, y} splňuje podmı́nky dané Větou 1 a je tedy tř́ıdou nějaké

netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con Dγ .

Množina turnaj̊u M tedy nemůže obsahovat žádné dva izomorfńı turnaje

Ti,Tj ∈M. T́ımto jsme dokázali implikaci zleva.

(⇐) Předpokládejme množinu turnaj̊u M = {Ti = (V,E) | i ∈ I}, která

obsahuje pouze jednoduché a navzájem neizomorfńı turnaje.

Uvažujeme nejednoduchý, souvislý graf D = (V,E) takový, že Θ(D) = M.

Jelikož množina M neobsahuje ždáné dva izomorfńı turnaje, pak pro libo-

volné dva turnaje Ti,Tj ∈ M plat́ı, že |V (Ti) ∩ V (Tj)| ≥ 2. Podle Věty

3 může graf D = (V,E) takový, že Θ(D) obsahuje pouze jednoduché tur-

naje, mı́t pouze tř́ıdu kongruence M takovou, že pro libovolné dva vrcholy

x, y ∈ M plat́ı, že I(x) ∩ I(y) = ∅. Z tohoto pro libovolné dva vrcholy

x, y ∈ M vyplývá, že y ∈ N(x), jinak by totiž existoval turnaj Ti ∈ Θ(D),

pro který 〈x, y〉 ∈ E(Ti), nebo 〈y, x〉 ∈ E(Ti). Uvažujme nyńı, že M je

tř́ıdou nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con D, podle Věty 1⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) = V (D)−M.
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Jelikož je graf D = (V,E) souvislý a pak muśı být množina
⋂
x∈M L(x) ∪⋂

x∈M P (x) neprázdná. Protože pro každé dvě x, y ∈M plat́ı, jak jsme ukázli

výše, y ∈ N(x), muśı pro libovolné z ∈M platit

L(z) =
⋂
x∈M

L(x) a zároveňP (z) =
⋂
x∈M

P (x).

Označme Ti = (V,E) nějaký turnaj takový, že x ∈M a zároveň x ∈ V (Ti),

analogicky Tj = (V,E) nějaký turnaj takový, že y ∈ M a zároveň y ∈
V (Tj). Protože ale L(x) = L(y) a zároveň P (x) = P (y) a y ∈ N(x), pak

muśı platit, že |V (Ti) ∩ V (Tj)| = 1. To je ale ve sporu s předpokladem,

turnaje Ti,Tj ∈M tedy muśı být izomorfńı.

Dokázali jsme tedy, že libovolný graf souvislý graf D = (V,E) takový,

že Θ(D) = M, kde M je předpokládaných vlastnost́ı, muśı být jedno-

duchý.
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Kapitola 2

Jednoduché turnaje a grafy

Před daľśımi větami přijměme daľśı notačńı konvenci: graf D = (V,E), kde

V (D) = M , nebo |V (D)| = n, budeme značit D|M = (V,E), respektive

D|n = (V,E).

Definice 9 Mějme graf P|n = (V,E), plat́ı-li pro něj, že |V (P|n)| = n a

zároveň V (P|n) = {x1, x2, . . . , xn} a pouze 〈xi, xi+1〉 ∈ E(P|n) pro 1 ≤ i ≤
n−1, pak tento graf nazýváme n-prvkovou cestou. Mějme cestu P|n = (V,E),

kde V (P|n) = {x1, x2, . . . , xn}, označ́ıme pak x1 = α(P|n) a xn = ω(P|n).

Prodloužeńım cesty P|n = (V,E), kde V (P|n) = {x1, . . . , xn}, vrcholem y

rozumı́me cestu P|n+1 = (V,E), kde V (P|n+1) = {. . . xi−1, y, xi . . . }, kde

také samozřejmě |V (P|n+1)| = n + 1 a kde y 6= α(P|n+1) a y 6= ω(P|n+1).

Kružnićı o n prvćıch P|n = (V,E) rozumı́me cestu P|n = (V,E), kde

V (P|n) = {x1, . . . , xn} a pro kterou plat́ı 〈xn, x1〉 ∈ E(P|n). Uzavřeńım

cesty P|n = (V,E), kde V (P|n) = {x1, . . . , xn}, vrcholem y rozumı́me

kružnici P|n+1 = (V,E), kde V (P|n+1) = {. . . xn, y, x1 . . . }.

Věta 5 (Základńı věta o jednoduchých turnaj́ıch) Turnaj T = (V,E), kde

|V (T)| ≥ 3, je jednoduchý tehdy a jen tehdy, je-li každá cesta P|n =

(V,E), kde |V (T)| > n ≥ 2, prodloužitelná na cestu P|n+1 = (V,E) nebo

uzavřitelná na kružnici P|n+1 = (V,E).

D̊ukaz. Nejdř́ıvě formulujeme a dokážeme dvě pomocná tvrzeńı.

Lemma 6 Pro libovolný turnaj T|n = (V,E) existuje cesta P|n = (V,E).
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D̊ukaz. Předokládejme, že lemma neplat́ı. Vezměme tedy, s ohledem na

počet vrchol̊u, nejmenš́ı protipř́ıklad T|n = (V,E). Potom pro každý turnaj

T|n−1 ⊂ T|n muśı lemma platit, existuje tedy určitě cesta P|n−1 = (V,E).

Vyberme nějaký turnaj T|n−1 = (V,E) vzhledem k prvku z ∈ V (T|n) −
V (T|n−1)

1. |L(z)| = n− 1, nebo |P (z)| = n− 1,

2. jinak.

Ad 1. Předpokládejme, že plat́ı |L(z)| = n − 1, pro všechna x ∈ V (T|n−1)
tedy muśı 〈x, z〉 ∈ E(T|n). Označme a = α(P|n−1) a b = ω[P|n−1], protože

a ∈ V (T|n−1), pak muśı platit, že 〈b, z〉 ∈ E(T|n). Můžeme tedy vytvořit

cestu P|n = (V,E), kde V (P|n) = {a, . . . , b, z}, t́ımto se však dostáváme

do sporu s předpokladem. Pro situaci |P (z)| = n− 1, dokážeme analogicky

připojeńım z před α(P|n).

Ad 2. Jelikož |L(z)| 6= n− 1 ani |P (z)| 6= n− 1 a turnaj T|n−1 = (V,E) má

cestu P|n−1 = (V,E), kde V (P|n−1) = {x1, x2, . . . , xn}, muśı existovat vr-

chol xi takový, že x ∈ L(z) a že i je maximálńı. Pro vrchol xi+1 ∈ V (P|n−1)
tedy muśı platit, že y ∈ P (z), proto 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈ E(T|n). Můžeme

tedy vytvořit cestu P|n = (V,E), kde V (P|n) = {a, . . . , xi, z, xi+1, . . . , b},
označ́ıme-li prvky a = α(P|n) a také b = ω(P|n), t́ımto se ale dostáváme do

sporu s přepokladem.

Lemma 7 Turnaj T = (V,E) je jednoduchý tehdy a jen tehdy, existuj́ı-li

pro každou množinu M ⊆ V (T) vrcholy x, y ∈ M a z ∈ V (T)−M takové,

že z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y).

D̊ukaz. (⇒) Jelikož je turnaj T = (V,E) jednoduchý, pak žádná množina

M ⊆ V (T) nemůže být tř́ıdou žádné netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con T, pro

žádnou množinu M ⊆ V (T) nemůže tedy platit Věta 1, proto⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ⊂ V (D)−M.

Muśı tedy existovat alespoň jedno z ∈ V (T)−M takové, že

z /∈
⋂
x∈M

L(x) a zároveň z /∈
⋂
x∈M

P (x),

22



tedy muśı existovat x ∈ M takové, že z ∈ L(x), a nějaké y ∈ M takové, že

z ∈ P (y).

(⇐) Protože pro každou množinu M ⊆ V (T) existuj́ı vrcholy x, y ∈ M

a z ∈ V (T)−M takové, že z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y), pak ale

z /∈
⋂
x∈M

L(x) a zároveň z /∈
⋂
x∈M

P (x),

t́ım pádem ale neńı splněna podmı́nka kladená Větou 1, protože⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ⊂ V (T)−M.

Žádná množina M ⊆ V (T) tedy nemůže být tř́ıdou žádné netriviálńı kon-

gruence ϕ ∈ Con T, turnaj T = (V,E) je tedy jednoduchý.

(⇒) Mějme tedy jednoduchý turnaj T = (V,E) a cestu P|n = (V,E), kde

|V (T)| > n ≥ 2 Potom podle Lemma 7 existuje pro prvky x, y ∈ V (P|n)

prvek z ∈ V (T) − V (P|n) takový, že 〈x, z〉, 〈z, y〉 ∈ E(T). Vezmeme-li

V (P|n) = {x1, . . . , xn}, pak pokud existuje 1 ≤ i ≤ n − 1, pro které

〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈ E(T), pak můžeme prodloužit cestu P|n = (V,E) na

cestu P|n+1 = (V,E), kde V (P|n+1) = {x1, . . . , xi, z, xi+1, . . . , xn}.

Přepokládejme nyńı, že pro cestu P|n = (V,E) neexistuje takové 1 ≤ i ≤
n − 1, že 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈ E(T). Vezměmě, že 〈x1, z〉 ∈ E(T) a uvažujme

největš́ı 1 ≤ i ≤ n − 1 takové, že posloupnost {x1, . . . , xi} zachovává pro

každé 1 ≤ j ≤ i, že 〈xj , z〉 ∈ E(T). Pokud by platilo, že i = n, pak

se dostáváme do sporu s přepokladem, že existuje y ∈ V (P|n), pro které

〈z, y〉 ∈ E(T). Protože 1 ≤ i ≤ n − 1 je největš́ı dané vlastnosti, existuje

tedy xi+1 ∈ V (P|n) a plat́ı pro něj, že 〈z, xi+1〉 ∈ E(T). Dostáváme se ale

ke sporu s předpokladem, muśı tedy platit, že 〈z, x1〉 ∈ E(T).

Předpokládejme tedy, že 〈z, xn〉 ∈ E(T) a uvažujme nejmenš́ı 2 ≤ i ≤ n

takové, že posloupnost {xi, . . . , xn} zachovává pro každé i ≤ j ≤ n, že

〈z, xj〉 ∈ E(T). Pokud by platilo, že i = 1, pak se dostáváme do sporu

s přepokladem, že existuje x ∈ V (P|n), pro které 〈x, z〉 ∈ E(T). Protože

2 ≤ i ≤ n je nejmenš́ı dané vlastnosti, existuje tedy xi−1 ∈ V (P|n) a plat́ı
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pro něj, že 〈xi−1, z〉 ∈ E(T). Dostáváme se ale ke sporu s předpokladem,

muśı tedy platit, že 〈xn, z〉 ∈ E(T).

Jelikož pro cestu P|n = (V,E) plat́ı, že 〈xn, z〉, 〈z, x1〉 ∈ E(T), můžeme

ji prodloužit na kružnici P|n+1 = (V,E), kde V (P|n+1) = {x1, . . . , xn, z}.

Pro úplnost dokážeme.

Lemma 8 Mějme jednoduchý turnaj T = (V,E), pak každá kružnice P|n =

(V,E), kde V (P|n) ⊂ V (T) je prodloužitelná na kružnici P|n+1 = (V,E).

D̊ukaz. Mějme tedy jednoduchý turnaj T = (V,E) a kružnici P|n = (V,E),

kde n ≥ 3 a V (P|n) = {x1, . . . , xn}, pokud by bylo |V (T)| < 4, pak neńı

prodloužitelná. Potom podle Lemma 7 existuje pro prvky x, y ∈ V (P|n)

prvek z ∈ V (T)− V (P|n) takový, že 〈x, z〉, 〈z, y〉 ∈ E(T). Předpokládejme,

že 〈x1, z〉 ∈ E(T), uvažujme pak maximálńı 1 ≤ i < j ≤ n taková, že pro

libovolné 1 ≤ k ≤ i, nebo j ≤ k ≤ n plat́ı, že 〈xk, z〉 ∈ E(T). Pokud by

platilo, že i = j, pak se dostáváme do sporu s přepokladem, že existuje

y ∈ V (P|n), pro které 〈z, y〉 ∈ E(T). Protože i je maximálńı dané vlastnosti

a i 6= j, pak existuje xi+1 ∈ V (P|n), pro které 〈z, xi+1〉 ∈ E(T). Jelikož pro

kružnici P|n = (V,E) plat́ı, že existuje 1 ≤ i ≤ n tak, že 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈
E(T), můžeme ji prodloužit na kružnici P|n+1 = (V,E), kde V (P|n+1) =

{x1, . . . , xi, z, xi+1, . . . , xn}.

(⇐) Vı́me, že na turnaji T = (V,E), kde |V (T)| ≥ 3, lze každou cestu

P|n = (V,E), kde 2 ≤ n < |V (T)| prodloužit na cestu P|n+1 = (V,E) nebo

na kružnici P|n+1 = (V,E).

Protože plat́ı, že α(P|n) = α(P|n+1) a ω(P|n) = ω(P|n+1), pak, ozač́ıme-li

z ∈ V (P|n+1) − V (P|n), V (P|n+1) = {x1, . . . , xi, z, xi+1, . . . xn}, přičemž

jak v́ıme z 6= x1 ani z 6= xn. Podle definice cesty plat́ı, že 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈
E(T). Nebo plat́ı prodloužitelnost na kružnici P|n+1, označ́ıme z ∈ V (P|n+1)

− V (P|n), pak ale podle definice kružnice muśı 〈xn, z〉, 〈z, x1〉 ∈ E(T).

Podle Lemma 6 existuje cesta přes všechny prvky pro každý turnaj, jelikož

si cestu P|M = (V,E), kdeM ⊆ V (T) nějakého turnaje T = (V,E), můžeme

představit jako cestu přes všechny prvky na turnaji T|M = (V,E). Určitě
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existuje cesta P|M = (V,E), kde M ⊆ V (T) nějakého turnaje T = (V,E). Z

předpokladu plyne existence vrchol̊u x, y ∈M a z ∈ V (T)−M takových, že

z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y), pro každou M ⊆ V (T), kde 2 ≤ |M | < |V (T)|,
podle Lemma 7 je tedy turnaj T = (V,E) jednoduchý.

Ilustračńı př́ıklad

Obrázek 4: Uzavřeńı a proloužeńı cesty na jednoduchém turnaji.

Obrázek 5: Prodlužováńı cesty na jednoduchém turnaji.
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Definice 10 Mějme graf D = (V,E). Množinu R ⊆ V (D), pro kterou plat́ı⋂
x∈R

[
L(x) ∪ P (x)

]
∪
⋂
x∈R

N(x) = V (D)−R,

nazveme regulárńı.

Věta 6 Mějme graf D = (V,E), kde |V (D)| ≥ 3. Předpokládaný graf

D = (V,E) je jednoduchý tehdy a jen tehdy souvislý a zároveň neobsahuje-li

žádné dva prvky x, y ∈ V (D) takové, že L(x) = L(y) a zároveň P (x) = P (y),

a zároveň existuje-li pro každou souvislou regulárńı množinu R ⊆ V (D) cesta

P|Q = (V,E), že V (P||Q|+1) * R a zároveň V (P|Q) ⊆ V (P||Q|+1).

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme dvě pomocné tvrzeńı.

Lemma 9 Mějme graf D = (V,E) a množinu M ⊆ V (D), pokud je M

tř́ıdou nějaké kongruence θ ∈ Con D, pak muśı být regulárńı.

D̊ukaz. Předpokládejme, že tvrzeńı neplat́ı. Máme tedy graf D = (V,E) a

neregulárńı tř́ıdu M ⊆ V (D) nějaké kongruence θ ∈ Con D. Protože je

množina M neregulárńı, muśı pro ni platit⋂
x∈M

[
L(x) ∪ P (x)

]
∪
⋂
x∈M

N(x) ⊂ V (D)−M,

muśı tedy existovat prvek z ∈ V (D) −M takový, že z /∈
[
L(x) ∪ P (x)

]
a

zároveň z ∈ N(y) pro nějaká x, y ∈M , z tohoto ale vyplývá, že

z /∈
⋂
x∈M

L(x) a zároveň z /∈
⋂
x∈M

P (x) a zároveň z /∈
⋂
x∈M

N(x).

Tento ale fakt je v rozporu s Větou 1, podle které muśı pro M jako tř́ıdu

nějaké kongruence θ ∈ Con D platit⋂
x∈M

L(x) ∪
⋂
x∈M

P (x) ∪
⋂
x∈M

N(x) = V (D)−M,

docháźıme tedy ke sporu s předpokladem.

Lemma 10 Mějme souvislý graf D = (V,E), kde |V (D)| ≥ 3. Regulárńı

množina R ⊆ V (D) neńı tř́ıdou žádné netriviálńı kongruence tehdy a jen

26



tehdy, existuj́ı-li vrcholy x, y ∈ R a z ∈ V (D) − R takové, že z ∈ L(x) a

zároveň z ∈ P (y).

D̊ukaz. (⇒) Dokážeme také, že nesouvislý graf D = (V,E), kde |V (D| ≥ 3

nemůže být jednoduchý. Protože graf D = (V,E) neńı souvislý, muśı existo-

vat množina M ⊆ V (D) taková, že neexistuje 〈x, y〉 ∈ E(D), nebo 〈y, x〉 ∈
E(D) pro nějaká x ∈ M a y ∈ V (D) − M . Množina M nebo množina

V (D) −M má zcela určitě mohutnost větš́ı, rovnu 3, protože |V (D| ≥ 3.

Přičemž obě množiny splňuj́ı definici tř́ıdy kongurence. Graf D = (V,E)

tedy zcela jistě obsahuje tř́ıdu nějaké netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con D,

neńı tedy jednoduchý.

Dokážeme, že obsahuje-li alespoň dva prvky x, y ∈ V (D) takové, že L(x) =

L(y) a zároveň P (x) = P (y), neńı graf D = (V,E) jednoduchý. Potom ale

L(x) = L(y) a zároveň P (x) = P (y), tedy N(x) − {y} = V (D) − [L(x) ∪
P (x)∪{x}∪{y}] = V (D)− [L(y)∪P (y)∪{y}∪{x}] = N(y)−{x}. Rovnosti

okoĺı můžeme zapsat jako

L(x) ∪ P (x) ∪ [N(x) ∩N(y)] = V (D)− {x, y},

množina {x, y} splňuje podmı́nky dané Větou 1 a je tedy tř́ıdou nějaké

netriviálńı kongruence ϕ ∈ Con D. Vı́me, že pro množinu R muśı podle

Věty 1 platit, že⋂
x∈R

L(x) ∪
⋂
x∈R

P (x) ∪
⋂
x∈R

N(x) ⊂ V (D)−R.

Porovnáme-li přepoklad regularity množiny R⋂
x∈R

[
L(x) ∪ P (x)

]
= [V (D)−R]−

⋂
x∈R

N(x)

a předpoklad, že R neńı tř́ıdou žádné netriviálńı kongruence⋂
x∈R

L(x) ∪
⋂
x∈R

P (x) ⊂ [V (D)−R]−
⋂
x∈R

N(x),

źıskáme ⋂
x∈R

L(x) ∪
⋂
x∈R

P (x) ⊂
⋂
x∈R

[
L(x) ∪ P (x)

]
.
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Množina
⋂
x∈R

[
L(x) ∪ P (x)

]
nemůže být prázdná, jelikož graf D = (V,E)

je souvislý a zároveň |V (D)| ≥ 3. Muśı tedy určitě existovat vrcholy x, y ∈ R
a z ∈ V (D) − R takové, že z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y), jinak by nastala

rovnost a došli bychom ke sporu s předpokladem.

Dokážeme nyńı, že každá souvislá regulárńı množina R ⊆ V (D) muśı obsa-

hovat cestu P|Q = (V,E), kde Q ⊆ R a |Q| > 1. Vı́me, že |R| > 1, jelikož

jinak by se jednalo o tř́ıdu triviálńı kongruence. V př́ıpadě, že je množina

R souvislá a |R| > 1, muśı existovat prvky x, y ∈ R takové, že 〈x, y〉 ∈ E(D).

Dokážeme, že existuje posloupnost prvk̊u množiny R = {x1, . . . , xn} ta-

kových, že 〈xi, xi+1〉 ∈ E(D) nebo že 〈xi+1, xi〉 ∈ E(D). Nejdř́ıve dokážeme,

že v libovolném turnaji T = (V,E) existuje taková posloupnost, kde x1 = a

a zároveň xn = b, pro každé dva prvky a, b ∈ V (T). Uvažujme nejmenš́ı

protipř́ıklad tohoto tvrzeńı T|n = (V,E). Potom pro každý turnaj T|n−1 =

(V,E) toto tvrzeńı plat́ı. Přičemž každou posloupnost, kde x1 = a a zároveň

xn = b a kde a, b ∈ V (T|n−1), můžeme prodloužit zařazeńım prvku z ∈
V (T|n)− V (T|n−1) mezi libovolné dvě xi a xi+1. Každou posloupnost, kde

x1 = a a zároveň xn = z a kde a ∈ V (T|n−1), můžeme prodloužit zařazeńım

prvku z ∈ V (T|n)− V (T|n−1) za nějaké xn−1 ∈ V (T|n−1). Předpokládejme

nyńı, že tvrzeńı neplat́ı. Mezi prvky téhož turnaje tato posloupnost muśı, jak

jsme dokázali výše, existovat. Uvažujme nyńı graf D|R = (V,E) na množině

R. Jelikož je tento graf souvislý, pak muśı pro každý turnaj Ti ∈ Θ(D|R)

existovat jiný turnaj Tj ∈ Θ(D|R) takový, že V (Ti)∩V (Tj) 6= ∅, v opačném

př́ıpadě by bylo jednoduché dokázat nesouvislost. Existuje tedy posloupnost

{x1, . . . , xn = y1, . . . ym}, kde xn = y1 ∈ V (Ti) ∩ V (Tj), protože posloup-

nosti {x1, . . . , xn} a {y1, . . . , ym}. Na daľśıch turnaj́ıch můžeme prodlužovat

analogicky.

Protože pro regulárńı množinu R ⊆ V (D) existuj́ı vrcholy x, y ∈ R a

z ∈ V (D) − R takové, že z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y) a každá souvislá re-

gulárńı množina má posloupnost všech prvk̊u {x1, . . . , xn}, kde 〈xi, xi+1〉 ∈
E(D), můžeme naj́ıt dva prvky xi a xi+1 takové, které jistě patř́ı do nějaké

cesty P|Q = (V,E), minimálně plat́ı, že Q = {xi, xi+1} a které maj́ı k

z r̊uzný vztah. Tuto cestu můžeme tedy pomoćı z prodloužit, na cestu

P||Q|+1 = (V,E), kde V (PQ) ⊆ V (P||Q|+1) a kde zároveň V (P||Q|+1) =
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{. . . , xi, z, xi+1, . . . }, nebo V (P||Q|+1) = {. . . , xi+1, z, xi, . . . }.

(⇐) Protože pro každou souvislou regulárńı množinu R ⊆ V (D) existuje

cesta P|Q = (V,E), kde Q ⊆ R a |Q| > 1, která je prodloužitelná na

cestu P||Q|+1 = (V,E) , že V (P||Q|+1) * R a zároveň V (PQ) ⊆ V (P||Q|+1).

Zároveň ale každá nesouvislá regulárńı množinaR ⊆ V (D) muśı, z předpokla-

du, že žádné dva prvky x, y ∈ V (D) takové, že L(x) = L(y) a zároveň

P (x) = P (y), obsahovat regulárńı množinu R′ ⊆ R, kde |R′| > 1. Existuj́ı

vrcholy x, y ∈ R a z ∈ V (D) − R takové, že pro nějaké z ∈ V (D), které

z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y). Podle Lemma 10 tedy neexistuje žádná re-

gulárńı tř́ıda netriviálńı kongruence, podle Lemma 9 muśı ale být všechny

tř́ıdy kongruenćı regulárńı. Souvislý graf D = (V,E), kde |V (D)| ≥ 3, je

jednoduchý.

Důsledek Je-li graf D = (V,E) jednoduchý, pak je každá cesta P|R =

(V,E), kdeR ⊆ V (D) je regulárńı množina, prodloužitelná na cestu P||R|+1 =

(V,E) nebo uzavřitelná na kružnici P||R|+1 = (V,E) takové, že V (P|R) ⊆
V (P||R|+1) respektive V (P|R) ⊆ V (P||R|+1).

D̊ukaz. Jelikož je graf D = (V,E) jednoduchý pak podle Lemma 9 existuj́ı

pro každou regulárńı množinu R ⊆ V (D) vrcholy x, y ∈ R a z ∈ V (D)− R
takové, že z ∈ L(x) a zároveň z ∈ P (y), pro z ∈ V (D) tedy z regularity

muśı platit

z ∈
⋂
x∈R

[
L(x) ∪ P (x)

]
.

Existuje-li tedy cesta P|R = (V,E), pak podle Lemma 9 existuje pro

nějaké dva vrcholy x, y ∈ R prvek z ∈ V (D) − R takový, že z ∈ L(x)

a zároveň z ∈ P (y). Vezmeme-li V (P|R) = {x1, . . . , xn}, pak pokud exis-

tuje 1 ≤ i ≤ n − 1, pro které 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈ E(D), pak můžeme pro-

dloužit cestu P|R = (V,E) na cestu P||R|+1 = (V,E), kde V (P||R|+1) =

{x1, . . . , xi, z, xi+1, . . . , xn}.

Přepokládejme nyńı, že pro cestu P|R = (V,E) neexistuje takové 1 ≤ i ≤
n− 1, že 〈xi, z〉, 〈z, xi+1〉 ∈ E(D). Vezměmě, že 〈x1, z〉 ∈ E(D) a uvažujme

největš́ı 1 ≤ i ≤ n − 1 takové, že posloupnost {x1, . . . , xi} zachovává pro

každé 1 ≤ j ≤ i, že 〈xj , z〉 ∈ E(D). Pokud by platilo, že i = n, pak

se dostáváme do sporu s přepokladem, že existuje y ∈ V (P|R), pro které
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〈z, y〉 ∈ E(D). Protože 1 ≤ i ≤ n − 1 je největš́ı dané vlastnosti, existuje

tedy xi+1 ∈ V (P|R) a plat́ı pro něj, že 〈z, xi+1〉 ∈ E(D). Dostáváme se ale

ke sporu s předpokladem, muśı tedy platit, že 〈z, x1〉 ∈ E(D).

Předpokládejme tedy, že 〈z, xn〉 ∈ E(D) a uvažujme nejmenš́ı 2 ≤ i ≤ n

takové, že posloupnost {xi, . . . , xn} zachovává pro každé i ≤ j ≤ n, že

〈z, xj〉 ∈ E(D). Pokud by platilo, že i = 1, pak se dostáváme do sporu

s přepokladem, že existuje x ∈ V (P|R), pro které 〈x, z〉 ∈ E(D). Protože

2 ≤ i ≤ n je nejmenš́ı dané vlastnosti, existuje tedy xi−1 ∈ V (P|R) a plat́ı

pro něj, že 〈xi−1, z〉 ∈ E(D). Dostáváme se ale ke sporu s předpokladem,

muśı tedy platit, že 〈xn, z〉 ∈ E(D).

Jelikož pro cestu P|R = (V,E) plat́ı, že 〈xn, z〉, 〈z, x1〉 ∈ E(D), můžeme

ji prodloužit na kružnici P||R|+1 = (V,E), kde V (P||R|+1) = {x1, . . . , xn, z}.
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Závěr a diskuse

V obou kapitolách práce jsou představeny nové koncepty a myšlenky. Práce

přináš́ı nové výsledky, mimo Věty 1, kterou si autor zap̊ujčuje ze své loňské

práce, a Lemma 6, kde se jedná o známý výsledek, oba výsledky autor uvád́ı

s novým respektive vlastńım d̊ukazem. Za nejvýznaměǰśı výsledky práce

autor považuje Větu 4, která popisuje množiny turnaj̊u, ze kterých jsou

všechny souvislé orientované grafy vytvořené přǐrzeńım jednoduché, Větu

5 a Větu 6, které dávaj́ı do souvislosti prodloužitelnost nebo uzavřitelnost

cest a jednoduchost turnaje respektive grafu. Všechny tyto d̊uležité výsledky

jsou ve formě ekvivalenćı.

Předložené myšlenky a výsledky jsou kvalitńım základem pro př́ıpadný daľśı

výzkum.
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