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Abstrakt

Hlavnim cilem této price je sezndmit Ctendfe s tim, co jsou to p-adicka Cisla a ¢im
jsou zajimava. Teorie je budovéna postupné, od p-adické valuace, normy a metriky pres
konstrukci p-adickych &isel aZ po jejich aplikaci v teorii Cisel, pfiemz u vSech tvrzeni
néasleduje diikaz. Prace se snazi najit kompromis mezi formalnosti a srozumitelnosti.
p-adickd Cisla propojuji analyzu, algebru, teorii Cisel a diferencidlni pocet. Dnes
prakticky tvofi zdklad moderni teorie Cisel; pouZzivaji se napiiklad k prolomeni nékterych
Sifrovacich algoritmii postavenych na eliptickych kfivkach nebo k aproximaci Rieman-
novy zeta funkce. Navzdory vysokosSkolské tematice této prace by pro jeji pochopeni
méla stacit prevazné stiredoskolska latka, ale predpoklada se, Ze Ctendf je obezndmen s
pojmy jako limita posloupnosti, nekonec¢na fada, tfida ekvivalence, kongruence a t€leso.

Klicova slova: p-adicka Cisla; p-adickd valuace; p-adicka norma; p-adickd metrika;
zuplnéni racionélnich ¢isel; Henselovo lemma

Abstract

The main goal of this paper is to get the reader introduced to the p-adic numbers and their
interesting properties. The theory is being built up gradually, from the p-adic valuation,
norm and metric through the construction of the p-adic numbers to their application in
number theory; proofs of the statements and theorems are included as well. The paper is
trying to find a compromise between formality and comprehensibility.

The p-adic numbers make a connection between the branches of analysis, number
theory and differential calculus. Today they practically form the basics of number theory;
they are used to break some encryption algorithms based on elliptic curves or to approxi-
mate the Riemann zeta function. Despite the academic subject matter of this paper, high
school knowledge should suffice to understand it, but it is assumed that the reader is fa-
miliar with terms like sequence limit, series, equivalence class, congruence and field.

Keywords: p-adic numbers; p-adic valuation; p-adic norm; p-adic metric; completion of
rational numbers; Hensel’s lemma
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Uvod

Tato prace se zabyva p-adickymi Cisla. Jedna se o relativné mélo zndmou, avSak o to
zajimavéjsi oblast matematiky, kterd propojuje algebru, analyzu a teorii Cisel a ma v
téchto oblastech mnoho vyuziti. Rozsifeni raciondlnich ¢isel na p-adicka je alternativou k
rozS$ifeni raciondlnich Cisel na redlnd, a funguje na zcela jinych principech.

Prvni myslenky souvisejici s p-adickymi &isly se objevily v 19.stoleti. Slo o
mySlenku zobecnit zdpisy v Ciselné soustavé na zapisy s nekoneCnym rozvojem. Mezi
matematiky, ktefi se zabyvali témito ,p-adickymi metodami‘, patfili napifiklad Kummer,
Dedekind a Weber. O objev p-adickych Cisel se ale zaslouzil azZ Kurt Hensel v roce 1897.
Na pocétku 20.stoleti se rozviji teorie kolem valuaci (Kurschak, Ostrowski, Deuring,
Schmidt, Krull) a objevuje se p-adickd analyza. Trvalo jesté dlouho, nez byla p-adicka
Cisla akceptovdna matematickou vetejnosti, ale dnes uz prakticky tvoii zdklad moderni
teorie Cisel.

V prvni kapitole této prace se budeme zabyvat délitelnosti celych ¢isel a definujeme
p-adickou valuaci. Nésledné zjistime, co je norma a metrika, jak spolu souviseji, a co je
to nearchimédovska metrika. Také pomoci p-adické valuace zavedeme p-adickou normu
a metriku.

Ve druhé kapitole budeme zkoumat, co piesné jsou p-adicka Cisla a jaké maji vlast-
nosti. Nauc¢ime se je s¢itat, odcitat, ndsobit a délit a ukdZzeme si, Ze p-adickd analyza je v
nékterych smérech jednodussi nezZ redlna.

V posledni kapitole se podivame na souvislost harmonickych sum s p-adickymi Cisly
a dokaZeme Wolstenholmovu vétu. Nakonec se budeme zabyvat Henselovym lemmatem
a ukdZzeme si, jak se s jeho pomoci daji feSit polynomidlni kongruence.

Pojd me se tedy podivat, co vSechno tato nevSedni oblast matematiky skryva.



1 Valuace, normy a metriky

Pro cely zbytek prace si pevné zvolme prvocislo p. Pouze v nékterych specidlnich
pripadech budeme pracovat s konkrétnim p, které uvedeme.

1.1 p-adicka valuace

Definice 1.1. Nechf n € Z je nenulové &islo. Pak definujeme p-adickou valuci v,(n) jako
nejvyssi exponent « takovy, ze p® | n. Ekvivalentné, je-li n = p®q, kde ¢ € Z,p 1 q, je
vp(n) = a. Navic dodefinujeme v, (0) = oo.

Dile p-adickou valuaci v,(n) rozsifime na raciondlni ¢&isla: je-li ¢ € Q zlomek ve
tvaru ¢, pak v,(q) = vp(a) — vy(D).

Nyni se miZeme na p-adickou valuaci na Q divat jako na zobrazeni v, : Q —
Z U {oo}. Jesté nez se pustime do dikazti raznych tvrzeni, uvedeme si nékolik piikladu:

v5(24) = v5(2% - 3) = 3,
V3 <%) = U3(3> - U3(17) =1-0= ]_,
or (%56) — or(—156) — vr(49) = 0 — 2 = —2,

19 - 42 )
V19 (W) = v3(19 - 42) — v3(19'%3%%) = 1 — 12345 = —12344.

Tvrzeni 1.2. Pro a € Q plati v,(a) = 0o < a = 0.

Diikaz. Implikace zprava doleva plyne piimo z definice. Implikaci zleva doprava
dokazeme obménou. Pokud je a nenulové raciondlni ¢islo, miizeme ho psat ve tvaru a =

7;%3, kde o, 8 € Z, ¢, € Q ~ {0}, v,(¢) = vp(r) = 0. Pak v,(a) = o — 3, coZ je urcité

celé c¢islo. [
Tvrzeni 1.3. Pro a,b € Q ~\ {0} plati v,(ab) = v,(a) + v,(b).

Diikaz. Polozme a = p®q, b = p°r, a,8 € Z, g, € Q ~ {0},v,(q) = v,(r) = 0.
Ekvivalentné upravujeme:

vp(ab) + v,(p*q 'pﬁr> = Up(pa+ﬂq7") =a+f=v,(p") + vp(pﬁr) = vy(a) + vp(b).

[
Dusledek 1.4. U p-adické valuace nezdlezi na tom, zda je zlomek v zdkladnim tvaru.
Diikaz. Mé&me a € Z ab,c € N spliiujici ged(a, b) = 1. Pak podle tvrzeni 1.3 plati
ac a
0y (5) = vnlac) = vy (be) = vy(@) +vy(e) = v, (b) = vy() = v, (3 )
[

Tvrzeni 1.5. Pro a,b € Q ~ {0} plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}, pFicemZ ostrd
nerovnost miiZe nastat pouze pro v,(a) = v,(b).



Diikaz. Polozme a = p®q,b = p°r,a, 8 € Z,kde ¢, € Q~{0},v,(q) = v,(r) = 0. Bez

Ujmy na obecnosti (ddle jen BUNO) pfedpokladejme o > 5. Ekvivalentné upravujeme:
vpla+0) = v,(p%q+ pr) = v,(P° (p* P + 1) > B = min{v,(a) + v,(b)}.

Aby nastala ostrd nerovnost, musi platit p | p*“q + r, ale protoze v,(r) = 0, musi platit

a = [ (azdroven p | ¢+ r), tedy v,(a) = v,(D). O

Priklad. Necht n je pfirozené &islo. Spocitejte v, ((p™)!).

Reseni. Podle tvrzeni 1.3 plati v, ((p")!) = f; v, (7). Pro vSechna a € N oznaéme &,(a)

pocet vSech ¢isel mensich nebo rovnych a, kterd jsou dé€litelnd p. Stacdi si uvédomit, Ze

kazdé &islo délitelné p*, kde k € N, zvétsi vysledek o k. To ndm d4v4 soudet S &),

protoze kazdé &islo délitelné p* v ném zapoditdme pravé k-krat. Dostavame tedy

Tvrzeni 1.6 (Legendreova formule). Oznacme ciferny soucet ¢isla n v soustavé o zdkladu
p jako S,(n). Pak plati

|n n— S,(n)
vy(n!) = — | =—2
=3 5] -5
Diikaz. Podle tvrzeni 1.3 plati
vp(nl) = va(i)-
i=1

Nyni si uvédomime, Ze z této sumy nés zajimaji pouze nasobky p, protoZe vSechny ostatni
cleny budou nulové. Nésobkil p, které nepievysuji n, je celkem |%]. Kazdy z nich do
sumy pfisp&je jednickou. Nésobky p?, kterych je | 14 | jsme ale zapo&itali pouze jednou, i
kdyZ do sumy pfispivaji dvojkou. Stejné tak ndsobky p?, kterych je LT%J , jsme zapocitali
pouze dvakrét, 1 kdyZ do sumy pfispivaji trojkou. Takto pokraCujeme déle a dostdvame

vp(n!) = Z {%J
i—1 LP

To, Ze suma je nekonecnd, ndm nevadi, protoZe od jistého dostatecné velkého ;7 € N
spliiujiciho p’ > n budou vechny ¢leny nulové.
Nyni pouZijeme z4pis ve tvaru n = app® + ap_1p* ' + -+ + a1p + ap, kde k € N a
a; € {0,1,...,p—1} provSechna 0 < i < k. Pak mdme S,(n) = ap+ag_1+---+a;+ap.
Pro viechna 0 < i < k ziejmé plati p° > a;,_1p"' + -+ + a1p + ag, z &ehoZ plyne
Lpﬁj = app" ' + ap_1p" "t + -+ + a;11p + a;. Dosazenim do vySe dokdzané identity
dostavame

0 k

n ) .

vp(nl) = Z L;J - Z arp* ™ +ap T et aap +oa =
i=1 i=1

2 k ; k ; k
i—1 i—2 pr—1 djap = ,a n—Syn)
= i 1 — i — ? 1 — ,
Z.Zla(p +p "+ +1) izlap_l p— |

coz jsme chtéli dokazat. [



Dusledek 1.7. Pro vSechna n,k € Z, n > k plati

Up((n)) _n=S8n) k—S(k) (n—k) =Sk _

k p—1 p—1 p—1

p—1
n .
kde ( k) znaci kombinacni &islo.
o v/ n n! , .
Diikaz. Stali rozepsat = ———— atento vyraz upravit podle 1.3 a 1.6. [
k kl(n — k)!

1.2 p-adicka norma

Definice 1.8. Nechi mnoZina [F spolu se s¢itdnim a nasobenim tvoii t&leso. Zobrazeni
| - || : F — R{ nazveme normou na IF, pokud spliiuje tyto vlastnosti:

(i) Vz € F : ||z|| = 0 praveé tehdy, kdyz = = 0,
(i) Vz,y € F:||zyl = =] - ||yl (linearita),
(i) Voe,y € F: ||z +y|| < |z| + ||yl (trojihelnikova nerovnost).

Pokud navic plati Vz,y € F : [z + y|| < max{||z|,||y]|} (coz je siln&j’i nerovnost
nez (iii)), nazveme tuto normu nearchimédovskou. VSechny ostatni normy se nazyvaji
archimédovské.

Standardni norma, se kterou jsme zvykli pracovat na redlnych Cislech, je absolutni
hodnota. Uddva nam, jak je dané Cislo vzdalené od pocatku. Jednd se o archimédovskou
normu. Nyn{ si pojd me uvést konkrétni piiklad nearchimédovské normy.

Definice 1.9. Pro ¢ € Q definujeme p-adickou normu | - |, jako

gl = 0 prog =0
M= po @ jinak.

Dile se budeme na p-adickou normu divat jako na zobrazeni |- |, : Q — (J,.,{p*} U{0}.
Opét si uvedeme nékolik prikladu:

24y = 270" g3 = L
8
% — 3vs(3)—vs(17) _ g1-0 _ 3,
3
‘ —156 _ 7v7(_156)—y7(49) _ 70—2 — i)
49 |, 49
19 - 42 _ 191,19(19,42)_1,19(1912345) _ 191—12345 — ;
1912385 | 1912344°




Tvrzeni 1.10. Pro vsechna a € Q plati
tehdy, kdyZ a = 0.

al, > 0, pricem? rovnost |al, = 0 nastdvd prdvé

Diikaz. Z definice p-adické valuace plyne v,(q) € Z U {oo} pro vSechna ¢ € Q. Pokud
v, € 7Z, ziejmé musi byt |q|, = p~»@ > 0. Pro v,(q) = oo je podle tvrzeni 1.2 ¢ = 0,
takZe plati |¢|, = 0. Jiné pfipady zfejmé nastat nemohou. O

Tvrzeni 1.11. Pro v§echna a,b € Q plati |ab|, = |al, - |b],.

Diikaz. Dosadime a ekvivalentné upravujeme s pouzitim tvrzeni 1.3:

‘ab|p — pivp(ab) — pfvp(a)fvp(b) — pivp(a) . pivp(b) — |a|p . ‘b’p.

Nyni ukdZeme, Ze tato norma je opravdu nearchimédovska.

Tvrzeni 1.12. Pro vsechna a,b € Q plati

a + b’p < max{‘a’p’ ‘b’p}-

Diikaz. Polozme a = p®q, b = p°r, o, 8 € Z,kde q,r € Q . {0},v,(¢q) = v,(r) = 0;

BUNO predpoklddejme o > fB. Pak plati |a, = p= < p? = |b|,, takze
max{|al,, |b],} = p~°. PouZijeme tvrzeni 1.5 a ekvivalentn& upravujeme:
vpla+0) >
—vy(a+0b) < —p
p_Up(‘H‘b) < p—ﬁ
|a + bl, < max{|al,, [b],}-
O
Tim jsme dokézali, Ze | - |, je nearchimédovskd norma na Q. Zaroven kazda near-

chimédovskd norma je v podstaté p-adickd, coz ukazuje nasledujici véta.

Priklad. Nechf ¢ je racionalni &islo. Ukazte, Ze ¢ je celé, pravé kdyz pro vSechna
prvocisla p plati ||, < 1.

Reseni. Pro q = 0 plati |g|, = 0. Ddle predpoklddejme, Ze ¢ je celé nenulové &islo. Pak
pro pevné p plati ¢ = p*Dr, kde r € Z,p { r, takze v,(q) > 0. Pak plati r < ¢, z &ehoZ
plyne |q|, = z% =7 <L

Nyni naopak predpoklddejme |g|, < 1 pro viechna p, tedy p~*»@ < 1. Pak
je 1 < p@, takze vy(q) > 0 pro vSechna p, coZ implikuje ¢ = * - pr (@ kde
r € Z,s € N,p{r.Pokud s # 1, mizeme nyni uvézit takové p, ze p | s, ¢imz do-
staneme v,(q) = v,(p*@r) — v,(s) < v,(q), coZ je spor. Proto musf byt s = 1, z ehoZ
plyne, Ze q je celé.

s

Véta 1.13 (Soucinova formule). Pro kazdé nenulové raciondlni ¢islo q plati

lal - [ lal, = 1.
p

kde H znaci soucin pres vSechna prvocisla p.
P
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Diikaz. Protoze pro absolutni hodnotu, resp. p-adickd normu plati |¢| = | — q| resp.

lgl, = | — ¢lp, miZeme se omezit na ¢ € Q. Pak miZeme psét ¢ = W pro

m,n € Naa, € Nyg. Pro vSechna ¢ € N,7 > m definujeme «; = 0 a analogicky pro
vSechna ¢ € N, 7 > n definujeme 3; = 0 . Dosadime do zadaného vyrazu:

Bi
‘q, H’CI‘p—qu »(2) —quvp pl Pz P )~ vp(py TP 2D qu _ 1 1

q

]

1.3 p-adicka metrika

Definice 1.14. Nechi X je neprdzdna mnoZina. Bindrn{ zobrazeni d(z,y) : X? — R{
nazveme metrikou na X, pokud spliiuje tyto vlastnosti:

() Vz,y € X :d(x,y) : d(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz = = y,
(i) Vz,y € X :d(z,y) = d(y, z) (symetri¢nost),
(i) Vz,y,z € X :d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2) (trojihelnikova nerovnost).

Pokud navic plati Vz,y,z € X :d(z,z) < max{d(z,y),d(y,2)} (coZ je siln&jsi ne-
rovnost nez (iii)) , nazveme tuto metriku nearchimédovskou. Vsechny ostatni metriky se
nazyvaji archimédovské.

V piipadé, Ze plati d(z,y) = ||x — y||, kde || - || je norma, fikdme, Ze metrika d je induko-
vand normou || - ||. Dvojice (X, d) tvofi metricky prostor.

Tvrzeni 1.15. KaZdd metrika na télese F, kterd je indukovand normou na tomto télese,
skutecné splituje vSechny poZadavky kladené na metriku. Pokud je navic dand norma near-
chimédovskd, je nearchimédovskd i indukovand metrika.

Diikaz. Predpokladejme, Ze || - || je norma na FF, ktera na [F indukuje metriku d a méjme
z,y, z € X. Pak podle definice normy plati d(z,y) = ||z —y|| =0 2—y =0 < = =y,
coz odpodovida bodu (i) v definici metriky.

Dile si v§imnéme, Ze z linearity normy plyne ||z|| = ||z-1|| = ||z]||| 1||. Pro v8echna
xr # 0 je ale ||z]| # 0, takZe musi platit ||1|| = 1. To miZeme upravit na ||(—1)?|| =
(| = 1]|)* = 1, a protoZe oborem hodnot normy jsou nezédpornd Cisla, dostdvdme po

(z,y) = [z —y|l =
| =1 [ly — z| = d(y, x).
Vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti normy dostdvdme trojihelnikovou nerovnost
metriky: d(z, 2) = [z — 2| = [ —y+y — 2| < |z =yl + [ly — 2| = d(z,y) + d(y, 2).
Nakonec predpokladejme, Ze dand norma je nearchimédovska. Pak plati d(z, z) =
|z = 2| = lz —y+y—z|| <max{||z —yl|, ||y — ||} = max{d(z,y),d(y,2)}, takZe
indukovand metrika je také nearchimédovska. O]

Metrika ndm umoziuje méfit vzdalenost mezi dvéma prvky mnozZiny. Na redlnych
Cislech se v drtivé vétSin€ pripadl pouziva euklidovskad metrika, kterd je indukovana ab-
solutni hodnotou a udavé, jaka je vzdalenost mezi dvéma Cisly na ¢iselné ose. Tato ar-
chimédovskd metrika méd v Zivoté Siroké vyuziti, protoze odpovida intuitivni predstave
vzdalenosti. Nés ted’ ale bude zajimat spiSe nearchimédovska metrika, piesnéji p-adicka.
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Definice 1.16. Zobrazeni d,,(z,y) : Q* — |J,.,{p*} U{0} nazveme p-adickou metrikou,
pokud plati

dp(z,y) = |z = ylp.
Tato metrika je indukovana p-adickou normou, takze podle 1.15 je nearchimédovska.

Pozndmka. Predpoklddejme, Ze dvé cela Cisla x,y jsou od sebe v p-adické metrice
vzdélena nejvyse 1% pro n&jaké n € N, tedy |z — y|, < 1%' Pak p" < v,(x — y), takze
p" | * — y. ProtoZe jsme celou dobu postupovali ekvivalentné, dostdvame
J— n 1

r=y (modp") < d,(x,y) < -t
Vsimnéme si, Ze zavedenim metriky v zdvislosti na délitelnosti jsme ucinili prvni krok
k propojeni p-adické analyzy a teorie Cisel. U euklidovské metriky nic podobného neni
mozné.
Tvrzeni 1.17 (Princip rovnoramenného trojihelniku). V kaZdé nearchimédovské metrice
na teélese T je kazdy trojithelnik rovnoramenny, tedy pro vsSechna x,y,z € F plati, Ze
alespori dvé z hodnot ||z — y||, ||y — z||, ||z — || jsou si rovny.

Diikaz. M&me body z,y, z € F. BUNO piepokladejme ||z — y|| < |ly — z|| < ||z — |-
Podle symetri¢nosti a trojihelnikové nerovnosti plati

Iz =zl = lle = 2| = llz =y +y = 2| = max{[lz —yll, lly — 2|} = ly — =[],
z &ehoz plyne ||z — z|| = ||y — z||. O

Tvrzeni 1.18. V kaZdé nearchimédovské metrice na télese F md kaZdy kruh stied v libo-
volném vnitinim bodé, tedy pro kazdou mnoZinu K (S,r) = {x € F | ||S — z|| < r}, kde
SeFareRY, platia € K(S,r) = K(S,r) = K(a,r).

Diikaz. M&me a € K(S,r), takze ||S — a|| < r. Pak pro vSechna z € K(S,r) plati
|S — || < r a podle trojihelnikové nerovnosti také ||a — z|| = |la — S + S — x| <
max{|S —al|, ||S — z||} <r,zchoZplyne z € K(S,r) = x € K(a,r).

Naopak pro v§echna x € K (a,r) plati ||a—z|| < r a podle trojihelnikové nerovnosti
také ||S — z|| = ||IS —a+ a — z|| < max{||S — al|,|la — z||} < r, z Eehoz plyne
r € K(a,r) =z € K(S,r).

SloZenim téchto dvou implikaci dostadvime x € K (a,r) < = € K(S,r), takze a je
skute¢né stiedem kruhu K'(S, ) a diikaz je hotov. O
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2 p-adicka cisla
2.1 Zavedeni p-adickych cCisel

Nez zkonstruujeme p-adicka Cisla, budeme jesté potfebovat dva pojmy.

Definice 2.1. Posloupnost {a;};-, je vzhledem k metrice d cauchyovskd pravé tehdy,
kdyz plati Ve € Rt 3N € N: Vm,n € N | m,n > N : d(am,a,) < e. Neformélné
feCeno, Cleny cauchyovské posloupnosti se k sobé bliZi libovolné blizko. Napf. kazda
konvergentni posloupnost je zfejmé cauchyovska.

Definice 2.2. Metricky prostor (X, d) nazveme iplny, pokud v ném kazda cauchyovska
posloupnost vzhledem k metrice d konverguje vzhledem k metrice d.

Vsimnéme si, Ze mnoZina redlnych Cisel vznikla ziplnénim raciondlnich &isel vzhle-
dem k euklidovské metrice, tj. pfidanim limit vSech cauchyovskych posloupnosti ra-
ciondlnich ¢isel (vzhledem k euklidovské metrice) do mnozin raciondlnich ¢isel. Podobné
budeme chtit vytvorit mnozinu p-adickych ¢isel: ziplnime mnoZinu raciondlnich Cisel
vzhledem k p-adické metrice. Budovani Ciselnych obort rekapituluje nasledujici diagram:

N

l  pfidani opacnych prvki ke s¢itani

Z

$ pfidani inverznich prvka k nasobeni
Q

v N\
R Q,
zuplnéni vzhledem k euklid. metrice zuplnéni vzhledem k p-adické metrice

Definice 2.3. MnoZzinu vSech p-adickych ¢isel Q, definujeme takto: QQ, je mnoZina vSech
nekonecnych fad tvaru
o
Y aipt=acmp "+ aspap " 4t asp T fagtaip+ap’+ .
i=—m
kde m € Z,a_,, # 0aa; € {0,1,....,p—1}Vi € Z | i > —m. Cisla a; nazyvame
p-adické Cislice. Dosazenim za p dostivdme 3-adicka Cisla, 5-adicka Cisla, atd.

Pozndmka. Narozdil od redlnych ¢isel nepouZzivaji p-adicka Cisla znaménko a misto ne-
konec¢ného zapisu doprava maji nekonecny zépis doleva. Je to proto, Ze zatimco v redlnych
Cislech fada ) ;- p' diverguje a Fada ) .-, I% konverguje, v p-adické metrice je tomu
presné naopak. DalSi zajimavou vlastnosti, kterou redlna Cisla nemaji, je jednoznacCnost
zapisu (dvé p-adicka Cisla jsou stejnd pravé tehdy, kdyZ maji shodné posloupnosti p-
adickych ¢islic.)
o
Dohoda. Proa € Q,, a = Z a;p' budeme n&kdy pro vétii prehlednost pouzivat zapis
=m

a = ( ..a10p, Q-1 ... am+3am+2am+1am)p y

pfipadné

a=(..{aH{ao}, {ar} .. AamisHamaHamHam}), ,

vvvvvv
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2.2 Operace scitani a nasobeni na p-adickych cislech

Definice 2.4 (,,+). Neutrdlnim prvkem k operaci + je 0 € Q,, tedy pro vSechna g € Q,
plati ¢ + 0 = ¢. Ddle m&jme >°° a;p’, > 2 b;p’ € Q, ~ {0}. BUNO piedpoklidejme
m < n, pak muzeme dodefinovat b,, = b, = --- = b,_1 = 0, takZe misto
prvku Z;’in b;p’ miiZeme uvaZovat prvek Eﬁm b;jp’. Nyni uvaZme nekonenou fadu
S oo, cxp”, kde pro vechna | > m, | € Z plati ¢; € {0,1,...,p — 1}, pfi¢emZ koefici-
enty ¢ se ur¢i induktivné timto zpisobem:

Cm = A + by, (mod p)
a pro vSechna [ € N je

Cm+l = @(l) + Q41 + berl (mod p),

kde funkce ¢ : Ny — {0, 1} je definovéna takto:
0 prol =0

o) =4 ol = 1)+ amii—1 + bmii-1 — Cmri1
b

prol > 1.

Pokud je ¢; = 0 pro vSechna [ > m, klademe

i=m j=n

V opacném piipadé oznac¢ime m, nejmensi index, pro ktery je c,,, 7# 0. Pak klademe
D et ) by’ = ) el
i=m j=n k=my

Definice 2.5 (,,*). Soucin libovolného prvku s nulou je roven nule, tedy ¢ - 0 = 0 pro
vSechna ¢ € Q,. Dile opét m&jme 3 °°  a;p’, > 72, bjp’ € Q, \ {0}. Pak klademe

(Z aipi . Z b]p]) - Z Ckpku
i=m j=n k=m+n

kde pro vSechna l > m +n,l € Zplati a; € {0, 1,...,p — 1}, pfiCemZ koeficienty ¢, se
opét ur¢i induktivné:
Cm+n = ambn (mOd p)

apro vSechnal € N je
Cmantl = €(1) + le:o Umts + bnti—s  (mod p),
kde funkce ¢ : Ny — Ny je definovéana takto:
0 pro 1=0
o) = e = 1)+ (ZUh amrsbusi1) = Enpnsi
p

prol > 1.
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Pozndmka. Snadno si ovéfime, Ze pro raciondlni Cisla jsou tyto operace konzistentni se
s¢itdnim a ndsobenim raciondlnich ¢isel. Tyto definice s¢itani a ndsobeni navic odpovidaji
intuitivni pfedstaveé pisemného s¢itani a ndsobeni, pfi kterém postupujeme zprava doleva.
Nesmime ale zapomenout, Ze nepracujeme v desitkové soustavé, ale v soustavé o zdkladu

P

Ukd4zeme si sCitani a nasobeni na piikladech. VSimnéme si, Ze vysledek umime urcit
s libovolnou presnosti, ale pokud se Cislice neza¢nou periodicky opakovat, nikdy nebude
vysledek zcela pfesny.

Piiklad. Settste ... (42356); a ... (60243)-.
4 2 3 5
6 0 2 4

| W O

Protoze 6 +3 =1 -7 + 2, zapiSeme dvojku a ,drzime si* jednicku.

.. 4 2 3 5 6
+ ... 6 0 2 4 3
3 2

Protoze 5 +4 + 1 =1-7+ 3, zapiSeme trojku a ,drzime si* jednicku.

... 4 2 3 5 6
+ ... 6 0 4
3

[\SJ OS]

2
6
Protoze 3 +2+ 1 = 0-7 + 6, zapiSeme Sestku a nic ,si nedrZzime*.

... 4 2
+ ... 6 0
2

QN D W
W[~ W
| LW O

Protoze 2 +0 = 0 - 7 + 2, zapiSeme dvojku a nic ,si nedrzime".

4 2 3 5 6
+ ... 6 0 4
3 2 3

2 3

6 2

Protoze 4 + 6 = 1 - 7 + 3, zapiSeme trojku a ,drZime si* jednicku.
Stejnym zptisobem bychom mohli pokracovat déle.

Priklad. Vynasobte (...20431)5 a (...31324)s.
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Protoze 4 - 3 = 2 - 5 + 2, zapiSeme dvojku a ,drZime si* dvojku.

Protoze 4 -4 4+ 2 = 3 - 5 + 3, zapiSeme trojku a ,drzime si* trojku.

2 0 4 3 1
31 3 2 4
3 3 2 4

Protoze 4 - 0+ 3 = 0 - 5 + 3, zapiSeme trojku a nic ,,si nedrZzime®.

Protoze 4 -2 =1 -5 + 3, zapiSeme trojku a ,drzime si* jednicku. Pfesuneme se na dalsi
fadek.

W W N
W= O
Wl W
DN D W
BN N

Protoze 2 -1 = 0- 5 + 2, zapiSeme dvojku a nic ,,s1 nedrZzime®.

Protoze 2 -3 = 1- 5+ 1, zapiSeme jednicku a ,drzime si*“ jednicku.

Protoze 2 -4+ 1 =15 + 4, zapiSeme Ctyiku a ,drzime si* jednicku.

Protoze 2- 0+ 1 = 0 -5 + 1, zapiSeme jednicku a nic ,si nedrZzime*. Pfesuneme se na
dalsi radek.

Ao

—_ W] W N

B W= O

W = Ww s

DN N W
N
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Protoze 3 -1 =0 -5 + 3, zapiSeme trojku a nic ,,si nedrZzime".

2 0 4 3 1

31 3 2

33 3 2 4

1 4 1 2
4 3

Protoze 3 - 3 =1 -5 + 4, zapiSeme Ctyiku a,drzime si jednicku.

2 0 4 3 1
31 3 2 4
33 3 2 4
1 4 1 2

3 4 3

Protoze 3-4+1 = 2.5+ 3, zapiSeme trojku a ,drZime si* dvojku. Pfesuneme se na dalsi
fadek.

Bo—

W = W W N
—_ Rk B~ W= O
W = W A
NS \S 1 \S RN

N

Protoze 1 -1 =0-5 + 1, zapiSeme jednicku a nic ,si nedrzime*.

2 0 4 3 1

4

W W = W W
—_ W=
W = W W
[\ I NS\

Protoze 1 -3 = 0 - 5 + 3, zapiSeme trojku a nic ,si nedrZzime*. Pfesuneme se na posledni
radek.

2 0 4 3 1
31 3 2 4
33 3 2 4
1 4 1 2
3 43
3 1

3

Protoze 3 -1 = 0 - 5 + 3, zapiSeme trojku a nic ,si nedrzime“. Nyni secteme vSechny
mezisoucty.
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Bo—

W W W = W W N
—_ A B W= O
W — W W N
N | W

~

4

Protoze 4 + 0 = 0 - 5 + 4, zapiSeme Ctyrku a nic ,s1 nedrzime®.

20 4 3 1
31 3 2
33 3 2 4
1 4 1 2
3 4 3
301
3

4 4

Protoze 2 + 2 = 0 - 5 + 4, zapiSeme Ctyrku a nic ,si nedrZzime*.

2 0 4 3 1
31 3 2 4
33 3 2 4
1 4 1 2
3 43
3 1
3

2 4 4

Protoze 3 + 1+ 3 =1-5+ 2, zapiSeme dvojku a ,drZime si* jednicku.
2 0 4 3 1

2
2 4
2

W W W = W W
—_ R~ N W=
W = W W

3 2 4 4
Protoze 3+4+4+ 14 1= 2.5+ 3, zapiSeme trojku a ,drzime si“ dvojku.
2 0 4 3 1

2
2 4
2

—_ R~ BN W=
W = W W

OlW W W = WlW

18



Protoze 3+1+3+3+4+3+4+2=3-5+ 0, zapiSeme nulu a ,drzime si*“ trojku.

Opét bychom mohli stejnym zplisobem pokracovat dale. Pfi od¢itani a déleni postu-
pujeme analogicky.

Nyni se pojd me podivat, jak lze nalézt opainé prvky ke s¢itdni a inverzni prvky k
nasobeni.

Tvrzeni 2.6. Necht Cislo a md v Q, rozvoj (. . . Gmy30m120m410m), kde m € Z. Potom
¢islo —amdv Qp rozvoj (.. .{p — amys — 1H{p — amao — 1LH{p — @my1 — 1H{p — am}),

Diikaz. Staci obé€ Cisla selist:

Am+3 Am+2 Am+1 G
+ . p—amy3—1 p—ap2—1 p—app1—1 p—ay
0 0 0 0

Pfenesenim jednicek dostdvame
a+ (.. Ap—amys — IHp — amy2 — 1H{p — a1 — 1H{p — an}), = ... 0000, = 0,
z ¢ehoz plyne
—a=(..{p—amis = IH{p — amr2 — IH{p — ams1 — LH{p — an}),-
]

Tvrzeni 2.7. Necht ¢islo a # 0 md v Q, rozvoj (. .. am+3am+2am+1am)p, kde m € Z a
@y, 7 0. Pak existuje pravé jedno b € Q, spliiujicia - b = 1.

Diikaz. Polozme b = (.. .G 1430 _mi20_mi10_m) o+ Pak z definice ndsoben{ platf
apb_m =1 (mod p)

ProtozZe ged(a,,, p) = 1, ma tato kongruence pravé jedno feseni a jednoznaéné ur¢i e(1).
Pak dostdvame kongruenci

CLmb—m—i-l + am-i—lb—m + 5(1) =0 (HlOd p)>

kterd ma jedinou neznamou b_,,. ;, a ta je opét jednoznaéné urcena, ¢imz dostavame i
m+

jednoznacné £(1). Stejnym zpisobem muzeme pokracovat dale a urcit libovolny pocet

dalSich cifer. ]

Priklad. Naleznéte inverzni prvek vzhledem k nasobeni k ¢islu 6 v Qs.

Diikaz. Médme a = 6 = 2-3 + 0 = (...0020)3 a chceme najit b € Q, spliujici ab = 1.
Dostavame kongruenci
2b_1=1 (mod 3),
jejimz jedinym feSenim je b_; = 2. Pak mame
e0)+2-2—-1
3 =

g(1) = 1.

Déle dostavame kongruenci

200+ 0-1+1=0 (mod 3),
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jejimz jedinym feSenim je by = 1. Pak mdme

1)+2-1+0-2-0
£(2) = =) + 3+ =1

Nyni dostdvame kongruenci
201 +0-140-241=0 (mod 3),
jejimz jedinym feSenim je by = 1. Pak mame

1)+2-14+0-14+0-2—
g(3):6()+ +g +0 0:L

Nyni uz si mizeme vS§imnout, Ze pro vSechna ¢ > 2 plati b; = 1, protoZe pro vSechna
J > 2jea; = 0. Ovéfime, ze ¢islo b = (... 1111, 2) je skute¢né inverzni k ¢islu a:

000 2 0 O
1 11 1 1, 2
0 011, 0 O
0 020 O

0 2 0 O,

2 00

0 0

0

0001 0 O

Tvrzeni 2.8. Trojice (Q,, +, -) tvoii téleso.

Diikaz. Uzavienost, asociativita a komutativita obou operaci plynou z jejich definice. Je
vidét, Ze neutrdlnim prvek ke s¢itani je ¢islo 1 a neutrdlnim prvkem k ndsobeni je Cislo
0. Existenci opacnych a inverznich prvka jsme dokézali vySe. Ovéfeni distributivniho
zakona je ovSem kvuli pracnosti vynechano. [

Definice 2.9. Méjme Cisla a,b € Q, a c € Z takovd, Ze a® = b. Pak fikdme, Ze a je c-tou
odmocninou z b a piseme a = v/b.

Pozndmka. VSimnéme si, Ze zadany vztah muze spliiovat vice ¢isel. Odmocnina v oboru
Q, proto neni funkce, ale relace (podobné jako v komplexnich &islech). Problematice
odmocnin se budeme vice vénovat v kapitole o Henselové lemmatu.

Tvrzeni 2.10. Vyndsobeni, resp. vydéleni p-adického Cisla Cislem p™ je ekvivalentni s
posunutim vSech Cislic daného ¢isla o n mist doleva, resp. doprava pro vsechna n € 7.

Diikaz. Mé&jme a = (... am+3am+2am+1am)p, kde m € Z a . Pak plati

ptra=p"- Z a;p' = Z ap " = ( e Ot 3012 Cm 10 0 - 0) )
p

n

Protoze vyndsobeni p-adického ¢isla nenulovym ¢islem a nasledné vydéleni tim stejnym
Cislem dané p-adické Cislo nezméni, dostdvame i druhou Cast tvrzeni.
]
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2.3 Rozsireni p-adické valuace, normy a metriky

Definice 2.11. Rozsifenou p-adickou valuaci v,(q) : Q, — Z U {oo} definujeme jako

(q) oo prog=20
v = 4
r\d —m proq=>y .o ap',

rozsifenou p-adickou normu |-| : Q, = {J,.,{p*} U {0} jako

0 prog =0
|Q|p = —m oo i
p™ oprog =7 ap

a rozffenou p-adickou metriku jako d,(z,y) : Q) — U, {pr*} U {0} jako

dp(ac,y) =|r - ylp-

Snadno se ovéfi, Ze 1 po rozsiteni je skuteCné p-adickd norma normou a p-adickd metrika
metrikou.

Pozndmka. Vsimnéme si, Ze zatimco pii rozsiteni Q na R se obor hodnot euklidovské
normy rozsifil, pfi rozsiteni Q na Q, ziistal obor hodnot p-adické normy stejny.

Rozsifena p-adicka valuace uddva, na které pozici je posledni nenulovi cifra daného
p-adického ¢isla. Proa, b € Q, a k € N také miZzeme psita = b (mod p*), coz znamen4,
ze plati |a — b|, < 1%’ coZ je vlastné ekvivalentni s tim, Ze p-adické rozvoje ¢isel a a b se
zprava shoduji az do koeficientu na k-tém misté.

Dohoda. V nasledujicim textu budeme slovo rozsirend vynechavat.

Nasledujici dulezité tvrzeni je jednim z hlavnich divodi pro zavedeni p-adickych Cisel:
Tvrzeni 2.12. Metricky prostor (Q,, d,,) je iplny.

Diikaz. Mé&me cauchyovskou posloupnost {a;}$°, vzhledem k p-adické metrice, kde
a; € Q, pro viechna ¢ € N,. Pak pro vSechna £ € N existuji M,N € N,M > N,
kterd spliuji |ay — an|, < #. To je ale podle poznamky vySe ekvivalentni s tim, Ze
p-adické rozvoje Cisel ay; a ay se zprava shoduji az do koeficientu na k-tém misté. Odtud
uz je vidét, Ze posloupnost {a; }3°, vzhledem k p-adické metrice konverguje v Q,,. [

Jednou z vyhod p-adické analyzy oproti redlné je toto tvrzeni:

Tvrzeni 2.13. Mé&jme nekonecnou fadu Z?io ap, kde a,, € Q, pro vsechna n € Ny. Tato
Fada je v p-adické metrice konvergentni pravé tehdy, kdyz lim,, .~ |a,|, = 0.

Diikaz. Méme M, N € N, M > N.
Vyuzijeme trojuhelnikové nerovnosti nearchimédovské metriky:

M N
D =D
=0 i=0

Odtud uz je vidét, Ze pokud plati lim,,_, |a,|, = 0, je posloupnost ¢aste¢nych souctt
cauchyovskd, a protoZe prostor (Q,, d,) je Gplny, musi byt konvergentni.

Opacné implikace je ziejma, protoze pokud fada konverguje, musi byt posloupnost
jejich Caste¢nych soucti cauchyovska, z ¢ehoz plyne lim,, o |a,|, = 0. O

= |CLN+1 + AN+2 + -+ CLM‘p S maX{‘aNJrl‘Pa ’aN+2|p7 sy |aM’;D}'

p
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Definice 2.14. Cislo z € Q, nazyveme p-adickym celym &islem, pokud plati ||, < 1.
Ekvivalentni definice je takova, Ze p-adické celé ¢islo nema zadné cifry za p-tinnou Carkou
(a; = 0 Vi < 0). MnozZinu p-adickych celych Cisel znacime Z,,.

s w7

Tvrzeni 2.15. KaZdé celé Cislo je p-adické celé a vSechna raciondlni Cisla % takovd, Ze
p 1 bjsou p-adickd celd.

Diikaz. Pro vSechna ¢ € Q, jejichZ jmenovatel neni nasobkem p, plati v,(¢) > 0. Tato
podminka je ale ekvivalentni s podminkou |g|, < 1, protoZe z definice je |g|, = p~*(9).
O

Piiklad. Urcete p-adicky rozvoj &isla 2 v Q.

Reseni. Ziejmé plati gcd(3,5) = 1, z &ehoZ plyne 2 € Zs. Oznatme 2 = (... asasa;ag),.
Dostdvame nékolik kongruenci:

3a0 =2 (mod b) = ag=14
3a1+2=0 (mod5)=a; =1
Baa+1=0 ( )
Baz3+2=0 ( )

mod 5) = ay = 3
mod 5) = a3 = 1.

Nyni si mizeme v§imnout, Ze pro vSechna ¢ > 1 plati a;,» = a;. Provedeme zkousku:

31 3 1 4
3
0 0 0 0 2

Priklad. Urcete v p-adické metrice soudet 1 +p +p? +p> + . ...

Reseni. Polozme 1+ p+ p? + p* + - = a € Z, auvazme soucina - (p — 1):
1 1 1 1 1
0 0 0 0 p—1.

p—1 p—1 p—1 p—1 p-—1
Odtud uz je vidét, ze

tedy

Priklad. Urlete v p-adické metrice soucet 1 —p +p? — p3 +pt —p° + .. ..

Resent. Polozme —(1 —p+p*—p3+p'—p°+...)=(p—-1)-1+(p—-1)-p*+ (p—
1)-p4+-~-:aEZpauvaimesouéeta+a-p:
. p—1 0 p—1 0 p—1
+ .. 0 p—1 0 p—1 0
p—1 p—1 p—1 p—1 p-—1
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Odtud uz je vidét, Ze
pta-p+1=0,

tedy
1

_m,

z ¢ehoZz plyne

Lep+p’=p’+p' —p’ 4= .

Priklad. Urcete v p-adické metrice soucet 1+(p—1)p+p*+(p—1)p*+p*+(p—1)p°+. . ..

Resent. Polozme 1+ (p—1)p+p*+(p—)p*+p*+(p—1)p°+--- = a € Z, auvazme
souceta + a - p:

1 p—1 1 p—1 1
p—1 1 p—1 1 0
1 1 1 0 1

Diky vysledku predminulého ptikladu je vidét, ze plati
(ata-p-1)-p? =

coz déle ekvivalentné upravujeme:

p

1)—1=
a(p+ 1) -

_pP-p+1
l—p

el Y

1—p?

a(p+1)
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3 Aplikace p-adickych cisel

Pozndmka. V této kapitole budeme pracovat s kongruencemi, které obsahuji racionalni
Cisla. Aby tyto dvahy mély smysl, musi byt jmenovatel zlomku nesoudélny s modulem.
Pak je totiZ zdpis § = ¢ (mod p) ekvivalentni se zdpisem a = bc (mod p) pro vSechna
a,b,ce .

3.1 Harmonické rady a Wolstenholmova véta

Definice 3.1. Harmonickym n-tym souctem rozumime ¢islo H,,, definované jako

1 1 1 "1
H,=14+-4=-4- 4= = Z

pro vSechnan € N.

Véta 3.2. Méjme m,n € N, m < n. Pak plati H,, — H,, ¢ Z. Specidlné pro m = 1
dostdivame H,, ¢ 7, protoZe Hy = 1.

Diikaz. Upravme zadany vyraz:

n n

J 1

=1 =1 1=m-+1

S|

Pron —m = 1 mame H,, — H,, = % ¢ 7. Predpoklddejme tedy m — n > 2. Nyni
polozme r = max{wve(k) | m + 1 < k < n}. ProtoZe v této mnoZiné jsou alespori
dvé po sobé jdouci Cisla, je alesponl jedno z nich sudé, takZze musi platit » > 1. Nyni
predpokladejme, Ze existuji dvé rizna Cisla ¢, j spliujici m + 1 < i < j < n a zaroven
v9(i) = wy(j) = r. Pak muzeme psat i = 2"a, j = 2"b pro néjaka lichd a,b, a < b.
Pak ale plati m + 1 < 2"a < 2"(a + 1) < 2"b < n, a protoZe je a + 1 sudé, musi byt
v9(2"(a + 1)) > r, coZ je spor s maximalitou r. Z &isel va(m + 1), ve(m + 2),...v9(n)
je tedy pravé jedno rovno r, z &ehoZ plyne vs(H, — Hy,) = vs(1) = —r. Pak je ale
|H, — Hp,|2 = 2" > 1, coz implikuje H,, — H,, ¢ Zo, tedy specialné H,, — H,, ¢ Z. [

Véta 3.3. Pro kazdé prvocislo p plati, Ze mnoZina {n € Nyn > 1: H, € Z,} je kone¢nd
pravé tehdy, kdyz lim,,_, |H,|, = oc.

Diikaz. Pokud plati lim,,_,, | H,|, = 0o, je zfejmé mnozina {n € N,n > 1: H, € Z,}
konecnd, protoZe podle definice x € Z < |z|, < 1. Zajimavé&jsi je druhd implikace.

Méme n € N a piSme ho jako n = pg + r pro néjaké ¢ € N ar €
{1,2,...,p — 1}. Mnozina Z, je zfejmé& uzaviend na s¢itani. Navic pro vSechna & € N
splitujici ged(p, k) = 1 plati ¢ € Z,. Z toho plyne

1 1 1 1
HnEZp<:>p—|—2p+ +pq queZp,

protoZe vSechny ostatni ¢leny v H,, maji jmenovatel nesoudélny s p.

Protoze pfedpokldaddme, Ze mnozina {n € N,n > 1 : H,, € Z,} je kone¢nd, mus{
existovat Ny € N, spliujici |H,|, > 1 pro vSechna n € N,n > N,. Nyni indukeci
ukiZeme, Ze pro vSechna k € N plati

n > p*Ny = \H., |, > .
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Pro k£ = 0 tvrzeni plati podle definice Ny. Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k a
m&jme n = pq + r > p**1N,. Pak musi platit ¢ > p* Ny, z &ehoZ plyne |H,|, > p*. Pak
je |3 Hyl, > p**'. Navic H,, — > H, € Z,, takze dostdvime

p

q

1
Pﬂ——Hq
p

1
-H
p

p

Z trojihelnikové nerovnosti nearchimédovské normy pak dostdvame

-H

1
p e

1 1
= '(—Hq—Hn) + H,| <max ‘Hn——Hq
P p P p

’ ‘Hn‘p} = ’Hn‘p :
p

1
P p

Zaroven ale plati

1 1
| =|(H,-2H ) +-H
[, ‘( pq> p e

1
< max ‘Hn ——H,
P p

p

SloZenim téchto dvou nerovnosti ziskame

1
| Hy |, = ‘;Hq > ptt

p

takZe tvrzeni plati i pro k + 1, ¢imZ je indukce dokoncena. Posloupnost |H,,|, tedy roste

nade vSechny meze, z ¢ehoz plyne lim,, . |H,|, = co. Tim je dikaz dokoncen.
O

Véta 3.4 (Wolstenholmova véta). Pro vSechna prvo&islap > 5 plati H, 1 = 0 (mod p?).

Diikaz. VyuZijeme toho, ze p — 1 je sudé, takZe miZeme Cleny sparovat po dvou podle
,wvzdalenosti od stfedu souctu*:

Hygm 14t
R p—2 p—1

o= (12 ) e (be )y (L]
SRANRVEEVAR GRS S

N—

by &1 1
pil_z Z—i_p—i

i=1

pot
H—1EZ P (mod p?)
&= \ilp—)
1H :pilz ! (mod p)
p p_z':l pi— g

p—1

| =
T
Il
|
Y
N———
B
e}
(oW
=
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Nyni si v§imnéme, Ze plati
2 2 2
p—1\" p—1\"_ [(p+1
(57) =(-557) =(5%) (wean
Navic kazdé z ¢isel
2
2o (P2
27 5

ma zfejmé jinou hodnotu modulo p, takZe tvoii mnoZinu vSech kvadratickych zbytki. Pak
musi tvorit mnozinu vSech kvadratickych zbytki i ¢isla

2
11 (1)
2520 | =1 .
1272 b

(%)2 =0 (mod p),

prongjakd 1 <i < j < 7%1, dostali bychom

Kdyby totizZ platilo

[\

= ;> (mod p)

(mod p)

~.
|

(i + ) =)
i=4j5 (mod p),

coz je spor. Dostavame tedy

1 = 1
i =-2 () modn
p — \t
p—1
1 2
—Hp 1 = — Zi2 (mod p).
p i=1
VyuZijeme zndmy vzorec ., i* = w:
1 p=1) (ptl
» p15_<2)é2) (mod p)
1 p(p® —1
1;Hp— =2 o ) (mod p)
Protoze p > 5, dostaivame
2
p(p~—1
o ( 24 ) =0 (mod p),

tedy

coz jsme chtéli dokdzat.
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3.2 Henselovo lemma

Véta 3.5 (Henselovo lemma). Nechi F(x) = >  c;a" je polynom s koeficienty ze Z,
a F'(z) = Y" i ca'™t Jeli agp € Z,, takové, Ze F(ap) = 0 (mod p) a zdroveri
F'(ap) # 0 (mod p), pak existuje jednoznacné a € 7, takové, Ze F(a) = 0 a zdroveri
a = ag (mod p).

Diikaz. Pouzitim indukce vzhledem k n ukdZeme, Ze existuje jednoznacné zadand po-
sloupnost p-adickych celych Cisel aq, as, . . . , spliujici tyto podminky pro vSechna n > 1:

() F(a,) =0 (mod p"*)
(ll) ap = Ap—1 (mOd pn>
(i) 0 < a, < p"*L.

Nejprve provedeme bazovy krok. Méjme n = 1 a definujme b, jako Cislo z mnoZiny
{0,1,...,p — 1}, které je kongruentni s ap modulo p (zfejmé je takové pravé jedno).
Kazdé a;, které spliluje (i) a (iii) musi byt tvaru by + b;p, kde b; je celé Cislo spliujici
0 < b; < p—1.RozepiSeme F'(a;) podle binomické véty a vyuZijeme pfitom, Ze vSechny
¢leny kromé prvnich dvou budou délitelné p?:

F(ay) = F(bo + bip)

n

F(a)) = Z ¢i(bo + bip)’

n .

Flay) = Z (cibg +dcibl  hip + (;) ciby 2bip* + - + Cibipi)
=0

F(ay) = Z (cibg) + Z (icibé_l) bip (mod p?)

F(a1) = F(by) + F'(bo)bip (mod p?).

Chceme, aby platilo F'(a;) = 0 (mod p?). Z predpokladu F(ag) = 0 (mod p)
plyne F(ag) = ap (mod p?), kde « € {0,1,...,p — 1}. Dosadime:

ap+ F'(bg)bip =0 (mod p?)
a+ F'(bg)by =0 (mod p).
Diky piedpokladu F'(ay) # 0 (mod p) plati také F'(by) # 0 (mod p), takze
muzeme kongruenci vydélit F”(by):
a

by = “F ) (mod p).

Tim je b; jednoznacné urceno a po dosazeni dostavame také jednoznacné a:

bip = —% (mod p?)
Do + bip = by — 5 ((‘;(3 (mod p?)
_ F(ag) 2
ar = b — F'(ao) (mod p~)



Z podminky F’(by) # 0 (mod p) plyne, Ze a; je p-adické celé &islo. Navic zfejmé
spliiuje podminky (i)-(iii), takZe bazovy krok je hotov.

Zbyva provést indukéni krok. Bude velmi podobny bazovému. Predpokladejme, Ze
uz mame prvky ai,as,...,a,—1 hledané posloupnosti, kterd spliiuje podminky (i)-(iii).
Chceme najit a,,. Podle (ii) a (iii) plati a,, = a,,_1 + b,p", kde b, € {0,1,...,p — 1}.
Rozepiseme F(a,) podobné jako v bazovém kroku, ale tentokrat nds nebudou zajimat
¢leny délitelné p™ti:

F(a,) = F(ap—1 + bpp")

n

F(ay) =) ci(an1 +bup")'

=0

Flan) =) (cl al_y + icial ybp" + (;) AP 4+ ciblp ")

i—0

F(a,) = Z cal +Z iciat %) byp™  (mod p™tt)
1=0

F(a,) = F(ap-1) + F' (anfl)bnp (mod p"*t).

Chceme, aby platilo F'(a,) = 0 (mod p"*'). Z indukéniho predpokladu F'(a, 1) = 0
(mod p") plyne F(a,_1) = a/p" (mod p"*1),kde o’ € {0,1,...,p — 1}. Dosadime:
&p" + F'(ap_1)byp" =0 (mod p"*h)
o + F'(ap,_1)b, =0 (mod p).

Diky pfedpokladu a,,_; = a,, (mod p™) plati F'(a,—1) = F'(ap_9) = -+ = F'(ap) #0
(mod p), takZze mazeme kongruenci vydélit F”(a,_1):
!
by = ———— d p).

Tim je b,, jednoznacné urceno a po dosazeni dostdvame také jednoznacné a,,:

n (aﬂ 1

bp" = — )) (mod p™*™)
F(an—1)

(a'n 1
F (7% 1)

Fi(an) )

ap = ap1 — —— (mod p

Z podminky F'(a,—1) # 0 (mod p) plyne, Ze a, je p-adické celé &islo. Navic ziejmé
spliiuje podminky (i)-(iii), takZe indukéni krok je hotov. Dokézali jsme tak, Ze existuje
pravé jedna posloupnost p-adickych celych Cisel aq, as, . . . , kterd spliiuji podminky
(1)-(iii).

Dikaz Henselova lemmatu je uz ted velmi jednoduchy. Staéi polozit a = by + byp +
bop® + - -+ = lim,,_,o a, (vzhledem k p-adické metrice). ProtoZe pro viechna n € N plati
a = a, (mod p"™!), podle podminky (i) dostdvdme F'(a) = F(a,) =0 (mod p"*') pro
vSechna n € N, z ¢ehoz plyne F'(a) = 0. Naopak pro kazdé a = by +a; + as + -+ =

bo +bip+byp* + -+ - = lim,,_,+ a,, dostdvame posloupnost a,, splitujici podminky (i)-iii),
a z jednoznacnosti této posloupnosti plyne jednoznacnost a. Tim je Henselovo lemma
dokazano. ]
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Pozndmka. VSimnéme si, Ze Henselovo lemma pro p-adicka ¢isla je velmi podobné New-
tonové metode teCen pro redlnd Cisla. Henselovo lemma m4é ale jednu velkou vyhodu.
Zjistovanim dalsich ¢lent posloupnosti ziskdvame stile vice p-adickych &islic hledaného
korenu, takze tento kofen musi byt limitou vytvorené posloupnosti. Naopak Newtonova
metoda v redlnych ¢islech nemusi vZdy konvergovat (i kdyZ tomu tak vétSinou je).

Pozndmka. Existuje také varianta Henselova lemmatu, ve které je vypustén predpoklad
F'(ap) # 0 (mod p). Pak je kofen také jednozna¢né uren, ale jeho nalezeni je mnohem

vvvvvv

Henselovo lemma ndm poskytuje jednoduché kritérium pro existenci odmocnin z celych
Cisel v Zy:

Disledek 3.6. Mé&jme q € Zan € N, pricem p{ qap{n. Pak {/q € Z, prdvé tehdy,
kdy? kongruence

n

=g (mod p)

md celociselnd reseni pro r.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje ay € N splilujici ajf = ¢ (mod p). Uvazme polynom
F(z) = 2™ — q. Pak plati F(ag) = al —q =0 (mod p) a F'(ag) = naj ' #0 (mod p)
(protozZe p { ¢ spolu s af — ¢ = 0 (mod p) implikuje p t ag a ze zadani p { n). Pak podle
Henselova lemmatu existuje a € Z,, které spliiuje @ = a¢ (mod p) a zdroven F'(a) = 0,
tedy a" = ¢, z CehoZ plyne a = {/q. Diikaz Henselova lemmatu ndm navic ddva néavod,
jak toto a najit.

Naopak pokud a = {/q € Z,, mdme a = >° a;p', kde a; € {1,2,...,p — 1} pro
viechna i € Ny. Pak musi platit ¢ = a" = (37, a;p*)", tedy specidln€ ¢ = a? (mod p),
coz jsme chtéli dokdzat.

O

Priklad. Naleznéte rozvoj ¢isla v/ —3 v Zy; s piesnosti na 4 mista.

Reseni. Mé&jme F(z) = a2 + 3 (z &ehoZ plyne F'(z) = 2z) a ay = by = 2. Postupnym
dosazovanim Cisel 1,2,...,6 za x zjistime, Ze kogruence F'(z) = 0 (mod 7) ma dvé
feSeni: x = 2 a x = 5. PoloZzme tedy ap = 2 = by. Pak plati F'(ay) = 0 (mod 7) a
zaroven F'(ap) = 4 (mod 7). Podle Henselova lemmatu proto mizeme dopocitat dalsi
Cleny posloupnosti:

F(ap) 7 1 2
=by— ——==2—-=-=37T=24+5-7 d7
aj 0 F,<a0) 4 4 + (HIO )
F(ay) 377 +3 683 2 3
S UL VA - L s G L T S :
as = a F(ay) 5 37 - 37 +5-74+0-7° (mod 7°)
Flas) 372 4+3 683 N ’
= Q9 — = 37— =—=209=2+5-T40-7"+6-7 d7
%= 9T T, 237 37 ot (mod 75)

Qdtud dostavame
V=3,=24+5-7T4+0-7+6-7° = 6052,.

(Cislo 1 v indexu odmocniny znaci, Ze se jednd pouze o jedno 7 moznych reSeni, zatimco
Cislo 7 v indexu cisla napravo znaci, Ze se pohybujeme v 7-adickych celych ¢&islech.)
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Zatim jsme ale pouZili pouze jedno fesSeni kogruence F'(z) = 0 (mod 7). Nyni nao-
pak zvolme ay = 5 = by. Pak plati F'(ap) = 0 (mod 7) a zdroven F'(ag) = 3 (mod 7).
Podle Henselova lemmatu proto opét mtizeme dopocitat dalsi ¢leny posloupnosti:

Flag) . 28 13

= by — =5 " =—-"=12=5+1-7 d 7
aq 0 F’(CLO) 3 3 + (mo )
Fla) _ o 12243 4T _ g 5 01.746-7 (mod )
= — = — = — = = . . m
2N T 212 8 ?
Flas) 306 +3 31211 s )
— g — 306 — =306 =54+1.746-7240-7 d7
4= 92T g, 2306 204 e (mod 75)

Odtud dostavame
V=3,=54+1-7T46-7"4+0-7 = 0615.

Vsimnéme si, Ze jsme dostali dva rizné vysledky, coZz odpovida tomu, co bychom
ocekdvali v redlnych, resp. komplexnich ¢islech. Navic plati

V=31 + V=35 = 60527 4+ 06157 = 0,
tedy
V=31 = —vV—3,.

To je v souladu s kongruenci
V=31=2=-5=+v-3;, (mod 7).

Na zavér si jesté ovérme, ze nalezené odmocniny jsou skutecné piribliznymi kotfeny rov-
nice 2 + 3 = 0:
06152 = 60522 = ... 6664,

06152 4 3 = 60522 + 3 = ... 66647 + ... 0003
06152 + 3 = 60522 + 3 = ... 00007 = 0.

Hlavni vyznam Henselova lemmatu ov§em nespociva ve hledani p-adickych rozvojt
odmocnin z celych &isel, nybrz v feSeni polynomidlnich kongruenci. Jak uZz vime, po-
sloupnost ay, as, . . . , kterou jsme v diikazu konstruovali, spliiuje F'(a,) = 0 (mod p"*!)
pro vSechnan € N. To znamen4, Ze kdykoliv umime polynomidlni kongruenci vyftesit pro
modulo p, umime ji vyfesit i pro modulo p" pro vSechnan € N, coZ ndm velice usnadiiuje
préci (pro vyfesSeni kongruence modulo p ziejmé staci pouze postupné dosazovat hodnoty
{0,1,...,p— 1}). Ukazeme si to na piikladu.
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Priklad. Naleznéte vSechna celo¢iselnd feSeni kongruence z* + 7z + 4 = 0 (mod 27).

Reseni. Polozme F'(x) = x* + 7x + 4. Pak dostdvame F'(z) = 4x° + 7. Zfejmé plati
F(0) = 1 (mod 3), F(2) = 1 (mod 3), F(1) = 0 (mod 3) a F'(1) = 2 (mod 3).
Miuzeme tedy pouzit Henselovo lemma pro ay = by = 1. Dopocitame dalsi ¢leny po-
sloupnosti:

F(1) 2
=1-
a (1) (mod 3%)
12
a=1- 1 (mod 3?)
lla; = —1 (mod 3?)
ap = 4
ay = 1+1-3
_,_ FH 3
as =4 — () (mod 3°)
288
=422 3
as 263 (mod 3%)
263a; = 764 (mod 3?)
a9 — 22

as=14+1-34+2-9

Odtud vidime, Ze Cislo 22 je feSenim zadané kongruence. VSechna feSeni zadané kongru-
ence jsou proto ve tvaru x = 27k + 22 pro néjaké k € Z. (Zadna dalsi feSeni neexistuji,
protoZe podmince pro Henselovo lemma na zac¢atku vyhovovalo pravé jedno &islo.)
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Zaver

Prestoze p-adicka Cisla nepatii k béZnym vysokoSkolskym znalostem, skryvd se v nich
neobycejny potencidl. UmoZiiuji necekand propojeni analyzy, algebry a teorie Cisel.
Zejména v teorii ¢isel maji fadu zajimavych aplikaci, z nichZ jsme si nékteré ukazali.
Existuje velice mdlo praci psanych v Ceském jazyce, které se timto tématem zabyvaji;
proto lze na tuto préci nahliZet jako na uvod do této problematiky, ktery by mél byt dost
podrobny na to, aby mu mohl porozumét i Cesky stiedoskolsky student se zdjmem o ma-
tematiku.
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