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Anotace

Spolu s prekotnym rozvojem vypocetni techniky se zdokonaluji i stochastické
numerické metody. Mezi né patti také metoda nazyvand Monte Carlo. Tato
metoda nam casto efektivné pomdaha s problémy, jejichz feseni klasickymi
analytickymi metodami je bud piili§ slozité nebo dokonce nemozné.

Prace se nejprve zabyva nastinénim podstaty metody Monte Carlo. Dalsi
cast je vénovana dulezitym pojmum, zejména z teorie pravdépodobnosti.
Uvedeny jsou zakladni definice a vztahy, které jsou nutné k pochopeni
problematiky. Nasledujici kapitola se vénuje vyuziti metody Monte Carlo
pri simulaci rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny. Poznatky z této
kapitoly byly nasledné aplikovany pii simulaci rozdéleni pravdépodobnosti
testovaci statistiky Anderson-Darlingova testu normality nahodného vybéru.
Experimentalni cast prace pritom ukazuje, za jakych podminek je mozné
s dostatecnou presnosti a pritom co nejrychleji odhadnout rozdéleni Anderson-
Darlingova testu, a to uzit pii ptiblizném stanoveni p-hodnoty odpovidajici
dané realizaci této testovaci statistiky.
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Anotation

With rapid development of the computer technology, also stochastic nume-
rical methods are being improved. One of them is called the Monte Carlo
metod. This method helps effectively with problems, where the analytical
solutions are either difficult or impossible.

At the first this text engages in the essence of the Monte Carlo method.
The next section is devoted to the important concepts from the probabil-
ity theory. Here basic definitions and properties that are necessary to un-
derstand the problems connected with the Monte Carlo method are intro-
duced. The third section shows how the Monte Carlo method can be utilized
for simulation of the probability distribution of a random variable. Finally,
results of this section are applied to simulation of the probability distribution
of the Anderson-Darling test of normality of a random sample. In particu-
lar; the goal is to find out how to estimate, with sufficient accuracy on one
hand and numerical efficiency on the other one, the probability distribution
of the Anderson-Darling test and to use it for estimation of p-value corre-
sponding to a given realization of the test statistic.
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Uvod

Ackoli lidstvo disponuje mnozstvim dulezitych poznatku, stale neni mozné
nebo je prili§ technicky obtizné zodpovédét nékteré dulezité otazky apliko-
vané matematiky pomoci klasickych analytickych metod. Proto se zacaly
pouzivat simula¢ni numerické metody, mezi néz patii i metoda Monte Carlo,
které umoznuji obdrzet alespon priblizné feseni. Pokud k témto aspektum
pricteme i to, ze se vypocetni technika ¢im dal vice zdokanaluje, za¢ina byt
jasné, pro¢ se metoda Monte Carlo stala vyznamnym pomocnikem v oblasti
nejen matematické a fyzikalni, ale také napt. v geografii a mediciné.

Prvnim cilem této prace je popis samotné metody Monte Carlo a pojmu
nutnych k jejimu pochopeni. Proto se zvidavy zdjemce o tuto problematiku
nejprve dozvi, co to vlastné metoda Monte Carlo je, a nésledné jsou, ¢asto
i na prikladech, vysvétleny zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti, které
lzce souvisi s jiz zminovanou metodou. Mezi né patii hlavné nahodny pokus,
jev, Kolmogorova definice pravdépodobnosti a ruzné pravdépodobnostni
modely, podminénad pravdépodobnost, nezavislé jevy a ndhodna veli¢ina.
Na né navazuje rozdéleni pravdépodobnosti, distribu¢ni funkce a vypocet
funkce k ni inverzni, nékdy nazyvané jako kvantilovd funkce. Nésledné se
prace zabyva generovanim pseudondhodnych ¢isel a druhym vytycenym
cilem, vyuzitim metody Monte Carlo pti simulacich rozdéleni pravdépodob-
nosti nahodnych veli¢cin. To je ukazano také na prikladech s konkrétnimi
rozdélenimi.

Nakonec prace pojednava o Anderson-Darlingové testu normality. Dosud
se v praxi pracovalo predevsim s hodnotami testovaci statistiky spojenymi
s Casto uzivanymi hladinami testu. Tato prace si vsak klade za cil zjistit,
jak s dostatec¢nou presnosti a co nejrychleji odhadnout rozdéleni Anderson-
Darlingova testu a to uzit pfi priblizném stanoveni p-hodnot odpovidajicich
libovolné realizaci této testovaci statistiky.

A ted s chuti do toho.



1 Podstata metody Monte Carlo a jeji vznik

Metoda Monte Carlo je stochasticko-numericka metoda pouzivana predevsim
pro simulaci déju souvisejicich s nahodou, kde je velmi tézké nebo dokonce
nemozné pouzit klasické analytické metody [6]. Kdyz se zamyslime nad tim,
kde vSude v redlném svété néco zavisi na nahodé, ziejmé dojdeme k zaveéru,
ze metoda simulujici tyto déje je velice uzitecna. Z naseho pohledu je totiz
ovlivnéno nahodou vse to, co ma vysledek, ktery nedokazeme s jistotou
predpovédét. Ten pritom urc¢uji mnohé vlivy. Nejjednodussim zpusobem
feSseni otazek tohoto typu se casto stava simulace pomoci metody Monte
Carlo. Proto tato metoda naléza uplatnéni v mnohych oborech jako je
ekonomie, finance, pojistovnictvi, fyzika, medicina, technika, demografie
a dokonce i samotnd matematika.

Typ simulace, kdy umime modelovat danou situaci zpusobem podobnym
samotnému déji, se nazyva analogovy model. Mezi analogové modely patii
pravé metoda Monte Carlo. Vymysleli ji polsky védec Stanislaw Marcin
Ulam a jeho madarsky kolega John von Neumann. Tehdy byla mimo jiné
vyuzita pii vyvoji vodikové bomby béhem druhé svétové valky v ame-
rickych laboratotich v Los Alamos. Jak uvadi [1], fesili tehdy, jaké procento
ze sprsky neutrontu projde danym materidlem (napt. barelem vody). I kdyz
disponovali takovymi znalostmi jako je pravdépodobnost srazky s atomem
vodiku nebo kysliku, pravdépodobnost pohlceni neutronu pii srazkach
a pravdépodobnost, ze se po srazce neutron bude pohybovat danym
zpusobem, nebyli schopni problém vyftesit tehdejsimi metodami. Pomohlo
jim az vytvoreni metody Monte Carlo. Jak je vidét z nazvu, nechali se in-
spirovat mésteckem v Monackém knizectvi plném heren. Zakladni myslenka
metody Monte Carlo ma totiz co do ¢inéni s ruletou. Jednotlivé casti
»Zivota neutronu” se daji predstavit na zdkladé toc¢eni ruletou. Jestlize zname
pravdépodobnost srazky s vodikem, muzeme si zatocit odpovidajicim kolem
rulety a zjistime, zda dany nasimulovany neutron narazil do atomu vodiku.
Pokud vime, ze narazil a pravdépodobnost jeho pohlceni je v tomto pripadé
jedna setina, muzeme si zatocit ruletou se sto clanky, z nichz jeden reprezen-
tuje pohlceni. Takto muzeme pokracovat i dale, dokud nezjistime, zda dany
neutron prosel barelem, nebo byl pohlcen.

Pokud bychom chtéli danou situaci nasimulovat pomoci kol rulety, tr-
valo by to pfilis dlouho. Poc¢itace nam mohou velice usnadnit praci, stejné
spravny algoritmus, mit k dispozici pseudonahodna ¢isla s danym rozdélenim
pravdépodobnosti, a muzeme spustit ptislusny program. Vysledky analyzy
pak zpracujeme vhodnymi statistickymi metodami. 7Z toho je vidét, ze
zaklady metody Monte Carlo tvoti predevsim teorie pravdépodonosti a statis-



tika. Samotny nazev metoda Monte Carlo se datuje od roku 1949, kdy vysel
v americkém matematickém casopise stejnojmenny clanek.

Kromé analogovych modelu existuji také neanalogové. Jsou to ty, pii je-
jichz realizaci nepouzivame model skutecného déje. Mezi né patii napi.
vypocet urcitého integralu nebo obsahu ohranicené plochy.

Méjme ctverec s obsahem S; a v ném ohrani¢enou plochu s nezndmym
obsahem Ss, ktery chceme zjistit. Staci nagenerovat dostatecné mnozstvi
,hahodnych“ bodu do tohoto ¢tverce a jsme schopni priblizné urcit obsah
ohraniceného utvaru. Poc¢et nagenerovanych bodu oznac¢ime n a pocet bodu
na ohranicené plose m, pak

Chceme-li urcit hodnotu ¢isla 7, staci za ohrani¢enou oblast povazovat kruh.

Na zaveér této kapitoly je treba ftici, Zze vzhledem k neustalému zdoko-
nalovani vypocetni techniky, stoupd aplikovatelnost metody Monte Carlo.
Jak uvadi [1], pfesnost samotného vypoctu pomoci vypocetni techniky je
déana témito faktory: kvalitou generdtoru pseudondhodnich ¢cisel, vybérem
raciondlniho algoritmu vijpoctu a kontrolou presnosti ziskaného vysledku. Po-
drobnéji se o nich zminime v dalsich kapitolach.

2 Zaklady teorie pravdépodobnosti

Na stfedni Skole jsme se naucili intuitivné vnimat mmnohé zakladni poj-
my teorie pravdépodobnosti. Vétsinou jsme se dovédéli o tom, ze existuje
nahodny pokus a mnozina vSech jeho moznych vysledku. Také jsme se
doslechli o jevech, relativni ¢etnosti i o tom, ze se daji za urcitych podminek
pravdépodobnosti jednotlivych jevu scitat a ndsobit. Mnozi z nas byli, aniz
by o tom védéli, seznameni s prvnimi dvéma axiomy Kolmogorovovy definice
pravdépodobnosti. To vse nam bylo vétsinou vysvétleno na piikladech a
pokud jsme se o pravdépodobnost nezajimali vice, chdpeme ji pouze in-
tuitivné. Pro potteby velké casti lidi, ktefi prosli stfedni skolou, je to
nejspis dostacujici. Pokud vsak chceme studovat nékteré ¢asti matematiky, je
treba pochopit zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti ponékud zevrubnéji.
Mezi takové oblasti matematiky patii mimo jiné i metoda Monte Carlo.
Proto se nésledujici ¢ast prace bude vénovat podrobnéjsimu vysvétleni
a definovani zakladnich pojmu, které jsou k hlubsimu pochopeni vlastnosti
pravdépodobnosti potteba [2, 3.



2.1 Pokusy

Definice 1 Pokus je jednorazové uskutecnéni vymezeného souboru definiénich
podminek.

Lze ho mnohonasobné opakovat. Opakovanim souboru defini¢nich podmi-
nek rozumime opét pokus. Podminky, které nejsou defini¢ni, se mohou ménit.
Proto muzeme opakovanim stejného pokusu dojit k jinym vysledkum.

Priklad 1 H&azime-li kostkou, vykondvame pokus. Tento pokus muzeme
zopakovat tim, ze hodime kostkou se stejnym tvarem, rozlozenim hmoty
a ¢islicemi na odpovidajich strandch (defini¢ni podminky). Specifickd rotace,
ktera kostku ,donutila®“ spadnout tak, jak spadla, neni defini¢ni podminka.
Pti dalsim pokusech se nemusi opakovat.

Determanistickym pokusem rozumime takovy pokus, jehoz definié¢ni podminky
jsou natolik ,tésné“, ze opakovanim dostaneme vzdy stejny vysledek.

Priklad 2 Pokud se nachazime na Zemi a zaroven ne za polarnim kruhem
(definiéni podminky), slunce vyjde kazdé réno (vysledek deterministického
pokusu).

Ndhodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz realizaci dostaneme praveée
jeden z vice moznych disjunktnich (navzdjem se vylucujicich) vysledku. Je-
den konkrétni nahodny pokus je prezentovan v Prikladu 1, dalsi je uveden
nize.

Piiklad 3 Pii hodu minci padne bud panna nebo orel. Definiéni podminky
pii tom neurcuji, ktera z téchto dvou polozek padne.

Nyni by bylo vhodné rozebrat, jakym zpusobem se oznacuji nékteré dulezité
pojmy, které budeme v teorii pravdépodobnosti dale potiebovat. Pismenem 2
se zna¢i mnozina vsech vysledku ndhodného pokusu. Napi. pii hodu kostkou
je to mnozina Q = {1;2;3;4;5;6}. Pro tuto mnozinu plati, ze Q # {}. Je
ziejmé, ze hod kostkou vzdy skonéi tim, ze padne néjaké ¢islo. A stejné tak
je to i s ostatnimi ndhodnymi pokusy. Jeden mozny vysledek nalezici Q2 1ze
oznacit pismenem w. Pfi hodu kostkou se w muze rovnat napt. 6 nebo 5.
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2.2 Nahodné jevy a pravdépodobnost

Definice 2 Kazda mnozina A C () se nazyva jev. Jednoprvkové podmnoziny
jsou elementdrni jevy.

Jev oznacuje néjakou udalost, kterd pii realizovani pokusu bud nastane, nebo
nenastane. Jevy se znaéf zpravidla velkymi pismeny A, B, C,...Rikdme, ze
nastal jev A, jestlize byl realizaci nahodného pokusu obdrzen vysledek w € A.
Prazdnd mnozina je tzv. nemozny jev, protoze pii realizaci defini¢nich
podminek nikdy nenastane. Je tomu tak, jelikoz pokus m& vzdy néjaky
vysledek. Opakem je jisty jev €1, ktery nastane vzdy.
Pro operace s jevy plati stejna pravidla jako pro operace s mnozinami.

Piiklad 4 Pii hodu kostkou se nikdy nestane, ze by nepadlo zadné cislo
(nemozny jev). Naopak se vzdy stane, ze padne jedno z ¢isel 1 az 6 (jisty jev).
Elementarnim jevem je tieba padnuti jednicky. Jevem muze byt napf. i to,
ze padne sudé ¢islo. Néasledujici definice je prevzata z [2].

Definice 3 Necht Q # {} je libovolnd mnozina. Neprazdny systém A
podmnozin mnoziny €2 se nazyva jevové pole, jestlize plati:

a) Ac A=A A

b) A,e An=12..=J A, €A

Prvky A € A se nazyvaji nahodné jevy.

Jevové pole znaéi urcitou ”rozumnou” mnozinu podmnozin €2 (pro koneénou
a spocetnou mnozinu vysledku je tvofeno véemi jejimi podmnozinami) a jeho
zavedeni je dulezité pro nasledujici definici pravdépodobnosti.

Zékladem dnesniho pojeti pravdépodobnosti se stala definice ruského
matematika Kolmogorova z roku 1933.

Definice 4 Necht je ddna neprazdnd mnozina  a na ni jevové pole A.
Pravdépodobnosti nazveme kazdou realnou funkci P( ) definovanou na A,
ktera vyhovuje nédsledujicim axiomum:

al P(Q) =1;

a2 P(A) > 0,VA € A;

a3 Pro libovolnou posloupnost A, € A, n = 1,2 ... neslucitelnych
ndhodnych jevu (a tedy A, NA; ={}, i,7=1,2,..., i # j) plati

P (U An) = P(4,).
1 1
Usporadand trojice (2,4, P) se oznacuje jako pravdépodobnostni prostor.
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2.3 Riuzné pravdépodobnostni modely

Kolmogorova definice se vyznacuje jistou volnosti interpretace. Jeji axiomy
netvorii ,,ptilis prisny systém®. Proto je mozné ji podle potieby prizpusobovat
ruznym konkrétnim pripadum. Existuji tak i dalsi, specifizujici definice
pravdépodobnosti. Ve skolnich lavicich jsme nejspise slyseli pouze o jedné této
definici. Jmenuje se klasickd definice pravdépodobnosti. Mezi dalsi definice
patii také geometrickd a neklasicka pravdépodobnost.

2.3.1 Klasicka pravdépodobnost

Klasickéa definice pravdépodobnosti je zalozena na principu stejné moznosti
nastoupeni libovolného z elementarnich jevi. Tim padem se stava spise lo-
gickym, vykonstruovanym systémem nez nastrojem uzitecnym v praxi. Rea-
stejné az na pocet ok (tj. je pravidelnd). Staci uvazovat napi. nekonecny
pocet vysledku pokusu nebo to, ze vSechny elementarni jevy nenastanou
se stejnou pravdépodobnosti, a tato definice selhavda. Hodi se pouze
v situacich, kdy se d& pocet moznych vysledku ndhodného pokusu (a nasledné
pravdépodobnost) urcit s vyuzitim kombinatorickych tvah.

Popularizovana definice (klasické) pravdépodobnosti, kterd se uci na stied-
nich skolach:

p(ay =",

n
n(A)...pocet vysledku piiznivych jevu A,

n...pocet vsech vysledki nahodného pokusu.

V souladu s Kolmogorovou definici pravdépodobnosti se definuje klasicka
pravdépodobnost takto:

Definice 5 Necht Q = {w;,ws,...,w,} je konetnd mnozina, A je jevové
pole, které obsahuje vSechny podmnoziny mnoziny 2. Funkce P( ) defino-
vand na A vztahy
1 )
P(w;) = —, j=1,2,...,n, P(A)= Y P({w;})

n
Jiwj€A

se nazyva klasickd pravdépodobnost.

2.3.2 Geometricka pravdépodobnost

Geometrickd pravdépodobnost se vyznacuje tim, ze kvuli jejimu vypoétu
neurcujeme néjaky pocet, ale miru. Kdyz chceme vyjadrit napt. délku
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usecky, tézko tak uc¢inime pomoci poctu jejich bodu. Nemuzeme vSak
existenci jednotlivych bodu zanedbat. Proto je pro korektni definici geo-
metrické pravdépodobnosti tfeba uvazovat tzv. Lebesgueovu miru. Jeji
pomoci dokazeme objektu tvorenému nekoneénym (nespocetnym) poctem
bodu pridélit cislo, které tento objekt charakterizuje. Nam vsak postaci
zjednodusend definice prevzatd z [2].

Definice 6 Necht Q C R",n =1,2,..., je takovd mnoZina, jejiz miru u(2)
umime urcit. Necht A je t¥ida vSech podmnozin 2 se stejnou vlastnosti. Je-li
0 < u(92) < 0o, definujeme na A funkei P takto:
A
Py = M4 e a

()
Lebesqueova mira v R! reprezentuje délku, R? obsah atd. Stejné jako klasicka
definice pravdépodobnosti, je i tato pomérné omezena, co se tyce spektra
problému, které zahrnuje. Presto je v praxi velmi uzitecnd, a to i co se tyka
metody Monte Carlo.

Piiklad 5 (o setkani) James Bond a agent FBI chtéji behem stejné hodiny
vtrhnout do skladu s trhavinou a zneskodnit ji. Jeden o druhém vsak nevédi,
prijdou tedy v ur¢ity casovy okamzik béhem dané hodiny a po nalezeni a
pripadné deaktivaci bomby, na coz jim staci 20 minut, sklad neprodlené
opusti. S jako pravdépodobnosti se tam oba agenti potkaji?

Reseni Pii fesen{ této tlohy si muzeme pomoci jednoduchym obrazkem.
Osa x (respektive y) zndzornuje dobu ptichodu Jamese Bonda (agenta FBI)
v minutach. Aby se agenti setkali, musi druhy z nich pftijit do dvaceti minut
po piichodu prvniho. Na obrazku 1 je tato situace znazornéna tmavé Sedou
barvou. Pripady, kdy se nesetkaji, jsou reprezentovany svétle sedou barvou.
Ze zadéani obrzime

Q={(z;y):0<2<60;0<y <60},

A={(z;y) € Q: |z —y| <20},

_p(A) 60°-40° 5
P4) = w() 602 9
5

Pravdépodobnost, ze se agenti setkaji, je rovna g.

Dalsi ulohu podle [11] formuloval roku 1777 francouzsky matematik
Georges Louis Leclerc de Buffon. Jeji vypocet se da uskutecnit pomoci geo-
metrické pravdépodobnosti, zaroven ovsem byla jednou z motivaci k zavedeni
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0 20 40 60

Obrazek 1: Grafické znazornéni ilohy o setkani.

metody Monte Carlo.

Piiklad 6 (Buffonova tdloha) Uvazujme rovinu, v niz jsou v pravidelnych
vzdélenostech d umistény rovnobézky. Na tuto rovinu nahodné vrhéame jehlu
jejiz délka [ spliiuje podminku [ < d. Jaka je pravdépodobnost, ze tato jehla
protne nékterou z rovnobézek?

Reseni Oznacéime si vzdélenost stiedu jehly od nejblizsi pifmky pismenem
x a uhel, ktery svird jehla s nejblizsi pfimkou ¢. Je zifejmé, ze jehla protne
nejblizsi piimku, pokud plati

< Lo

x < — -sinp,

=5 2
pritom x muze nabyvat hodnot od 0 do g, ¢ od 0 do 7. To ur¢uje mnozinu
vSech moznych vysledku, viz obrazek 2. Pro

d

Q={(m;w):0§$§§;0§<p§7r},

tedy dostaneme



Nyni je mozné pouzit metodu Monte Carlo pro vypocet ptiblizné velikosti
7. Staci experiment s jehlou uskutecénit ruéné, nebo ho nasimulovat pomoci
pocitace. Pocet pokusu si oznac¢ime n, z toho pocet pokusi, kdy jehla protla
primku, oznac¢ime m. Pro velka n plati

~ )
n n dm md

kde [, d a n zname, m jsme urcili pomoci experimentu nebo simulace. Zbyva
tedy pouze dosadit do vzorce a zname pribliznou hodnotu 7.

df2

1/2

0 w

Obrazek 2: Grafické zndzornéni Buffonovy tlohy [4].

3 Podminéna pravdépodobnost a nezavislé
nahodné jevy

3.1 Podminéna pravdépodobnost

Dosud jsme se v této préaci setkali pouze s pravdépodobnosti néjakého
jevu za uskutecnéni defini¢nich podminek. Tato pravdépodobnost se nékdy
oznacuje jako mepodminénd pravdépodobnost. Muzeme se vSak také setkat
s pripadem, kdy vime vice nez pouze to, ze nastaly definicni podminky, tudiz
se pokus zdafil. Vime, ze nastal néjaky jev B. Nasim tikolem je zkoumat, jak
to ovliviiuje pravdépodobnost nastoupeni daného jevu A. Zjistujeme tedy,
jakych hodnot nabyva pravdépodobnost jevu A za podminky B. Hledana
pravdépodobnost se znacéi P(A/B).
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Definice 7 Necht je ddn nahodny jev B € A, pro ktery plati P(B) > 0.
Funkce P( /B) definované predpisem

P(AN B)

P(A/B) = =55

,Ae A (1)
se nazyva podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky B.

Piiklad 7 Podle internetovych stranek [8] v Ceské republice v roce 2005
onemocnélo rakovinou plic ptiblizné 6000 lidi a vyskyt rakoviny plic u kuraku
ve srovnani s nekutrdky je asi desetindsobny. Jak uvadi [9], v CR kouif asi
26 % lidi. Jaka je pravdépodobnost, ze cesky kuidk onemocnél v roce 2005
rakovinou plic, jestlize CR obyva pfiblizné 10 miliont lidi?

Reseni Jev A bude reprezentovat vyskyt rakoviny. Jako jev B si oznaéime
kouteni. Nyni spocitdme P(A N B), pravdépodobnost, ze je ¢lovek nemocny
a zaroven kutak. Pravdépodobnost, Ze se jedna o ¢lovéka, ktery onemocnél,
je vyjadiena podilem lidi, kteif onemocnéli ku poctu lidi v CR. Tuto
pravdépodobnost vynasobime pomérem vyjadiujicim, kolik z nemocnych lidi
byli kutdci. P(B) zndme ze zadani, dohromady tedy dostaneme

6000 10 3 13

—_— = — P(B) =26% = —.
107 11 5500 (B) % 50

P(ANB) =

Potom staci pravdépdobnost, ze kurak onemocnél, vydélit pravdépodobnosti,
ze byl obyvatel CR kutak.

3
S 15
P(A/B) = B0 — " = 0105,
1377 1430

Pravdépodobnost, ze v roce 2005 onemocnél urcity cesky kutak rakovinou,
je priblizné 1%.

3.2 Nezavislé nahodné jevy

Skutecnost, ze nastoupeni jevu A neovlivni pravdépodobnost, ze nastal jev
B, lze matematicky zapsat nasledujicim zpusobem

P(B/A) = P(B). (2)
Ze vztahu (1) vyplyva

P(AN B) = P(A) - P(B/A) (3)
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a ze vztahu (2) a (3) pak dostaneme definici nezdvislosti ndhodnych jeva A
a B.

Definice 8 Rekneme, ze dva jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati

P(ANB) = P(A) - P(B).

S nezavislosti nahodnych jevii se v teorii pravdépodobnosti a statistice
setkavame casto, nevyhneme se ji ani v této praci.

Piiklad 8 V jednom skladisti na mouku se rozsitily dva druhy skudcu, roztoc
moucny a obale¢ mouc¢ny. Ve skladu je celkem 21 000 kg mouky. Kazdy je za-
balen zvlast. Rozto¢ moucny napadl celkem 300 kg mouky zatimco obale¢
moucny dokonce 2400 kg. Pocet baleni napadenych obéma je roven 60. Maji
skuci v tomto skladu radéji balicky napadené druhym druhem, vyhybaji se
mu, nebo je jim to jedno?

Reseni Jako P(A) si oznaéime pravdépodobnost napadeni roztoéem mouc-
nym, P(B) reprezentuje pravdépodobnost poskozeni baleni obaleéem mouc-
nym. P(AN B) vyjadiuje pravdépodobnost, ze balicek napadli oba skudci.

1 24 2
():ﬂ:_7 p(3)2£:§’ P(AﬂB):ﬂ:—.
21000 70 21000 70 21000 700

Mohou nastat 3 ptipady:

1. Jestlize P(A) - P(B) = P(AN B), pak je skudcum jedno, jaky balicek
napadaji.

2. Pokud P(A)- P(B) < P(AN B), skudci radéji napadaji stejné balicky.

3. Kdyz plati, ze P(A) - P(B) > P(A N B), skudci se sobé navzijem
vyhybaji.
Dosazenim konkrétnich hodnot dostaneme

1 8 8 2 14

P(A)-P(B) = — . > - ° 2 _ %
(A)-P(B) = 7575 = T900 < 700 — 4900

Skidci v tomto skladu radéji napadaji balicky napadené druhym druhem.
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4 Nahodna veli¢ina

Snad kazdy vysledek ndhodného pokusu se da vyjadrit ¢islem. Nejvice z vas
si jisté vzpomene na hod kostkou. Vysledek tohoto nadhodného pokusu
oznaCujeme ¢isly jedna az Sest. Stejné tak muzeme ¢islem oznacit vysku
¢lovéka, pocet aut prodanych v roce 2011, pocet atomu smolince, které se
rozpadly za posledni minutu, a dalsi. Jednoduse teceno je ndhodnd veli¢ina
realna funkce, ktera vysledkum ndhodného pokusu prifazuje ¢isla. Nahodné
veliciny oznacujeme velkymi pismeny z konce abecedy, X,Y,Z,...; jejich
konkrétni realizace pak malymi pismeny, z, v, z, . . .. Nasledujici zjednodusené
definice nahodné veli¢iny je uvazovana pro €2 s konecné a spocetné mnoha
prvky (pro nespocetné 2 by vypadala analogicky, bylo by ovSem potieba
uvazovat dalsi teoretické pojmy, které by neimérné zvétsily rozsah prace).

Definice 9 Libovolna realna funkce X : €2 — R, kterda kazdému moznému
vysledku w € Q prifazuje redlné ¢islo X (w), se nazyva ndhodnd veli¢ina
a ¢islo z = X (w) je ¢iselnd realizace veliciny X ptislusnd moznému vysledku
w.

Piiklad 9 Pii hodu minci si zavedeme nahodnou veli¢inu, ktera nabyva
dvou hodnot. Padnuti panny jako vysledek hodu si ozna¢ime napi. ¢islem 0
a orla ¢islem 1. Jestlize padne panna, hodnota ndhodné veliciny X (wg) = 0.
Jestlize padne orel, X (w;) = 1.

4.1 Rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti mahodné wveliciny je soubor pravidel, ktera
kazdému vysledku prirazuji urcitou pravdépodobnost, se kterou nahodné
velicina nabude piislusné realizace. Konkrétni rozdéleni je urceno vsemi
hodnotami, kterych muze ndhodna velicina nabyvat, a odpovidajicimi
pravdépodobnostmi.

Piiklad 10 (dle [5], str. 37) Charakterizujte rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veliciny oznacujicich pocet panen pfi soucasném hodu tremi

mincemi, tj. ze padnou 0 1,2, nebo 3 panny.

Reseni Orla si oznacime éslem 1 a pannu éslem 0. Mnozina véech moznych
vysledku obsahuje vSechny mozné vysledky nahodného pokusu,

Q= {WlaW27W37W47w5>w67w7aw8}-
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Vysledky jsou trojice usporadanych nul a jednicek,

w1 = {17 17 1}7
Wo = {1, 1,0},(,03 = {1,0, 1},(,()4 = {0, 1, 1},
ws ={1,0,0},ws = {0,1,0},w; = {0,0,1},
ws = {0,0,0}.

Nahodna velicina X, ktera udava pocet padlych panen, nabude nasledujicich
hodnot s témito pravdépodobnostmi:

P(X =0)=P({wi}) =75,
P(X =1) = P({wz} U{ws} U{wa}) = %
P(X =2) = P({ws} U{we} U{wr}) = 5,
P(X =3) = P({ws}) = 5-

Pravdépodobnost, ze nepadne panna (ndhodnd veli¢ina nabyva hodnoty 0)
je %. Pravdépodobnost, ze padne pravé 1 panna (ndhodnd veli¢ina nabyva
hodnoty 1) je rovna hodnoté %. Dvé panny (ndhodnd veli¢ina nabyvé hod-
noty 2) se na horni strané mince objevi také s pravdépodobnosti %. 3 panny
(ndhodnd veli¢ina nabyva hodnoty 3) padnou s pravdépodbnosti %.

V uvedeném piikladu jsme se setkali s tzv.diskrétnim rozdélenim.
Jednd se o rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny, ktera nabyva
konecné nebo spocetné mnoha hodnot, tedy obecné hodnot z mnoziny
{1, 9, x3,...}. Pro pravdépodobnost diskrétni ndhodné veli¢iny plati tyto
vlastnosti prevzaté z [1] :

pj:P<X:ZL’j)>O, ijzl
J

Mezi ndhodné veli¢iny s timto typem rozdéleni patii také pocet prodanych
vyrobku za mésic, pocet narozenych déti v rodiné ¢i pocet atomu slouc¢enych
béhem reakce.

4.1.1 Spojité rozdéleni

Co by se vsak stalo, kdybychom zkoumali rozdéleni pravdépodobnosti vysky
nebo vahy clovéka? Hodnoty téchto nahodnych veli¢in by nenabyvaly pouze
hodnot {2 kg,3 kg,4 kg, ...} v pfipadé vahy a hodnot {50 cm, 51 ¢m, 52 cem, ...}
v pripadé vysky. Vyska dospélého clovéka je totiz realné ¢islo z urcitého
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yrozumného® redlného intervalu, napt. (150, 210). Za takovych podminek se
jednd o rozdéleni spojitého typu.

Néhodna velic¢ina se spojitym rozdélenim nabyva hodnot z néjakého in-
tervalu, ptritom pravdépodobnost realizace ndhodné veliciny P(X = x) je
rovna nule, nenulovych pravdépodobnosti muze nabyt az realizace z néjakého
celého podintervalu. Stejné tak, jako se d4 do grafu zaznacit rozdéleni
pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny, tak to jde i u rozdéleni
pravdépodobnosti veli¢iny spojitého typu. Funkce f(z), charakterizujici
rozdéleni pravdépodobnosti tohoto typu, se nazyva hustota pravdépodobnosti,

. Plzr< X <xz+ Ax)
lim
Az—0 Az

= f(z), Vx € R.

Obdobné jako pravdépodobnosti p; > 0 u diskrétni nahodné veli¢iny, také
pro tuto funkci plati f(z) > 0. Rozdil je vSak v tom, ze f(x) nemusi nabyvat
pouze hodnot z intervalu (0, 1),ale f(x) € (0, c0).

Dalsi vlastnost hustoty, ktera predstavuje analogii u diskrétniho ptipadu,

lze zapsat jako
/ f(z)dz = 1.

Poznamenejme, ze nahodnou velicinou s timto typem rozdéleni je také
velikost chyby fyzikalniho méreni nebo doba (v ¢asovych jednotkach) jasného
pocasi béhem dne.

4.2 Distribucni funkce nahodné velic¢iny

Distribucni funkce slouzi k popisu rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veliciny a t1kd nam, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodna velicina X bude
mit hodnotu, kterd je mensi nebo rovna stanovené realné hodnoté. Je defi-
novand pro nahodnou veli¢inu s diskrétnim i spojitym rozdélenim. Znaci se
F(z), pokud v textu neni vice ndhodnych veli¢in, které by se mohly plést.
V opaéném piipadé piseme Fx(z).

Jestlize se jedna o nahodnou velicinu s diskrétnim rozdélenim, ma jeji
distribuéni funkce ,skoky“. Zpusobuje to skutecnost, ze P(X = z;) > 0.
wochody” se tedy nachédzeji v bodech xz;, které predstavuji realizace této
veli¢iny s nenulovymi pravdépodobnostmi.

Definice 10 Necht X je ndhodnd veli¢ina. Redlnd funkce Fx definovana
na R predpisem
Fy(z) = P(X <z), z€R,

se nazyva distribucni funkce ndhodné veliciny X.
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7 definice vyplyva, ze se v piipadé distribuc¢ni funkce spojité nahodné
veliciny F'(x) se jednd o primitivni funkei k hustoté f(z),

Fla) = P(X <) = / () dt.

Vlastnosti viech distribuc¢nich funkci, prevzaté z [1] a [2]:
1. 0< F(z) < 1, Vz € R,
2. F(x) je neklesajici,
3. lim, o F(z) =1,
4. lim, o F(z) =0,
5. pro libovolnd redlnd a < b plati P(a < X <b) = F(b) — F(a),

6. distribu¢ni funkce je zprava spojitd.

Priklad 11 Maloobchodni fetézec potiebuje kazdy tyden dodavku nealko-
holického napoje, ktery prodava spotiebitelum. Na zakladé dlouhodobého
pozorovani lze tydenni pozadavek v tisicich litrech vyjadrit pomoci spojité
nahodné veliciny X s hustotou

[ 2x-1), 1<z<2,
fla) = { 0, jinak.

Najdéte distribu¢ni funkci ndhodné veliciny.

Reseni Je jasné, 7e pro # < 1 je F(z) = 0 a pro z > 2 je F(z) = 1.
Otéazkou je, jak funkce vypadé na intervalu (1,2). Abychom to zjistili, staci
funkei vyjadiujici hustotu ndhodné veli¢iny na intervalu (1,2) zintegrovat.
Distribuéni funkce je totiz funkce primitivni k funkci vyjadiujici hustotu,

T t2 z
/Q(t—l)dt:Q[E—t} =2 20— (—1)=2" 22+ 1.
1

1

Distribué¢ni funkce je tedy tato:

0, r <1,
Flr)=¢ 22 -2r+1, 1<z<2,
1, x> 2.

Stejné jako ostatni distribucni funkce, i tato spliuje podminky 1 az 6.
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5 Neéktera konkrétni rozdéleni pravdépodob-
nosti spojitych nahodnych veli¢in

Protoze v nasSich dalsich dvahéch vyuzijeme ptredevsim nahodné veli¢iny
se spojitym rozdélenim, zminme se nyni o nékterych znamych rozdélenich
(zejména) tohoto typu, ktera se v praxi ziejmé vyskytuji nejcastéji.

5.1 Rovnomeérné rozdéleni

Toto rozdéleni patii mezi nejjednodussi. Kazdé hodnoté nahodné veliciny
je prifazena stejna pravdépodobnost. Nahodnda veli¢ina s timto rozdélenim
muze byt diskrétni i spojita.

Z toho, ze rovnomeérné rozdéleni prirazuje kazdé hodnoté ndhodné veliciny
stejnou pravdépodobnost, se da vyvodit, ze se diskrétni rovnomérné rozdéleni
nahodné veliciny X vyznacuje néasledujicim predpisem,

1
Pro potieby této prace bude dulezitd zejména spojita forma rovnomérného

rozdéleni. Uplatnime ji pfi generovani pseudonahodnych ¢éisel (viz kapitola
6). Rovnomérné rozdéleni spojité ndhodné veliciny X na intervalu (a,b) ma

tuto hustotu: ) (a.h)
o —a’ x € (a,0n),
ro={F /

Distribuéni funkce je dana nasledovneé:

0, r < a,
Flz)=( [f/dt=4%2 a<az<b,
1, x > b.

Piseme X ~ Ro(a,b), kde a a b jsou parametry tohoto rozdéleni.

5.2 Exponencialni rozdéleni

Toto rozdéleni se casto vyuziva v ptipadech, kdy néas zajima rozdéleni
pravdépodobnosti délky casového intervalu, nez nastane néjaka udalost Jako
piiklad lze uvést dobu, za kterou se porouchd dané zafizeni (uvazujeme-li
poruchy z ndhodnych pri¢in a nikoli v dusledku mechanického opotiebeni,
prikladem jsou rtuznd elektronicka zafizeni).
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Exponencidlni rozdéleni ndhodné veliciny X oznacujeme X ~ Ez(\).
Hustota a distribuéni funkce tohoto rozdéleni vypadaji nasledovné:

0, x <0,

f(:l?) = { )\67)\90’ x> 0;

0, x <0,
F(:c):{ 1l—e ™ £>0.

5.3 Normalni rozdéleni

Toto rozdéleni je snad nejznaméjsim rozdélenim pravdépodobnosti ndhodnych
veli¢in spojitého typu a téz nejcastéji se vyskytujicim rozdélenim ve fyzikalnich
meérenich. Charakterizuje mnoho nahodnych velic¢in, na které v aplikacich
narazime témér na kazdém kroku. Mimo jiné mezi né patii nahodné
veli¢iny popisujici velikost chyby méteni, vysku ¢lovéka, vinovou délku fotonu
vyzafeného Sluncem nebo jinou hvézdou. Normalni rozdéleni se déli na dva
zakladni typy, normdlni normované rozdéleni a obecné normdlni rozdélend.

Normalni normované rozdéleni ndhoné veliciny X oznacujeme X ~
N(0,1). Jeho hustota se znaé¢i ¢(z) a distribu¢ni funkce ®(z). Toto rozdélent
ma nahodnd veli¢ina s hustotou

1 o2

so(x)zm B

e 2, xeR

a distribuéni funkei

1 v t2
O(z) = E/ e zdt,z € R.

Hustota normovaného normélniho rozdéleni je suda funkce, takze staci
tabelovat pouze jeji hodnoty pro x > 0.

Obecné normdlni rozdéleni ndhodné veli¢iny X znacime X ~ N(u,o?).
Ptitom g a o jsou parametry (konstanty), pro které plati p € R a 0 € R*.
Obecné normalni rozdéleni mé pak hustotu

1 _ (w—w)?
e 22 xel

fx) =

oV 2T

a distribuéni funkeci

1 T -w?
F(z) = e 2% dt,x € R.

oV 2
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Jak je psano v [2], pro ziskdni hodnot distribu¢éni funkce rozdéleni
N(u,0%) staci tabelovat hodnoty distribuéni funkce ®(z) normovaného
norméalniho rozdéleni, protoze plati

H@z@(m_E»xGR

o

Je ztejmé, ze normalni normované rodéleni je pouze specidlnim pripadem
(obecného) normélntho rozdéleni. Pro uvedené konstanty zde plati 4 = 0
ao=1.

5.4 Trojuhelnikové rozdéleni

Trojuhelnikové rozdéleni se pouziva napt. v ekonomickych aplikacich. Ma tii
redlné parametry a, b a ¢, pro které plati a < ¢ < b. Podle [10] je jeho hustota

(0, T < a,
T 0ST<6
flx) =19 3%, r=c
2(b—x)
o ¢<zT<b
[ 0, x>0
a distribuc¢ni funkce
(0, x < a,
(b—a)(c—a)’ — )
F(z)=4¢ =, T =c,
(b—2)?
1-— =) (=0 c<zr< b,
L 1, x > b.

V kapitole 7 budeme pti transformaci ndhodné veliciny X s rovnomérnym
rozdélenim na (0, 1) na vybérové hodnoty nahodné veliciny Y s predepsanym
rozdélenim potiebovat vypocet inverzni funkce k distribuéni funkei (tzv.
kvantilové funkce), proto je zde zatazen nésledujici priklad.

Priklad 12 Vypocitejte inverzni funkcei k distribuc¢ni funkei trojihelnikového
rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu (a, b).

Reseni Vypocet inverzni funkce pro = € (a,c): Vyménime z a y ve vhodné
casti distribucni funkce:

(y — a)?

(b—a)(c—a)
24
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Jmenovatelem muzeme nasobit, protoze a # b A a # c¢. Po ipravé dostaneme
0=19y*—2ay+a®>—x(b—a)(c—a),

Y12 =a =+ a(b—a)(c—a).
a vybereme + nebo — podle toho, kdy se vyraz rovna c:

c—a

b—a

Y12 =a=x \/Z_a(b—a)(c—a) =a+ (c—a).
—a
7 toho je jasné, ze vybereme +. Vysledek:

y:a+\/x(b—a)(c—a)

Vypocet inverzni funkce pro = € (¢, b): Zaménime x a y ve vhodné ¢asti
distribucni funkce: )
(b—y)

(b—a)(b—c)

Jmenovatelem muzeme néasobit, protoze b # a A b # c¢. Po upravé:
0=y —2by+b*+ (x—1)(b—a)(b—c),

Yo =b+ /(1 —2)b—a)b—rc).
a vybereme + nebo — podle toho, kdy se vyraz rovna c:

Za x dosadime

r=1-—

c—a

Za x dosadime 2

ym:bi\/(1—z_a)(b—a)(b—c):bi(b—c).

—a
7 toho je jasné, ze vybereme —. Vysledek je roven
y=b—/I-2)b—a)b—oc).

Inverzni funkce k distribuéni funkei trojihelnikového rozdéleni na (a,b) je
tedy rovna

ot VI dl-a,  0<w<iL,
Fﬁl(x): C, IZ%?
b—/(1—-z)b—a)b—c), E2<az<1

6 Generovani nadhodnych ¢isel

Abychom mohli simulovat rozdéleni pravdépodobnosti ndahodnych veli¢in
pomoci metody Monte Carlo, potiebujeme ndhodnd ¢isla s k desetinnymi
misty z intervalu (0, 1).Tato ¢isla by po vygenerovani méla mit rovnomérné
rozdéleni s piislusnymi parametry. Realizace rovnomérného rozdéleni se pak
v pripadé potieby daji transformovat na realizace predepsaného rozdéleni
(viz ddle). Jak ale ndhodnd ¢isla ziskat?
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6.1 Zakladni zptisoby generovani ndhodnych c¢isel

V minulosti se pouzivaly ruzné nastroje generovani nahodnych cisel. Tim
nejprimitivnéjsim se ovSem stala ruleta. Staci zatocit k-krat ruletou s deseti
castmi reprezentujicimi ¢islice 0 az 9. Jednotlivé cislice postupné zapisujeme
za desetinnou c¢arku. Tim jsme ziskali jedno vyhovujici ¢islo. Také muzeme
hazet desetisténnou kostkou nebo tahat ¢isla 0 az 9 z urny. Déle bychom
postupovali jako v pripadé rulety. Tento zpusob generovani nahodnych ¢isel
je ovSem neefektivni a v praxi nepouzitelny. Trvalo by totiz celou vécnost,
nez bychom vygenerovali 10* az 10° potiebnych nahodnych éisel v pifpade
jednoduzsich simulaci, 10° az 10° v p¥ipadé naroénéjsich simulaci.

V minulosti se také pouzivaly fyzikdlni neboli hardwarové metody ge-
nerovani nahodnych ¢isel. Jednd se o vyuziti ndhodného fyzikalniho déje.
K tomu se hodil napt. rozpad radioktivni latky. Mérila se doba mezi jed-
notlivymi rozpady atomt. Mezi dalsi fyzikdlni generdtory patii také snimani
sumu elektronky.

Dnes se pouzivaji vgpocetni neboli softwarové generdtory pseudondhodnijch
¢isel. Cisla jiz nejsou opravdu ndhodnd, protoze jsou vygenerovdna po-
moci algoritmu. U vhodnych algoritmu se jejich vlastnosti velice podobaji
vlastnostem nahodnych c¢isel, proto dochazi ke stirdani pojmu ndhodné
a pseudondhodné cislo.

Tyto generatory funguji nejcastéji na stejném zékladnim principu. Mame
¢islo zg. Dalsi éisla ziskdavame pomoci rekurentntho vztahu 2,41 = f(z,).
Dojde ke vzniku posloupnosti pseudondhodnych ¢isel. Musime si vSak dévat
pozor, protoze takové posloupnosti byvaji periodické. Po K opakovéanich
ziskdme ¢islo, které se rovnd c¢islu zy,, kde & < K. Mnozina Ccisel
Xo, X1, To,...,Tx Se nazyva usek aperiodicnosti. Hodnota K je pak délka
useku aperiodicnosti, P = K — k se nazyva délka periody. K vypoctu se
obvykle nedoporucuje pouzit vice nez K ¢isel. V nékterych pripadech, kdy je
malo pravdépodobné, ze se ¢islo pouzije k simulovani stejného déje, se muze
pouzit i vice ¢isel.

Dnes pro potieby metody Monte Carlo nemusime znat systém generovani
cisel. Zpravidla tyto algoritmy neprogramujeme sami, ale jsou soucasti
matematickych a specialné statistickych softwaru. Mezi né se fadi napf.
statisticky software R (www.r-project.org), ve kterém jsou také provedeny
simulace v této praci.

Pro zajimavost se v zavéru této kapitoly zminime o jedné metodé ge-
nerovani pseudonahodnych ¢isel. Konkrétné, historicky nejstarsi softwarovou
metodou generovani pseudondhodnych ¢isel se stala metoda stredu kvadratu.
Byla navrzena Johnem von Neumannem v roce 1951.

Meéjme 2k-mistné ¢islo xy. Toto ¢islo umocnime na druhou a vznikne 4k-
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mistné ¢islo. Z néj vyjmeme prostiednich 2k ¢islic a vzniklé ¢islo povazujeme
za x1. Postup opakujeme. Dand poslupnost vsak rychle degeneruje a rozdéleni
takto vygenerovanych ¢isel se lisi od rovnomeérného.

7 Modelovani hodnot nahodné veliciny

7 hlediska metody Monte Carlo je velice uzitecné umeét transformovat hod-
noty nahodné veliciny X s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1) na hodnoty
nahodné veliciny Y se zadanym rozdélenim pravdépodobnosti.

7.1 Diskrétni nahodna veli¢ina

Zde uvedeny postup pro ziskani vybérovych hodnot veliciny Y je prevzat z [5].
Pokud ma Y pravdépodobnostni funkci P(Y = yi) = pg, kde k =1,2,...,n,
plati

m—1 m
P(Y—ym)—pm—P<ZPk<X§2pk>, m=1,...,n.
k=1 k=1

Postup hledani vybérovych hodnot nahodné veliciny Y vychazi z této
skutecnosti. Pro kazdé x; z posloupnosti realizaci {z;} rovnomeérného
rozdéleni urcime takové m, aby platilo

m—1 m
Zpk <zx; < Zpk'
k=1 k=1

Potom fikame, Ze v j—tém pokuse nastal jev A = (Y = y,,). Timto zpusobem
ziskame posloupnost vybérovych hodnot veliciny Y.

Jinak feceno, pravdépodobnosti p,, si muzeme zobrazit pomoci usecky
o délce 1, jejiz krajni body si oznacime Py a P,. Na ni zvyraznime bod, jehoz
vzdalenost od Py je rovna velikosti p;. Oznac¢ime ho P;. Déle si oznacime P,
bod, jehoz vzdalenost od P; je rovna velikosti po, atd. Je ziejmé, Ze vzdalenost
P, od P, je rovna Y - pi. Na stejnou tsecku si také muzeme vyznacit
jednotlivd x; z posloupnosti {z;}. Nélezi-li hodnota z; tsecce ohrani¢ené
body P,_1 a P, tikdme, ze v j—tém pokuse nastal jev A = (Y = y,,).
Metoda vychazi z toho, ze ¢im je vétsi usecka ohranicend body P,,_1 a P,
tedy i pravdépodobnost p,,, tim spise hodnota x; padne na zminénou usecku.

7.2 Spojita nahodna veli¢ina

Pti generovani hodnot ndhodné veliciny s rozdélenim pravdépodobnosti spo-
jitého typu se uziva néasledujici véta z [5].
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Véta 1 Necht ndhodn4 velicina X m4 rovnomérné rozdéleni na (0, 1) a necht
G~ je inverzni funkce k néjaké rostouci spojité distribuéni funkci G. Potom
ndhodnd veli¢ina Y = G7'(X) ma distribuén{ funkei G.

Dikaz Tvrzeni véty dostaneme uzitim definice distribucni funkce a vlast-
nosti funkce G,

P(Y <ym) = P(GTH(X) <y) = P(X < G(y)) = G(y).

O

Méme-li tedy k dispozici posloupnost {z;} hodnot ndhodné veliciny X
s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1), muzeme pomoci vztahu

y; = G (x)), G(y;) = x;

ziskat hodnoty ndhodné veliciny Y se spojitou a rostouci distribuc¢ni funkci

G(y).

Priklad 13 Necht m4 Y trojihelnikové rozdéleni s distribuéni funkef

(0, x < a,
(z—a)?
cb:aa)(c_a)? a<zx<c,
F(z) =4 =, b T =c,
11— T-ao-g C<7T <0,
L 1, x >b.

Transformujte hodnoty ndhodné veliciny X ~ Ro(0, 1) na hodnoty ndhodné
veliciny Y se zadanou distribu¢ni funkei.

Reseni Z piikladu 12 v paté kapitole o nékterych konkrétnich rozdélenich
vime, ze inverzni funkce k zadané distribuc¢ni funkci je

a+ +/z(b—a)(c—a), 0<uz<i=,
F_l(flf): C, xIﬁ?

b— (1 —z)b—a)b—c), E2<az<1

7 véty 1 vyplyva, ze posloupnost hodnot veliciny Y je ddna vztahem

a++/zj(b—a)(c—a), 0<umz; <=2,
Y; = C, xj = ﬁ’
b—\/(l—xj)(b—a)(b—c), = <x; <1
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Piiklad 14 Transformujte hodnoty ndhodné veliciny X ~ Ro(0,1) na hod-
noty ndhodné veliciny Y s hustotou

0, y <0,
9(y) = { e ™My > 0.

Reseni Nejprve vypoéitdme odpovidajici distribuéni funkei ke stanovené
hustoté (viz kapitola 5.2),

y

_ _ y _ _ _

/ e Mdr = [—e ’\z}oz—e WyeT =1 e
0

tedy
0, x <0,

F(y):{ 1—e™, y>0.

Z toho vime, 7e 1 — e=*i = ;. Nalezen{ inverzni funkce k této distribuéni
funkei odpovidd vyjddient y;, které hleddme. Ze vztahu

l—z;=e = In(l —2;) = —\y;
dojdeme k vysledku
1
yj = =5 In(l — ).

8 Testovani normalniho rozdéleni

Jiz zminované normdlni rozdéleni (viz kapitola 5.3) patii mezi klicova
rozdéleni matematické statistiky. Proto se mnohdy setkavame s otazkou, zda
ma néjaka zkoumand ndhodna velicina X normalni rozdéleni. K zodpovézeni
samoziejmeé potiebujeme dostateény pocet jejich realizaci zy, xo, . . ., x, (rea-
lizace tzv. ndhodného vijbéru), se kterymi muzeme dale pracovat.

Podivejme se na testovani statistickych hypotéz rovnou v kontextu
testovani normality ndhodného vybéru, potazmo veliciny X . Hypotéze, kterd
fikd, ze mé velicina X normalni rozdéleni, fikdme nulovd hypotéza a znacime
ji Hy. Naopak H 4 znacime tzv. alternationi hypotézu, kterd tvrdi, ze ndhodna
velicina X nemd normadalni rozdéleni. Rozhodnuti o Hy, kterou zamitame
nebo ji nelze zamitnout, provadime pomoci testovaci statistiky 7'. Hodnotu
T ziskame pomoci vztahu

T - h(Xl,XQ, e ,Xn>,
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kde Xy, Xs,..., X, jsou navzdjem nezavislé nahodné veliciny se stejnym
rozdélenim jako ma ndhodna veli¢ina X (ndhodny vybér o rozsahu n) -
velicina T je tak vlastné funkei daného ndhodného vybéru. Za Xi, Xo, ..., X,
dosazujeme hodnoty realizaci ndhodné veliciny X, xq, xs, ..., z,. Timto pos-
tupem ziskame konkrétni realizaci nahodné veli¢iny 7', kterou znacime t.

Zavadime také ¢islo o, které nazyvame hladina testu. Rovna se ndmi zvo-
lené hodnoté pravdépodobnosti, ze platnou Hy pomoci realizace statistiky T'
(nespravné) zamitneme ve prospéch alternativni hypotézy H 4. Pro predstavu
lze uvést nejcastéjsi pouzivané hodnoty hladiny testu «, a to 0,05;0,1
a 0,01. Po vypoctu hodnoty testovaci statistiky, ¢, stanovime velikost
neboli p-hodnoty. Odpovidéd pravdépodobnosti, ze bychom pfi testovani nor-
mality ndhodné veliciny dostali hodnotu testovaci statistiky, ktera jesté
vice odporuje nulové hypotéze. Hladina testu « je tedy stabilni p-hodnota,
se kterou p-hodnoty ziskané pii testovani porovnavame. Jestlize plati, ze
ag < a, Hy zamitame. Jestlize ag > «, Hy nelze zamitnout.

8.1 Anderson-Darlingiav test normality

V dalsim budeme uvazovat jeden konkrétni test normality, ktery se v praxi
patii k nejcastéji uzivanym. Udaje o Anderson-Darlingovu testu jsou
prevzaty z [7]. Pro potieby testu nejprve z realizace nahodného vyéru odhad-
neme parametry p a o normdlnfho rozdéleni (testovani totiz provddime za
predpokladu platnosti nulové hypotézy). Odhad parametru p odpovida arit-
metickému pruméru zy, o, ..., T,,

MNE:E ;.
i=1

Odhad parametru o ziskdme pomoci smérodatné odchylky s,

i=1
Pomoci pocitace a distribu¢ni funkce normélniho normovaného rozdéleni dale

ziskdme hodnoty
s

Ty dosadime do testovaci statistiky Anderson-Darlingova testu normality,

n

Qn = (% _ % - 1) (% Z(zr —Dlnz +In(1 = zp41-y) + ”]) .

r=1
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Konkrétni realizaci )., tedy q,, porovname s tabulkovymi hodnotami, aby-
chom zjistili ptibliznou velikost p-hodnoty ay a mohli dospét k rozhodnuti
o nulové hypotéze. Porovnanim «q s ndmi uréenou hladinou testu « zjistime,
zda nulovou hypotézu Hy zamitdame ¢i ji nelze zamitnout.

Naptiklad hladiné testu 0,1 odpovida realizace nahodné veli¢iny @), hod-
noté g¢u01 = 0,656, pro a = 0,05 je urcena hodnota gu005 = 0,787
a pro a = 0,01 je ddno gq.001 = 1,092,

Pii pouziti Anderson-Darlingova testu se obvykle pouzivd porovnani
s témito hodnotami. Je-li realizace testovaci statistiky vétsi nez dand kri-
ticka hodnota, nulovou hypotézu na piislusné hladiné zamitame. Nevyhodou
se vSak stava to, ze nemame prilis velkou predstavu o jiz zminéné p-hodnoteé.
K tomu, abychom tuto hodnotu znali, bychom vsak potiebovali distribu¢ni
funkci nahodné veliciny @,, kterd se ovSsem v praxi pro nemoznost expli-
citntho vyjadfeni neuziva. Pro jeji priblizné urceni muzeme uzit metodu
Monte Carlo. Sta¢i nagenerovat dostatecné mnozstvi R nahodnych vybéru
o daném rozsahu n z normélniho rozdéleni (diky konstrukci Anderson-
Darlingova testu nezalezi na hodnotach parametru tohoto rozdéleni, muzeme
tedy bez ijmy na obecnosti generovat z normalniho normovaného rozdélent).
Poté na tyto vybéry aplikujeme Anderson-Darlingtv test a dostaneme tak R
realizaci testovaci statistiky @),. Diky takto vytvorenym hodnotam nahodné
veli¢iny @, jsme schopni uréit piiblizné rozdéleni Q,. Cim vice vybéra na-
generujeme, tim vice se dostavame ke skutecnému rozdéleni @),. To se v nasi
situaci projevi tak, ze budeme schopni stale lépe odhadnout skuteénou p-
hodnotu pro realizaci testovaci statistiky v nasem konkrétnim piipadé. Tento
odhad je ptitom roven relativni ¢etnosti hodnot @), vétsich nez realizace testo-
vaného nahodného vybéru.

Jak ale urcit ono dostatetné mnozstvi R nagenerovanych vybéru o rozsahu
n, abychom obdrzeli odhad hustoty @), s velkou presnosti, ktera se nasledné
projevi na vyhovujici presnosti odhadu p-hodnot? Nechceme totiz soucasné
generovani vybéru a naslednym vypoctum hodnot testovaci statistiky
vénovat prilis mnoho ¢asu, coz je bohuzel dan jakékoli rozsahlejsi simulace.

8.2 Odhad p-hodnot v Anderson-Darlingové testu

K 1celu z konce predchozi kapitoly byla zapottebi funkce adtest z kni-
hovny robCompositions ve statistickém softwaru R. Byla pfepracovana tak,
aby program v softwaru R po spusténi nageneroval R vybéru z normalniho
normovaného rozdéleni o rozsahu n, pro kazdy vybér se spocitala hodnota
Anderson-Darlingova testu a vysledky se porovnaly s hodnotou gq.01 = 0,656
(viz prilozené soubory). Déle program uréi pomér poc¢tu hodnot z; pro ¢ =
1,2,...,n v kazdém vybeéru, které jsou vétsi nez 0,656 ku poctu R. Idedlné
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by mél tento pomér odpovidat éfslu 0,01. Cim vétsi je R, tim vice by se
pomér mél tomuto ¢islu priblizovat. Uvedeny postup se opakuje celkem N-
krat, aby byly dosazené vysledky simulace pokud mozno co nejstabilnéjsi.
7. N obdrzenych odhadu p-hodnot vypocita program prumeér a také urci
odpovidajici smérodatnou odchylka. Hodnota pruméru a smérodatné od-
chylky se pro kazdy ze zvolenych rozsahu vybéru zaznaci do grafu, viz obrazky
3-5. Pomoci nich si kazdy muze udélat predstavu o tom, jaké R staci pro dand
n. Jiz na prvni pohled vidime, Zze se p-hodnoty pro ruzné hodnoty R stéle
pohybuji kolem 0,01, coz je spravné, hodnoty smérodatnych odchylek ovsem
klesaji. Cfm mens je pFitom smérodatns odchylka, muzeme si byt vice jisti,
ze pri konkrétni realizaci Anderson-Darlingova testu se zvolenym poc¢tem R
simulaci dostaneme ptesnéjsi odhad p-hodnoty.
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Obrazek 3: Vysledky simulace p-hodnot (jejich pruméry jsou oznaceny o
a smeérodatné odchylky A) pfi ruznych volbach R pro n = 10, 20, 30, 50.

Ke generovani p-hodnot testu bylo uzito pro kazdou z voleb rozsahu
vybéru n = 10,20, 30, 50, 100, 200, 300, 500, 1000, 2000 a stabilnich hod-
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Obréazek 4: Vysledky simulace p-hodnot (jejich prumeéry jsou oznaceny o
a smérodatné odchylky A) pti ruznych volbach R pro n = 100, 200, 300, 500.

not parametrui N = 1000 a R = 50,100, 200,300,500, 1000, 2000, 5000
(témto v grafech odpovidd kdédové oznaceni 1,...,8). Kazdé volbée R
v grafu odpovida prumérnou hodnota odhadnuté p-hodnoty a odpovidajici
smérodatna odchylka. Jak je vidét, rozumné velikosti odchylek se objevuji,
kdyz je velikost R v fadu tisicu, kdy se jiz setrvaly pokles smérodatnych
odchylek viceméné stabilizuje, a to bez ohledu na dany rozsah vybéru n.
K urcéovani p-hodnot lze proto jako dolni hranici doporucit alespon R = 1000.
V piipadeé velkych hodnot n a R (v fadu tisicu) uz vsak vypocty trvaji nékolik
hodin. Ovsem, na druhou stranu, testujeme-li pro n = 10, trva vypocet pouze
nékolik minut i pro R = 5000, proto neni duvod pii nizsich hodnotach n
uzivat hodnotu R mensi nez 5000.

Na grafech si muzete povSimnout toho, ze pruméry p-hodnot, které by
se mély blizit k 0,1, se u n = 10 k hodnoté 0,1 skutecné blizi. Poté zac¢inaji
pro vyssi n stoupat a potom zase klesat. U n = 100 se pruméry opét velmi
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Obrazek 5: Vysledky simulace p-hodnot (jejich pruméry jsou oznaceny o
a smérodatné odchylky A) pfi ruznych volbach R pro n = 1000, 2000.

blizi k 0,1 a pro vyssi n klesaji. Tento nezadouci jev je zfejmé zpusoben
povahou generatoru nahodnych ¢isel v softwaru R. Pro velmi presna urceni
p-hodnot u nékterych n se proto ziejmé nehodi. Odchyleni od 0,1 vSak neni,
se zahrnutim informace o smérodatné odchylce, pii vyssich hodnotach R
az tak dramatické, takze vétsiné uzivatelu jisté bohaté postaci k relevantnimu
rozhodnuti o nulové hypotéze.
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Zaver

Na zaver této prace zhodnotime splnéni tii zakladnich cilu, které jsem si pred
jeji tvorbou vytydcila.

Prvnim cilem bylo popsat metodu Monte Carlo a zdkladni pojmy
nutné k jejimu pochopeni. Vérim, ze nejen diky slovnimu vysvétleni, ale
také pomoci uvedenych piikladu, se toto povedlo srozumitelnou formou.
Nejlépe vsak tento aspekt jisté posoudi sam ctenar. Tato ¢ast préace se sice
jako ¢ast nasledujici. Kromé toho mé velice bavilo pomalu pronikat do taju
teorie pravdépodobnosti, nasledné si kvalitu svého pochopeni problematiky
ovétovat na vysvétleni v této préaci a nakonec tvotit i priklady.

Dalsi cile byly ukézat vyuziti metody Monte Carlo pii simulacich
rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in a pii stanoveni optimélniho
postupu pro odhady p-hodnot pti testovani normality ndhodného vybéru po-
moci Anderson-Darlingova testu. Tyto dva cile jsem splnila na konci prace.
Bylo tfeba nagenerovat obrazky, z nich vycist potiebné udaje, zhodnotit je
a nakonec si myslenky utiidit tak, abych byla schopna tyto postupy co nejlépe

Domnivam se, ze vysledky ze zavéru prace mohou byt v praxi uzitecné a
snadno ptrenositelné i na dalsi uzivané testy normality. Konkrétnim vysledkem
je pritom naptiklad skutec¢nost, zZe pro presnost urceni p-hodnot je ziejmé
podstatny pouze pocet provedenych simulaci R, nikoli ovSem rozsah n
uvazované¢ho vybéru. Pokud tedy nékomu pfi testovani normality nebude
stacit pouhé porovnavani kritické hodnoty z tabulky s realizaci testovaci
statistiky odpovidajici dané hladiné testu, staci vyuzit vySe uvedené poz-
natky. Prace se da také dale rozvijet, hlavné pti studiu dalsSich testovacich
statistik, jejichz rozdéleni neni vyjadieno explicitneé.

Doufam, ze tato prace dobfe poslouzi zdjemcum o tuto problematiku
a pomuze jim nejen pii jejim pochopeni, ale také dalsim rozvijeni nékterych
myslenek v ni uvedenych.
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