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Abstrakt

Rocnikova prace studuje jednoduché polookruhy za pomoci programii pro automatické dokazovani
Prover9 a Mace4. Hlavni Cast prace obsahuje hledani kone¢nych jednoduchych polookruht
s pfedem uréenymi vlastnostmi. Zminéné programy jsou dale vyuzity v obecném tvodu do algebry.

Déle prace nachazi také pro program Mace4 dalsi vyuziti.

Abstract

This work studies congruence-simple semirings using programs for automated reasoning Prover9
and Mace4. The main part of this work describes the process of searching for finite congruence-
simple semirings with given properties. The aforementioned programs are also used in a general

introduction to algebra. Furthermore, the work explores some new uses for the application Mace4.
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1 Uvod

Ma rocnikova prace je zamétend piedevsim na vyuziti programi pro automatické dokazovani pro
konstrukcei algebraickych struktur s pfedem danymi vlastnosti a dokazovani zakladnich vét ve
vyrokové logice prvniho fadu.

Pivodni motivace prace byla vyuzit programy Prover9 a Mace4 pro studium konecnych
jednoduchych polookruhti jakozto algebraickych struktur. Polookruhy jsou nepfilis prozkoumanou
Casti algebry, a diky tomu je mozné nalézt zde néco nového. Rozhodl jsem se zkusit sestrojit nové
kone¢né jednoduché polookruhy za pomoci programli Prover9 a Mace4. Zminéné programy jsou
blize popsané v kapitole Pouzité¢ programy. K témto programiim jsem vymyslel i par netradi¢nich
vyuziti pii feSeni hlavolami SUDOKU a zebra. Tim jsem si zaroven procviCil praci s témito
programy V jiné oblasti, nez je algebra.

Aby bylo mozné porozumét problematice polookruhtll, musel jsem se sdm obeznamit se zdkladnimi
pojmy algebry. Bez této Casti by bylo nasledné pro vétSinu ¢tenaiti nepochopitelné, a proto jsem
vytvoril obecny tivod do této problematiky, ktery je v kapitole Algebra. V této kapitole predkladam
zékladni definice a snazim se je propojit s riznymi modely, které vytvari program Mace4. Zaroven
zde ukazuji schopnosti programu Prover9, kdyz zkous§im vytvofit poc¢itacové dikazy jednoduchych
tvrzeni. Tyto dikazy se poté snazim zjednodusené ptibliZit Ctenaii.

Pro kapitolu Pouzité programy se kvalitni zdroje hledaly tézko. Malou ¢éast jsem pouzil
z internetové stranky programu Prover9 a Mace4, kde o samotnych programech p#ili§ napsano neni.
Z velké ¢asti mi pomohla kniha Automated Reasoning and the Discovery of Missing and Elegant
Proofs, ktera je vénovana programu Otter. Program Otter je pfedchiidcem programu Prover9.
O pouZzivani programu Mace4 a Prover9 pisi hlavné z vlastni zkuSenosti.

Pro Givod do algebry jsem zvolil pfedevSim ucebnici profesora Ladislava Prochazky Algebra. Kdyz
jsem vSak doSel k definici polookruhti, nastal zde mensi problém. Definice polookruhu, kterou
uvadi Prochéazka, neodpovida definici pouzivané v ¢lancich, na kterych jsem zalozil svou préaci,
a proto ji nepouzivam. Z tohoto diivodu jsem nemohl pouzit jiné Prochdzkovy definice, které na
tuto definici navazuji. Proto dalsi definice dopliuji ze skript Vektorové prostory od J. Becvare ¢i
Algebra a teoretickd aritmetika od J. Novotné. Spise ziidka jsem nahlédl do slovenského piekladu
star§i knihy Algebra od autorti Saunders Mac Lane a Garrett Birkhoff.

Pro praci s polookruhy jsem pouzival ¢lanky z ¢asopisii Journal of Algebra a Journal of Algebra
and Its Applications, které vychazely v poslednich deseti letech. V téchto ¢lancich byl poprvé

uc¢inén pokus charakterizovat polookruhy po urcitych skupinach. Jako dalSi zdroj jsem pouzil



dizertacni praci Ch. Monica, ktera je zaméfend na vyuziti polokruhl v kryptografii. Déle jsem
pouzil ¢lanek V. Flasky na vysvétleni nékterych pojmi a definic.

Ptedevsim jsem se rozhodl zkusit sestrojit polookruhy, které charakterizoval Ch. Monico.



2 Pouzité programy

2.1 Prover9

Prover9 je program pro automatické dokazovani v matematice a logice. Jeho autorem je William
McCune. Tento program vznikl jako nastupce programu OTTER, ktery vytvofil stejny autor.
O programu OTTER vznikla kniha Automated Reasoning and the Discovery of Missing and
Elegant Proofs. Tato kniha je pro velkou podobnost programt uzite¢na i k programu Prover9.
Pomoci programu Prover9 jsem vytvarel vétSinu dikaz. Tyto dikazy jsem poté komentoval,
nebot’ pocitacovd podoba téchto dikazi neni obvykle srozumitelnd. K programu Prover9 se

obvykle pfidava program Mace4.

2.2 Mace4d

Mace4 je program na hledani modelti a protiptikladd. Pomoci tohoto programu jsem vytvoril
vSechny tabulky a také jsem pomoci tohoto programu vyhledaval urcité polookruhy. Dalsi
dilezitou funkci Mace4 je tyto modely déale zpracovat pomoci funkce isofiltr. Tuto funkci blize

popisi u izomorfismi.

2.3 Vysvétleni prace s programy Prover9/Mace4

Zde je ukazka, jak vypada slouceni téchto programi.

=lalx]

rovera Mace
™ o
Language Options Farmulas | provers options | Macet Options | addtional Input | EEE——

Highight | [[WellFarmed?

Assumptions

(2*y)*z=x* (y*z). & asociativita
x*1l=x. - Procf Search
1%*z=x., % neutraini prvek

all = exists a (x*a=1). ? q

all x eumists a (a*x=1). % Inverzni prvek YoveY

Time Limit, [60 “Haeconds
Start Kill

e

State: Proaf

Ifo Show/Save

- Model|Counterexcample Search

Mace4
Time Limit; |60 Hseconds
;‘ Start Kill
—

Goals: State: Ready

all z all v all z ((xl=y) -> (x*zl=y*2)). % kraceni zprava Al Info Shoy/5ave

Highight | el Formed? dear |

stan] |

ngzvu- Malovint | B Hicrosoft word - pousté... @] [«D 2@

Ovladani neni pfilis slozité. Obrazek je ze strdnky Formulas, kde se zaddvaji do Assumptions

(horni okno) podminky. Podminky se mohou zadavat, tak jak je ukédzdno. Program sdm rozpozna



symbol * jako binarni operaci. Pismena ze zafatku abecedy pouziva program jako s existencnim
kvantifikatorem a pismena z konce tabulky jako s univerzalnim kvantifikdtorem. Na prvnim fadku
tedy je: Pro vSechna X,y,z plati (x*y)*z=x*(y*z). V ptipad¢, ze se pouzije Cislo, pak se timto Cislem
vzdy znaci pouze urcity prvek. Z toho plyne, ze tomuto prvku vlastné piifadime fadek ve vysledné
tabulce. V pfipad¢ slozitéjsich vyrokt jsem radéji pouzival pro kvantifikatory all (vSechna) a exists
(existuje). Timto zplisobem je na obrazku nadefinovany inverzni prvek.

V dalsim okné (Goals) jsou uvedeny cile. Tvrzeni v tomto okné se pokusi Prover9 dokazat.
Po napsani zadani staci jen pustit Prover9 a vytvoii se pocitacovy ditkaz. U komplikovanégjSich
dikazl je vhodné pouzit jest¢ nastaveni v zalozce Prover9 Options. Pokud se ditkaz nevytvoii,
je nejjednodussi zkusit spustit Mace4. Mace4 se pokusi vytvofit protipiiklad. V pfipad¢, ze nalezne
alespon jeden model, je jisté, ze piivodni cil neplati.

Pro vytvafeni modelt s Mace4 je vSak potieba jesté uptesnit zaddni, pfedevs§im velikost hledanych

modeli a jejich pocet v zaloZzce Mace4 Options.

2.3.1 Prefix, infix a postfix
Zatim jsem operace zadaval pouze formou infix. Infix je podoba, kde znak pro operaci je mezi

pouzitymi prvky. Obvykle se takto pouzivaji binarni operace jako s€itdni, nésobeni, déleni
a podobné. Programy Mace4 a Prover9 jsou vSak samoziejmé schopny pouzivat prefix. Operace
napsand jako prefix se oznacuje pted vSemi prvky, které do ni vstupuji. Klasickym ptikladem je
tieba nejvétsi spole¢ny délitel (D(X, Y)) nebo nejmensi spoleény nasobek (n(X, y)). Prefix byva
hojné pouZzivany v programovani. Ja osobné zadavam radéji pomoci infixu, 1 kdyz prefix mize byt
u delSich vyrazi citelngjsi. Postfix je posledni mozny zapis, €ili umisténi znaku pro operaci za
prvky. Postfix je velice malo pouZzivana forma zapisu. Jako piiklad mé napada faktorial, ale zde

nejde o binarni operaci. Programy Prover9 a Mace4 neumi pouZzivat postfix.

2.3.2 Specialni znaky

Pro poznamky slouzi znak %, ktery oddé&luje zdrojovy kéd od poznamek. Radek se ukonluje
te¢kou. K tomuto jesté uvedu, Ze program je schopen pouzivat vyrokovou logiku. Sipka je znak pro
implikaci. Pro disjunkci je znak | a pro konjunkci znak &. Pro negaci slouzi znak — pfed vyrazem.
Pomoci téchto znakli v§ak neni mozné zadat samotnou logiku, nebot’ tyto znaky nevytvaii operaci,
ale pouze danou operaci uplatiiuji. Hlavni disledkem toho je, Ze se nezobrazuji v kone¢né tabulce.

A nelze zjistit jejich pravdivostni hodnotu. Pro nerovnost slouzi vykfic¢nik pted rovnitkem.
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2.4 Logikav programech Prover9 a Mace4

Pro vkladani logiky do programti Mace4 a Prover9 je zapotiebi nejprve vlozit axiomy logiky. Po
vyzkou$eni par moznosti se mi nakonec osvédcily tyto axiomy. Implikace je i, n je negace a relace
P je kladna pravdivostni hodnota. Operace jsou zadavané prefixem. Zajimavé muze byt, ze posledni
axiom je nutny, protoZe jinak lze prohodit (a program Prover9/Mace4 to tak dé¢la) pravdivostni
hodnotu.

P(i(x,1(y,x))).

P(1(1(n(x),n(y)),i(y,x))).

P(i(i(x,1(y,2z)),1(1(x,y),1(x,2)))).

(P(x) &P (1(x,y)))=->P(y).

-P(0).

Z téchto axiomu vytvoii Mace4 pouze jediny model. Axiomy logiky by vsak §ly také zadat jinym
zpusobem. Stacilo by vlozit tabulky hodnot.

n(0) = 1.

n(l) = 0.

i(0,0) =
i(0,1) =
i(1,0) =
i(1,1) =

e

- P(0).

P(1).
Takto jsou zadané hodnoty ve formé cooked, kterou Mace4 nabizi ve vystupu. Je to takova forma,
ktera se da zpétné zadat do vstupu. Tabulku, kterou obvykle ukazuji, neni program zpétné schopen
pfijmout.
Pro lep$i zadavéani vyrazii jsem z téchto axiomu vytvoftil klasické logické operace, konjunkci (k),
disjunkci (d) a ekvivalenci (e).
d(x,y)=(1(n(x),y)).
k(x,y)=(n(d(n(x),n(y)))).
e(x,y)=(k(1(x,y),1(y,x))) .

Tyto operace budu pouzivat pii zadavani vyrazi.

11



Po zadani téchto axiomu staci napsat sloZzeny vyrok v zavorkéach za P a spustit Mace4 s nastavenim

na dvouprvkové modely (to je pro logiku nutnost, pouze pravda a nepravda). Je vhodné pouzivat

pismena ze zacatku abecedy (je také vhodné pouzivat velka pismena).

A ted’ k jednotlivym vysledktim.

1.
2.

Pokud nevyjde zadny model, pak to znaci, Ze zadany vyraz nikdy neni pravdivy.

Pokud vyjde vice modeli, pak kazdy z nich je feSenim. O které jde feSeni, je mozné zjistit ve
vypisu modelt (ukazuji se zde hodnoty jednotlivych prvki).

Je-li pocet feseni roven 2%, kde X je pocet riiznych prvkid ve vyrazu, pak jde o tautologii. 2" je
totiZz pocet vSech moznych kombinaci a tedy maximalni pocet feSeni, a pokud je pro vSechny

moznosti  tento  vyraz pravdivy, pak je pravdivy vzdy. Naptiklad vyraz

P(e(e(A,B),e(n(A),n(B)))) umoziuje vytvoftit Ctyfi modely, a proto jde o tautologii.

Na podrobnou ukdzku jsem vytvofil tento vyraz:

P(e(d(A.B).e(n(A).n(C)))).

Vytvoii se ¢tyfi modely. Po pouziti isofiltru (moznost odstranit izomorfni modely a vypsat si urcité

prvky, operace apod.) dostdvame toto:

interpretation( 2, [number
function (A, [0]),
function (B, [0]),
function(C, [1])])
interpretation( 2, [number
function(a, [0]),
function (B, [1]),
function(C, [0])])
interpretation( 2, [number
function(a, [11]),
function (B, [0]),
function(C, [1])])
interpretation( 2, [number
function(a, [11]),
function (B, [1]),

function (C,

[(11)1).

1, seconds

2,seconds

3, seconds

4,seconds

0], I

Jediné, ¢im se tyto modely odliSuji jsou pravdivostni hodnoty prvkit A, B a C. Uvedeny vyrok je

pravdivy,

1. kdyz A a B jsou nepravdivé vyroky a zarovein vyrok C je pravdivy.

12



2. kdyz vyrok B je pravdivy a vyroky A a C jsou nepravdivé.
3. kdyz vyrok B je nepravdivy a vyroky A a C jsou pravdivé.
4. kdyz vyroky A, B a C jsou pravdivé.

Moznych feseni by bylo 23, ¢ili osm, takze nejde o tautologii.

Pokud chceme zjistit, kdy je vyrok nepravdivy, sta¢i pfipsat pfed P negaci (minus).

2.4.1 Jednoduchy axiom grupy

Dalsi ze zajimavych vyuziti programu Prover9 a Mace4 muize byt hledani co nejjednodussiho
axiomu. Na ukazku ukazu axiom grupy. Zde je jeden, ktery uvefejnil Kunen:
f(g(f(y,g(y))), f(£(g(y),2z),g(f(g(f(y,x)),z))))=x (Kunen 1995 cit zWos
2003: str. 281).

Zde je f binarni operace a ¢ je unarni operace, ktera k prvku piifadi jeho inverzni prvek. Ze

opravdu jde o grupu je schopen Prover9 dokazat.

13



3 Algebra

3.1 Relace a zobrazeni

Tato kapitola je pfedevsim potieba pro vysvétleni pojmul v kapitole polookruhy. Jedna se hlavné

vvvvvv

3.1.1 Relace (binarni)

3.1.1.1 Definice

Binarni relace R mezi mnozinami A, B je libovolna podmnozina R kartézského souc¢inu mnozin A,
B. Pro dva prvky a € A, b € B takové, ze (a,b) € R, piSeme téz aRb a ¢teme ,,prvek a je v relaci
s (prvkem) b* (Novotna 2004 str. 27).

Relace je tedy libovolné spojeni prvkll dvou mnozin do uspotraddanych dvojic. Toto spojeni obvykle
plni urcitd pravidla, kterd je mozno si zvolit. Napiiklad v kapitole o polookruzich bude hojné

uzivan pojem kongruencni relace. Relace mohou byt velice uzite¢né pro dikazy v algebfe.

3.1.2 Zobrazeni

3.1.2.1 Definice
Funkce F se nazyva zobrazeni tiidy A do tiidy B, jestlize Def* F = A a Im* F — B. Tuto skute¢nost
oznacujeme zapisem F: A — B nékdy téz uzivame F: a — b, ktery naznacuje, ze typickému prvku

acA je ptifazen prvek F(a) = beB* (Prochazka 1990 str. 17).

3.1.3 Homomorfismus, izomorfismus a endomorfismus

3.1.3.1 Definice

,Bud'te G, H dva grupoidy. Zobrazeni ¢: g — H se nazyva homomorfismus, jestlize pro kazdé dva
prvky x,y € G, plati @(xy) = o(X)@(y)“ (Prochazka 1990 str. 60).
Hlavnim znakem homomorfismu je tedy, Ze nezélezi na potfadi pouZiti operace a zobrazeni. Toto

plati pro vSechny operace. Dalsi definice pfimo navazuje. Zobrazeni ¢ je tedy homomorfismus:

! Def znadi definiéni obor
% Im od anglického slova image je obor hodnot zobrazeni

14



3.1.3.2 Definice

,Je-li ¢ bijektivnim zobrazenim mnoziny G na mnozinu H, pak ¢ se nazyva izomorfismus‘
(Prochazka 1990 str. 60).

A mame zde prvni potfebny pojem. Izomorfismus je tedy takové zobrazeni, kde pro kazdy prvek
Z prvni mnoziny je ptesné urcitelny prvek z druhé mnoziny (bijektivni zobrazeni). Tento vyraz byl
jiz zminén v popisu program Mace4. Pokud jsou dva grupoidy izomorfni a zaroven nejsou totozné,
pak pro kazdy prvek prvniho grupoidu existuje prvek druhého grupoidu. To znamend, Ze maji
pouze pichdazené nazvy (znacCeni) prvki. Protoze znaceni prvkl neni dilezit¢ (jde o prvky
mnoziny), pak takto vzniklé grupoidy mizeme povazovat za stejné. Isofiltr vyradi takto stejné

grupoidy. Totéz lze u isofiltru nastavit i pro konstanty.

3.1.3.3 Definice

,,Kazdy homomorfismus grupoidu G do sebe se nazyva endomorfismus grupoidu G* (Prochazka
1990 str. 60).

3.2 Struktury s jednou binarni operaci a jejich duilezité vlastnosti

3.2.1 Grupoidy

Grupoid je algebraicka struktura s jedinou bindrni operaci.

3.2.1.1 Definice

,,Neprazdna mnozina G opatfend binarni operaci se nazyva grupoid “ (Prochazka 1990 str. 51).

Konecné grupoidy je mozné zapsat Cayleyovou tabulkou. Zde je jeji nazorny ptiklad. V zahlavi si
sta¢i vybrat prvky, na které se operace vztahuje. Prvek z prvniho sloupce je zapisovan na levou
stranu operace a prvek z horniho fadku na stranu pravou. Pii pohledu na tabulku zjistime, ze
vysledek operace nemusi byt vzdy stejny. Znaceni operace se nékdy objevuje ve volném misté
V levém hornim rohu, naptiklad ,,+*. Takze, zde by to za pouziti znaceni plus pro tuto operaci

znamenalo 0+0=1, 3+3=0, 2+1=0 atd.

w NP O
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Kazda tabulka vytvaii ur¢itou operaci. Jedinym pozadavkem pro takto napsanou operaci je jeji
uzavienost. Uzavienost znamena, ze v tabulce jsou ve vysledcich pouze prvky, které jsou v zdhlavi
(prvky pivodni mnoziny). Tento pozadavek naptiklad nesplituje obycejné s¢itani na pfirozenych
¢islech mensich nez 5, protoze prvek vznikly souctem 4+2 jiz neni prvkem mnoziny, kterd je

Opatfena bindrni operaci.
3.2.2 Neutralni prvek

3.2.2.1 Definice

,Prvek e grupoidu G se nazyva levy (popi. pravy) neutrdlni prvek tohoto grupoidu, jestlize plati:

ea = a pro kazdé aeG; popiipadé

ae = a pro kazdé aeG.

Prvek e se nazyva neutrdlni prvek, je-1i souc¢asné levym i pravym neutralnim prvkem.* (Prochazka
1990 str. 52)

V piipadé pouziti multiplikativniho oznaceni operace lze hovofit o jednotkovém prvku ((1*x=x) &
(x*1=x)). Pokud pouZzijeme aditivni zapis, tak je mozné nazyvat neutralni prvek prvkem nulovym

((x+0=x) & (0+x=x)). Pro nazorné vysvétleni ukazu na tabulce.

| x 1 2 3
___+ ________
X | x1 2 3
111223
2 1 2x 10
31 3 3 x x

Zde je x neutralnim prvkem. Pfi pouziti binarni operace s neutralnim prvkem x bude vysledkem
vzdy druhy pouzity prvek.
3.2.3 Inverzni prvek

DalSim dalezitym pojmem je inverzni prvek k danému prvku.

3.2.3.1 Definice

,Necht' G je grupoid s neutralnim prvkem e. Prvek beG se nazyva levy (resp. pravy) inverzni (¢i
opacny) prvek k prvku aeG, jestlize ba=e (resp. ab=e). Je-li b soucastné levym i pravym inverznim
prvkem Kk prvku a, tj. ba=e=ab, pak b se nazyva inverznim prvkem k prvku a* (Prochazka 1990
str. 53).
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Inverzni prvek se tedy vyskytuje pouze v grupiodech s neutralnim prvkem. V tabulce se inverzni
prvek hleda dobfe, staci najit v tabulce neutrdlni prvek (ten byva obvykle znacen jednickou ¢i

nulou) a poté najit neutralni prvek ve vnitini ¢asti tabulky.

3.2.3.2 Definice

Grupoid, ktery ma ke kazdému prvku inverzni prvek, se nazyva grupoid s inverznim prvkem.

V piedchozi tabulce mame prvky X a 3, které jsou samy sob¢ inverznim prvkem, prvek 3 je navic
levym inverznim prvkem prvku 2. Prvek 2 je levym inverznim prvkem k prvku 1 a pravym
inverznim prvkem k prvku 3. Prvek 1 je pravym inverznim prvkem k prvku 2.

Jak je vidét z piedlozeného piikladu, pokud je prvek a levym inverznim prvkem k prvku b, tak
zaroven je prvek b pravym inverznim prvkem k prvku a.

Pokud se jednd o multiplikativni zépis, tak se inverzni prvek obvykle zna¢i jako a™. V piipadé

aditivniho zapisu se inverzni prvek da napsat jako —a.
3.2.4 Anihilujici prvek

3.2.4.1 Definice

,,Prvek z grupoidu G se nazyva levy (popt. pravy) anihilujici prvek, jestlize plati:

za = z pro kazdé aeG; popripade

az =z pro kazdé aeG.

Prvek, ktery je souCasné levym 1 pravym anihilujicim prvkem, se nazyva anihilujici prvek*
(Prochéazka 1990 str. 54).

V piipadé multiplikativniho zapisu se anihilujici prvek oznacuje jako prvek nulovy. V Cayeleyové
tabulce neni tézké tento prvek nalézt, protoze se opakuje na jednom celém sloupci a tadce.

V nasledujici tabulce je naptiklad anihilujici prvek 4.

DS w NP O

Tato tabulka ma jesté neutralni prvek (prvek 1), je asociativni a je komutativni.
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3.2.5 Kratitelny prvek

3.2.5.1 Definice

,Necht G je grupoid a bud’ a € G.

Rikame, Ze prvek a je zleva (resp. zprava) krdtitelny prvek grupoidu G, jestlize ab = ac (resp. ba #
ca), kdykoliv b # ¢ jsou prvky grupoidu G. Jestlize a je soucasné zleva i zprava kratitelny, pak

tikame, zZe a je krdtitelny prvek grupoidu G ** (Prochazka 1990 str. 54).

3.2.5.2 Definice

Pokud je kazdy prvek grupoidu G kratitelny, pak se grupoid G nazyva grupoid s kracenim.

V ptipadé, ze jde o grupoid s kracenim, se nesmi na zddném tadku ani sloupci zépisu do tabulky
opakovat jeden prvek dvakrat. To tedy pfimo vylucuje anihilujici prvek u grupoidu s velikosti vétsi

nez jedna, protoze tim kdyby se vynasobily dva rtizné prvky, vznikl by stejny (anihilujici) prvek.
3.2.6 Délici prvek®

3.2.6.1 Definice

,Necht' G je grupoid a aeG.
Je-li beG, pak fikame, Ze a déli b zleva (resp. zprava), existuje-li ceG tak, ze ac=b (resp. ca=b)*
(Prochazka 1990 str. 54).

3.2.6.2 Definice

Jestlize a déli kazdy prvek grupoidu, pak se jedna o délici prvek tohoto grupoidu.

3.2.6.3 Definice

Pokud je kazdy prvek grupoidu délicim prvkem tohoto grupoidu, pak se jedna o grupoid s délenim.

3.2.6.4 Tvrzeni

Pokud je grupoid s dé€lenim a s kracenim asociativni, pak jde o grupoid s neutradlnim prvkem.

¥ Definice pievzata z Prochazka 1990, dle Pravidel Geského pravopisu by bylo lepsi délici prvek.
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3.2.6.5 Dukaz

Pro vyhotoveni celého dikazu sta¢i kraceni zleva a déleni zleva. Problém je, Ze tento dikaz je

velice nepiehledny, a to 1 za pouziti funkce, kterd z celého diikkazu vytdhne jen tu nejdilezitéjsi ¢ast.

1 (all x all y all a (x !'=y ->a * x !=a * y)) #
label (non clause) # label (non clause). [assumption].

2 (all x all y exists a x * a = y) # label (non clause) #
label (non clause) . [assumption].

3 (exists 0 all a 0 * a = a) # label(non clause) # label (goal) #

label (non clause) # label (goal). [goal].

4 x * (y * z) = (x *vy) * z. [assumption].

5 (x *y) *z=x%*(y*z). [copy(4),flip(a)].

6 x =y | z *x !=2z*y # label(non clause). [clausify(1)].

7 x * fl(x,y) =y # label(non clause). [clausify(2)].

8 x * f2(x) != f2(x) # label (non clause) # label(goal) #
answer (non clause). [deny(3)].

10 x * (fl(x,y) * z) =y * z. [para(7(a,1),5(a,1,1)),flip(a)].
13 x * (y * £2(y)) != x * £2(y) # answer (non clause).

[ur (6,a,8,a)].

14 SF # answer (non_clause). [resolve (13,a,10,a)].

Na prvnich fadcich si Prover9 piepisuje vstupni informace. Ctvrty a paty fadek je asociativita
(pouze se otaci rovnost). Na sedmém tadku pocitacovy ditkaz vytvaii funkci fl, ktera je vlastné
délenim f1(x,y) = y/X. Dale na osmém fadku vytvaii funkci f2, ktera k potencionalnimu neutralnimu
prvku hleda protipriklad. Vytvaii tedy dikaz sporem. V desatém tadku pretvari sedmy radek, ktery
nejprve vynasobi z, a poté pomoci asociativity umisti z do zavorky. V ptedposlednim fadku pouziva
osmy fadek, kde zameéni y za X, a to celé pomoci kraceni vynasobi X. Z desatého a tfinactého fadku

nam vznikl spor, protoze z z desatého fadku je neutralnim prvkem.

Grupoid s délenim ma podobné vlastnosti pti zapisu do tabulky jako grupoid s kracenim. V zapisu
se musi v kazdém tadku 1 sloupci vyskytovat kazdy prvek. Kdyz se podivame na tabulku, vidime,
7e zde neni rozdil mezi grupoidem s kracenim a délenim. Pokud nesmi byt na jednom fadku ¢i
sloupci zadny prvek dvakrat, tak musi byt kazdy prvek tabulky zastoupen pravé jednou. Jaky je

tedy rozdil mezi grupoidem s kracenim a grupoidem s délenim?
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U konec¢nych grupoidt tento rozdil neni. Pokud vSak vezmeme v tivahu naptiklad obor pfirozenych
¢isel vzhledem k nasobeni, zjistime, ze tento grupoid je s kracenim, ale nemé kazdy prvek délici.
Jako druhy ptiklad si vezmeme grupoid celych vzhledem ke sCitani. Tento grupoid je s kracenim
I délenim. Pokud vsak pfidame dalsi prvek, ktery bude mit stejné vlastnosti jako nula (pouze pfi
seCteni tohoto prvku s jedni¢kou vznikne opét tento prvek), pak je v skoro kazdém tadku vzdy
jeden prvek dvakrat a nejde tedy o grupoid s kracenim. Déleni vSak grupoidu zistava, nebot’ na

kazdém tadku 1 sloupci stale bude kazdy prvek.

3.2.7 Kvazigrupa

3.2.7.1 Definice

,,Grupoid, ktery je soucasn¢ s kracenim i délenim, se nazyva kvazigrupa. Kvazigrupa s neutralnim
prvkem se nazyva lupa ““ (Prochézka 1990 str. 55).

Zde je priklad kvazigrupy (bez asociativity a neutralniho prvku).

w NP O

| 01 2 3
____I_ ________
0Ol 1023
110123
21 0213
310312
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Z tohoto ptikladu plyne, Ze pokud je grupoid s délenim, kracenim a délicim prvkem, nemusi byt

asociativni.

3.2.8 Idempotentni prvek

3.2.8.1 Definice
,Prvek a grupoidu G se nazyva idempotentni ¢ili idempotent, jestlize a=aa. Grupoid G se nazyva

idempotentni jestlize kazdy jeho prvek ma tuto vlastnost, tj. plati:

a=aa pro kazdé a € G” (Prochéazka 1990 str. 55).

3.2.9 Asociativita a komutativita

3.2.9.1 Definice

,Necht G je grupoid. Rikame, Ze G je asociativni grupoid neboli pologrupa, jestlize plati
nasledujici podminka, zvana téz asociativni zdkon:

a(bc) = (ab)c pro vSechna a,b,c € G

Dale fikame, ze G je komutativni grupoid, plati-li tvz. komutativni zdkon:

ab=Dba, pro vSechna a,b € G* (Prochazka 1990 str. 55).

V piipad¢ platnosti asociativniho zadkona nezalezi na uzavorkovani (Becvar 1989: str. 7). Pokud ma
pologrupa neutralni prvek, pak jde o monoid.

Komutativni zékon se pekné projevi v tabulce, ktera dostdva osovou soumérnost po diagonale.

w NP O

3.2.10 Grupa

3.2.10.1 Definice

,Kvazigrupa, ktera je soucasn¢ pologrupou, se nazyva grupa. Jinymi slovy, grupa je asociativni
grupoid s kracenim a délenim* (Prochazka 1990: str. 55).

Lze vsak najit také jinou definici.

13

,Mnozina G s bindrni operaci ,,.” se nazyva grupa, jestlize plati nasledujici axiomy:
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0] vab,ceG: (ab).c=a.(b.c),

(i) JleG VaeG:la=al=a,

(i) VvaeG3Ja'eG:a.a'=ala=1.

Jestlize plati jesté axiom

(iv) VabeG:ab=Dhba,

pak hovoiime o komutativni nebo Abelové grupé (Becvar 1989 str. 10).

Ptikladem Abelovy grupy miize byt s¢itani na oboru celych ¢isel nebo ndsobeni na oboru kladnych

racionalnich &isel.

3.2.10.2 Tvrzeni

Ob¢ vyse uvedené definice grupy jsou shodné.

3.2.10.3 Dukaz

Pomoci dikazu z kapitoly o délicim prvku zjistime, ze grupa podle prvni definice musi mit
neutralni prvek. A pomoci definice grupoidu s délenim neni tézké zjistit, ze ma i ke kazdému prvku
inverzni prvek. Shodnost definic je jest€ potfeba dokéazat opacné. Toto je dikaz, ktery na
asociativnim grupoidu s neutrdlnim a invertnim prvkem ke kazdému prvku dokazuje déleni.

1 (all x exists a x * a = 1) # label(non clause). [assumption].

3 (all a all b exists c a * ¢ = b) # label (non clause) #

label (goal) . [goal].

4 (x *vy) *z=x%* (y * z). [assumption].
6 1 * x = x. [assumption].

7 x * fl(x) = 1. [clausify(1)].

9 cl * x != c2. [deny (3)1].

10 x * (fl(x) * y) = y.
[para(7(a,1l),4(a,1,1)),rewrite([6(2)]),flip(a)].

11 $F. [resolve(1l0,a,9,a)].

Dukaz je celkem jednoduchy, nejprve se vypisi vSechny vstupni udaje a pak si je Prover9 upravuje,
az na tadku deset je slozi do rovnice, kde pomoci inverzniho prvku (funkce fl) nachazi pro
libovolné x a y prvek (f1(x)*y), takze nachazi vlastné definici déleni. Toto je dikaz pro déleni
zleva, ale pro déleni zprava je dikaz podobny.

Posledni co jesté schazi dokazat, je kraceni grupy z Prochazkovy definice. Zde je jednoduchy
dikaz:

a*x=a*y I*azleva (to je mozné, nebot’ se ob& ¢asti rovnaji)
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a'*(@*x)=a'*(a*y) /asociativita

1*x=1*y /A zde pomoci neutrdlniho prvku ziskdvame

X=Yy

Jde tedy o ditkkaz, ze v pologrup¢, kde je neutralni a inverzni prvek, je kraceni.

Pro nazornou ukazku zde je nejprve Abelova grupa a poté nekomutativni grupa. Mizeme si zde
jesté ovefit, ze kazda grupa ma neutrdlni a inverzni prvek ke kazdému prvku a ze ma kraceni

I déleni. VSechny tyto vlastnosti jsou na tabulce lehko pozorovatelné (k tomu jesté komutativita

Vv Abelové grupg¢).

| 01 2 3

—_— __|_ ________

0] 1032

110123

21 3210

312301
| 01 2 3 45
—_— _+ ____________
0] 1032514
11 012345
21 421503
31 530412
4 1 245130

3.2.104 Tvrzeni

Druhé definice grupy by se dala zkratit, a to v bodech dva a tfi. Pro sprdvné axiomy grupy by
stacila v kazdém tfadku pouze jedna rovnost. Uvedenou definici je tedy mozné zkratit:

Vab,c € G: (a.b).c=a.(b.c)

dl1eGVaeG:la=a,

VaeG Ja'eG:ata=1.

3.2.10.5 Dukaz

Zde je dikaz programu Prover9, ze predchdzejici axiomy jsou ekvivalentni s celou druhou definici.

Dukaz ma dveé ¢asti.

1 (all x exists a a * x = 1) # label(non clause). [assumption].
3 x * 1 =x # label (non clause) # label(goal). [goall.

4 (x *vy) *z=x%* (y * z). [assumption].

51 * x = x. [assumption].
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o fl(x) *» x = 1. [clausify(1)].

8 c2 * 1 != c2. [deny (3)].

9 fl1(x) * (x * y) = vy.
[para(6(a,l),4(a,1,1)),rewrite([5(2)]),flip(a)].

12 f1(fl(x)) * 1 = x. [para(6(a,1l),9(a,1,2))].

13 f1(fl(x)) * v = x * y. [para(9(a,1),%9(a,1,2))].

14 x * 1 = x. [back rewrite(12),rewrite([13(4)])].

15 SF. [resolve(l4,a,8,a)].

Na tadcich 1 az 5 vypisuje zadani (na fadku tii je cil). Na fadku 6 vytvari Prover9 funkci, ktera
vytvaii levy inverzni prvek. Poté Prover9 vytvaii na osmém fadku negaci cile, jde tedy opét o
dikaz sporem. Devaty tfadek je fadek Sesty vyndsobeny zprava y. Dvanacty fadek je predélany
devaty tadek, kde se za x dosadi fl1(X) a za y se dosadi X. Z toho vyjde za pouziti Sestého fadku
fadek dvanacty. Tiinacty fadek jen dokazuje, ze f1(f1(x)) = x. To je podrobnéji popsano v druhé
casti dikazu (popis k fadku tfinact). Pokud dokaZeme i toto, vznikd fadek ctrnact, ktery ma spor

S fadkem osm.

1 (all x exists a a * x = 1) # label(non clause). [assumption].
2 (all x exists a x * a = 1) # label(non clause) # label(goal).
[goal].

4 (x *vy) *z=x%* (y * z). [assumption].

51 * x = x. [assumption].

o fl(x) * x = 1. [clausify(1)].

7 cl * x !=1. [deny(2)].

9 fl(x) * (x * y) = y.

[para(6(a,l),4(a,1,1)),rewrite([5(2)]),flip(a)].

13 f1(fl(x)) * v = x * y. [para(9(a,1),9%9(a,1,2))].

19 x * fl(x) = 1. [para(l3(a,l),6(a,1))].

20 SF. [resolve(19,a,7,a)].

Znovu jsou V prvnich fadcich vypsany vstupni tdaje a znovu se na fadku Sest vytvaii funkce fl,
kterd zna¢i x*. Na fadku sedm se vytvaii negace cile, opét tedy jde o diikaz sporem. Radek devét je
pomoci asociativity pfeménény fadek Sest za pouziti neutralniho prvku. Na tfinactém tadku pretvari
devaty tadek, tak ze dosadi za x = f1(x) a zay = x +y. Z toho vyjde odstranéni jednoho neutralniho
prvku rovnice tfinact. Zde vSak musim pfiznat, Ze nerozumim piechodu na rovnici na fadku

devatenact, proto ji nahradim jednoduchym ,lidskym* dikazem. Sta¢i do Sestky dosadit za
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x = f1(x), a protoze mame na fadku tfinact dokazano, ze f1(f1(x)) = X, vyjde z toho ihned fadek
devatenact. Je mozné, Ze toto pouziva i pocitacovy diikaz, ale jisté to neni.

Samoziejme je mozna i druhd moznost, a to opacna:

Vab,c e G: (a.b).c=a.(b.c)

dl e G VaeG:al=a

VaeG3JateG:a a'=l.

Dulezité tedy je mit inverzni a neutrdlni prvek na stejné stran¢. Uvedenou definici nelze zkratit
takto:

Vab,c e G: (a.b).c=a.(b.c)

dl1eGVvVaeG:la=a

Vae G3JateG:a a’=l.

To dokazuje tento protiptiklad:

w N PO

Nejde o grupu, neni zde neutralni prvek.

3.3 Struktury s dvéma binarnimi operacemi

3.3.1 Obecné

V piipadé pouziti dvou binarnich operaci se obvykle jedna znaci aditivné a druhd multiplikativné.
Takto je mozné rozsifit nékteré definice, a to pfedev$im nulovy prvek. Nulovy prvek se takto da
definovat jako neutrdlni prvek vzhledem ke sc¢itani a anihilujici prvek vzhledem k nasobeni. Dalsi
prvek, ktery dostdva spojenim dvou operaci smysl, je nekone¢no. Nekone¢no je anihilujicim
prvkem pro s€itani i ndsobeni. Z téchto ditvodl je nutné davat si pozor, pro kterou operaci je dany

udaj napsan.
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3.3.2 Distributivita

3.3.2.1 Definice

Pro vSechny prvky a, b, ¢  platii a*(b+c)=(@*b)+(@*c) a soucasné
(b+c)*a=(b*a)+(c*a).

Toto je distributivni zakon. V algebie se pouziva napiiklad u okruhti. Distributivni zakon tedy

vytvaii vztah mezi dvéma operacemi.

3.3.3 Okruhy

3.3.3.1 Definice

,Mnozina R se dvéma binarnimi operacemi ,,+* a ,,*“ se nazyva okruh, jestlize plati nasledujici
axiomy:

Vab,c:(a+b)+c=a+(b+c)

Vab:a+b=b+a

0va:a+0=a

Vai(-a)a+(-a)=0

Vab,c:(@a*b)*c=a*(b*c)

Vab,c:a*(b+c)=(a*bh)+(a*c)

Vab,c:(b+c)*a=(b*a)+(c*a) (Betvar 1989 str. 13).

Okruh je spojeni dvou operaci distributivnim zakonem, kdyz jedna z operaci vytvaii Abelovu grupu
a druhd je svdzand asociativnim zakonem. Obvykle je operace vytvarejici Abelovu grupu scitani
a nasobeni je svdzano asociativnim zakonem.

Prikladem okruhii jsou napfiklad tyto Ciselné obory: cela c¢isla, raciondlni Cisla, redlna cisla

a komplexni cisla.

3.3.4 Polookruh

3.3.4.1 Definice

,Polookruh je neprazdnd mnozina s dvojici asociativnich operaci, kde nasobeni je oboustranné
distributivni vzhledem ke s¢itani (EI Bashir 2001 str. 277 volny pteklad).

Vice k definici i polookruhtim celkové je v kapitole polookruhy.
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3.3.5 Télesa

3.3.5.1 Definice

,Obecné telesem rozumime kazdou usporadanou trojici (T, *, °), kde T je aspon dvouprvkova
mnozina, *, ° jsou operace na T a plati (x, Yy, z € T):
(D x*y=y*x 1) x°y=y°x
@ (x*y)*z=x*(y*2), @2)(x°y)°z=x°(y°2),
B EAeMVX)0*x=x%x, 3)(FLeT)VX)1°x=X,
@D (VX)EFxeT)x*(x)=0,
@)Y (vxz0)@x*TeT)x°xt=0,
B5) (x*y)°z=(x°2z)*(y°2z)” (Novotna 2006 str. 27).
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4 Netradiéni vyuziti programu Mace4

4.1 SUDOKU

SUDOKU patii v dnesni dobé k nejoblibenéjsim hlavolamtim. Vzniklo pfiblizné v roce 1979 a jeho
autorem je Howard Garnsem. SUDOKU je hlavolam, ktery obsahuje devét Ciselnych tad 1 az 9.
Hlavolam SUDOKU je zadan do tabulky o rozmérech 9x9, kde se nachdzi devét cCtverct
o rozmérech 3x3, které se neptekryvaji (piiklady jsou nize). Néktera z Cisel jsou zadana a ostatni
ma fesitel pfi dodrzeni nasledujicich pravidel doplnit.

Zakladni pravidla SUDOKU jsou velmi jednoducha. To je asi divod, pro¢ jsou SUDOKU tak
oblibené. V zadném tadku, sloupci ani bloku se nesmi opakovat stejna Cislice, coZ znamena, Ze
volna pole se vypliuji tak, aby se Cislice (1 az 9) objevila pouze jednou v kazdé z deviti fad,

v kazdém z deviti sloupcti a v kazdém z deviti ¢tvereck.

Podminky, které utvaii tabulku kvazigrupy, mé piivedly na zajimavé vyuziti programu Mace4.
Pti pohledu na kvazigrupu jsem zjistil, Ze pfipomind SUDOKU. Rozhodl jsem se tedy pokusit se
resit hlavolam SUDOKU pomoci programu Mace4. SUDOKU zde budou vzdy s nulou misto
devitky. Pokud budeme definovat SUDOKU pouze jako kvazigrupu, pak chybi podminka, ze
v kazdém ¢tverci tiikrat tfi nesmi byt zadna Cislice dvakrat. Proto mize program Mace4 nalézt vice

moznych feSeni. Zde je pfiklad SUDOKU (prvni SUDOKU v ptilohéch).

86|32 5 4
5|141(11]3 0 8
811|3|6
3 10 8
2 817(3|4]6
6|1 5 7
3 6 0
1 4 3 6|2
0|8 4111213

Toto SUDOKU se mi podatilo vyfesit pomoci programu Mace4, ktery mi po vlozeni zadéni nabidl
dva mozné vysledky. Jejich rozdily jsem podtrhl. Zajimavé mize byt, Ze v nékterych mensich

Ctvercich jsou stejné.
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g[6[3[2]7[1]5]0]4
5|al1|3|6]0|7]2]8
7lol2]s5]als|1[3]6
al3[7[1]ol6l2]8]5
2|58l 7[3]a]6]1]0
6|1(ols8|2]5|4]7]|3
3|2[s5]6[s[7]o]4a]1
1]7[4]o[5[3[8]6]2
o|lslelal1]2]|3]5]7
g|6[3|2]7[1]5]0]4
5|/al1|3(6]0|7]2](8
alolzls5]2sl1[3]6
713]2]1]ol6l4a|8]5
2|5(8|7[3]2]6]1]0
6|1(ol8|4]5|2]7|3
32568 7]o]4]1
1]7[4]o[5[3[8]6]2
o|lslelal1]2]|3]5]|7

Druhy vysledek vSak nesplituje podminku o ¢tvercich.

Vyfesené SUDOKU ma vloZeno 42 ¢islic a fadi se k jednodus§$im SUDOKU. Obtiznost SUDOKU
na poctu vlozenych ¢&islic pfili§ nezavisi. Na to poukazuje dalsi pfiklad. SUDOKU, kde bylo
Ctyficet Cislic, se podafilo vyfeSit pouze s jednim nalezenym feSenim (druhé SUDOKU
v ptilohach). Pro SUDOKU s tficeti Cisly (tfeti SUDOKU v piilohdch) na zac¢atku mi vSak program
nabidl 3268 moznych feSeni. Zde to SUDOKU je:
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Poté se mi osmi nerovnicemi (vzdy jsem nasel ve stejném ctvereCku dvé stejné Cislice, jednu ze
zadani, druhou jsem zakézal) podafilo snizit pocet na 29, z nichz jsem nasel hledané SUDOKU.
Ptesto vSak je toto hledani velmi zdlouhavé, a proto ho neni mozné doporucit.

Rozhodl jsem se vytvofit podminku, které neumozni, aby se stejné Cislo opakovalo v malych

¢tvercich. S touto podminku je mozné vyiesit libovolné SUDOKU bez nutnosti dalSiho

provérovani.
s (0)=0.
s(1)=0.
s (2)=0.
s(3)=1.
s(4)=1.
s(5)=1.
s(6)=2.
s(7)=2
s (8)=2

(s(x)=s(y)&s(u)=s(v)&(x!=y | ul=v))->x*ul=y*v.

Zustava zde vsak jeden problém, potiz je s prepisem SUDOKU do formy, kterou Mace4 dokaze
precist. Nejjednodussi zptisob je nechat si piepsat jiz vyfeSené SUDOKU do formy cooked a zde
pfepisovat Cisla, kterd jiz jsou zapsand, a mazat ¢isla, kterda v SUDOKU chybi. To znamena projit

81 radki a kazdy minimalné zkontrolovat.

4.1.1 Algebraické vlastnosti SUDOKU

U hlavolamu SUDOKU jsem vS$ak mohl zadat dal$i podminky, které by mohly zazit pocet feSeni.
Pro dalsi text je tfeba si uvédomit, Ze SUDOKU zaddvam pomoci operace nasobeni, a proto jsou
soufadnice, které budu uvadét, shodné se zapisem operace. Tedy soutadnice [2,5] znamend vlastné
pole 2 * 5.

SUDOKU neni komutativni. Pokud by bylo, pak by nemohlo spliiovat pravidlo s malymi ¢tverci.
Naptiklad prvky se soufadnicemi [0,1] a [1,0] by musely byt stejné a pritom lezi ve stejném ctverci.
Dalsi podminku, kterou jsem mohl zadat je, ze SUDOKU nema neutralni prvek. Pokud by totiz byl
jeden prvek a neutralni, pak na soufadnici [a - 1,a] a soufadnici [a,a — 1], kde bude ¢islo a — 1, ¢i
soufadnicich [a + 1,a] a [a,a + 1], s ¢islem a + 1 budou ve stejném c¢tverci (pokud jedna ze
soufadnic neni moznd, pak zbyvajici dvojice lezi ve stejném ctverci). Dal§i podminkou je, Ze

SUDOKU neni asociativni. To jiz neni vidét na tabulce a ani to nejde jednoduse dokazat pies
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Prover9, protoze tento program dokazuje pro vSechny velikosti modelll a ne jenom pro ty s deviti
prvky. Existuje vSak jednoduchy dikaz, ktery je uveden v kapitole Algebra. Jde o dikaz, ze pokud
je kvazigrupa asociativni (grupoid s krdcenim a dé€lenim), pak musi mit neutrdlni prvek. Ten vSak

SUDOKU mit nemuze.

4.2 Zebry

Zebra je hlavolam, ktery se obvykle zadava slovnég. Jde vlastné o urcity typ hadanky. Zde je piiklad
(z internetové stranky http://www.cz-milka.net/logicke-hadanky/skvely-fotbal/ z 26. 12. 2011), na

kterém se pokusim zebry blize popsat:

SKVELY FOTBAL

P&t hrach hraje v riiznych muzstvech na riznych pozicich a mé rizn€ barevné dresy.

Hra¢ Carolina Panthers ma fialovy dres.

Samuel neni zadni uto¢nik, kfidelni uto¢nik hraje v muzstvu Dallas Cowboys.
Obrance ma zluty dres, Claude hraje za Dallas Cowboys.

Utoénik nehraje za Green Bay Packers.

David nehraje za Oakland Raiders, Samuel je v ¢erném.

Stfedni obrance je z Oakland Raiders, David hraje ve Zlutém.

Victor je z Cleveland Browns a nenosi modry dres.

Bill je uto¢nik a hraci Cleveland Browns nosi ¢ervené dresy.

Urcete dres, druzstvo a postaveni kazdého hrace.

Stejné jako tato zebra maji 1 ostatni zebry urcity pocet postav, ke kterym se pfifazuje stejny pocet
pfedméta (vlastnosti apod.) s tim, ze ke kazdé postavé patii vzdy pouze jeden predmét. Poté se
kratkymi udaji spojuji dané udaje, ¢i se dané spojeni vylucuje. Kazda zebra by méla mit pouze

jedno fesent.

4.2.1 Jak resit zebry pomoci programu Mace4

Nejprve je dobré zaménit dané pfedméty za Cisla. Zde jsem vypsal vSechny Udaje a pfifadit jim
V tomto potadi ¢isla 0 az 4.
Tym: Carolina Panthers, Dallas Cowboys, Green Bay Packers, Oakland Raiders, Cleveland Browns

Dres: fialovy, zluty, ¢erny, modry, Cerveny
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Pozice: zadni uto¢nik, kfidelni Gto¢nik, obrance, itoc¢nik, stfedni obrance

Jméno: Samuel, David, Viktor, Claude, Bill

Poté jsem piepsal podminky:

druzstvo (x)=0 -> dres (x)=0.

o

jmeno (x)=0 -> pozice(x)!=
pozice (x)=1->druzstvo (x)=1.
pozice (x)=2->dres (x)=1.
pozice (x)=3->druzstvo (x) !=2.
jmeno (x)=1->druzstvo (x) !=3.
jmeno (x) =0->dres (x)=2.
pozice (x)=4->druzstvo (x)=3.
jmeno (x)=1->dres (x)=1.

Jjmeno (x) =2->druzstvo (x)=4.
jmeno (x)=2->dres (x) !=3.
jmeno (x)=3->druzstvo (x)=1.
Jjmeno (x)=4->pozice (x)=3.

druzstvo (x)=4->dres (x)=4.

Chybi jesté posledni krok:
jmeno (x) =x.
To upevni jméno jako zéklad a poté k nim piiklada dal§i udaje. Tim se vylouci vice feSeni se
zaménou Cislic.
Poté staci pouze spustit Mace4 nastavenou na modely s péti prvky.
function(dres( ), [2,1,4,3,01),

function (druzstvo( ), [3,2,4,1,0]),

function (jmeno( ), [0,1,2,3,4]),

function (pozice( ), [4,2,0,1,3]1)]).
Ted’ staci pouze spojit vSechny prvni prvky a po ptepisu jmen zjistime, Zze Samuel ma cerny dres
a hraje stiedniho obrance Oakland Raiders. Stejné spojime i ostatni prvky a mame vyfeSenou celou
zebru. David ma Zluty dres a hraje obrance u Green Bay Packers. Viktor ma ¢erveny dres a hraje na
pozici zadniho Uto¢nika u Cleveland Browns. Claude m4 modry dres a hraje na pozici kiidelniho

utocnika u Dallas Cowboys. Bill m4 fialovy dres a hraje na pozici uto¢nika u Carolina Panthers.

vvvvvv
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5 Polookruhy

Neexistuje jednotna definice polookruhii. Jedna z definic tvrdi: Polookruh jsou dvé asociativni
operace, kde nédsobeni je oboustranné distributivni vzhledem ke s¢itani. Prochazka (1990) k této
definici pridava jesté, ze scitani je komutativni s neutralnim prvkem. Druhd definice polookruhu se
od definice okruhu li$i pouze tim, Ze polookruh nevyzaduje neutralni prvek u nasobeni a inverzni
prvek u scitani. Kazdy okruh je tedy polokruh. Prvni zminky o polookruzich se vyskytuji na
prelomu 19. a 20. stoleti. Definice polookruhti, kterou jsem si pro svou praci vybral, je pouzivana
ve Clancich uvefejnénych v Journal of Algebra a v Journal of Algebra and Its Aplications, ze
kterych jsem piedevsim Cerpal. Tyto definice jsou Vv anglicting, proto né¢kdy uvadim anglicky nazev
do zavorky. Polookruhy nejsou tak pouzivané jako okruhy a jsou spise okrajovou oblasti algebry.

Polookruhy se pouzivaji v aplikované matematice.

5.1 Konec¢né jednoduché polookruhy

Ma prace se zamé&fuje na kone¢né jednoduché polookruhy (finite congruence-simple semirings).

5.1.1 Kongruencni relace (congruence relation)

X2y —>(C+X~C+Yy)

X~y —> (X+C=ay+cC)

X2y > (C*x~c*y)

X2y —>(X*Ccay*c)

X X

X~y =Y ~X

x=y)"(y~2) > (x~2)

Vsechny jednoduché polookruhy maji pouze relaci vsech prvkia se vSemi prvky, anebo kazdy prvek
sdm se sebou. Tyto polookruhy maji kazdy prvek vyjimecny a neda se tedy vice prvkll nahradit
jednim. Tato vlastnost jde pozorovat i na tabulce. Pokud se v fadcich a sloupcich nekterych prvkl
opakuji pouze ty stejné prvky nebo je jejich vysledek pro vSechny stejny, pak tyto prvky jsou

V kongruencni relaci. Timto se jednoduché polookruhy stavaji jakymsi stavebnim kamenem, lze

vvvvvv

peti) na nezapornych celych c¢islech. To neni jednoduchy okruh, protoze vSechna ¢isla se stejnym
zbytkem po déleni se chovaji stejné. Pokud vSak zaddme operaci modulo 5 na nezaporna disla,

ktera jsou mensi nez 5, pak se jedna o jednoduchy okruh.
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5.2 Dosavadni vyzkum v oblasti jednoduchych polookruhu

Tyto polookruhy se zdaji ve srovnani s okruhy a grupami velice neprozkoumané. Prvni
charakteristika byla uvefejnéna az v roce 2001 (El Bashir 2001). V tomto ¢lanku se pozornost také
zam¢iovala na komutativni konecné jednoduché polookruhy. Byly nalezeny tyto dvouprvkové

komutativni polookruhy.

+ 0 1 0 1 + 0 1 0 1
0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1
0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1
Zs
1 - 1
0 1
1 0 1 1 1 1

,,Pro polookruh S jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:
e S je kone¢ny jednoduchy polookruh.
e S je koneény a ideal-simple.
e Sjeizomorfni k jednomu z nasledujicich polookruhti:
= dvouprvkové polookruhy 7, Z, Z3 Z, & Zs;
= konecné téleso;
= okruh, kde vysledek nasobeni je vzdy nula a jeho velikost je prvocislo;
=  polookruh (polotéleso) V(G), které je definované nize, G je konecna
Abelova grupa“ (EI Bashir 2001 str. 303 volny preklad).
Ideal-simple je shodné s bi-ideal-simple. Jedna se o netrivialni polookruh S, ktery ma pouze jeden ideal |
s velikosti vét§i nez dva. Tedy S = | (Flaska 2005).
Je-li podmnozina | polookruhu S ideal, pak (S+1) U SI U IS < | (Flaska 2005).

5.2.1.1 Definice
KdyZ je nasobeni kone¢na Abelova grupa G a V(G) = G u{a} znaci vztah mezi G a V(G) tak, ze
plati x * a =a * x = a pro vSechna x € V(G). S¢itani se definuje na V(G) podle pravidel:

X + X =X, X + y=a pro vSechna X,y € V(G) s podminkou x # .
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5.2.2 Aditivne komutativni konec¢né jednoduché polookruhy

Na tento vyzkum navazuje Ch. Monico (2004), ktery charakterizuje aditivné komutativni kone¢né
jednoduché polookruhy (additively commutative finite congruence-simple semirings), tedy

polookruhy, které nemusi byt multiplikativné komutativni.

5.2.2.1 Tvrzeni

LAU = {1,2,...m}, A={1,2,...,n}, aP = (pij) je n x m matice a prvky 1 a 0 jsou v ni umisténé tak,
ze v zadném tadku ani sloupci nejsou pouze nuly, a ze nejsou dva fadky stejné a ani zadné dva
sloupce nejsou stejné. 5 = (I x A) U {0} a je definovana binarni na S, tak, Ze:

(i,A) - (J,u) = (iLu) jestlize pA4j = 1, jinak plati (i, 4) - (j,u) =0, Stim, Ze pro oo plati:
(LA) o= ([ i)=cw =0,

Pak S je jednoduchy polookruh s po¢tem prvki mn + 1. Kazdy kone¢ny jednoduchy polookruh

S anihilyjicim  prvkem u nasobeni je izomorfni kjednomu takto sestrojenému‘

S + 5= {=}*(Monico 2004 str. 853 volny preklad).

5.2.2.2 Tvrzeni 2
At S je kone¢ny aditivné komutativni jednoduchy polookruh, pak plati jedno z nasledujicich:
(1 Ish=2

[.Fq} pro n&jaka konecna téleso Faa n&jaka ™ = 1.

) 5 = Mat_
(3) Sje okruh, kde nasobeni je vzdy nula a jeho velikost je kone¢na a rovnad prvocislu (zero
multiplication ring of finite prime order);

(4) S je aditivné idempotentni;

(5) (S,.) je pologrupa jako v tvrzeni 2 s anihilujicim prvkem * €535 = 5= JE"—“}“(Monico 2004
str 853 volny preklad).

K tomu ukazuje, ze jsou vzhledem ke sc¢itani komutativni a idempotentni kone¢né jednoduché

polookruhy, které nejsou komutativni vzhledem k nasobeni (Monico 2004 str. 854):

+1la 1 b .la 1 b
ala 1 b ala a b
1{1 1 b 1la 1 b
b{b b b bla b b

Nepodatilo se mu vSak sestrojit dalsi takovéto polookruhy. Proto jsem se rozhodl na tuto praci

navazat za pomoci programu Mace4. PfedevS§im jsem se zaméfil na polookruhy, které jsou vici

35



nasobeni nekomutativni, maji idempotentni prvek ke scitani, maji neutrdlni prvek u nasobeni

a s¢itani a anihilujici prvek u s¢itani.

5.2.3 Aditivné komutativni konec¢né jednoduché polookruhy s nulou

V roce 2008 J. Zumbrigel dokazal uplné popsat aditivné komutativni kone¢né jednoduché polookruhy
s nulou (additively commutative finite congruence-simple semirings with zero). Toho docilil, kdyz
dokazal souvislosti mezi jednoduchymi polookruhy a hustymi podpolookruhy okruhi
endomorfismi  kone¢nych idempotentnich komutativnich monoidii (dense subsemirings of
endomorphism rings of finite idempotent commutative monoid), kde husty podpolookruh je

definovan nasledovné:

5.2.3.1 Definice

,Necht M je idempotentni komutativni monoid. Podpolookruh S < End(M) je nazyvan husty
(dense), jestlize pro vSechna a, b € M endomorfismus e,, € End(M). Kde e,p je definovano
nasledovné: Pokud x + a =a (x € M), pak e,p(x) = 0. Pokud x + a # a pak e,p(X) = b* (Zumbragel
2008 volny pieklad).

5.2.3.2 Tvrzeni

,Necht' R je konec¢ny polookruh s nulou, ktery neni okruh, pak nasledujici je ekvivalentni:
(1) R je jednoduchy.
(2) IR| £ 2 nebo R je izomorfni k hustému podpolookruhu S < End(M), kde (M,+) je
kone¢ny idempotentni komutativni monoid* (Zumbragel 2008 volny pieklad).
Pomoci nalezeni této spojitosti se podafilo najit velikosti téchto polookruht. Z tohoto ¢lanku jasné
vyplyva, Ze pokud bude mit mnou hledany polookruh nulu, pak jeho nejmensi netrividlni velikost

bude 6. Dalsi budou s velikosti 16 a poté 20. To byla velice uzite¢na informace pro mé hledani.

5.3 Hledani dalSich koneénych jednoduchych polookruh

Na tyto ¢lanky jsem se rozhodl navézat vlastnim vyzkumem. PfedevS§im proto, Ze Ch. Monico
nalezl jednoduchy polookruh, ktery neni multiplikativné komutativni a nepovedlo se mu nalézt
dalsi. K tomu mi pomahal program Mace4, ktery byl vytvofen v roce 2005, a je tedy mladsi nez

Monicovy ¢lanky.
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5.3.1 Podminka

Nejdulezitéjsi ¢asti prace bylo vytvofit spravnou podminku na hledani polookruhti. Zakladni
definice polookruhll neni samoziejmé problém (asociativita s¢itani a nasobeni a distribuvita), ale
poté jsem musel spravné vybrat z ¢lankt dalsi podminky. Jisté hledam aditivné komutativni
polookruh. Z ¢lankt Ch. Monica je ziejmé, ze mnou hledané polookruhy budou také aditivné
idempotentni. Pokud chci navazat na vyzkum Ch. Monica, nesmim také zapomenout na
nekomutativitu nasobeni. Jednoduchost polookruhu jsem se rozhodl zajistit zkouskou kazdého
polookruhu z nalezenych na podminkach kongruen¢ni relace.

K témto podminkam jsem jeSté¢ piidal nulovy prvek u scitani, jednotkovy prvek u nasobeni
a anihilujici prvek u scitdni. Tyto podminky maji za cil zredukovat pocet nalezenych modela
(odstranovat izomorfni polookruhy). Isofiltr totiz 1ze spustit az po nalezeni modelt a kvili tomu
pocet modelil, které musi program najit, stoupa obrovskym tempem a jejich hledani trva neunosné

dlouho a i pocita¢ ma s témito daty problém.

5.3.2 Nalezené polookruhy

Chtél jsem hledat netrividlni polookruhy, a proto jsem zacal své hledani na tfiprvkovych
polookruzich. Nasly se cCtyfi polookruhy, a po pouziti isofiltru zlstal polookruh, ktery nasel
Monico, a jesté jeden k nému dudlni. Mé osové soumérné nasobeni podle diagonély. Poté jsem
zacal zkoumat polookruhy s ¢tyfmi prvky. Téch se bez isofiltru naslo 24 a po pouZiti isofiltru jich
zustalo 10. Ani jeden z nich vSak nespliiuje podminky jednoduchého polookruhu. Déle pfisly na
fadu polookruhy s péti prvky. Téch proslo 528 a isofiltr jich ponechal 86. Uz zde jsem si zacal
fikat, ze kontrola podminky, kterou jsem musel délat u kazdého nalezeného polookruhu zvIast, trva
dost dlouho. Zadny z téchto polookruhii nebyl jednoduchy. Pokracoval jsem s polookruhy s Sesti
prvky. Zde mél alespon jeden jednoduchy polookruh byt (Zumbragel 2008). Bez isofiltru proslo
21768 modelu a isofiltr jejich pocet zredukoval na 1004. Vsechny tyto polookruhy jsem musel
jednotlivé prendset k podminkam relace a kontrolovat je. Ve vysledku jsem nalezl dva jednoduché
polookruhy. Jeden polookruh mél nulovy prvek, ale jeden ho nemél. Do dalSich polookruhti s vice
prvky jsem se uz nepoustél. Sance na uspéch by byla velice mald vzhledem k mnoZstvi
vynalozeného Casu. Jistotu, ze existuje hledany polokruh, bych mél az pti hledani polookruhu
s Sestnacti prvky (Zumbragel 2008). Rozhodl jsem se ale zkusit vytvofit podminku, ktera by

omezila mnozstvi vzniklych polookruhii.
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5.3.3 Podminka ,zakaz kongruencni relace mezi dvojici prvku*

Podminku pro jednoduchost polookruhu se mi nalézt nepodatilo. Kongruenéni relaci totiz nelze
zcela odstranit, protoze dvé kongruencni relace ma kazda neprazdnéd algebraicka struktura. Ze
stejného diivodu mi nesSla kongruencni relace ani jinak omezit. Podafilo se mi vSak vytvofit
podminku, ktera vylucuje kongruenc¢ni relaci mezi dvojici prvka. To mi velice zuzuje pocet
vytvofenych modeld, ale i tyto modely poté musim jesté zkontrolovat se zakladnimi podminkami

relace. Zde uvadim podobu této podminky:

all x all y (exists z
((x=y) | ((((xt+z)!=(y+z)) & (((x+zl=y) | (ytz!=x)) & ((x+tz!=x)
| (y+z!l=y)))

| (((x*z)!=(y*z)) & ((x*z!l=y) |
(y*z!=x)) & ((x*z!=x) | (y*z!=y)))

I (((zFx) I=(z*y)) & ((z¥xl=y) |
(zFyl=x)) & ((z*x!=x) | (z*y!=y))))))).

S touto podminkou se mi podafilo ve velmi kratkém case najit polookruh, ktery nalezl Monico.
Nové vznikld podminka u tfiprvkového polokruhu zajistuje, Ze je jednoduchy. Poté jsem zacal
hledat mezi polookruhy s ¢tyimi prvky. Téch bylo nalezeno bez isofiltru 32 768 a po jeho pouziti
zustaly Ctyfi polookruhy. To v porovnani s hleddnim bez této podminky sice nalezne vice modeld,
ale po pouziti isofiltru jich zlstane méné. Jak je to mozné? Tato podminka totiz vytvaii vlastni
funkci, kterd miize mit vice podob, a pro kazdou funkci se musi vytvofit dalsi izomorfni polookruh.
Opét Zadny z nalezenych nebyl jednoduchy. Vznikaly zde i relace tfi prvkd, které podminka jiz
nezachyti. KdyZ jsem se rozhodl prozkoumat polokruhy s vice prvky, nastal zde problém, pocet
izomorfnich feSeni zacal netinosné narustat. Tuto zatéZ nebyl pocita¢ schopen zvladnout. Z tohoto
divodu se neosvedcila ani tato podminka, ktera je sice pro polookruhy s velikosti 3-5 vhodna, ale

pro vétsi se ukazala nepouZitelna.

5.3.4 Jednoduchy polokruh s nulou

Zde udavam podobu polookruhu s Sesti prvky a nulou, ktery nalezl Zumbragel (2008).

_|_

| 01 2 3 45

____I_ ____________

01 012345
117111115

21 212 345
31313315

4 |1 414145
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555555
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012345

000O0O0CO
020023
032323
0 545145

5.3.5 Nalezeny jednoduchy polookruh s nekonecnem

Tento polookruh ma stejny anihilujici prvek u s¢itani a nasobeni.

_|_

012345

012345

000335
0 35355
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6 Zaver

V mé roCnikové praci se mi povedlo netradicné ukdzat zdklady algebry pomoci pocitacovych
programti Mace4 a Prover9. VSechny informace jsem se pokusil pfiblizit na tabulce. Dle mého
nazoru mohou tabulky nabidnout zcela jiny pohled. Pfi svém studiu jsem se s ukazkou vlastnosti na
tabulce moc nesetkdval. Mozna je to z divodu n¢kdy matouciho vyznéni téchto tabulek, na které
jsem narazil u grupoidi s kracenim a grupoidd s délenim.

Poté jsem tyto poznatky pouzival v jednoduchych dukazech, které vytvari Prover9. Vytvotené
dikazy jsem se naucil Cist a podrobné je popisuji. Vytvorené ditkazy nejsou zadné novinky,
piedevsim se jedna o vlastnosti grupy.

Programy Prover9 a Mace4 jsem se naucil pouzivat na zdkladni Grovni. Zajimavé je, ze jsem
pouzival vice program Mace4, ktery mél byt pouze pomocny k programu Prover9.

Vyuziti programii Mace4 a Prover9 pro lusténi SUDOKU nebo hlavolamii Zebra je zajimavé, ale
nevidim pro né dalsi vyuziti. Na to je jejich zadavani pfili§ zdlouhavé. Maji slouzit k bliz§imu
poznani moznosti, které tyto programy nabizeji.

Ziskal jsem také zakladni poznatky o algebte, které jsem poté uplatnil v nejdilezitéjsi ¢asti prace,
ve které se mi podafilo navazat na dosavadni vyzkum v oblasti polookruhd.

Vyhledavani konecnych jednoduchych polookruhli bylo uspéSné. Nalezl jsem zcela novy
netrivialni jednoduchy aditivné komutativni polookruh s nekone¢nem. Tento polookruh otvira zcela
nové moznosti v oblasti polookruhti, kde se zatim podafilo podrobné popsat pouze jednoduché
aditivné komutativni polookruhy s nulou. Mnou nalezeny polookruh s nekone¢nem mtize pomoci

nalézt cestu k iplnému popsani jednoduchych polookruhi.
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8 Prilohy
8.1 Prilohy ke kapitole Pouzité programy
8.1.1 Tabulka logiky

n(0) = 1.
n(l) = 0.

= O R

(1(x,1(y,x))
(1 (1 (n(X) n (
(1(i(x,1(y,z
P(x)&P(i(x,y
-P

8.1.3 Tautologie

8.1.3.1 Vstup
P(i(x,1(y,x))
P(i(1i(n(x),n(
P(1(i(x,1(y,z
(P(x)&P(1(x,y
-P(0).

P(e(e(A,B),e(n(A),n(B)))).

8.1.3.2 Vystup (pouze vyroky A a B)

interpretation( 2, [number = 1,seconds = 0], [
function(a, [01),
function (B, [0])]).
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interpretation( 2, [number = 2,seconds = 0], [
function(a, [0]),
function (B, [1])1).

interpretation( 2, [number = 3,seconds = 0], [
function(a, [11]),
function (B, [0])1]1).

interpretation( 2, [number = 4,seconds = 0], [

)
)
[
function(a, [1])

function (B, [1])
% isofilter output A
seconds.

8.1.4 Vyraz P(e(d(A,B),e(n(A),n(C)))).

)
B: input=4, kept=4, checks=1l, perms=1, 0.03

8.1.4.1 Vstup

P(i(x,1i(y,x))).
P(i(i(n(x),n(y)),i(y,x)))
P(1(i(x,1i(y,z)),1(i(x,y),1(x,2))))
(P(x)&P(1(x,y)))->P(y).

-P(0).

8.1.4.2 Vystup

interpretation( 2, [number = 1,seconds = 0], [
function(aA, [0]),
function (B, [0]1)]).

interpretation( 2, [number = 2,seconds = 0], [
function (A, [0]),
function (B, [1])]).

interpretation( 2, [number = 3,seconds = 0], [
function(aA, [1]),
function(B, [0]1)]).

interpretation( 2, [number = 4,seconds = 0], [
function(aA, [1]),
function (B, [11)])

% isofilter output A B: input=4, kept=4, checks=1l, perms=1, 0.01

seconds.
8.2 Prilohy ke kapitole Algebra
8.2.1 Dikaz tvrzeni neutralniho prvku

8.2.1.1 Vstup
Assumptions:



X*¥(y*z)=(x*y) *z.

all x all y all a (x !'=y > a * x !'=a * y).
all x all y exists a x * a = y.
Goals:

exists 0 all a 0 * a = a.

8.2.1.2 Vystup

& ———————- Comments from original proof --—-———--——-
Proof 1 at 0.05 (+ 0.06) seconds.

Length of proof is 11.

Level of proof is 3.

Maximum clause weight is 11.

Given clauses 4.

o® 0@ o° o°

o\

1 (all x all y all a (x !'=y ->a * x !=a * y)) #
label (non clause). [assumption].

2 (all x all y exists a x * a = vy) # label (non clause) .
[assumption].

3 (exists 0 all a 0 * a = a) # label(non clause) # label(goal).
[goal].

4 x * (y * z) (x * vy) * z. [assumption].

5 (x *y) *z=x%*(y* z). [copy(4),flip(a)].

6 x =y | z *x !=2z %y, [clausify(1l)].

7 x * fl(x,y) = y. [clausify(2)].

8 x * f2(x) != £f2(x) [deny (3)].

10 x * (fl(x,y) * z) =y * z. [para(7(a,1),5(a,1,1)),flip(a)].
13 x * (y * £2(y)) !'= x * £2(y). [ur(6,a,8,a)].

14 SF [resolve (13,a,10,a)].

8.2.2 Definice grupy

8.2.2.1 Vstup

Assumptions:

(x*y) *z=x*(y*z) .

X*1=x.

1*x=x.

all x exists a (x*a=1)

all x exists a (a*x=1)

Goals:

all a all b exists ¢ a * ¢ = b.

8.2.2.2 Vystup

5 ———————- Comments from original proof —--------
Proof 1 at 0.05 (+ 0.05) seconds.

Length of proof is 8.

Level of proof is 3.

Maximum clause weight is 11.

Given clauses 4.

o® 0© o o°

o\

[EY

(all x exists a x * a = 1) # label(non clause). [assumption].

45



3 (all a all b exists ¢ a * ¢ = b) # label(non clause) #

label (goal) .
4 (x * vy) * z

[goall].

=x * (v * z). [assumption].
[assumption].
1.

61 * x = x

7 x * fl(x) = [clausify(1l)].

9 cl * x != c2. [deny (3)].

10 x * (fl(x) * vy) = vy.
[para(7(a,1),4(a,1,1)),rewrite([6(2)]),flip(a)].
11 SF [resolve (10,a,9,a)].

8.2.3 Zkraceni definice grupy

8.2.3.1 Vstup

Assumptions:

all x exists a (a*x=1).
(x*y) *z=x*(y*z) .

1*x=x.

Goals:

X * 1 = x.

all x exists a (x*a=1).

8.2.3.2 Vystup

5 ———————- Comments from original proof --------

0\©

Proof 1 at 0.03 (+ 0.05) seconds.
Length of proof is 11.

Level of proof is 5.

Maximum clause weight is 11.
Given clauses 6.

o o o°

o°

1 (all x exists a a * x = 1) # label(non clause). [assumption].
2 x * 1 = x # label(non clause) # label(goal). [goall].
4 f1(x) * x = 1. [clausify(1)].

5 (x *y) *z=x* (y * z). [assumption].

61l * x = x. [assumption].

7 cl * 1 != cl. [deny (2)].

9 fl1(x) * (x * y) = vy.

[para(4(a,1),5(a 1,1)),rewrite([6(2)]),flip(a)].

10 f1(fl(x)) * 1 = x. [para(4(a,1),9(a,1,2))].

13 f1(fl(x)) * v = x * y. [para(9(a,1),9(a,1,2))].

14 x * 1 = x. [back rewrite (10),rewrite([13(4)])].

15 SF. [resolve(l4,a,7,a)].

Druhd& cast dukazu:

T - Comments from original proof --------

o\

Proof 2 at 0.03 (+ 0.05) seconds.
Length of proof is 10.

Level of proof is 5.

Maximum clause weight is 11.
Given clauses 9.

o o o°

o\°

46



1 (all x exists a a * x = 1) # label(non clause). [assumption].
3 (all x exists a x * a = 1) # label(non clause) # label(goal).
[goal].

4 fl(x) * x = 1. [clausify(1l)].

5 (x *vy) *z=x%* (y * z). [assumption].

6l * x = x. [assumption].

8 c2 * x != 1. [deny (3)].

9 f1(x) * (x * y) = vy.
[para(4(a,1l),5(a,1,1)),rewrite([6(2)]),flip(a)].

13 f1(fl(x)) * v = x * y. [para(9(a,1),9(a,1,2))].

19 x * fl(x) = 1. [para(l3(a,1),4(a,1))].

20 SF [resolve (19,a,8,a)]

8.3 Protipriklad ke zkraceni grupy (Mace4)

8.3.1.1 Vstup

Assumptions:

all x exists a (x*a=1).
(x*y) *z=x* (y*z) .

1*x=x.

Goals:

x * 1 = x.

all x exists a (a*x=1).

8.3.1.2 Vystup

w N PO

8.4 Prilohy ke kapitole Netradiéni vyuziti programu Mace4

8.4.1 SUDOKU 1

8.4.1.1 Vstup

all a all b exists ¢ (a*c=b).
all a all b exists ¢ (c*a=b). % deleni

R R

Fhrhr R oocooo

S~ o~ N~ N~ N NSNS

T oo
|

WhrE DSOS TONDW®

WNEP OO WwWN
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8.4.1.2 Vystup

Pouze tabulka

012345%6 738
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8.4.2 SUDOKU 2

8.4.2.1 Vstup

=b) .

(a*c
(c*a

all a all b exists c
all a all b exists c

% deleni

=b) .

1

number =

o)
o

=0

seconds

%

Interpretation of size 9

o

MN—=HONOWIL-TO0OOMIT OSSOV AHOONWAHMS O AN
| {{  LL {L {{[  [ T |

)))))))))))))))))))))))))))
O 1 N M PT OO NO AT OO AMP OO OO M0
L N N e N N N N T e N T e N N N
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X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
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8.4.2.2 Vystup
Pouze tabulka

012345¢6 1738

OO < O N WO M~
T NS00 H WO W ON
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8.4.3 SUDOKU 3 s plnou podminkou

8.4.3.1 Vstup

=b) .

(a*c
(c*a

all a all b exists c

=b) .

all b exists c

©

O OO H = N NN
| | (O |

P

—_— = — — — — — ~— ~—

ul=v))->x*ul=y*v.

o~~~ o~ o~ o~
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8.4.3.2 Vystup

012345¢6 738
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Jjmeno (y) .

y —-> druzstvo (x) !=druzstvo(y) .

y —> jmeno (x) !
y —> dres (x) !=dres (y) .

y —-> pozice(x)!

8.4.4 Zebra

8.4.4.1 Vstup

x!
x!
x!

pozice (y) .

x!=

fialovy,zluty,cerny,modry,cerveny

s$z7U,KU,0,U,SO
Samuel ,David,Viktor,Claude,Bill

¢cp,DC,GBP,OR,CB

o

Je)
o
Je)

°
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druzstvo (x)=0 -> dres (X
|
)

Jjmeno (x) =0 -> pozice(x)!
pozice (x)=1->druzstvo (x)=
pozice (x)=2->dres (x)=1.
pozice (x)=3->druzstvo (x) !=2.
jmeno (x)=1->druzstvo (x) !=3.
jmeno (x)=0->dres (x)=2.
pozice (x)=4->druzstvo (x)=3.
Jjmeno (x)=1->dres (x)=1.
Jjmeno (x) =2->druzstvo (x)=4.
jmeno (x)=2->dres (x) !=3.
jmeno (x)=3->druzstvo (x)=1.
Jjmeno (x)=4->pozice (x)=3.
druzstvo (x)=4->dres (x) =4
Jjmeno (x) =x.
8.4.4.2 Vystup
interpretation( 5, [number = 1,seconds = 0], [
function(dres( ), [2,1,4,3,0]),
function (druzstvo( ), [3,2,4,1,0]),
function(jmeno( ), [0,1,2,3,4]1),
function (pozice( ), [4,2,0,1,3]1)1])
8.5 Prilohy ke kapitole Polookruhy
8.5.1 Triprvkoveé
8.5.1.1 Vstup
F(y*z)=(x*y) *z
+(y+z)=(x+y)+z. % asociativita
x+ty=y+x. % komutativita scitani
* (y+z)=(x*y) + (x*z) .
(y+z) *x=(y*x)+(z*x). %$distributivita
xt+x=x. % ildempotentni scitani
O+x=x. % nulovy prvek scitani
1*x=x.
x*1=x. % Jjednotkovy prvek nasobeni
x+2=2. % anihilujici scitani potreba menit
exists d (exists e (d*e!=e*d)). % neni komutativni

8.5.1.2 Vystup

Po pouziti isofiltru

% numbe

r

=1

% seconds = 0

[e)

% Interpretation of size 3
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0] 012

11 112

2 1 2 2 2

*

| 01 2
____l_ ______

O] 00O

1] 012

2 1 2 2 2

% number = 2

% seconds = 0

8.5.2 Polokruhy s velikosti Ctyri

8.5.2.1 Vstup
Stejny jako u t¥iprvkovych, pouze zména u anihilujiciho prvku (o

+1). Stejné tak i pro dalsi polokruhy. A poté podminka kongruencéni

relace:
r(x,y) => r(c + x, ¢ + vy).

r(x,y) —>r(x + c, y + c).
r(x,y) ->r(c * x,c * y).
r(x,y) ->r(x *c, y *¥ c).
r(x,x).

r(x,y) -> r(y,x).

(r(x,y)&r(y,z))->r(x,2z).
Tato relace smi mit pouze dva modely.

8.5.2.2 Vystup

Po podmince s relaci Zzadné.
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8.5.3 Polokruhy s velikosti pét

8.5.3.1 Vstup

Stejny jako u polookruhtl s velikosti ctyti.

8.5.3.2 Vystup

Po pouzZiti podminky s relaci zadny.

8.5.4 Polookruhy s velikosti Sest

Primo v kapitole Polookruhy.

8.5.5 Podminka ,Zakaz kongruencni relace mezi dvojici prvka”
all x all vy (exists z

((x=y) | ((((x+z)!=(y+z)) & (((x+z!l=y) | (ytz!=x)) & ((xtz!=x)
| (ytz!=y)))

| (((x*z)!l=(y*z)) & ((x*z!=y) |
(y*z!=x)) & ((x*z!=x) | (y*z!=y)))

| (((z*x) I=(z*y)) & ((z*x!=y) |
(z*y!=x)) & ((z*x!=x) | (z*y!=y))))))).
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