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Abstrakt

Prace seznamuje ¢tenate s geometrii hmotného bodu. Tato teorie, kterd slouzi k popisu
vzajemného vztahu geometrickych objektt, je zde prezentovana axiomaticky a odtivodnéna
fyzikalni motivaci. Prace ukazuje aplikace teorie predevsim pfi dokazovani kolinearity bodi
a konkurentnosti primek a dokazuje Deasarguovu a Pappovu vétu v Eukleidovské rovine.
V posledni ¢asti rozsifuje prace poznatky teorie na pripad hmotnych souvislych utvart
a i v tomto pripadé ilustruje mozné aplikace na nékolika geometrickych problémech.

Vv

véta, Desarguova véta, planimetrické problémy, souvislé utvary

The topic of this work is the mass point geometry. This theory, which can be used to the
description of relations between geometric objects, is introduced as an axiomatic theory
based on a physical motivation. The aim of this work is to show several applications of
this theory in planimetrics as the proof of the collinearity of points or the concurrency of
lines. In addition, the Desargues’ and the Pappus’s theorems are proved by this method.
A usage of the theory in the case of the mass connected spaces was also developed and its
applications in geometric problems were revealed.

Keywords: mass point geometry, centre of mass, Ceva’s theorem, Menelaus’ theorem,
Desargues’ and Pappus’s theorems, planimetric problems, connected objects



Prehled pouzité symboliky

AB

|AB]

TA

aA, (A, a)
a,ma

S ={aA,bB,...}

ms

—
AB

A\ B
(AB)

(ABC)
(ABCD)
|<<ABC|

(2,p)

Ta

primka AB
vzdalenost bodu A, B

polohovy vektor bodu A vztazeny k pocatku souradné soustavy

hmotny bod uré¢eny bodem A a hmotnosti a
hmotnost bodu A

soustava hmotnych bodu aA, bB, ...
hmotnost soustavy S

vektor s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B
rozdil mnozin A, B

orientovana vzdalenost bodtu A, B

délici pomér bodu A, B, C

dvojpomér bodu A, B,C, D

velikost konvexniho tthlu ABC'

hmotny Gtvar uréeny mnozinou €2 a funkci hustoty p
hmotnost hmotného atvaru (€, p)
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Uvod

,Dejte mi pevny bod ve vesmiru a ja pohnu zemékouli. “
Archimédes

Geometrie hmotnych bodi popisuje vztahy mezi body a pfimkami na zadkladé poznatkt
statiky tuhého télesa. Zaklady této geometrické teorie, ktera dnes slouzi prevazné jako jeden
ze zpusobi dokazovani geometrickych tvrzeni, polozil jiz Archimédes ve 3. stoleti pi.n.l.
V 19. stoleti pouzil podobny princip August Ferdinand Mdbius ve své praci o homogennich
soufadnicich. Matematicky korektni geometrie hmotnych bodti, ze které vychézi i tato
préace, byla vypracovana az v 60. letech 20. stoleti na New York University [2].

Historicka poznamka

Je tfeba zdiraznit, Ze principy geometrie hmotnych bodi, které jsou pouzivany dnes, se vy-
razné nelisi od Archimédovych myslenek, pouze maji propracovanéjsi matematické pozadi
vyhovujici fundamentalnim pozadavkim na matematické teorie. Vratme se proto iivodem
do antického Recka a vysvétleme nékteré zakladni Archimédovy myslenky. Archimédes
se zabyval hmotnymi body, které chapal jako télesa s hmotnosti, avsak zanedbatelnymi
rozméry, a jejich soustavami. Polozil zaklady statiky tuhych téles tim, Zze dosud znamé
intuitivni poznatky o rovnovaze soustav hmotnych bodi systematizoval do tii axiomii:

YV

Vv

se nachazi na tisece AB a pro ktery plati my|AT| = my|BT| (tzv. princip péky).

A B
T
mp A mo
obr. 1

Vv
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a jehoz hmotnost odpovida souctu hmotnosti vsech bodt podsoustavy.



Archimédes pravdépodobné rozumél pojmu tézisté ¢isté intuitivné ve smyslu axiomu II
jak ji pouzivame v matematice dnes, umoznuje vsechny t¥i Archimédovy axiomy dokazat.
Dalsim nedostatkem Archimédovy teorie bylo uvazovani pouze kladnych hmotnosti bod.
V pripadé, kdy uvazujeme i zaporné hmotnosti bodt a libovolnou vzajemnou polohu bodi
A, B, T, je tieba vztah v tomto axiomu zobecnit (viz véta 1.7).

Tento pristup se vsak ukazal v mnoha pripadech zcela dostacujici, coz ilustrujeme
na jednoduchém tvrzeni. Uvazujme body se stejnou kladnou hmotnosti umisténé ve vrcho-
lech trojihelniku. Hmotné body A, B nahradime podle axiomt II a IIT hmotnym bodem C
musi lezet na spojnici vrcholu C' a stfedu protéjsi strany, tzv. téznici. Stejna tvaha vsak
plati i pro zbyvajici dva vrcholy A, B trojihelniku. Tim Archimédes dokazal, Ze vSechny

Vv

Vv ey

m

C

A O B
2m
obr. 2

Jak ukazi v dalsich ¢astech prace, ivahy spojené s hmotnymi body mohou byt mnohem
geometrickd tvrzeni. Stejné dobie se d& geometrie hmotnych bodt pouzit k dikazu jiz
znamych tvrzeni.

Cile

Tato prace volné navazuje na praci Matematické metody ve statice tuhého télesa, [1], kde
bylo mym cilem zkoumat statické vlastnosti tuhého télesa z hlediska matematickych metod.
Nyni je mym cilem pfedstavit feSeni ¢isté matematickych problémit pomoci metod statiky
tuhého télesa.

Cilem prace je seznamit ¢tenafe se zakladnimi poznatky a aplikacemi geometrie hmot-
ného bodu (tézisté trojihelniku, Cévova a Menealova véta, geometrické tlohy). Ukazuje
se, ze geometrie hmotnych bodtl je vhodnym nastrojem zejména pro dokazovani geometric-
kych tvrzeni tykajicich se kolinearnich bodu a pfimek prochézejicich jednim bodem (déle
také konkurentnich ptimek). Z tohoto divodu se zamé¥im i na dikaz komplikovanéjsich
geometrickych tvrzeni, Desarguovy a Pappovy véty.

Ve vétsiné pripadi se dosavadni publikace o geometrii hmotnych bodi soustiedily na po-
pis soustav konecného mnozstvi izolovanych hmotnych boda. V dalsi ¢asti prace je proto



mym cilem aplikovat metody této teorie i pro pfipad souvislych mnozin, na které mi-
zeme pohlizet jako na soustavy nekone¢ného mnozstvi bodii s nekonec¢né malou hmotnosti.
Na zékladé znalosti postupt v prvni c¢asti prace se pokusim polozit axiomatické zaklady
pro pripad souvislych mnozin a najit aplikace.



Kapitola 1

Hmotné body a jejich soustavy

1.1 Fyzikalni motivace

Vv

a hmotnostmi my, mo, ..., m,, jako bod, ve kterém se nachazi piisobisté vyslednice tihovych
sil. V homogennim gravita¢nim poli 1ze pro jeho polohovy vektor r7 (viz napi. [1]) odvodit

1 n
rr = E;rimi, (]_1)

kde m = my +mgo + --- + m,. V pripadé Gtvaru se souvisle rozlozenou hmotou je suma
nahrazena integralem

1
ry = —/rdm. (1.2)
m

1.2 Zakladni pojmy
Nyni zavedme klicové pojmy této prace, hmotny bod a soustavu hmotnych bodi.

Definice 1.1. Hmotngm bodem budeme nazyvat dvojici (a, A), kde A je bod v roviné (p¥ip.
prostoru) a a € R. Cislo @ budeme nazyvat hmotnosti bodu A, kterou nékdy budeme znadcit
také m 4. Pro prehlednost budeme hmotny bod zkracené znacit jako aA. Dva hmotné body
aA,bB jsou si rovny praveé tehdy, kdyz a = b a zaroven A = B.

Definice 1.2. Mnoziné hmotnjch bodt, napt. S = {4A,2B,v/2C}, budeme Fikat soustava
hmotnych bodt. Hmotnosti mg soustavy S myslime soucet hmotnosti vS§ech bodti soustavy,
v nagem piipadé mg = 6 + /2. Podmnoziné P C S budeme ifkat podsoustava soustavy S,
napt. P = {4A,2B}.
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1.3 Teézisté

Vv

Definice 1.3. Bod Ts nazveme t&zistém soustavy S = {a1 Ay, aAs, ..., a, A, } pravé tehdy,
kdyz plati

LN
Z TsA;a; = 0. (1.3)
i=1
1.3.1 Existence a jednoznacnost téziste
Véta 1.1. Pokud pro hmotnost soustavy S plati mg # 0, potom méa soustava S pravé
jedno tézisté.

—
Diikaz. Dosazenim r; = rp, + TsA;, kde r; je polohovy vektor bodu A; a rp, polohovy

Vv

n n n n n
——

E TSAz a; = E (—’l"Ts + ’T'Z‘) a; = E —Trry 44 + E T,a; = —MgTrry + E T,a; = 0,

i=1 i=1 i=1

i=1 =1

1 n
r= 3 ra i
i=1

zaroven dokazan prvni Archimédiv axiom. Navic vypocet ukazal, ze fyzikalni definice té-
zisté€ (1.1) je ekvivalentni s definici 1.3. O

b o454

1.3.2 Nahrazeni soustavy jejim tézistém

Véta 1.2. Jestlize mg # 0, potom pro libovolnou podmnozinu P C S plati Ts = Ty, kde

Vv

Vv

Vv

N TgAma=o0. (1.5)
AeS

Vv

0= Z mm/; +T51Tpmp: Z mmA+ZTsprmA:
AeS\P AeS\P AeP
—_— —_— —
= Z TS:AmA + Z (TS/A — TPA) ma.
AeS\P AeP
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Déle vime, ze plati

N TpAma=o0. (1.6)

Po dosazeni do predchoziho vyrazu ziskame

0= Z mmA-i—meAzzmmA

AeS\P AeP AeS

Porovnanim (1.5) a (1.6) dostavame (za predpokladu mg # 0) podle véty 1.1 Ts = Tg.
Tim jsme dokézali tfeti Archimédiv axiom. ]

Véta 1.3. Pro libovolny hmotny bod aA € S plati Ts = T/, kde S" = (S — {aA}) U P,
kde P je mnozina hmotnych bodt, pro kterou plati Tp = A a mp = a.

Dikaz. Zfejmy na zakladé predchozi véty, kde pouze zaménime S a S’. [

1.4 Algebraické operace s hmotnymi body

Definice 1.4. Soué¢tem dvou hmotnych bodt aA+bB, a+b # 0 nazveme hmotny bod (a+
b)C, pravé tehdy, je-li bod C' tézistém soustavy {aA,bB}. Tento vztah budeme zapisovat
aA+bB = cC.

Vzdy budeme predpokladat, ze s¢itame pouze hmotné body aA, bB, které splinuji pod-
minku a + b # 0.

Véta 1.4. Jestlize pro hmotné body aA,bB, (a + b)C plati aA + bB = (a + b)C, potom
C e AB.

Diikaz. Protoze bod C je tézistém soustavy {aA,bB}, musi platit aCA + bCB = 0.
— — - — — — —

Dosazenim CB = CA + AB dostavame (a + b)CA +bAB = 0. Vektory CA a AB jsou

tedy kolinearni, z ¢ehoz plyne C' € AB. ]

Pti dokazovani geometrickych tvrzeni jsou diilezité zejména diisledky této véty:

e Jsou déany t¥i body A, B, C. Pokud existuji ¢isla a, b takova, ze aA + bB = (a + b)C,
potom lezi body A, B, C' v jedné pfimce.

e Jsou dany body A, A:, B, B;,C,C;. Pokud existuji ¢isla a,aq,b, by, c,c; takova, ze
aA + a1A; = bB + b1B; = ¢C + ¢;Cy, potom piimky AA;, BBy, CC; prochazeji
jednim bodem 7.

Definice 1.5. Sou¢inem hmotného bodu aA a redlného ¢isla b nazvéme hmotny bod (ab) A,
ktery budeme zapisovat také jako abA. Nyni mtzeme definovat i rozdil dvou hmotnych
bodt: aA —bB = aA + (—1)bB.

12



1.4.1 Vlastnosti sou¢tu hmotnych bodu

YV

Vv

soustavy, proto plati aA + bB = bB + aA.

Asociativnost Plati (z X +yY)+2Z = (x +y)U + 2Z = (x +y + 2)T, kde U je
té7i8té soustavy {x X, yY'} a T tézisté soustavy {(z+y)U, 2Z}. Podle véty 1.3 je bod T také
{zX,(y+2)V} kde (y+ 2)V =yY + 2Z. Plati tedy (X +yY)+2Z = (z+y+2)T =
zX + (z+y)V = 2X 4+ (yY + 2Z). Timto jsme dokézali, Ze s¢itdni hmotnych bodi je
asociativni.

Z asociativnosti s¢itani hmotnych bodi plyne, Ze soucet n hmotnych bodid miizeme
uskutecnit tak, ze nejprve sec¢teme libovolnych n — 1 hmotnych bodid takovych, Ze soucet
jejich hmotnosti je rizny od nuly a poté k vysledku pricteme n-ty hmotny bod.

Véta 1.5. Oznacme obecné S, soustavu n hmotnych bodu S,, = {a1A1,a24s, ..., a,A,},
mg, 7 0. Potom plati

ZaiAi = mgnTSn, (17)
i=1

Vv

Dikaz. Pro n = 2 plyne tento vztah z definice 1.4. Pfedpokladejme, Ze vztah plati pro né-
jaké n = k. Pro n = k + 1 potom dostavame

k+1 k
§ a;jAi = E aiA; + app1Appr = mg, Ts, + apy1Ars1 = (ms, + ap1)Ts = mg,, Tor,
1=1 1=1

Vv

soustavy Ski1. Podle principu matematické indukce tedy vztah (1.7) plati pro libovolné
n. [

Idempotence Pro soucet dvou hmotnych bodit, které se nachazi ve stejném misté,
plati aA + bA = (a + b)A.

Distributivnost Plati k(aA+bB) = k(a+0)C, k € R\{0}, kde C je t&zisté soustavy
{aA,bB}. Bod C je zaroven tézistém soustavy {kaA, kbB}, protoze aCA + bCB = 0 <

— —
kaCA + kbAB = 0. Odtud plyne kaA + kbB = (ka + kb)C' = k(a + b)C neboli

k(aA+bB) = kaA+ kbB.

13



Véta 1.6. Jsou dany hmotné body aA, bB, mM. Potom plati
aA+bB = (a+m)A; + (b—m)By,
kde (a + m)A; = aA+mM, (b—m)B; =bB —mM.

Diikaz. Intuitivné se zda platnost tohoto tvrzeni zfejma, nebot vliv hmotnych bodt mM,
—mM by se mél navzajem vyrusit. Z davodu, ze soucet mM — mM neni definovan, je
tfeba tvrzeni dokézat jinym zptsobem. Ozna¢me cC = aA + bB. Z uvedenych rovnosti

plyne

a(CA) + b(CB) =0, (1.8)
a(A1A) + m(A M) =0, (1.9)

Odedtenim 1.9 a 1.10 od 1.8 ziskdme

a[(CA) — (A1A)] +b[(CB) — (B1B)] = m[(A1M) — (B M),
CL(OAl) + b(OBl) = m(AlBl) = m(AlC) -+ m(C’Bl) = —m(CAl) + m(C’Bl),
(a4+m)(CAy) + (b—m)(CBy) = 0.

Vv

Pro jeho hmotnost plati ¢ = (a +m) + (b — m) = a + b. Tim je véta dokdzana. O

1.4.2 Délici pomér a dvojpomér

V pripadé operaci s délicimi pomeéry a dvojpomeéry budou vSechny body, se kterymi budeme
pracovat, lezet na jedné pfimce, oznac¢me ji e. Zvolme libovolné orientovany jednotkovy vek-
tor e ve sméru rovnobézném s piimkou e. Pti Gpravach vyrazi s délicimi poméry myslime
zapisem (AB) realné ¢islo (AB) = AB - e. Plati tedy |(AB)| = |AB| a (AB) > 0, pokud
vektor AB mé stejny smér jako vektor e a (AB) < 0, pokud ma vektor AB opacCny smér

nez vektor e. Na ¢islo (AB) tak mtzeme pohliZet jako na orientovanou vzdalenost bodi
A B.

Definice 1.6. Pro B # C nazvéme délicim pomeérem (ABC') podil

_ (A0
(ABC) = 5oy

Zejmé tedy plati [(ABC)| = I5& a (ABC) > 0, jestlize bod C le#i vné ftisecky AB

J(ABC) < 0, jestlize bod C' lezi uvnitt tsecky AB a (ABC) = 0, jestlize A = C.
Definice 1.7. Dvojpomérem (ABC D) myslime ¢islo

_ (ABC) _(AC)(BD)
(ABCD) = (ABD)  (BC)(AD)

14



Takto formulované definice umoziuji snadno upravovat vyrazy s délicimi poméry. To nam
dovoluje naptiklad rozdil dvou délicich pomért nahradit soucinem délicich pomeéri, se kte-
rym se v dalSich tpravach lépe pracuje.

(ABC)—(ADC) = %—ED—C) — (AC)- (53%))__ (fé’;) = gggi : Egg; — (ABC)(BCD).

Nyni ukdzeme, jak souvisi s¢itani hmotnych bodt s délicim pomérem.
Véta 1.7. Pro navzajem ruzné kolinearni body A, B, C' a redlna ¢isla a,b # 0 plati
a
aA+bB=(a+b)C < 7= —(BAC).

Vv

podminka § = —(BAC). Plati

—
%:_(BAC)@%:_j__g@fa:—l%’_db@ﬁwrc_ébzo.

Podle definice tézisté (1.3) a podle véty 1.1 o jednoznacnosti tézisté je posledni rovnost

ekvivalentni s tvrzenim, ze bod C' je tézistém soustavy {aA, bB}. O]

YV

na usecce AB a podle véty 1.7 plati

my _(BT) |BT|
me A= )

15



Kapitola 2

Geometrie hmotného bodu v
planimetrii

Vv

zeni, stejné tak mohou byt pouzity k feseni nékterych geometrickych tloh.

2.1 Geometrické véty

2.1.1 TézZnice trojuhelniku

Véta. V libovolném trojuhelniku ABC' se spojnice vrcholl a stiedt protéjsich stran (téz-
nice trojihelniku) protinaji v jednom bodé, ktery kazdou z nich déli v poméru 2 : 1.

Diikaz. Myslenka diikazu spociva v tom, Ze najdeme takové hmotnosti boda A, B, C, aby
{aA,bB,cC}. To by znamenalo, Ze se tyto tsecky protinaji v jednom bodé.

Dokazeme, ze tomuto pozadavku odpovida soustava S = {1A4,1B,1C}. Podsoustavu
P = {1B,1C} C S muzeme podle véty (1.2) nahradit hmotnym bodem 2A4;, kde A; je
leZet na tsedéce AA; (téZnici na stranu a). Zcela analogicky bychom dokéazali, ze bodem T'
prochézi i téznice na stranu b a ¢, tedy vSechny tii téznice prochazeji jednim bodem.

Déle snadno zjistime, v jakém poméru déli bod 7' libovolnou téznici. Protoze bod T' je
t&zistém soustavy {14, 2A4;}, podle véty 1.7 plati napf. (AA,T) = —2, neboli |'Aj“1—TT‘| = 2.

Uvedeny postup dikazu mtzeme formalné zapsat i pomoci s¢itani hmotnych bodt,
¢ehoz budeme pro vétsi prehlednost vyuzivat v dalSich castech prace. Oznac¢me postupné
stfedy stran a, b, ¢ jako Ay, By, C;. Potom plati

—1B+2B, =T € BB,
=1C+2C, =T € CC,.

16



2.1.2 Cevova véta

Véta 2.1. Uvazujme trojihelnik ABC abody A; € BC, B; € C'A,Cy € AB rizné od bodt
A, B,C. Piimky AA,, BBy, C(C} se protinaji v jednom bodé pravé tehdy, kdyz plati

(ABCy)(BCA)(CAB,) = —1. (2.1)

Pozndmka. Znaméjsi tvar Cevovy véty nevyuziva délicich pomeért:

ACY| |BAY [CBl|
|CiB| |AC| B4l

Tento tvar vSak lze aplikovat pouze na ptipad, kdy body A;, By, Cy lezi uvnitt tsecek
BC,CA, AB.

C

By
Ay

Cq
obr. 2.3

Diikaz. Uvazujme soustavu S = {aA, bB, cC'}. Jestlize se piimky AA;, BBy, CC protinaji

Vv

bod T', neboli
aA+bB+cC=(a+b+)T.

Protoze T' € AA;, miuZeme nahradit soustavu {0B,cC'} C S jedinym bodem A;. Tuto
upravu formalné zapiseme jako bB + ¢C' = (b + ¢)A;. Odtud podle véty 1.7 vyplyva

g = —(BCA,).

Analogicky dostaneme i dalsi dvé rovnosti

= —(CAB,),

Qlcole

— —(ABC)).

Soucinem uvedenych rovnosti ziskdme (ABC})(BCA;)(CAB;) = —1, coz jsme méli doka-
zat.
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Naopak predpokladejme, ze plati vztah (2.1). Nasim tkolem je najit takové hmotnosti

Vv

menalo, Ze tyto primky prochazi spolecnym bodem 7'. Bez 1jmy na obecnosti polozme a = 1
a z predchozich rovnosti vyjadfeme hmotnosti bodta b = —(ABCY),c = (ABC1)(BCA;).
Potom plati

a 1

~ (ABCY)(BCA)

= —(CAB;) = aA+cC = (a+¢)By,
kde jsme vyuzili vztah (2.1). Déle

= —(ABCy) = bB + aA = (a + b)Cy,

= —(BCA;) = bB+cC = (b+c)A

Mo | o

Z predchozich avah vyplyva
(a+b+c)T =aA+bB+cC=aA+ (b+c)A; =bB+ (c+a)B; =cC+ (a+b)Ch,

coz znamend, ze bod T lezi zaroven na primkach AA;, BBy, CCy. Tyto piimky se tedy
protinaji v jednom bodé. ]

Vyuzitim geometrie hmotnych bodi miuzeme snadno zjistit i délici pomér (AA;T).
Protoze aA + (b+ ¢)A; = (a + b+ ¢)T, plati

(AMT) = ~ € (ABCY) — (ABCL)(BCA) = (ABCy)(1 — (BCA,)) =
_ (BA)Y _ (CA) — (BAY) _ (©B) _
— (ABC)) (1 c A1>) (ABC) =23 (ABC) (ep 5 = (ABC)(BAC),

Ziejmé (AAT) = ﬁ, potom dostavame z predchoziho vztahu (ABC,)(BA,C)(A1AT) =

1, coz odpovida Menealove vété pro trojuhelnik ABA; a body C,T,C; (viz déle).

2.1.3 Menealova véta

Véta 2.2. Uvazujme trojuhelnik ABC a body A; € BC,B; € CA,C; € AB. Body
Ay, By, C] jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz plati

(ABC,)(BCA,)(CAB,) = 1. (2.2)

Poznamka. Znaméjsi tvar Menealovy véty uvadi nutnou podminku kolinearity bez pouziti
délicich poméri:
|AC1| |BAi| |CB

=1.
|BCy| |CAi|l |AB

18



obr. 2.4

Diikaz. Uvazujme soustavu S = {aA, cC'}. Hmotnosti a, ¢ zvolime tak, aby existovala ¢isla

Vv

k ni pfiddme hmotné body 1B a —1B, jejichZ soucet hmotnosti je nulovy. Formalné tento
fakt muzeme zapsat nasledujicim zptisobem:

(a+c)T =aA+cC=aA—-1B+cC +1B.

Pozadujeme, aby tézistém soustavy {aA, —1B} byl bod C} a soustavy {cC,1B} bod Aj;.
Potom musi platit

—1

— = —(ABC)), (2.3)
a
% = —(BCA,) (2.4)
Odtud dostdvame hmotnosti bodi a = #Cl’ ¢ = —(BCA;). Pro takové hmotnosti bodi

tedy plati
aA—1B = (a —1)C},
cC+1B = (c+1)A;.
Sectenim uvedenych vztahi dostavame

aA+cC=(a—-1)Ci+ (c+1)A = (a+ )T, (2.5)
{(a —1)C1, (c+1)A;}. To ovSem znamend, ze T' € AC N A;Cy, neboli T' € AC' a zéaroven
body Ay, T, Cy jsou kolinearni. Déle ze vztahu (2.5) po dosazeni (2.3 a 2.4) plyne
a 1
Z = = —(CAT).
¢ (ABCy)(BCA) (CAT)
Posledni vztah je ekvivalentni s

(ABC,)(BCA,)(CAT) = 1.

Body Ai, By, C} jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz By = T, coz je splnéno pravé tehdy,
kdyz

Tim je véta dokazana. O
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2.2 Geometrické ulohy

Obecné mtzeme geometrické ulohy, které lze snadno fesit pomoci teorie hmotnych bodt,
rozdélit na dvé skupiny. Do prvni skupiny patii llohy, kde mame dokazat, ze nékolik primek
se protind v jednom bodé (srov. téznice trojihelniku a Cévova véta v predchozi ¢asti). Zde

Vv
Vv

Vv

Upravami se snazime soustavu nahradit dvéma soustavami, jejichz tézisté odpovidaji dvéma
ostatnim bodtm.

Tyto obecné poznatky pii feseni geometrickych 1iloh pomoci teorie hmotnych bodi
ilustruji na nékolika prikladech.

Priklad 1. Je dan ¢tverec ABCD, ke kterému je z jedné strany pripsan ¢tverec BEFG.
a) dokazte, ze piimky AG,CE a DF se protinaji v jednom bodé T'
b) vyjadrete vzdalenost |GT| jako funkci |AB| a |BE].

D C
T
H G, F
A T B Yy FE
obr. 2.5

Resend. Ozna¢me |AB| = z,|BE| = y. Sta¢i dokazat, Ze existuji hmotné body aA, ¢G, cC
eE,dD, fF takové, ze aA+ gG = cC +eE = dD + fF, tedy soustavy {aA, gG},{cC,eE},

Vv

Vv

Y

OLA—l—lB:((I+1)E<:)a:—(BAE):—QCij7

X

gG—lB:(g—l)C(:)g:(BGC’):x_y.

Nyni k soustaveé {—;”TyA -G} pridejme body hH, —hH. Plati

) z—y

Y

G —hH = (¢ —h)F < (GHF) = ==
g (g—h) ( ) o

9y wy
r+y a%2—y?

I

h =
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Potom plati i

aA+ hH = (a+ h)D, protoze (HAD) = 7Y _ ?Zy - —%.
Z uvedenych vypoctt plyne
2 2
Yy g Ty YV oY py T p

r+y r—y a+y T —y x? — y? x? —y?

Vv

[AG| + |GT] g _ 2ty
— = (AGT) = —= = ——,
T T ey
[AG] C)
GT| = ————— = |AG|=——=~.
N ey "My
Dosazenim |AG| = /22 + y? dostavame

D O
/
/ \L
/ G - \\F
[ 1 N
l DS / I \
\ | / |
\ \ / /
\ \ / /
A AN // ~_ _ - E
obr. 2.6

Pro srovnani uvadim i feSeni ¢asti a) této tlohy, které nepouziva teorie hmotnych bodd.
Reseni. Trojthelnik ABG vznikl rotaci trojihelniku CBE kolem bodu B o 90°, tedy
piimky AG a EC sviraji pravy thel. Prinik téchto primek bod 7" potom lezi na kruznicich
opsanych ¢tvercim ABC'D a BEFG. Déle plati |[<AT D| = 45°, nebot se jedné o vrcholovy
thel ke stfedovému thlu |<<ASD| = 90°, kde S je stfed kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Analogicky |<ETF| = 45°. Odtud vyplyva |<DTF| = 180° neboli T € DF. Piimky

AG,CE,DF se tedy protinaji v bodé T.

Piiklad 2. (pfevzato z [5], upraveno) Je dan trojihelnik ABC'. Oznacme K, L, M stfedy
stran BC,CA, AB a D, E, F libovolné body piimek BC,CA, AB rtazné od bodi A, B, C.
Déle oznacme K', L', M’ stiedy tsecek AD, BE,CF. Dokazte, Ze jestlize se piimky AD,
BE,CF protinaji v jednom bodé, potom se v jednom bodé protinaji i pfimky KK’ , LL’

a MM'.
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Reseni. P¥imka LM je stiedni piickou trojthelniku ABC' a je rovnob&zn4 se stranou BC.
Tato primka predstavuje mnozinu stfedu tsecek AY, kde Y je libovolny bod primky
BC. Z tohoto divodu K’ € LM. Analogicky L' € MK, M’ € KL. Protoze jsou body
B, C, D obrazem bodt M, L, K’ ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem \ = 2, plati
(LMK') = (CBD). Analogicky platii (MKL') = (ACE),(KLM') = (BAF).

Jestlize se primky AD, BE, C'F protinaji ve spolecném bodé T', existuji hmotnosti a, b, ¢

YV

Cevouvy véty plati aA 4+ bB = (a + b)F. Odtud dostavéme 2 = —(ABF). Analogicky plati
i¢=—(BCD)a®=—(CAE).

Vv

U a zéaroven plati

kK + 1L = (k+ )M,

IL+mM = (l+m)K',
mM + kK = (m+ k)L,

(k+1+m)U=kK+(+m)K'=IL+ (m+k)L' =mM+ (k+1)M',

tedy pfimky K K', LL', MM’ se protinaji v bodé U. Cisla k, [, m musi spliiovat néasledujici
rovnosti:

l N B I a
§ = T(KLM) = ~(BAF) =~ = 7.
m , 1 b
k N B 1 ¢

Resenim této soustavy jsou cisla k = %,l = %, m = %

Piiklad 3. (AIME 1988, problém 12) Necht P je vnitini bod trojihelniku ABC.
Oznacme k = |PA|,l = |PB|,m = |PC|. Dale ozna¢me K, L, M prinik pfimek AP, BP,C P
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se stranami trojihelniku. Pfedpokladejme, ze |PK| = |PL| = |PM| = d. Jestlize k + | +
m = 43 a d = 3, urcete hodnotu kim.

{aA,bB,cC}. Protoze P € AK, plati aA+bB+c¢C = aA+ (b+¢)K = (a+b+c¢)P, neboli
(AKP) = —b%:. Bod P lezi uvniti usecky AK, posledni vztah tedy muzeme prepsat jako

a|PA| = (b+ ¢)|PK],

ak = (b+c)d
Analogicky ziskdme i dalsi rovnosti
bl = (c+a)d
em = (a+ b)d.

Dalsi postup v Teseni tlohy je jiz otazkou algebraickych tprav. Z uvedenych rovnosti vy-
jadrime

b+c c+a a+bd d
k:+l+m—d( ” + T >—%(bc(b%—c%l—ca(c%-a)+ab(a—|—b)),
d? d?
klm = a—bc(b+c)(c+a)(a+ b) = %(bc(a%— c) + ca(c + a) + ab(a + b) + 2abc) =
a3 (k+1
= (#abch 2abc) =d*(k+ 1+ m) + 2d* = 441.

Pozndmka. Regeni této tlohy bez uziti metody hmotnych bodi lze nalézt napifklad v [6].
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2.3 Projektivni geometrie

V této kapitole dokadzu dveé znamé tvrzeni tykajici se kolinearity bodt. Tato tvrzeni jsou
soucasti Sirsi matematické discipliny projektivni geometrie, kde vyplyvaji z pfirozenych
vlastnosti prostoru. V rovinné geometrii se vsak jedna o pomérné komplikované problémy;,
které je mozno metodou hmotnych bodi snadno a intuitivné dokazat.

Ptedtim, nez pristoupim k diikazu jednotlivych vét, dokazu dulezité pomocné tvrzeni.

Lemma 1. V roviné jsou dany dvé rtiznobézné piimky p, ¢ a jejich prisecik S. Dale jsou
dény navzajem riuzné body A, A’ € p a B, B’ € ¢q odlisné od S takové, ze AB }f A'B'.

Prisecik T piimek AB a A'B’ je tézistém soustavy {aA, bB} pravé tehdy, kdyz
o (SAA)
b (SBB)’

obr. 2.9

Diikaz. Jestlize bod T' je tézistém soustavy {aA,bB}, potom plati § = —(BAT). Podle
Menealovy véty pro trojihelnik ABS a kolinearni body A, T, B’ plati

(ABT)(BSB')(SAA") = 1.
Odtud po dosazeni (ABT) = ;) dostéavame

(BAT
a , , (SAA")
7= —(BSB')(SAA") = ~(SBD)
Naopak predpokladejme, ze plati
a (SAA")
b (SBB')
(SBB')
— Y saay
Dokéazeme, Ze potom existuji takova o',/ € R, ze aA + bB = aA’ + bB’, tedy bod T je
tézistém soustavy {aA, bB}. Skuteéné, polozime-li s = m, potom plati

aA — sS = (a—s)A’, protoze - —(SAA"),
—s

b _,(8BB)
bB + sS = (b+ s)B', protoze — = # = —(SBB).
(SAA")
Sectenim téchto dvou rovnic dostaneme pozadovanou rovnost. O
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Dale zde uvedme uzite¢nou tipravu vyrazu s délicim pomérem, kterou budeme vyuzivat
v dalsich dtkazech. Plati

1- (XYZ)=1- = = = = (XZY).

2.3.1 Desarguova véta

Véta 2.3. Jsou dany rtznobézné primky p, q,r, které se protinaji v bodé S, a navzajem
rizné body A, A" € p, B,B' € ¢q, C,C" € r odligné od bodu S takové, Ze existuji body
K =ABNnAB L =BCnNnBC', M =CANC'A". Potom body K, L, M lezi na jedné

primce.

Vv

_ (SAA)
(SBB')
mutzeme zvolit a = (SAA’),b = —(SBB’). Dale zvolme hmotnost bodu C' tak, aby tézistém

soustavy {aA,cC} byl bod M. Musi platit ¢ = — (SAY)  odtud dostavame ¢ = —(SCC").

stavy byl bod K. Podle lemmatu 1 musi platit § = Bez Gjmy na obecnosti tedy

(sccry

vy b _ (SBB) .
= —m Plati tedy

(a+b)K=aA+bB=aA+cC+bB—cC=(a+c)M+(b—c)L,

odkud je zrejmé, ze body K, L, M lezi na jedné primce. O

2.3.2 Pappova véta

Véta 2.4. Jsou dany dvé rtiznobézné piimky p, q a jejich prisecik S. Zvolme navzajem
rizné body A, B,C € p, D,E, F € g odlisné od bodu S tak, Ze existuji priseciky T =
AFNCD,U=BFNCE,V =AFENBD. Potom body T,U,V lezi na jedné ptimce (tzv.
Pappové piimce).
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obr. 2.11

vy

této soustavy. Podle lemmatu 1 miZeme bez jmy na obecnosti zvolit a = (SAC), f =
—(SFD). Déle plati

aA+ fF =aA+ (a—a)A+ LF +(f = L)F =
IG1A+SS+(a—CLl)A+f1F—SS+(f—f1)F,

kde aq, f1, s € R zvolime tak, aby platilo

a1A+ sS = (ay + s)B, (2.6)
le — 358 = (fl - S)E (27)
a aby tézistém soustavy {(a;+s)B, (f—f1)F} byl bod U. Z (2.6), (2.7) a posledni podminky

postupné vyplyva

%:—@A&,%:@W@

at+s  (SBC)
f=Fh  (SFE)
Odtud vyjadiime a; = —s(SAB), fi = s(SFE) a dosadime do (2.8). Dostaneme tak

rovnici s neznamou s:

(2.8)

~s(SAB)+s _ (SBQ)
—(SFD) — s(SFE) ~ (SFE)’
—5(SAB)(SFE) + s(SFE) = (SBC)(SFD) + (SBC)(SFE)s,

s(SFE)(1 — (SAB) — (SBC)) = (SBC)(SFD). (2.9)
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Plati 1-(SAB)—(SBC) = —(SAB)+(SCB) = — 82 L 88 _ (gp)AB-(C5) _ (S5)(A0)

(AB) " (CB) — (CB)(AB) — (CB)(AB)’
po dosazeni do predchozi rovnice dostavame
(SC)(CB)(AB)
= (SFDFE = —(SFDFE)(SACB).
s=( J(Be)(sB)(AC) ~ ! /(5ACE)

Nyni dokazeme, Ze tézistém soustavy {(f1 — s)E, (a — a1)A} je bod V. Plati totiz

51—_; N (Sngf 3 (:S’ZB) = ~(SACB)(SFDE) (SAC) —_((gfg))(SFDE) -
(SACB)(SFDE)(SEF)

(SAC)(1 — (SFDE))
Dale plati

| (SFDE)=1_ \SED) _ (SFE)~(SFD) 1~ (SEF)—(SFD) _

(SFE) (SFE) (SFE)
SF) (EF)—(DF)
_ —(SEF)+(SDF) _ (SE)Gpywry _ (SF)(ED)(FE) _ (SDFE)
(SFE) (SFE) (EF)(DF)(SE) '
Po dosazeni ziskavame
fi—-s 1 ‘ (SFDE)(SEF) _(SED)
a—a (SAB) (SDFE) (SAB)’
Z téchto uvah plyne zavér
@A+ fF = (a1 +)B +(f - )F + (fi = $)E + (a — a)A,
(a+ )T=(a1+s+f— LU+ (fr—s+a—a)V.
Body T,U,V tedy lezi v jedné primce. ]
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Kapitola 3

Hmotné utvary

V této kapitole budeme poznatky predchozich kapitol aplikovat na mnoziny, které jsou,
na rozdil od mnozin izolovanych hmotnych bodt, které jsme zkoumali v predchozi kapitole,
souvislé. Nejprve je tfeba pozménit zavedeny formalismus pro potieby téchto mnozin tak,

Vv

motivace. Déale se budeme zabyvat podobnymi statickymi vlastnostmi téchto mnozin stejné
jako v predchozi kapitole.

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1. Souvislou mnoZinou budeme nazyvat mnozinu 2 C R" takovou, ze kdykoliv
® C Q,¥ C () jsou oteviené mnoziny, pro které plati

dUT =,
ONY =0,

pak bud ® = (), nebo ¥ = (.

Definice 3.2. Hmotnym ttvarem (déle také atvarem) budeme nazyvat usporddanou dvo-
jici (22, p), kde © C R™ je mnoZina, ktera vznikla sjednocenim koneéného mnozstvi souvis-
Iych mnozin, a p je funkce hustoty,

p:R" - R,
X ¢Q=pX)=0.

Pokud je €2 souvislou mnoZinou, budeme hmotny atvar (€2, p) nazyvat souvislym hmotngm
dtvarem (déle také souvislym ttvarem). Hmotnosti w atvaru (€2, p) myslime ¢islo

w= /Q p(X)dX.

Pozndmka. Pokud nebude feceno jinak, vzdy budeme predpokladat, ze pro funkci hustoty
p plati X ¢ Q = p(X) = 0, a tuto funkci budeme definovat jen pro X € . Pokud
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pro funkci hustoty plati VX € Q: p = k, kde k je konstanta, potom budeme ttvar (€2, p)
nazyvat homogennim.

Déle v této praci budeme oznacovat hmotny souvisly utvar velkym feckym pisme-
nem a hmotnost takového ttvaru stejnym malym feckym pismenem. V pripadé, kdy bu-
deme pracovat s vice hmotnymi utvary najednou, budeme jejich funkce hustoty odliso-

Vv

Vv

3.2 Tézisté hmotnych utvaru

Vv

/ ToXp(X)dX = 0. (3.1)

Je-li Q C R, potom X = (z1, 22, ...,x,) a dX = dzidxs - - - dz,.

YV

vy

—
vektorem r = (z1, 29, ...,x,) plati ToX = r — rq,, kde g, je polohovy vektor t&ziste.
Dosazenim do (3.1) dostdvame

/QrTﬂp(X)dX:/Qrp(X)dX

Tr, = % = é/grp(X) dX, (3.2)

Dosazenim dm = p(X)dX do (3.2) dostavame vztah (1.2). Vztah (3.2) dale zarucuje pro

Vv

Vv

Ti(t) = {X € Q|z; =t}

Integraci pfes mnozinu 2 potom mutzeme provést tak, ze nejprve provedeme integraci pres

oo
W;(t)

29



mnozinu ¥;(t) a poté pres vSechna ¢, kterd odpovidaji soufadnici x; v mezich od a do b,
kde a, b jsme zvolili tak, abychom pokryli celou mnozinu 2.

1 b
W Ja W, (t)

kde dX; = =dzy---dw;_1dxiyq - - - dx,. Pro i-tou soutadnici tézisté potom plati

1 [ 1 [
TThi = —/ (/ tp(X) dXZ-) dt = —/ tP;(t)dt, (3.3)
W Ja W, () W Ja

awzﬁmmma&

kde

Vv

I 1
Troj = —/ (/ z;p(X) dXi) dt = —/ M;;(t) dt, (3.4)
w Ja \Jwt) WJa

My) = [ ap(x)ax;
@i(t)
Uvedené vztahy maji dalsi dilezity disledek:

Lemma 2. Uvazujme hmotny utvar (£, pq). Oznaéme (T, pr) hmotny utvar, ktery je
definovan nasledujicim zptsobem: I' = {X’ € ]R”|E|t 6 R: X" =Ty} pr(X') = (),
kde ¢ je soufadnice bodu X na ose z; a 1;(t) f\p X)dX; je hmotnost mnoziny ¥, ().
Potom plati wTy = T, kde w, 7y jsou hmotnosti utvaru (Q pa), (T, pr).

Diikaz. Nejprve dokazeme v = w. Plati

”y:/Fpp(X)dX:/abwi(t)dtz/ab ([Pi(t)pg(X)dXi) dt:/QpQ(X)dX:w.

Déle porovname polohové vektory bodi Tq, Tr:

1 1 [ 1 /[
1m=—/mﬂXNX=—/r%@ﬁ=—/r</ mWN&>&=
Y Jr W Ja W Ja v, (t)

1
= —/rpQ(X)dX:rTQ.
Q

w
[

Mnozinu I' si mtizeme ve dvou nebo tfirozmérném prostoru predstavit jako mnozinu
t67ist vSech moznych prunikd mnoziny €2 napt. s pfimkou nebo rovinou. Kazdému bodu
pfifadime hustotu odpovidajici hmotnosti ﬁtvaru \I/ i(1), ktery vznikl prfmikem mnoiiny Q

vvvvvvvv

.

Casto nas bude zajimat p¥ipad, kdy mnozinou I' je tisecka. Potom plati takika ziejmé
tvrzeni:
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a t p > L

obr. 3.2

Véta 3.1. Je dan tutvar (€2, p), kde mnozina 2 odpovida tsedce a pro hmotnost tohoto
utvaru plati w # 0. Potom T, € €.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti umistéme tsecku do soufadného systému tak, ze splyva

s osou z, jeji poc¢atecni bod lezi v poc¢atku a koncovy bod ma soutadnice [a, 0]. Pokud mé
—

bod T, soufadnice [x7, yr], potom plati To X = (z — xp, —yr). Pro tézisté atvaru Q musi

platit

—
/ ToXp(X)dX =0,
Q

a
/ ToXp(z)dx = 0.
0

YV

Protoze w # 0, dostavame yr = 0.

3.3 Scitani hmotnych atvart

Definice 3.4. Jsou dany hmotné Gtvary (£, po) a (¥, py). Potom souctem (2, po)+ (¥, py)
myslime utvar (', pr) takovy, ze pr(X) = po(X) + pe(X) a ' = QU .

Véta 3.2. Jestlize plati (2, pa) + (¥, py) = (T, pr), potom plati (w+ )Tt = T + Y Ty.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze pro hmotnost v skute¢né plati v = w + 1. Podle definice je

7= [pr(X)aX = [ (pa(X) + pu(X)aX = [ pa(X)aX + [ pu(x)ax -
= [ potax + [ L 0ax [ pooax+ [ paxiax -

\ U

:/ﬂpQ(X)dX—}-[ppq,(X)dX:w—i—w.
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= [ ror(X)AX = [ 7 palX) + po(X) AX = [ rpa(X)aX + [ mpulx)ax =

= / rpo(X)dX + / rpy(X)dX = wry, + Yro,,
Q

v
1
T = ot w ((,L)'I”‘TQ + @ZJ’I‘T\P),
coz odpovidéa definici tézisté podle (1.4). O

3.4 Teézisté vybranych souvislych atvara

3.4.1 Trojahelnik

YV

vy

vvvvvvvv

Vv

nicené trojuhelnikem, kde kazdému bodu této mnoziny pfifadime stejnou hustotu. Tuto
domnénku dokazeme a vyuzijeme ji i pii feSeni tlohy.

Véta 3.3. Uvazujme hmotny atvar (£, p), kde € je mnozina urcené trojihelnikem ABC
a pro funkci p plati VX € Q: p(X) = k (atvar (£, p) je homogenni) Potom plati T = T,
kde S = {14,1B,1C}.

»
>

O[Cl, CQ]

Wa(y)

»

A0, 0] T S B, Of
obr. 3.3

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti umistéme trojihelnik ABC' do kartézské soustavy soutadnic
tak, Ze soufadnice jeho vrcholt jsou A0, 0], B[b,0], C[ey, ¢2]. Dale mizeme predpokladat

Vv

b+01 Co
rry = 3 ,g .
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Polozme x = 21,y = x2. Pro meze r, s mnoziny W»(y) platir =y, s = b—y%. Hmotnost
mnoziny €2 odpovida obsahu trojiuhelniku ABC, m = 1”72 Potom

Pg(y):/rsldx:s—r:b<1—%),
Mg,l(y):[zdm:%(ﬁ-ﬂ):%@w)(s—m:%<b—y—b+%>b(1—ﬂ).

Vv

1 [ 2 2 Y 2 cg cg Co
= — BPy(y)dy = — lf1— = ) dy=—(=—=) ==
Yt / 5(y)dy by )y Y ( c2> Y C2<2 3 3

W Jo
1 [ 2 | b 2yc

:%z;/o My, (y)dy = - _<b_y_+£>b<l_g)dy:
1 [

bca Jo 2 Co Co C2
b 2yc b by 2cyy?
_ - b_y_+y1__y+%_ 12y dy =
C2 Jo C2 Co Co & &
1 bCQ b62 b + ¢y 20102 b +
e ( 275, T2 T 5 T 3 3

Tim je véta dokazana.

Platnost véty muzeme dokazat i uzitim lemmatu 2. Prinikem piimky rovnobézné
se stranou AB a trojihelniku ABC' je tsecka A;B;. Protoze je trojuhelnik homogenni,
lezi tézisté T této usecky v jejim stfedu. Plati AABC ~ AA,B,C (trojuhelniky ABC
a A;B;C jsou podobné), protoze |[<CA;B;| = |[<CAB|, |[<CB;A;| = |[<CBA|. Potom také

ANCAT, ~ ANCACY, kde C je stied strany AB, protoze ||CO’XI = ‘ﬁgf‘ = ||ﬁtglt||. Odtud

vyplyva |<CT,A;| = |<CC1A| neboli T, € CCy. Mnozinou I' pro trojihelnik ABC' je tedy
usecka C'Cy. Podle véty 3.1 plati T' € C'Cy, kde T je tézisté celého trojuhelniku ABC'. Zcela
analogicky bychom ziskali i T € AA;,T € BBy, kde Ay, By jsou stiedy tusecek BC,CA.

Vv

{1A,1B,1C}. O
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3.4.2 Ctyistén
Uvazujme soustavu S = {1A,1B,1C,1D}, kde body A, B,C, D jsou vrcholy ¢tyfsténu.

Vv

Vv

a zaroven trojuhelniku ABC'. Analogicky lezi bod T i na tseckach AA;, BB, C'C1, kde body
Ay, By, C] jsou tézisté trojuhelniki BC'D, ACD, ABD. Touto tvahou jsme navic dokazali,
Ze se zminéné usecky protinaji v jednom bodé T'. Tyto tsecky budeme nazyvat téznicemi
¢tyfsténu, napt. tsecka AA; je téznici ¢tyrsténu ABCD na sténu BCD. Z rovnosti 4T =
3D; + 1D dostavame, v jakém poméru déli bod T téZnici Ctyfsténu, 3 : 1 = —(DD,T) =

DT
— {5 = DT DT,

obr. 3.5

vvvvvvvv

izolovanych vrchold ¢tyrsténu.

Véta 3.4. Je dana mnozina ) urcena cCtyfsténem ABC'D a funkce hustoty p, pro kterou
plati X € Q = p(X) = ki, a soustava S = {koA, koB, koC, ko D}, k1, ky € R. Potom
pro utvar (2, p) plati T = Ts.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miuzeme predpokladat k; = ko = 1 (protoze je Ctyfstén
roviny rovnobézné s rovinou ABC' a ¢tyTsténu je trojuhelnik A, B,C}. Ozna¢me A}, A’ stiedy
stran B,Cy, BC. Ze stejného dtivodu jako v ¢asti 3.4.1 lezi body D, A}, A’ na jedné pfimce.
To znamend, ze AA" || A;A}. Tézisté T, trojuhelniku A, B;C; lezi na tsecce A, A; a déli ji
v poméru 2 : 1. Ve stejném poméru déli i bod D; tsecku AA'.

Z podobnosti trojuhelniki AA;AD ~ AAA'D vyplyva i podobnost trojihelnikd

AATD ~ AADD, protoze 25 = Il = 1Udi a |qDATY| = [<DAD,|. Odtud
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dostavame |<DT;A;| = |<DD;A|, coz znamend, ze T, € DD;. Podle lemmatu 2 musi té-
7i8té Tgq celého utvaru (€2, p) lezet na pfimce DD;. Analogickou tvahou bychom dokazali,
ze bod T, lezi i na primkach AA,, BB, CCy a odpovida tak bodu 7', tézisti soustavy S. [

3.4.3 Hranol

Uvazujme homogenni ttvar (2, po), kde Q je mnozina uréené n-bokym hranolem
AjAy - AZALAL AL

Prinikem roviny rovnobézné s podstavou hranolu a utvaru (€2, pg) je mnohothelnik

B1Bs--- B, shodny s podstavou hranolu, ktery mizeme povazovat za obraz dolni pod-

—
stavy ¥y v posunuti T; uréeném vektorem A;B;. V tomto odstavci dile budeme rozumét
libovolnym mnohothelnikem hmotny ttvar uréeny timto mnohotthelnikem. Horni podstava

. 7’ ’ 7’ —) % . .
U, je obrazem dolni podstavy v posunuti Ty uréené vektorem A; A || A;B;. Proto je i té-

Vv

Vv

vvvvvvvv

hranolu, lezi ve stiedu usecky T171".

3.5 Hmotné atvary v geometrickych tlohach

Podobnym zptisobem jako v kapitole 2 1ze vyuzit hmotnych souvislych atvari k dokazovani
geometrickych tvrzeni nebo feSeni geometrickjch tloh. Uvaha vidy spoéiva v tom, Ze

Vv

vvvvvvvv

puvodniho hmotného atvaru.
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Priklad 4. Jsou dany rtznobézné primky p, q. Na pfimce p zvolme body A, B a na piimce
q body C,D. Ozna¢me postupné E, F, G, H stfedy stran AB, BC,CD, DA a I prusecik

primek p, q. Na useckach CE, DE, AG, BG, I F, I H postupné zvolme body K, L, M, N, U,V
. v T|ICK DL AM BN U v . o
takové, ze ﬁ = ﬁ = ;GM|| = EGN: = ||HU|| = ||P:V|‘ = 2. Oznac¢me T priisecik primek K M

a N L. Dokazte, ze body T',U,V lezi na jedné primce

C

Reseni. V tomto feseni budeme uvaZovat pouze homogenni souvislé mnoziny, tedy mno-
ziny pro jejichz hustotu plati X € I' = pp(X) = 1. Nejprve ozna¢me ) mnoZinu uréenou
¢tyfiuhelnikem ABC'D, A; mnozinu uréenou trojuhelnikem ABD; A, mnozinu uréenou
trojihelnikem BCD, ®; mnozinu urcenou trojihelnikem ABC', &, mnozinu urcenou troj-
thelnikem AC'D a kone¢né ¥; mnozinu urcéenou trojuhelnikem 7/ AD a ¥y mnozinu uréenou
trojuhelnikem I BC'.

C

Uy
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Plati:

(Q,pQ) = (A17pA1) + (A27:0A2) = ((I)lvp@l) + ((I)?vp‘h) = _(\Ijl7p‘1’1) + (‘IIQJp‘I’z)'

Vv

L,N,K,M,U,V. Podle véty 3.2 potom plati
Wl = 0L+ 0N = 01 K + ¢ M = —p1U + ),V
Odtud vyplyva, ze To = LN N KM = Tq = T. Po dosazeni dostavame
wl'= =i U + 4V,
tedy body T, U,V lezi na jedné ptimce.

Priklad 5. Jsou dény trojuhelniky ABC a DEF takové, ze jsou vzorem a obrazem posu-
nuti v roviné. Oznacéme U, V, W, X postupné tézisté trojuhelnika ABC, ACE,CDE, DEF.
Daéle ozna¢ime body K = BV NEU,L=AWNDV,M =CXNFW.

a) Dokazte, ze body U, V, W, X lezi v jedné pfimce a plati |[UV| = |[VW| = |[IWX].

b) Dokazte, ze tézisté trojuhelniku K LM lezi ve stfedu tsecky UX.

F

Reseni. Cést a) budeme Tesit pomoci soustav hmotnych bodi. Plati 14 + 1B + 1C = 3U
alC+ 1D + 1FE = 3W. Sec¢tenim uvedenych vztaht dostavame

1A+ 1B+2C+ 1D+ 1FE = 3U + 3W. (3.5)

Usecky BD, AE jsou thloptickami rovnobé&zniku ABED a navzijem se ptli. Ozna¢me
jejich prusecik G. Potom plati 1B + 1D = 2G = 1A + 1E. Dosazenim do (3.5) ziskavame

2A+2C +2F = 3U + 3W,
6V = 3U + 3W,
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a pro pomeér jejich vzdalenosti plati

|{UV| 3

W (UWV) = 3= 1.

Podobné pro bod X plati 1D + 1E + 1F = 3X, 1A+ 1C + 1E = 3V. Se¢tenim rovnic
a dosazenim 1A + 1F = 2H = 1C + 1D, kde H = AF N CD, ziskame 2D + 2C' + 2F =
6W = 3X + 3V neboli W € VX a {Gpr = 1.

V feSeni ¢asti b) tlohy vyuZijeme poznatkil o poloze tézisté ¢tyfsténu a hranolu. Na dvo-
jici trojuhelnikt ABC, DEF totiz muzeme nahlizet jako na podstavy kosého hranolu pro-
mitnuté do roviny jedné z nich. Kosy hranol ABCDEF si mizeme rozdélit na nékolik
casti.

Podobné jako v predchozim piikladé zde budeme pro libovolnou souvislou mnozinu
I' C R? rozumét predpisem pr(X) funkei hustoty, pro kterou plati X € ' = pr(X) = 1.
Ozna¢me nejprve I' mnozinu uréenou celym hranolem, ) mnozinu urcenou ¢tyfsténem
ABCE, ¥ mnozinu urc¢enou ¢tytsténem ACDE a & mnozinu uréenou ¢tyisténem CDEF.
Hmotnosti jednotlivych hmotnych atvari odpovidaji objemu mnozin, kterymi jsou urceny.
Oznac¢me S obsah podstavy hranolu a v jeho vysku. Potom plati

Vv

ABCE a tedy i autvaru (2, pa) je bod K, ktery lezi na priseciku spojnic vrchold B, E

s tézisti protéjsich stén ¢tyrsténu. Analogicky dostaneme Ty = L a Te = M. Po dosazeni
obdrzime

VIr = wK + YL+ oM = (v + 7+ ¢)T,
kde T je tézisté soustavy {wK, )L, M }. Protoze w = v = 9, je bod T t&zisté trojuhelniku

vvvvvvvv

hranolu ACBDEF. Podle kapitoly 3.4.3 lezi tézisté tohoto hranolu na spojnici UX tézist
podstav a déli ji v poméru 1:1. Tim je tloha vyTeSena.
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Z.aver

Poznatky tykajici se statiky hmotného bodu byly v geometrii pouzivany jiz v antickém
Recku. Archimédes nejprve spatioval vyznam své teorie pfedeviim v objevovani novych
geometrickych zakont, brzy si uvédomil, Ze mtze byt uzitecna i pii dikazu téchto vét.

Vv

YV

Vv

chimédovy axiomy, které jsou dulezité pro dalsi aplikaci teorie. Klicovym pojmem prace je
zavedeni souctu hmotnych bodi a jeho souvislosti s délicim pomérem, ktery snadno umoz-
nuje popsat nejen vzajemné vzdalenosti bod na primce, ale i jejich vzajemnou polohu.
Na zakladé vlastnosti tézisté jsou potom dokazany algebraické vlastnosti souctu hmotnych
bodt.

V dalsi ¢asti prace jsou ukazany nékteré aplikace teorie, které vyuzivaji sou¢tu hmot-
nych bodl a jeho vlastnosti. Reseni vétsiny geometrickych problémi je zaloZeno na tom,
dostat vice zptisoby. Obzvlasté vhodna je geometrie hmotnych bodi k dikazu kolinearity
bodt (body se nachazeji v jedné pfice) a konkurentnosti ptimek (pfimky prochézeji jednim
bodem). Pfinosem préce je dikaz komplikovanéjsich planimetrickych tvrzeni o kolinearité
urc¢itych bodi, Desarguovy a Pappovy véty, pomoci geometrie hmotnych bodt.

Dalsim pfinosem prace je rozsifeni geometrie hmotnych bodt na souvislé hmotné utvary,
které dosud nebylo v literatufe zpracovano. Archimédes sice kombinoval ve svych pracich
utvaru, je nutné jiz pouzit diferencialniho a integralniho poctu, jehoz aparat v Archimédove
dobé jesté nebyl k dispozici.

Geometrie hmotnych bodi umoziuje nejen dokazovat geometricka tvrzeni, ale i objevo-
vat nova. Z tohoto divodu muze slouzit i jako inspirace napi. autortim tiloh matematickych
soutézi. Jako ilustraci jsem uvedl priklad 5, jehoz feSeni po nalezeni analogie v prostoru
a pouziti souvislych hmotnych atvari je velice intuitivni, ovSsem podle prvotniho zadani
se jevi jako pomérné slozita planimetricka loha. Obecné mtizeme Tici, Ze na feSeni tlohy po-
moci geometrie hmotnych bodi miizeme snadno prijit, neni tfeba objevovat zadné skryté
souvislosti jako v Cistém syntetickém feSeni. Na druhou stranu je reSeni touto metodou

Moznosti rozsiteni prace je nalezeni dalsich aplikaci teorie v podobé dalsich geomet-
rickych problémi ¢i novych dikazt existujicich tvrzeni. Nabizi se posoudit mozné vyuziti
situace, kdy v pfipadé hmotnjch souvislych atvart neni funkce hustoty konstantni.
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