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Abstrakt

Turnaje a jejich vlastnosti byly uspokojivé zkoumany a popsany pouze
z hlediska teorie grafu. Vysledky tohoto vyzkumu maji zajimavé aplikace
v oblasti socialnich véd v teorii volby a teorii socialniho vybéru. Tato préace
si ovSem klade za cil popsat turnaje z hlediska algebry, k dukazu nékterych
vét jsou vSak mimo algebraickych metod pouzity také metody kombinato-

rické.

Turnaje jsou definovany jako relacni struktury, tedy jako mnoziny s refle-
xivni, antisymetrickou a iplnou binarni relaci na nich. V préci jsou zavedeny
pojmy: cyklicky turnaj, tranzitivni turnaj, kongruence na turnajich a simple
turnaje a jsou dany spolu do souvislosti. Prace ukazuje piimou souvislost
prace je jasna definice cyklickych turnaju, pomoci které jsou odvozeny jejich
dulezité vlastnosti. Prace se také zabyva moznostmi definovani a konstrukei
kongruenci na turnajich, je zaveden pojem simple turnaje. Simple turnaje
jsou dany do souvislosti s cyklickymi a tranzitivnimi turnaji a jsou popsany
nekteré jejich vlastnosti. Strucné jsou nastinény mozné aplikace ziskanych

poznatku.

Klicova slova
Relaéni struktura; kongruence; turnaj; simple turnaj; cyklicky turnaj; kom-

binatorika a teorie grafi.



Abstract

Tournaments and their properties were described yet only in terms of
graph theory. There are interesting applications of those research results in
social sciences for example in vote theory and social choice theory. This work
is aimed to describe tournaments in terms of algebra. Instead of usual alge-

braic methods there are combinatorial methods used to prove some theorems.

Tournaments are defined as relational structures which means a set with
reflexive, antisymetric and complete binary relation on it. Cyclic tourna-
ments, transitive tournaments, tournament congruences and simple tourna-
ments are defined in this work and there are also shown relations among
them. The work shows relation between transitive tournaments and linear
lattices. One of the most important parts of the work is a clear definition
of a cyclic tournament which is used to illustrate properties of cyclic tour-
naments. The work also contains definition of tournament congruences, way
of their construction and description of their properties. Simple tournaments
are defined and their properties are described with knowledge of properties
of tournament congruences. Relations among simple tournaments and cyclic
and transitive tournaments are shown in this work too. The work also con-

tains an outline of the possible usage of the acquired knowledge.

Key words
Relational structure; congruence; tournament; simple tournament; cyclic tour-

nament; combinatorics and graph theory.



Uvod

Turnaje a jejich vlastnosti [Wol2] byly podrobnéji zkoumény a popsany
pouze z hlediska teorie grafu [Tru] naptikald byl vy¢islen pocet neizomorfnich
turnaju, pro ruzna n, pomoci aplikace Pdlyovy vycislovaci metody [Wikl|
a [Wik2], na téchto strankdch se nachézeji i odkazy na dalsi ¢élanky, které
se spiSe zabyvaji ruznymi aplikacemi turnaju. Prozatim se pravdépodobné
nikdo hloubéji nevénoval vyzkumu turnaju z hlediska algebry, proto je tato

prace v mnohém nova a prakticky nenavazuje na zadnou predchozi praci.

Kapitoly 1 a 2 se vénuji vykladu casti teoretického zakladu, na kterém
préce stoji, zejména teorie mnozin a zakladnich pojmu bindrnich relaci v Ka-
pitole 1 a zédklady problematiky relacnich struktur a kongruenci na nich v Ka-
pitole 2, svazy [Rach] jsou axiomatizovany v Piiloze #2, ovSem v préci nejsou

popsany zaklady kombinatoriky [Cal].

VVVVVV

lasti obecnych vlastnosti turnaju, cyklickych turnaju a tranzitivnich tur-
naju. V Kapitole 4 jsou zavedeny kongruence na turnajich a jsou predstaveny
nostech. Kapitola 5 se vénuje nastinu aplikaci nékterych vysledku prace jak

v oblasti socialnich véd, tak matematiky.

Tato préace vznikala v obdobi mezi fijnem 2010 a inorem 2011 v ramci
projektu Badatel, WWW: http://badatel.upol.cz, ktery je organizovan
Prirodovédeckou fakultou Univerzity Palackého v Olomouci, pod vedenim
Mgr. Michala Botura Ph.D.

Cilem prace je dobte definovat cyklické turnaje, popsat jejich vlastnosti a
souvislosti s tranzitivnimi turnaji. Definovat kongruence na turnajich, jejich
konstrukci a v souvislosti s nimi definovat simple turnaje. V neposledni radé

také dat do souvislosti simple turnaje s cyklickymi a tranzitivnimi turnaji.



Matematika je hra hrand podle jistych jednoduchyjch

pravidel s nesmysinymi znaky na papire.

David Hilbert!

!David Hilbert (1862 — 1943), vyznamny némecky matematik, ktery se mimotadné
zaslouzil o axiomatizaci geometrie a také formuloval slavné Hilbertovy problémy, které
vyznameé ovliviiovaly sméry matematického vyzkumu ve 20. stoleti.
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Kapitola 1
Zaklady algebry

Tato kapitola slouzi jako naprosty uvod do problematiky, velice struéné se
zabyva pojmy mmnozina, mnozinovd operace, bindrni relace, zobrazeni a relace

ekvivalence, které jsou nezbytné nutné k pochopeni obsahu dalsich kapitol.
1.1 Mnoziny

MmnoZzinou rozumime koneény, nebo nekonecny soubor objektu - prvku mnoziny,
u kterych nezélezi na poradi a mnohocetnosti.[Wol1l] Mnoziny znac¢ime velkymi
pismeny, prvky povétsinou malymi pismeny. Skutec¢nost, ze prvek a nélezi do
mnoziny A, zna¢ime a € A, skutecnost, ze prvek b nenalezi do mnoziny A,
se znaci b ¢ A.

Obecné existuji dva zpusoby zapisu mnozin:

1. Mnozinu muzeme zapsat vyctem prvku.
Priklad
e Mnozina prvnich 4 prirozenych ¢isel

A ={1;2;3;4}



e Mnozina vsech realnych kofenti rovnice 22 — 2 — 1 =0

B:{1—2\/5;1+\/5}

2
2. Mnozinu muZzeme zapsat pomoci charakteristické vlastnosti.?
Priklad
e Mnozina prvnich 4 pfirozenych &fsel 3
A={aeN|a<4}
e Mnozina vSech redlnych kofenti rovnice 2> — 2 — 1 =0

B={zeR|2z*—2-1=0}

Definice 1.1
Mohutnost mnoziny je u koneénych mnozin rovna poctu prvku dané mnoziny.

Mohutnost mnoziny A se znaci |A|.
Priklad
e Me¢jme mnozinu prvnich 4 prirozenych cisel
A= {1;2;3;4},

pak |A| = 4.

2Prézdna mnozina se znaéi ().
3Zapis A = {a € N | a < 4} se ¢te: “Mnoziny piirozenych éfsel a takovych, ze a < 4 7.



1.2 Mnozinové operace

Definice 1.2
Prinik mnozin A a B se znac¢i AN B. Prunikem mnozin A a B je mnozina
takovd, ze AN B = {c | c € AANc € B}. Jeli prunikem mnozin A a B

mnozina C', pak tuto skutec¢nost znacime AN B = C.

Obrézek 1: Prunik mnozin

Priklad
e Méjme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4}={1;23;4} B={beR|b*~7b+10 =0} = {2;5},
pak prunikem mnozin A a B je mnozina takova, ze

ANB={ceN|—-Tc+10=0Ac <4} ={2}.

Definice 1.3
Sjednoceni mnozin A a B se zna¢i A U B. Sjednocenim mnozin A a B je
mnozina takova, ze AU B = {c | c € AV ¢ € B}. Je-li sjednocenim mnozin

A a B mnozina C', pak tuto skute¢nost znacime AU B = C.
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Obrazek 2: Sjednoceni mnozin

Priklad

e M¢jme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4}={1;23;4} B={becR|b*-7b+10 =0} = {2;5},
pak sjednocenim mnozin A a B je mnozina takova, ze
AUB={ceN | -Tc+10=0Vc <4} = {1;2;3;4;5}.

Definice 1.4
Rozdil mnozin A a B se znaéi A\ B. Rozdilem mnozin A a B (v tomto poradi)
je mnozina takova, ze A\B = {c | c € AAc ¢ B}. Je-li rozdilem mnozin A

a B mnozina C, pak tuto skutecnost znac¢ime A\B = C.

Obréazek 3: Rozdil mnozin
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Priklad
e M¢jme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4} ={1;2,3;4} B={becR|b*-7b+10 =0} = {2;5},
pak rozdilem mnozin A a B je mnozina takova, ze

A\B={ceN|c<4Nc—Tc+10#0} = {1;3;4}.

Definice 1.5

Kartézsky soucin mnozin A a B v tomto potradi se znac¢i A x B. Kartézskym
sou¢inem mnozin A a B je mnozina takové, ze A x B = {(a;b) |a € ANb €
B}, kde (a;b) je usporddand dvojice prvku a a b. Je-li kartézskym soucinem

mnozin A a B mnozina C', pak tuto skutecnost znacime A x B = C.
Priklad
e Méjme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4}={1;2;3;4} B={becR|b*-7b+10 =0} = {2;5},
pak kartézskym soucinem mnozin A a B je mnozina takova, ze

Ax B ={(1;2); (1;5); (2,2); (2;5); (3; 2); (3;5); (4;2); (4;5) }.

V kontextu vyse definovanych mnozinovych operaci muzeme zavést pojem

podmnozina, jehoz znalost je nutna k definovani dalsich dulezitych pojmu.

Definice 1.6

Méjme mnoziny A a B, pokud plati, ze AN B = B nebo AUB = A 4,
pak mnozina B je podmnoZinou mnoziny A, tato skutecnost se znaci B C A,
pokud B # A, v opacném pripadé B C A, tedy pokud muze platit B = A.

4Tyto vyroky jsou ekvivalentni, protoze AN B = B, pak AUB = AU (AN B) = A.

12



Priklad

e M¢jme mnoziny piirozenych cisel N, celych ¢isel Z, racionalnich ¢isel

Q, redlnych cisel R, a komplexnich ¢isel C, pak pro tyto mnoziny plati

NczcQcRcC.

1.3 Binarni relace

Definice 1.7
Bindrni relaci R mezi mnozinami A a B v tomto poradi nazyvame libovol-

nou podmnozinu R kartézského souc¢inu A x B.
Jestlize R C A?, pak R je bindrn{ relaci na A.
Priklad
e Méjme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4}={1;2;3;4} B={beR|b*~7b+10=0} = {2;5}.
Proto kartézskym sou¢inem mnozin A a B je mnozina takovd, Ze
Ax B ={(1;2);(1;5); (2:2);(2;5); (3;2); (3;5); (4;2); (4;5) }.

Definujeme relaci R. Reknéme, ze plati (a;b) € R, pokud tyto prvky
splnuji podminku a + b < ab, tedy

R={(a;b) | a € ANb € B;a+b < ab} = {(2;5);(3;2):(3;5); (4:2); (4;5)}.

Definice 1.8
Inverzni relact k binarni relaci R C A x B, je takova mnozina uspoiadanych
dvojic (b;a), které nalezi R~! tehdy a jen tehdy, jestlize (a;b) € R.
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Priklad

e Méjme mnoziny A a B takové, ze
A={aeN|a<4}={1;2;3;4} B={beR|b*~7b+10 =0} = {2;5},
a relaci R takovou, ze
R={(a;0) [a€ ANb € Bja+b < ab} = {(2;5);(3;2); (3;5); (4;2); (4;5)},
pak relaci R7! je relace takova, ze

R = {(5:2); (2:3);(5:3); (2 4); (5:4)).

Definice 1.9

Binarni relace f mezi mnozinami A a B se nazyva zobrazenim mnoziny A
do B, znacise f: A — B, plati-li, ze pro kazdé a € A existuje jediny obraz
b € B takovy, ze (a;b) € f. Takovyto obraz obvykle znac¢ime b = f(a). ®

Definice 1.10
Zobrazeni f : A — B se nazyva:
1. injektivni, tj. prosté, plati-li, f(a) = f(b) = a = b,

2. surjektivni, plati-li, ze ke kazdému b € B existuje néjaké a € A takové,

ze f(a) = b,

3. bigektivni, plati-li, Ze je zaroven injektivni a surjektivni.

>Nejlepsim piikladem zobrazeni je funkce. Skutecnost, ze ze pro kazdé a € A existuje
jen jedno f(a) € B, tedy 7e existuje jen jedna funkéni hodnota kazdého prvku, je mozno
ilustrovat na grafu funkce v soufadnicové soustavé Oy, kde kazdd rovnobézka s osou y
protne graf funkce nejvyse jednou.
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Obrazek 4: Priklady relaci a zobrazeni

Popis obrazku
e Relace na obrézku a) neni zobrazeni.

e Relace na obrazku b) je injektivni zobrazeni, ale neni surjektivni, protoze

neexistuje zadné x € A takové, ze f(x) = u.
e Relace na obrazku c) je bijektivni zobrazeni.

e Relace na obrazku d) je zobrazeni, ale neni injektivni ani surjektivni,
protoze neexistuje zadné z € A takové, ze f(z) = z a jelikoz f(c) =

f(d), ale ¢ # d.

Priklad
e Zobrazeni f; : R — RY takové, ze f; : y = |z|, je zjevné surjektivni,
ale nenf injektivni, protoze plati, ze |z| = | — x|, ale obecné neplati, ze
—r =x.

e Zobrazeni f; : RT™ — R takové, ze fo : y = logz, je zjevné bijektivni.

15



e Zobrazeni f3 : N — N takové, 7ze f3 : y = 22 je injektivni, ale neni
surjektivni, protoze neexistuje naptiklad zadné n € N takové, ze by

platilo n? = 2.

Definice 1.11

Bindrni relace R C A? se nazyva °

1. reflexivni, plati-li

Ve e A: (x;z) €R,

2. symetrickd, plati-li

Ve,y € A: (z;y) € R= (y;z) € R,
3. antisymetrickd, plati-li

Ve,y € A: (x;y) € RA(y;2) € R=x =1y,
4. tranzitivni, plati-li
Vae,y,z € A: (z;y) € RA(y;2) € R= (x;2),€ R

5. dplnd, plati-li

Ve,y € A (x;y) € RV (y;x) € R.

Definice 1.12
Relace ekvivalence je reflexivni, symetricka a tranzitivni binarni relace. Znaci

se x&€y.

Méjme mnozinu A a ekvivalenci & C A2, pak se mnozina z/€ = {y €

A | yEx} nazyva tiidou ekvivalence £ s reprezentantem x, pricemz Vy €

6Nékteré tyto vlastnosti jsou navzdjem disjunktni. Libovolnd bindrni relace nemusi
spliiovat ani jednu z téchto vlastnosti. Zdpis (x;y) € R je ekvivalentn{ se zdpisem xRy,
ktery se pouziva déle.
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x/E : x/E = y/E. Tiidy ekvivalence jsou disjunktni. Mnozinu vsech tiid
ekvivalence, tedy {z/€ | x € A} nazviame faktormnozinou podle ekvivalence
& a znacime A/E.
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Kapitola 2
Relac¢ni struktury

V této kapitole budou pomoci poznatku z minulé kapitoly definovany po-
jmy relacni struktura, pravé a levé okoli prvku a kongruence na relacnich

strukturach.
2.1 Obecné vlastnosti

Definice 2.1
Méjme libovolnou mnozinu A a libovolnou n-arni relaci R takovou, ze plati
R C A™ a R # (), pak struktura S = (A; R) je relacnd struktura.

Definice 2.2
Je déna relacn{ struktura S = (A; R), kde R C A%

1. Mnozina Pg(z) se nazyva pravym okolim prvku x. Pr(z) je mnozina

obsahujici prvky, s nimiz je x v relaci na pravém misté, formalné

Pr(z) ={y € A| zRy}.

2. Mnozina Lg(x) se nazyva levym okolim prvku z. Lg(x) je mnozina

18



obsahujici prvky, s nimiz je x v relaci na levém misté, formalné

Lp(z) ={y € M | yRz}.

Timto zpusobem muzeme okoli definovat pouze diky binarnosti relace R.

2.2 Kongruence na rela¢nich strukturach

Definice 2.3

Kongrunce na rela¢ni struktuie s libovolnou binarni relaci, obvykle znac¢ena
6, je ekvivalence. Pro ttidy této ekvivalence plati, ze vSechny prvky y libolné
tfidy x/0 maji ke vSech ostatnim prvkum stejny vztah jako reprezentant

tridy, tedy formalné
Vy € x/0: (xRz = yR2)N(zRx = zRy)\((x; 2), (z;2) € R= (y;2), (2;y) ¢ R).

Relacni struktura S = (A4; R) faktorizovand kongruenci 6 se znaéi S/ =
(A/0;R/0). AJO je mnozina vsech tiid kongruence a relace R/6 ukazuje

vztahy mezi jednotlivymi tfidami. Plati pro ni
Ve,y e A: xRy = z/0(R/0)y/0,

tridy kongruence maji tedy mezi sebou stejny vztah jako jejich prvky, coz

odpovida prvni casti definice.

Ekvivalence 0 je tedy kongruenci na relacni strukture S tehdy a jen tehdy,

je-li §/6 relacni struktura.

Definice 2.4
Méjme relaéni strukturu S = (A4; R), kde R C A% Kongruence, kde je
tfidou kongruence celd mnozina A, anebo jsou tfidami kongruence jen sa-

motné prvky z A, se nazyvaji trividlni kongruence.
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Priklad

e Méjme relacni strukturu J = (A;J), kde |A| = 3 a J je reflexivni,

tranzitivni a uplna.

Obrazek 5: Faktorizace J netrivialnimi kongruencemi
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Kapitola 3
Turnaje a jejich vlastnosti

V této kapitole jsou definovany turnaje a jsou zavedeny cyklické a tran-

zitivng turnaje a jsou popsany jejich vlastnosti.
3.1 Obecné vlastnosti turnaju

Definice 3.1
Je dana relacni struktura 7 = (A;T). Je-li T reflexivni, antisymetricka

a uplnd (Definice 1.11), pak relacni struktura T = (A;T) je turnaj.

Véta 3.1

Méjme turnaj 7 = (A;T), kde |A| = n. Rozdélime-li relaci T na podmnozinu
Ty C T takovou, ze plati T} = {(z;x) | x € A} (existence této mnoziny plyne
z reflexivity T'), a podmnozinu T, C T takovou, ze Ty = T\T}, kterd tedy

obsahuje vSechny ostatni usporadané dvojice. Pak |T3| = "2; 2 Také muzeme

fict, ze jakykoliv turnaj lze korektné definovat pomoci T5.

Diikaz. Existuji nejméné tii vysvétleni: algebraické, geometrické a kombi-

natorické. Uvedeme je v tomto poradi.
Pro kazdou n-prvkouvou mnoZinu existuje pravé n? uspoiddanych dvojic.
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Vime, ze relace T je reflexivni, nemusime tedy uvadét usporddané dvojice

tvaru 2Tz (Vo € A) (tyto uspofadané dvojice nalezi do 77), tim se pocet

2 —n. Vime, Ze relace je antisymetrickd, tedy,

uspotfadanych dvojic snizi na n
ze plati Vo,y € A,x # y : 2Ty V yTx, tim padem se pocet usporadanych

n2—n

dvojic snizi o polovinu na

Predstavime-li si, turnaj definovany relaci T" na n-prvkové mnoziné jako
n-thelnik pro n > 3 (bod pro n = 1, nebo tsecku pro n = 2). Vime, ze podle

uplnosti relace T musi dojit ke spojeni vSech bodu. Pak pocet usporadanych

n(n—3) _ n2-n

dvojic je roven souctu tuhlopricek a stran, tedy n + == 3

Uspotadanou dvojici je mozno si predstavit jako dvouprvkovou podmnozi-

nu n-prvkové mnoziny A, kterych je prave (3)7

Véta 3.2
Meéjme turnaj T = (A;T), pak pro vSechna = € A plati

Pr(z) 0 Lr(z) = {x}
Dikaz. 7 reflexivity relace T vyplyva, ze plati Vo € A : xTx, dusledkem
toho je, ze plati Vo € A : x € Pr(z) A Lr(z). Z antisymetri¢nosti plyne, ze

neexistuje takové y # z, ze plati Ty A yTx. Tvrzeni Pr(z) N Lr(z) = {x}
je tedy pravdivé.

V predchozi éasti jsme dokézali, ze Vo € A : x € Pr(x) A Ly(x). Relace
T je antisymetrickd a tuplnd, musi tedy platit Vz,y € A,y # = : 2Ty nebo

"Ovéfeni rovnosti:

@)=“Eﬁm57”=ﬁ;"
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yT'z, z toho plyne, ze plati Vz,y € A,y # x :y € Pr(x), nebo y € Ly(z). Z
toho plyne platnost Pr(z) U Lyp(x) = A.

3.2 Struktura turnaja

Definice 3.2
Cyklicky turnaj je takovy turnaj C = (A;T), kde plati

Vee Adye A: Lr(z)\{z} = Pr(y)\{y}.

Obrazek 6: Cyklicka trojice

Pred tim, nez vyslovime dalsi véty, zejdnodusme znaceni tak, ze Ly (z)\{z}

a Pr(x)\{z} oznaéime Ly(x) a Pp(z).

Véta 3.3
Mame-li cyklicky turnaj C = (A;T), kde A je konecnd, pak A mé lichy pocet
prvku.

Diikaz. Vime, ze mame-li cyklicky turnaj C = (A4;T) pak musi byt splnéno,
7e Vo € AJy € A: Ly(xr) = Pr(y) (Definice 3.3). Dokdzeme, 7e existuje
jen jedno takové y. Uvazujme, ze Lp(z) = Pr(y) = Pr(z). Oviem podle
antisymetricnosti a uplnosti relace T" musi platit, ze yT'z V 2Ty, proto musi
platit, ze y € Pr(2)Vz € Pr(y), predpokladali jsme ale, ze y ¢ Pr(y) a také
z € Pp(2), dochézime tedy ke sporu.
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Definujme tedy jednoznacné zobrazeni s : A — A takové, ze Vx,y € A :
s(z) =y & Lp(x) = Pr(y). Z vyse dokdzaného faktu mizeme vyvodit dalsf

vlastnost tohoto zobrazeni s(z) = s(y) = = = v.

Pomoci zobrazeni s muzeme tedy definovat mnozinu

kde s =z, s'(z) = s(x), s°(v) = s(s(2))...s"(x), také plati, ze
Vi, j €{0,1,...,n}:s'(z) =5 () &i=j.

Protoze A je koneéna mnozina, musi tedy takové n € N existovat. Dokazeme,
7e vyse definovand mnozZina je cyklus, proto musi platit, ze s(x)"* = s%(z).
Piedpoklddejme, Ze s(z)"™' = si(z), kde ¢ € {1,...,n}. Potom ale z vyse

dokazanych skutecnosti plyne, ze s(x)" = s'~1(x), coz je ale spor s tim, ze

s(z)", s (z) € {%x),s'(x),...,s"(x)}.

Proto i ¢ {1,...,n}, alei = 0.

Dokézeme, Ze mame-li mnozinu {s°(z), s'(z),...,s"(z)}, pak n je sudé.
7 definice zobrazeni s plyne, ze x ¢ Ly(z) = Pr(s(x)), proto musi platit, Ze
x € Ly(s(x)) = Pp(s?(z)) (Véta 3.2). Disledkem toho je, ze x ¢ Ly(s(z)) =
Pr(s3(z)), a tedy o € Ly(s*(z)) = Pr(s*(r)) atd. Toto miizeme zobecnit

e pro 1 liché plati, ze

v € Lr(s'(z)) = Pr(s"(x)),
e pro ¢ sudé plati, ze

v ¢ Lr(s'(2)) = Pr(s" (z)).

Musi tedy platit, ze predpokladané n musi byt sudé, protoze pokud by n bylo
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liché, pak by platilo, ze € Ly(s"(x)) = Pr, toto je spor s x ¢ Pp(x).

Je nutné dokazat, ze neexistuje zadné y takové, ze y € A, ale y ¢
{s%x),s'(x),...,s"(x)}, tedy takové které by bylo v mnoziné A, ale bylo
by mimo cyklus. Predpokladejme, ze y € Ly(x) = Pr(s(z)), mizeme pouzit

zobecnéni vyse

e pro i sudé plati, ze

y € Lr(s'(x)) = Pr(s"™(2)),
e pro 1 liché plati, ze

y & Lr(s'(z)) = Pr(s"™(2)).

Protoze n je sudé, pak musi platit, ze y € Pr(z), toto je ale spor s predpokladem
(Véta 3.2).

Véta 3.4
Pro kazdy cyklicky turnaj C = (A;T), kde |A| = n, plati, ze prava i leva

okoli vsech prvku maji stejny pocet prvku, kterych je pravée ”T_l

Diikaz. Uvazujme zobrazeni s : A — A takové, ze Vr,y € A: s(x) =y &
Lr(z) = Pr(y), kde, pro kazdé i € {0,1,...,m} je Ly(s'(x)) = Pr(s"(x))
(Véta 3.3). Z toho vsak plyne, ze |Pr(s'(x))| = |Lr(s(z))|, protoze plati,
zeVr € A: Ly(z) = (A\{z})\(Pr(x)) (Véta 3.2). Mizeme Fict, ze pro kazdé

1 plati, ze
L (' (@) = [Pr(s™ (@) = [Le(s(2))] - .

[ Pr(s'(@)] = [Lr(s™ (@) = [Pr(s™* ()] ..

Uvazujme, ze i = 0, potom pro n, které je sudé (Véta 3.3), musi platit, ze
|Ly(s'(x))] = --+ = |Lr(s™(x))], pro které ale plati, ze Ly(s"(x)) = Pr(x)
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(Definice 3.3; Véta 3.3). Ovsem Pp(x) nalezi do druhé fady okoli se stejnym

poctem prvku, musi tedy platit, Ze vSechna okoli maji stejny pocet prvku.

Protoze je turnaj C = (A;T) cyklicky, pak |A| = n je liché (Véta 3.3).
Pravé i levd okolf vech prkvii v A majf stejny pocet prvkii. Vime, ze Ly (x)U
Pr(y) = A\{z}, kde |A\{x}| =n — 1 (Véta 3.2). Plati tedy, Ze pocet prvki

pravych i levych okoli v A je roven "T_l
|

Véta 3.5

Pro kazdou mnozinu A, kde |A| = n existuje prave

ﬁ<n—2¢—1>2 (n—l)
i=0 2 =
cyklickych turnaju C = (A; T).

Dikaz. Kazdy cyklicky turnaj C = (A;7T) musi spliovat Vo € A Jy € A :
Ly(x) = Pr(y) (Definice 3.2). Viechna okolf musi mit stejny pocet prvki,
n—1

kterych je pravé "7= (Véta 3.4). Z cehoz plyne, Ze pravé okoli tvoii libo-

volna kombinace (Z;ll) prvku. Plati, ze ke kazdé kombinaci z (E) existuje
2 2

pravé jedna dalsi kombinace, které dohromady davaji n — 1, z ¢ehoz plyne,

ze polovina takovéto dvojice tvoti levé, nebo pravé okoli tedy existuje prave

(’Z;ll) moznosti vytvoreni pravého a levého okoli, tim padem je jich je praveée
2

polovina. Nezavisi ale na potadi tedy existuje dvojnasobek této poloviny, coz

je prave (E) moznosti usporadani okoli prvku v cyklickém turnaji.
2

Vime, 7e Vo € Ay € A: Ly(x) = Pr(y) (Definice 3.2). Uvazujme tedy,

7e mame prvek € A, protoze |Lp(x)| = ”T’l, pak musi existovat praveée
”T’l moznosti pro s!(x). Predpokladdejme, 7ze jsme L(x) pfitadi jako pravé
okolf k s'(z), plati, ze [Ly(s'(z))| = %57 a Ze neexistuje zddné zaplnéné

pravé okolf kromé s'(z), musi tedy existovat pravé 2% moznosti pro s*(z).
Piedpokladejme, ze jsme Lp(s'(z)) piifadi jako pravé okoli k s%(x), plati, Ze

|Ly(s(z))| = ”T_l, ale uz existuje jedno zaplnéné pravé okoli s'(z), musi tedy
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existovat pravé 21 — 1 moznosti pro s*(x). Mizeme tedy Fict, Ze moznost{

2
n—1\%2/n—=3\2/n-5\2 12
; 5 5 S

coz muzeme zobecnit na (H?:_(f (%)ﬁ

je

Tato usporadani jsou, pro stjené mohutnosti, izomorfni, protoze je muzeme
navzajem na sebe bijektivné zobrazit pres cyklus {s°(z), s'(z),...,s"(z)}, li-

bovolnou volbou s°(x) a pro odpovidajici n.

Véta 3.6
Meéjme cyklicky turnaj C = (A;T), kde |A| = n, existuje-li podmnozina
M C Lp(z), nebo M C Prp(x), kde |M| = m, pak existuje prave

n—2m-+1
2

prvku, v jejichz stejném okoli se nachazi podmnozina M.

Diikaz. Turnaj C = (A;T), kde |A| = n, mé 2n okoli. Podmnozina M
se nemuze nachazet v zadném okoli néjakého prvku z M, protoze z okoli

vylucujeme samotné prvky, tedy okoli je 2n — 2m, podmnozina M se nemuze

2n—2m
2

ve sjednoceni okoli prvku z M se podmnozina M nachdazi pravé m — 1 krat

nachéazet v obou okolich jednoho prvku zaroven, tedy = n—m. Protoze
(Véta 3.2). Podle definice cyklického turnaje bude existovat pravé m — 1
prvkil, pro které bude pouze platit, ze M C Lp(z) U Pr(z), ne vSak jen
v jednom z okoli. Plati tedy, ze pocet okoli, ve kterych je M podmnozinou,
jen—(m—1)—m =n—2m+ 1. Jelikoz pocitdme jen prava, nebo leva okoli,
proto z definice cyklického turnaje plyne, ze pocet takovychto okoli je prave
n=2mtl (Veta 3.4).
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Definice 3.2
Tranzitiond turnaj je takovy turnaj 7 = (A;T), kde plati

Ve,y,z € A:aTy ANyTz = xT'z.

Obréazek 7: Tranzitivni trojice

Definice 3.4
Méjme turnaj 7 = (A; 7).

1. Prvek x se nazyva nejvetsi prvek turnaje, jestlize

dre A,Vy € A:2Ty.

2. Prvek z se nazyva nejmens? prvek®turnaje, jestlize

dJze AVye Ay # z:yTz.

Véta 3.7
Konecény turnaj, do kterého nelze vnorit cyklicky turnaj, obsahuje nejveétsi

a nejmensi prvek a je tranzitivni. ?

Dikaz. Pokud by existoval turnaj, kde by neexistoval nejvétsi a nejmensi
prvek a nebylo by mozné do néj vnotit cyklicky turnaj, pak by muselo pla-

tit, ze existuji skupiny/a nesrovnatelnych prvku, coz by ale znamenalo, ze

87 tplnosti relace T vyplyvé moznost existence pouze jednoho nejvétstho nebo
nejmensiho prvku.
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prvky téchto skupin/y tvoii cyklické/y turnaj/e, coz ale vede ke sporu, je-

likoz predpokldadame, ze nelze do turnaje vnorit cyklycky turnaj.

Pokud do néjakého turnaje nelze vnorit cyklicky turnaj C, pak musi platit,

ze vSechny trojice jsou tranzitivni, a tedy je cely turnaj tranzitivni.

Véta 3.8

Tranzitivni turnaje jsou linedrnimi svazy.

Diikaz. Nelze-li do turnaje vnotit cylicky turnaj, pak obsahuje pouze tranzi-
tivni trojice, tim padem je relace T tranzitivni. Z definice relace T vyplyvé,
ze je reflexivni a antisymetricka. Relace T je tedy relaci usporadani. Protoze
je relace T uplna, usporadani je linedrni. Z predchozi véty plyne, ze takovy

turnaj ma nejvetsi a nejmensi prvek, je tedy svazem.

9Existuji ovéem i turnaje s nejvétsim a nejmensim prvkem, do kterych lze vnofit cyk-
licky turnaj, a proto tato véta neplati opacné.
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Kapitola 4
Kongruence na turnajich

Tato kapitola se vénuje zavedeni kongruenci na turnajich, jejich vlastnos-
tem a simple turnajum a jejich vlastnostem. V této kapitole jsou vyuzity
vysledky vét z predchozi kapitoly k dukazu vét tykajicich se kongruenci, je-

jich konstrukce a simple turnaju.
4.1 Vlastnosti kongruenci

Definice 4.1
Mejme turnaj 7 = (A;T), pak 0§ € EqA je kongruence, jestlize T /0 =
(A/0;T/0) je turnaj (Definice 2.3).

Véta 4.1
0 je kongruence jen tehdy, kdyz pro vsechna x/60 # y/6, takova, ze Ty, plati

Va € /0 Yb € y/0 : aTb.

Dikaz. Predpokladejme, ze 6 je kongruence, pak 7 /6 je turnaj a zaroven
2Ty, musi tedy platit, ze /0 (T'/0) y/0, a nemuze platit y/0 (T/0) /0,
protoze T /6 je turnaj a zéroven x/60 # y/0 (Definice 2.3). Tedy pro zadné
a € x/0,b € y/0 neplati, ze bTa, protoze potom b/0 = y/0 (T/0) a/0 = x/0,
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pak tedy nutné aT'b.

Dokézeme, ze T/0 je reflexivni. Jelikoz xTx, pak musi platit, ze Vz /0 €
T/0:2/0(T/0)x/0, protoze T /6 je turnayj.

Dokazeme, ze T'/6 je antisymetricka. Pokud by platilo, ze x /0 (T/6) y/0 N
y/0 (T'/0) x/6, pak by Ja; € /0 3by € y/0 : 1Ty, ale také Jay € x/0 by €
y/0 : byTay. Predpokladdme-li ale, ze x/0 # y/0 a ze xTy, pak plati pouze
Jda; € x/0 3by € y/0 : a;Thy, coz vede ke sporu.

Dokazeme, ze T/ je iplna. Méjme x/0,y/0 € T /0, protoze T je turnaj,
pak musi platit, ze xT'y, nebo yT'z, a protoze T /6 je turnaj pak, z/0 (T'/0) y/0,
nebo y/0 (T'/6) z /6.

Véta 4.2
Mnozina vSech kongruenci na 7T, obvykle zna¢end Con7T, pii usporadani

mnozinovou inkluzi tvoii svaz (ConT; C) (Definice P2.5).

Diikaz. 7 definice kongruence vyplyva, ze je to takova ekvivalence na rela¢ni
struktute, ze 7/0 = (A/0;T/0) je turnaj. Pokud je kongruence ekviva-
lence, pak plati, ze prvky jsou ekvivalentni, nélezi-li do stejné tiidy (Defi-
nice 1.12). Kongruence je tedy mnozina usporadanych dvojic. Muzeme tedy
predpokladat, ze kongruence jsou usporadany mmnozinovou inkluzi, ktera je

relaci usporadani.

7 definice ekvivalence plyne, ze mezi poctem tiid a poctem usporadanych
dvojic v ekvivalenci je neptima umeéra. Tedy, muzeme fict, ze nejvétsim a

nejmensim prvkem svazu kongruenci jsou trividlni kongruence (Definice 2.4).
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Véta 4.3
Meéjme turnaj 7 = (A;7T) a mnozinu M takovou, ze M C A, pak plati

Ly(M)U Pp(M) = A\M < 30; € ConT Vz € M : M = z/0;,

kde Ly(M) = N,ep(Lr(x)) a Pr(M) = e (Pr(2)).

Diikaz. Pokud existuje M C A takova, ze 30; € ConT VYx € M : M = z/0;,
pak plati (Véta 4.1), ze

Ve e MYae AA\M : 2TaV aTz,
tedy plati, ze
Ve e MYae A\M :a € Pr(z)Vaé€ Ly(x),
z toho plyne, ze

Ve e MVae A\M :a€ m Pr(z)Vae ﬂLT(aj).

zeM reM

Plati, ze © € M = x ¢ A\M, proto plati, ze

Vo€ MVYae AM :ae () (Pr(x)Vae () (Lr(z)),

zeM reM

proto plati, ze

() Pr(2))U () (Lr(x)) = AM.

zeM xeM
Musime dokazat i druhou stranu ekvivalence. Protoze plati

N Pr() U () Tr(x) = AM,

zeM zeM
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pak plati, ze

Vo€ MVae AM :a€ (| (Pr(z)U () (Lr(x)).

xeM zeM

7 ¢ehoz plyne, ze
Ve € MYae A\M :a € Pr(z)Vaé€ Ly(x),
tedy, ze Vo € M Va € A\M : 2Ta V aTx. Muzeme tedy predpokladat, ze
30, € ConT Yx € M : M = z/0;,

ovSem je nutné dokéazat, ze 0; je kongruence (podle Definice 4.1). Pokud je

0; kongruence, pak 7 /6 je turnaj, coz je splnéno jen tehdy, plati-li
Va € x/60; Vb € A\x/0; : aTbV bTa

(Véta 4.1). Protoze Vo € M Ya € A\M : xTa V aTz, pak plati, ze 30; €
ConT Vx e M : M = x/b,.

4.2 Simple turnaje

Definice 4.2
Turnaj § = (A;T) se nazyva simple, obsahuje-li Con7T jen trividlni kongru-
ence (Definice 2.4).

Véta 4.4
Kazdy cyklicky turnaj C = (A;T) je simple.

Diikaz. Plati, ze mame-li cyklicky turnaj C = (A;T), kde |A| = n, existuje-li
m-prvkova podmnozina M C Lyp(x), nebo M C Py(z), pak existuje pravé

n—2m-+1
2
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prvku v jejichz pravych, nebo levych okoli je mnozina M (Véta 3.6). Mé&jme
turnaj 7 = (A;7T") a mnozinu M takovou, ze M C A, pak plati

Ly(M)U Pp(M) = A\M < 30; € ConT Vz € M : M = z/0;,

kde Ly(M) = ,ers(Lr(2)) & Pr(M) = (,epr(Pr(z)) (Véta 4.3).

Musi tedy, platit, ze existuje-li kongruence na cyklickém turnaji, pak musi

n—2m+1+n—2m+1_
2 2 N

n—m

Plati, ze "_2;"“ prvki mé podmnozinu M o mohutnosti m ve stejnych
okolich (Véta 3.6), podle véty o konstrukei kongruenci (Véta 4.3) by tedy
muselo platit, ze by tato mohutnost musela byt rovna n — m, aby existovala

kongruence, kde M je tiida kongruence. [jpravou rovnice ziskdme
n—2m-+1=n-—m,
coz vede k vysledku
m=1

Ma-li ovsem tiida takovéto kongruence mohutnost rovnu 1, pak se také jedna

o trivialni kongruenci.

Z tohoto plyne, Ze na libovolném cyklickém turnaji nelze zkonstruovat
jinou nez trivialni kongruenci, ptricemz tento fakt odpovida definici simple

turnaje (Definice 4.2). Kazdy cyklicky turnaj C = (A;T) je tedy simple.
|

Veéta 4.5
Meéjme turnaj 7 = (A;7T), kde A = |n|, pokud do néj nelze vnorit cyklicky

turnaj, pak plati, ze nemuze byt simple pro n > 2.

Diikaz. Podle vyse dokdzané véty plati, ze kazdy turnaj 7 = (A;7T), do

kterého nelze vnorit cyklicky turnaj, obsahuje nejvétsi prvek, nazvéme ho a,
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a nejmensi prvek, nazvéme ho z (Véta 3.7). Podle jejich definice (Definice
3.4) a véty o konstrukci kongruenci (Véta 4.3) plati, ze existuji kongruence
0;,0; € ConT takové, ze A\(z/6;) a A\(a/b;), protoze plati Vo € A\{a} :
a € Ly(x) ataké Vy € A\{z} : 2z € Pr(y). Tyto kongruence jsou netrivialn

pro mnozinu A s mohutnosti n > 2.19
[ |

Z této véty také plyne, Ze nejvétsi mozna mohutnost pravého, nebo levého
okoli kazdého prvku v simple turnaji je pravé n — 2, pokud by to tak nebylo,
pak by nebyl simple, coz vyplyva z vét vyse (Véta 4.3, Véta 4.5). V kontextu

tohoto muzeme tedy definovat podminku pro simple turnaje.

Véta 4.6

Pro kazdy simple turnaj S = (A;7), kde |A| = n, a libovolnou netrividlni
(toto oznaceni vychézi z definice trividlnich kongruenci - Definice 2.4) podmno-
zinu M C A, kde |M| = m, pak musi platit, ze

m—+mp -+ my, Sn—l,
oznaéime-li |[Pr(M)| = mp a analogicky |Ly(M)| = my (Véta 4.3).

Diikaz. Platilo-li by, ze m + mp + my > n — 1, pak by existovala jedind
moznost, tedy m + mp + my = n, coz by ale znamenalo, ze M podle véty
o konstrukei kongruenci (Véta 4.3) by existovala netrividlni kongruence, kde
by byla podmnozina M tiidou kongruence, a turnaj by tedy nebyl simple
(Definice 4.2), coz je spor.

0Tato véta plati, i pro turnaje s nejvétsim a nejmensim prvkem, i kdyz do nich lze
vnofit cyklicky turnaj, protoze se v dukazu nepiedpokldda tranzitivita, kterou maji jen
turnaje, do kterych nelze vnozit cyklicky turnaj (Véta 3.8), ale pouze existence nejvétsiho
a nejmensiho prvku.
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Kapitola 5
Aplikace vysledku

Z definice rela¢ni struktury plyne, ze k jeji konstrukei je nutnd mnozina
a neprazdnd relace na ni, pro turnaje plati, ze tato relace musi byt refle-
xivni, antisymetrickda a iplna. Pomoci matematického aparatu popsaného
v predchéazejicich kapitolach je mozné tyto systémy analyzovat. Vypoctova
cast prezentovanych vysledku asi neni ucinéji aplikovatelna, proto se nej-
slibnéji jevi aplikace vlastnosti kongruenci na turnajich. Turnaje mohou slouzit
k modelovani struktur s nekvantifikovatelnymi vlastnostmi, kvantifikovatelné

vlastnosti se kvili tranzitivnosti lépe vyjadiuji usporadanymi mnozinami.

Jednou z nejslibnéjsich aplikaci turnaju je modelovani hierarchickych
vztahl v socidlnich skupinach a z nich vychazejicich socialnich kongruenci
tzn. rozdéleni socidlni skupiny na ruzné skupiny podle ruznych kongruenci,
nebo i jinych vlastnosti. Pomoci turnaju lze také vyjadrovat vztahy ve zvitecich
socidlnich skupindch, timto se zabyva [Lan|. Kromé jinych existuji i aplikace
cyklickych turnaju v teorii volby a teorii vybéru. Jako piiklad muze slouzit
[Lit].

5.1 Sité a jejich vlastnosti
Abychom mohli modelovat slozitéjsi struktury musime zavést pojem sité,
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tedy rela¢ni struktury, u které se nepredpoklada tuplnost relace a ktera je

logickym zobecnénim turnaje.

Definice 5.1
Je déna rela¢ni struktura N = (A; R). Je-li R reflexivni a antisymetricka

(Definice 1.11) a spliiuje podminky

1. neexistence nesrovnatelného prvku

Vee Adye A: xRy V yRz,

2. kompaktnosti
Pro libovolné disjunktni podmnoziny X C A a Y C A takové, ze
XUY = A, plati

dJre X dyeY :zRyVyRx
pak relacni struktura N = (4; R) je sit.
Piimou souvislost siti a turnaju muzeme ukéazat nasledujici vétou.

Véta 5.1

Pro kazdou sit N' = (A4; R), kde |A|] > 1, existuje mnozina T takovd, ze
je mnozinou indexovanych turnaju T = {7; = (A4;,T;) | ¢ € I} (Defi-
nice 3.1), kde I je libovolna indexové mnozina, takovych, ze UTieTﬁ =N

Diikaz. Uvazujeme-li rozdélen{ sité NV = (A; R) na dvouprvkové turnaje.
Uvazujme tedy mnoziny |A;| = 2 a |A;| = 2, pokud by jejich prinikem
byla dvouprvkovd mnozina, pak by nutné muselo platit, ze ¢ = j, protoze

v opacném piipadé bychom dosli ke sporu. Dokézali jsme prvni podminku.

Musime jesté dokézat, ze kazdou sit N = (4; R) je mozné rozdélit na
dvouprvkové turnaje. Plati Vo € A Jy € A : xRy V yRx (Definice 5.1), kazdy
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prvek je tedy alespon v jednom dvouprvkovém turnaji. Muzeme tedy tict, ze
kazdou sit 1ze rozdélit na dvouprvkové turnaje, proto existuje alespoil jedno

kazdé sité na turnaje, véta tedy plati.
|

Abychom mohli zavést kongruence na sitich, musime zavednim neutralnich

okoli zohlednit moznou netiplnost relace.

Definice 5.2
Je ddna sit N' = (A4; R). Mnozina Ngr(z) se nazyva neutrdlnim okolim prvku

x. Ng(z) je mnozina obsahujici prvky, s nimiz neni x v relaci, formalné

Nr(z)={y€ A|(z;y) ¢ R A (y;z) ¢ R}.

Muzeme tedy podobné jako u turnaju (Véta 4.3) ukdzat konstrukei kon-

gruenci na sitich.

Véta 5.2
Méjme sit N' = (A; R) a mnozinu M takovou, ze M C A, pak plati

kde Lr(M) = Nyens(Lr(2)) a Pr(M) = ,ep;(Pr(2)), ditvodem piitomnosti

Ng(M) = (N,er(Nr(x)) je vyse zminénd mozna netiplnost relace R.

Diikaz. Je analogicky dikazu véty o konstrukei kongruenci na turnajich (Véta
4.3), pouze se v tomto dikazu musi uvazovat jedna moznost navic tedy mozna

neexistence relace mezi dvéma prvky.

117 podminky kompaktnosti sité (Definice 5.1) plyne existence alespon jedné dvojice
iaj S I,'L #] takOVé, 7e |14Z ﬂAJ| =1.
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Neexistuje jedind oblast matematiky, a to jakkoli abstrakini, kterd by se

jednou nedala aplikovat na jevy redlného svéta.

Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij!'?

12Nikolaj Ivanovi¢ Lobaéevskij (1792 — 1856), vyznamny rusky matematik, ktery
dokazal nedokazetelnost patého Euklidova postulatu z pfedchozich ¢étyf a objevil hyper-
bolickou neeuklidovskou geometrii.
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Zavér a diskuse

Jak bylo jiz nazanceno v tivodu prace, literatura zkoumajici turnaje z hle-
diska algebry témér neexistuje, neni tedy prakticky s ¢im vysledky préace po-
rovnavat. Pokusim se tedy alespon dosazené vysledky objektivné zhodnotit,
jelikoz se jednd o dokazané véty, neni tedy nutné mluvit o jejich pravdivosti

jako spise o jejich vyznamu.

Kapitoly 1 a 2 poskytuji obecny tvod do problematiky. Kapitola 1 je
uvodem do algebry, vysvétluje pojmy jako mnozina, relace a relace ekvi-
valence. Kapitola 2 potom struéné predstavuje relacni systémy a koncept

kongruenci na nich.

Kapitola 3 se turnajum vénuje obecné. Véta 3.2 ukazuje obecné vlatsnosti
relace T', pozdéji je vyuzita v dukazech nékolika dalsich vét. Je mozno fict, ze
nejvyznamnéjsim vysledkem Kapitoly 3, neni ani tak véta, ale zavedeni cyk-
lickych turanju, a ze kterého jsou postupné vyvozeny véty 3.3 - 3.6 popisujici
vlastnosti cyklickych turnaju. Véty 3.3 a 3.4 jsou pouzity k dukazu vét 3.5
pitole 4. Tranzitivni turnaje byly v Kapitole 3 definovany a byla dokazana
jejich souvislost s cyklickymi turnaji. Véta 3.8 ukazuje rovnost tranzitivnich

turnaju a linearnich svazu.

Kapitola 4 se zabyvéa kongruencemi na turnajich a simple turnaji. Véta
4.1 definuje kongruence na turnajich a ukazuje, ze vlastnosti kongruenci na
turnajich odpovidaji vlastnostem kongruenci na relacnich strukturach z de-
finice 2.3. Véta 4.2 definuje svaz kongruenci na turnaji. Véta 4.3 je asi
cemi a konstrukeci kongruenci na turnaji, je nezbytna pro dukaz vsech dalsich
vét. Véta 4.4 je vyznamnym vysledkem celé prace, diukazem, ze vSechny cyk-
lické turnaje jsou simple, zavrsuje vyznamnou c¢ast prace, kterd se vénuje

cyklickym turnajum. Véta 4.5 ukazuje predvidatelnou skutec¢nost, ze tranzi-
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tivni turnaje nejsou simple za urc¢itych podminek. Vysledek véty 4.6 vyplyva
z definice simple turnaju a ukazuje zakladni podmninku simple turnaju po-

moci véty 4.3.

Kapitola 5 se strucné zabyva aplikacemi turnaju a vysledku této prace.
Dulezité v této kaplitole je tvrzeni, ze turnaje mohou nejlépe slouzit k mode-
lovani struktur s nekvantifikovatelnymi vlastnostmi. Déle se v této kapitole
nachdazi ivod od problematiky siti, je uveden jejich vztah s turnaji, dale se

tomuto tématu vénuje prostor v priloze prace.

VVVVVV

nimi jsou definice 3.3 a véty 3.6, 3.8, 4.3 a 4.4 popiipadé jesté 5.1, 5.2 o vlast-
nostech siti a kongruencich na nich, vétsina ostatnich vét je uvedena jako

podklad pro dukazy téchto vét nebo jejich dusledky.

O mnoziné ciloviych vysledki prdace C a mnoziné vsech vysledku prdce V

muzeme rict, Ze C C V.
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Seznam pouzitého znaceni

a zaroven (konjunkce)

a nebo (disjunkce)

a proto (implikace)

tehdy a jen tehdy (ekvivalece)

pro vsechna (obecny kvantifikator)

pro alespon jedno (existencni kvantifikator)

W< g < >

mnozina A

a€A prvek a nalezi do mnoziny A

b¢g A prvek b nendlezi do mnoziny A

0 prazdna mnozina

| Al mohutnost mnoziny A

ANB  prunik mnozin A a B

AUB  sjednoceni mnozin A a B

A\B rozdil mnozin A a B (v tomto potadi)
A x B kartézsky sou¢in mnozin A a B (v tomto pofadi)
A C B mnozina A je vlastni podmnozinou B
ACB mnozina A je podmnozinou B

R C A% bindrnf relace R na mnoziné A

R~! inverzni relace k binarni relaci R
f(a) obraz prvku a v zobrazeni f

& relace ekvivalence

x/E tiida ekvivalece £ s reprezentantem x

Pr(z)  pravé okoli prvku x v relaci R
Lr(xz)  levé okoli prvku = v relaci R
S/0 rela¢ni struktura S faktorizovana kongruenci 6
x/0 tfida kongruence 6 s reprezentantem x
ConA  mnozina v8ech kongruenci na A
Pr(z)  totéz jako Pr(z)\{z}
Lp(x)  totéz jako Lp(x)\{z}
Pp(M)  totéz jako (,eps Pr(e)
(M) totéz jako (,eps Lr(2)
x)  neutrdlni okoli prvku z v relaci R
M)  totéz jako (\,cps Nr(2)
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Priloha #1

Algoritmus pro rozdélovant
jednoduchych siti na nejvétsi turnaje
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Definice P.1
Méjme sit N = (A; R), lze-li do ni vnorit sit D, = (B;D), kde |B| =
4 N |D| = 9 tzv. diamant a pfitom neexistuje zadny turnaj 7; = (A;,T;)

takovy, ze je mozné Dy = (B; J) do néj vnorit, pak tato sit neni jednoduchd.

Obrazek 8: Sit D, tzv. diamant schématicky

Po definici jednoduché sité muzeme prejit k samotnému vytvoreni a zduvod-

néni algoritmu.

Algoritmus

Uvazujme sit ' = (A; R), rozdélme relaci R na dvé disjunktni podmnoziny
RiURs, kde Ry = {(z;x) € R | x € A}, tedy reflexivni ¢dst relace R a Cast
Ry = R\R; (podobné Véta 3.1). Tento algoritmus ma dva kroky.

1. Predpokladejme, ze z mnoziny R, vznikne n pouzitimi tohoto kroku
mnozina RY. Mnozinu Ry vytvoiime jako R} = Ry '\P, kde P =
{(wiy) € Ry | Bz € A s [(m:2) € BRIV (22) € BRIV [(9:2) €
Ry (z;y) € Ry}, tedy ze z mnoziny R~ odstranime uspoiadané
dvojice takové, ze obsahuji prvek, ktery uz se nevyskytuje v zadné
jiné usporddané dvojici. Tento krok pokracuje az do okamziku, kdy
Ry~ = RY. Viechny takto odstranéné dvojice pak tvoif dvouprvkové

turnaje. '3

13Tento krok vychazi z piedpokladu, ze pro jednouché turnaje existuji jen tii druhy
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2. Pedpokladejme, 7ze z mnoziny Ry~ ' = R}, kterd vznikne n pouzitimi
prviniho kroku na mnozinu Ry, mnozina RY. Mnozinu R} vytvorime
jako Ry = R\Q, kde Q = {(z;y) € Ry | #z € A : [(x;2) €
Ry V (z;z) € Ry A [(y;2) € Ry V (z;y) € R3]}, tedy Ze z mnoziny
Ry~ odstranime uspofadané dvojice takové, které netvoii trojprvkové
turnaje (ty lze vnorit do viceprvkovych turnaju). Tento krok je vy-
konan jednou, poté je znovu vykonan n-krat prvni krok. VSechny takto

odstranéné dvojice pak tvoif dvouprvkové turnaje. '

Algoritumus konéf v pifpadé, ze Ry = Ry, pak uz jsou v Ry
jen usporadané dvojice prvku, které tvoii turnaje 7; = (A;,T;), kde
|Az| > 2. 15

jejich zdkladnich struktur - turnaje 7; = (4;,T;), kde |A;| > 2, vétve, slozené ze za sebou
poskladanych dvouprvkovych turnaju, a spoje mezi nimi, také z dvouprvkovych turnaju.
Tento krok algoritmu odstranuje vétve.

14Pomoci tohoto kroku se odstraiuji spoje mezi jednotlivymi turnaji 7; = (4;,T;), kde
|A;| > 2, a vétvemi. Mohl by aplikovat pouze tento krok, ovsem jeho pouziti v kombinaci
s prvnim krokem je vyhodnéjsi.

15Rozdélen{ diamantu tzv. Dy = (B; D), kde |B| = 4 A |D| = 9, je timto algoritmem
nemozné, protoze je nerozhodnutelné (diamant je mozné rozdélit na dva ruzné trojprv-
kové turnaje se dvéma spoleénymi prvky, ovSem predpoklddané rozdéleni je na turnaje
s maximdlné jednim spoleénym prvkem).

48



Priloha #2

Axiomatizace svazu
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Definice P2.1
Méjme mnozinu A a bindrn{ relaci R takovou, ze R C A2, relace R se nazyva

relact usporadani, jestlize je

1. reflexivni

Vo € A: zRx,
2. antisymetricka

Ve,ye€ A: xRy N\yRx =z =1y,

3. tranzitivni
Vr,y,z € A: (xRy NyRz) = xRz

Pro rozliseni budeme relaci uspotadani znacit <. Mnozina s relaci usporadani

se nazyva usporddand mnozina a budeme ji znacit A = (A; <).

Definice P2.2

Méjme usporddanou mnozinu A = (A; <), pak se a € A nazyva

e nejuetsi pruek, jestlize
VreA:z<aq

e nejmensi prvek, jestlize
VeeA:a<zx
o mazximalni prvek, jestlize

VieA:a<z=a=2x

e textitminimalni prvek, jestlize

VicA:z2<A=a==x
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Definice P2.3
Méjme usporddanou mnozinu A = (A; <) a B C A, pak

e se ¢ € A nazyva horni hranice mnoziny B v A, jestlize

Vbe B:b<c¢

e se d € A nazyva dolni hranice mnoziny B v A, jestlize

Vbe B:d<b

Definice P2.4

o Supremem mnoZiny B rozumime nejmensi prvek ¢ v mnoziné vsech

hornich hranic B v A. Znacime supg = c.

e [nfimem mnoZiny B rozumime nejveétsi prvek d v mnoziné vsech dolnich

hranic B v A. Zna¢ime supg = d.

Definice P2.5

Méjme usporadanou mnozinu A = (A; <), pak

e se nazyva horni polosvaz, jestlize ma kazda jeji dvouprvkova mnozina

supremum.

e se nazyva dolni polosvaz, jestlize mé kazda jeji dvouprvkova mmnozina

infimum.
e se nazyva svaz, jestlize je zaroven hornim i dolnim polosvazem.

Mame-li svaz A = (A; <), pak tento svaz (Definice P2.5) je také algebrou
se dvéma binarnimi operacemi A, V : A x A — A takovymi ze a A b =
inf{a,b} a a vV b = sup{a, b}, tato skutecnost se znaci A = (A4; A, V). [Rach]
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Posudek na praci ,,0 vlastnostech turnaji“ Jakuba Kopfivy,

soc 2011

1.Pfedmét prace, motivace

Pfedmétem pfedklddané prace jsou algebraické struktury nazyvané ,relaéni systémy”, které maji teoreticky
modelovat mnoZinu objektd spolu s jednim studovanym vztahem. PFedpokladem je, 7e o kaZdé dvojici prvku Ize
jednoznalné rozhodnout, zdali jsou v daném vztahu. Jako pFiklad méizeme vzit mnoZinu ,viech lidi“ a za vztahy:

e byt vlastnim sourozencem” definujeme tak, Ze A je vlastnim sourozencem B, jestlize A a B maji stejné oba
rodice,

® byt sestrou” definujeme tak, Ze A je sestrou B, jestlize A a B maji spole¢ného alespori jednoho rodi¢e a A je
divka (Zena),

e byt pfedkem” definujeme tak, Ze A je pfedkem B, jestlize existuje posloupnost lidi, ktefi jsou ve vztahu rodic
—dité od A k B.

V teorii relacnich (vztahovych) systém{ se obvykle diskutuji obecné vlastnosti jako napfiklad:

* ,symetrie; z A je ve vztahu s B plyne B je ve vztahu s A. Pfikladem symetrickych vztaht jsou , byt viastnim
sourozencem”, nacpak ,byt sestrou” neni symetricka relace.

e ,tranzitivita“; z A je ve vztahu s B a B je ve vztahu s C plyne, Ze A je ve vztahu s C. Pfikladem tranzitivnich
vztah( jsou vztahy ,byt pfedkem” a , byt vlastnim sourozencem®.

Obecné studovanych vlastnosti je mnohem vice. Autor se ve své préci zabyval predevs$im ,turnaji“, coz jsou takové
vztahové systémy, kdy pfedpokldadéme mnoZinu hra¢t M a soucasné libovolni hraéi x,y z mnoZiny M se spolu utkali
(v néjakém zdpase), pficemsZ plati pravé jedno z tvrzeni ,x zvitézil nad y“ nebo ,y zvitézil nad x“. Formalné definujeme
relaci turnaj jako relaci reflexivni (pfedpokladdame, Ze ,x zvitézil nad x“), antisymetrickou (jestlize ,x zvitézil nad y“a
»y 2zvitézil nad x“, potom ,x=y“, tedy hra¢i x ay jsou ve skute¢nosti jedinym hracem) a Gplnou (,x zvitézil nad v
nebo “y zvitézil nad x“). Vlastnost reflexivity se mirné odliduje od nasi intuitivni pfedstavy (¥adny hrag nesoupefi sdm
se sebou). Vyhodou oviem je to, Ze model je jednoduchy a ptedevsim, pfipo¢teme-li kazdému hraéi jedno vitézstvi
nad sebou samym, na celkovém pofadi turnaje se nic neméni.

DalSim ddleZitym a v préaci zkoumanym pojmem jsou kongruence na turnajich. Kongruence jsou vysoce
abstraktnim modelem podstatnych vlastnosti. Kazda kongruence je potom vyznamnou strukturalni vlastnosti, ktera
ov8em nemusi mit nutné nazev v lidském jazyce. Jako pfiklad, mnoZinu lidi mGZeme roztfidit na ,muze” a »zeny”,
pfi¢emZ toto rozdéleni lidi je kongruenci vzhledem k relaci , byt sestrou”. Timto roztfidénim dojdeme k vyroku ,Zeny

w7

jsou sestrami muzi“, coz je jisté prirozenou abstrakci.

2. Vysledky prace

V prvni Césti prace autor shrnuje pojmovy aparét potiebny k zavedeni problematiky. V druhé kapitole zavadi
pojem turnaje, kongruence na turnaji a v zakladnich souvislostech studuje tyto pojmy. TéZisté prace je podle mé
obsaZeno v tfeti kapitole, kde autor definuje pojem cyklického turnaje. V jistém, pfeneseném smyslu se jedna o
situaci, kdy libovolni dva hréci dosdhli v rdmci turnaje stejnych Uspéchil (stejného poétu vitézstvi a proher). Autor
ukazuje, Ze takovéto situace miZe nastat pouze v pfipadé lichého pocdtu hracd, pficem? diskutuje pocet cyklickych
turnaji pro jednotlivé kone¢né mnoziny. Déle je zde zaveden pojem tranzitivni turnaj, ktery, jak se ukdaZe, je
ekvivalentni slinedrné uspofddanou mnoZinou. Tranzitivni turnaj je opaénym extrémem k cyklickému turnaji.

V tranzitivnim turnaji Ize jednoznacné stanovit poradi hract (od prvniho k poslednimul).

vevs

povaZuji charakterizaci tfid kongruence ve vété 4.3. V zévéru kapitoly autor diskutuje simple turnaje (co? jsou
turnaje, které nemaji vlastni kongruence). Nakonec autor aplikuje vysledky v novych situacich (nap¥. sité apod.).



3. hodnoceni prace

Prace vznikala v pribéhu skolniho roku 2010/2011 jako soucast absolvované studentské staze Jakuba Kopfivy
na Katedre algebry a geometrie, Pfirodovédecké fakulty UP Olomouc. Téma zvolené autorem je vysoce abstraktni a
klade na autora nadstandardni poZadavky (rozhodné vzhledem k tomu, Ze se jedna o stfedoskolskou praci). Autor
prokazal schopnost samostatného mysleni pti zavadéni novych, smysluplnych pojml (napf. definice cyklického
turnaje) a také pti sledovani souvislosti mezi definovanymi pojmy.

Dosazené vysledky jsou netrividlni (v odborném smyslu slova — tedy jsou nesamoziejmymi disledky, k jejichz
prokazani musel byt pouZit pokrocily matematicky aparat) a prinaseji nové pohledy na nékteré problémy.

Kladné stranky prace: Tématem lze préci fadit jiZ jako vysokoskolskou. Takto predlozend prace sice obsahuje
formalni chyby, presto by po obsahové strance obstala jako zdklad k bakalarské praci v matematickych oborech.
Nékolik dosazenych vysledkt doklada, Ze autor je schopen rozvoje v mimoradné abstraktni problematice univerzalni
algebry a v zakladech této discipliny se jiz ¢asteCné orientuje (coZ je podle mne u studentli gymnazia stile velmi
vyjimecéné). Prace neni v zadném sméru kompilatem a autor musel vynaloZit zna¢né Usili s rizikem toho, Ze vysledky
jsou nejisté (u kompilované prace nebo napfiklad v experimentalnich disciplinach tato rizika nejsou).

Zaporné stranky prace: Autorova schopnost formalizovat logickou Uvahu je stale jesté nedokonald, coZ
v nékterych ¢astech vede ke $patné srozumitelnosti prace. Pfestoze jsou vysledky vétSinou vécné spravné, zvolend
forma prezentace vysledkl ¢tendfi nezjednodus$uje praci (jedinou vécnou pochybnost mam u diikazu Véty 3.5, coZ
ovSem nehraje vétsi roli v hodnoceni kvality). V dalSich pracich bych autorovi doporudil vénovat stejnou pozornost
vysledkim i formalizaci. Odbornost prace v matematice nespociva ve sloZité prezentaci jednoduchych véci, ale
naopak v co nejvétsim mozném zjednoduseni komplikovanych pojm.

Zavérem konstatuji, Ze prace povazuji v kategorii stfedoskolskych praci jako velmi naroc¢nou a zdafilou a
doporuéuji, aby byla takto hodnocena v ramci SOC. Konstatuji, 7e klady prace znaéné prevysuji jeji nedostatky a
prace samotna svédci o velice nadprimérném vnimani autora v oblasti abstraktnich teorii.
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Dne 29.3.2011 v Olomouci Mgr. Michal Botur, Ph.D.
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