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Univerzita Palackého Olomouc
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1.2 Množinové operace 10

1.3 Binárńı relace 13
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3.1 Obecné vlastnosti turnaj̊u 21

3.2 Struktura turnaj̊u 23

4 Kongruence na turnaj́ıch 30

4.1 Vlastnosti kongruenćı 30
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Abstrakt

Turnaje a jejich vlastnosti byly uspokojivě zkoumány a popsány pouze

z hlediska teorie graf̊u. Výsledky tohoto výzkumu maj́ı zaj́ımavé aplikace

v oblasti sociálńıch věd v teorii volby a teorii sociálńıho výběru. Tato práce

si ovšem klade za ćıl popsat turnaje z hlediska algebry, k d̊ukazu některých

vět jsou však mimo algebraických metod použity také metody kombinato-

rické.

Turnaje jsou definovány jako relačńı struktury, tedy jako množiny s refle-

xivńı, antisymetrickou a úplnou binárńı relaćı na nich. V práci jsou zavedeny

pojmy: cyklický turnaj, tranzitivńı turnaj, kongruence na turnaj́ıch a simple

turnaje a jsou dány spolu do souvislost́ı. Práce ukazuje př́ımou souvislost

mezi tranzitivńımi turnaji a lineárńımi svazy. Jednou z nejd̊uležitěǰśıch část́ı

práce je jasná definice cyklických turnaj̊u, pomoćı které jsou odvozeny jejich

d̊uležité vlastnosti. Práce se také zabývá možnostmi definováńı a konstrukćı

kongruenćı na turnaj́ıch, je zaveden pojem simple turnaje. Simple turnaje

jsou dány do souvislost́ı s cyklickými a tranzitivńımi turnaji a jsou popsány

některé jejich vlastnosti. Stručně jsou nast́ıněny možné aplikace źıskaných

poznatk̊u.

Kĺıčová slova
Relačńı struktura; kongruence; turnaj; simple turnaj; cyklický turnaj; kom-

binatorika a teorie graf̊u.
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Abstract

Tournaments and their properties were described yet only in terms of

graph theory. There are interesting applications of those research results in

social sciences for example in vote theory and social choice theory. This work

is aimed to describe tournaments in terms of algebra. Instead of usual alge-

braic methods there are combinatorial methods used to prove some theorems.

Tournaments are defined as relational structures which means a set with

reflexive, antisymetric and complete binary relation on it. Cyclic tourna-

ments, transitive tournaments, tournament congruences and simple tourna-

ments are defined in this work and there are also shown relations among

them. The work shows relation between transitive tournaments and linear

lattices. One of the most important parts of the work is a clear definition

of a cyclic tournament which is used to illustrate properties of cyclic tour-

naments. The work also contains definition of tournament congruences, way

of their construction and description of their properties. Simple tournaments

are defined and their properties are described with knowledge of properties

of tournament congruences. Relations among simple tournaments and cyclic

and transitive tournaments are shown in this work too. The work also con-

tains an outline of the possible usage of the acquired knowledge.

Key words
Relational structure; congruence; tournament; simple tournament; cyclic tour-

nament; combinatorics and graph theory.
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Úvod

Turnaje a jejich vlastnosti [Wol2] byly podrobněji zkoumány a popsány

pouze z hlediska teorie graf̊u [Tru] např́ıkald byl vyč́ıslen počet neizomorfńıch

turnaj̊u, pro r̊uzná n, pomoćı aplikace Pólyovy vyč́ıslovaćı metody [Wik1]

a [Wik2], na těchto stránkách se nacházej́ı i odkazy na daľśı články, které

se sṕı̌se zabývaj́ı r̊uznými aplikacemi turnaj̊u. Prozat́ım se pravděpodobně

nikdo hlouběji nevěnoval výzkumu turnaj̊u z hlediska algebry, proto je tato

práce v mnohém nová a prakticky nenavazuje na žádnou předchoźı práci.

Kapitoly 1 a 2 se věnuj́ı výkladu části teoretického základu, na kterém

práce stoj́ı, zejména teorie množin a základńıch pojmů binárńıch relaćı v Ka-

pitole 1 a základy problematiky relačńıch struktur a kongruenćı na nich v Ka-

pitole 2, svazy [Rach] jsou axiomatizovány v Př́ıloze #2, ovšem v práci nejsou

popsány základy kombinatoriky [Cal].

Kapitola 3 se věnuje představeńı nejd̊uležitěǰśıch část́ı výsledk̊u v ob-

lasti obecných vlastnost́ı turnaj̊u, cyklických turnaj̊u a tranzitivńıch tur-

naj̊u. V Kapitole 4 jsou zavedeny kongruence na turnaj́ıch a jsou představeny

nejd̊uležitěǰśı výsledky o jejich vlastnostech a simple turnaj́ıch a jejich vlast-

nostech. Kapitola 5 se věnuje nástinu aplikaćı některých výsledk̊u práce jak

v oblasti sociálńıch věd, tak matematiky.

Tato práce vznikala v obdob́ı mezi ř́ıjnem 2010 a únorem 2011 v rámci

projektu Badatel, WWW: http://badatel.upol.cz, který je organizován

Př́ırodovědeckou fakultou Univerzity Palackého v Olomouci, pod vedeńım

Mgr. Michala Botura Ph.D.

Ćılem práce je dobře definovat cyklické turnaje, popsat jejich vlastnosti a

souvislosti s tranzitivńımi turnaji. Definovat kongruence na turnaj́ıch, jejich

konstrukci a v souvislosti s nimi definovat simple turnaje. V neposledńı řadě

také dát do souvislost́ı simple turnaje s cyklickými a tranzitivńımi turnaji.
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Matematika je hra hraná podle jistých jednoduchých

pravidel s nesmyslnými znaky na paṕıře.

David Hilbert1

1David Hilbert (1862 – 1943), významný německý matematik, který se mimořádně
zasloužil o axiomatizaci geometrie a také formuloval slavné Hilbertovy problémy, které
významě ovlivňovaly směry matematického výzkumu ve 20. stolet́ı.
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Kapitola 1

Základy algebry

Tato kapitola slouž́ı jako naprostý úvod do problematiky, velice stručně se

zabývá pojmy množina, množinová operace, binárńı relace, zobrazeńı a relace

ekvivalence, které jsou nezbytně nutné k pochopeńı obsahu daľśıch kapitol.

1.1 Množiny

Množinou rozumı́me konečný, nebo nekonečný soubor objekt̊u - prvk̊u množiny,

u kterých nezálež́ı na pořad́ı a mnohočetnosti.[Wol1] Množiny znač́ıme velkými

ṕısmeny, prvky povětšinou malými ṕısmeny. Skutečnost, že prvek a nálež́ı do

množiny A, znač́ıme a ∈ A, skutečnost, že prvek b nenálež́ı do množiny A,

se znač́ı b /∈ A.

Obecně existuj́ı dva zp̊usoby zápisu množin:

1. Množinu můžeme zapsat výčtem prvk̊u.

Př́ıklad

• Množina prvńıch 4 přirozených č́ısel

A = {1; 2; 3; 4}
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• Množina všech reálných kořen̊u rovnice x2 − x− 1 = 0

B =

{
1−
√

5

2
;
1 +
√

5

2

}

2. Množinu můžeme zapsat pomoćı charakteristické vlastnosti.2

Př́ıklad

• Množina prvńıch 4 přirozených č́ısel 3

A = {a ∈ N | a ≤ 4}

• Množina všech reálných kořen̊u rovnice x2 − x− 1 = 0

B =
{
x ∈ R | x2 − x− 1 = 0

}
Definice 1.1

Mohutnost množiny je u konečných množin rovna počtu prvk̊u dané množiny.

Mohutnost množiny A se znač́ı |A|.

Př́ıklad

• Mějme množinu prvńıch 4 přirozených č́ısel

A = {1; 2; 3; 4},

pak |A| = 4.

2Prázdná množina se znač́ı ∅.
3Zápis A = {a ∈ N | a ≤ 4} se čte: “Množiny přirozených č́ısel a takových, že a ≤ 4 ”.
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1.2 Množinové operace

Definice 1.2

Pr̊unik množin A a B se znač́ı A ∩ B. Pr̊unikem množin A a B je množina

taková, že A ∩ B = {c | c ∈ A ∧ c ∈ B}. Je-li pr̊unikem množin A a B

množina C, pak tuto skutečnost znač́ıme A ∩B = C.

Obrázek 1: Pr̊unik množin

Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5},

pak pr̊unikem množin A a B je množina taková, že

A ∩B = {c ∈ N | c2 − 7c+ 10 = 0 ∧ c ≤ 4} = {2}.

Definice 1.3

Sjednoceńı množin A a B se znač́ı A ∪ B. Sjednoceńım množin A a B je

množina taková, že A ∪ B = {c | c ∈ A ∨ c ∈ B}. Je-li sjednoceńım množin

A a B množina C, pak tuto skutečnost znač́ıme A ∪B = C.
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Obrázek 2: Sjednoceńı množin

Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5},

pak sjednoceńım množin A a B je množina taková, že

A ∪B = {c ∈ N | c2 − 7c+ 10 = 0 ∨ c ≤ 4} = {1; 2; 3; 4; 5}.

Definice 1.4

Rozd́ıl množin A a B se znač́ı A\B. Rozd́ılem množin A a B (v tomto pořad́ı)

je množina taková, že A\B = {c | c ∈ A ∧ c /∈ B}. Je-li rozd́ılem množin A

a B množina C, pak tuto skutečnost znač́ıme A\B = C.

Obrázek 3: Rozd́ıl množin
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Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5},

pak rozd́ılem množin A a B je množina taková, že

A\B = {c ∈ N | c ≤ 4 ∧ c2 − 7c+ 10 6= 0} = {1; 3; 4}.

Definice 1.5

Kartézský součin množin A a B v tomto pořad́ı se znač́ı A×B. Kartézským

součinem množin A a B je množina taková, že A×B = {(a; b) | a ∈ A∧ b ∈
B}, kde (a; b) je uspořádaná dvojice prvk̊u a a b. Je-li kartézským součinem

množin A a B množina C, pak tuto skutečnost znač́ıme A×B = C.

Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5},

pak kartézským součinem množin A a B je množina taková, že

A×B = {(1; 2); (1; 5); (2; 2); (2; 5); (3; 2); (3; 5); (4; 2); (4; 5)}.

V kontextu výše definovaných množinových operaćı můžeme zavést pojem

podmnožina, jehož znalost je nutná k definováńı daľśıch d̊uležitých pojmů.

Definice 1.6

Mějme množiny A a B, pokud plat́ı, že A ∩ B = B nebo A ∪ B = A 4,

pak množina B je podmnožinou množiny A, tato skutečnost se znač́ı B ⊂ A,

pokud B 6= A, v opačném př́ıpadě B ⊆ A, tedy pokud může platit B = A.

4Tyto výroky jsou ekvivalentńı, protože A ∩B = B, pak A ∪B = A ∪ (A ∩B) = A.
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Př́ıklad

• Mějme množiny přirozených č́ısel N, celých č́ısel Z, racionálńıch č́ısel

Q, reálných č́ısel R, a komplexńıch č́ısel C, pak pro tyto množiny plat́ı

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

1.3 Binárńı relace

Definice 1.7

Binárńı relaćı R mezi množinami A a B v tomto pořad́ı nazýváme libovol-

nou podmnožinu R kartézského součinu A×B.

Jestliže R ⊆ A2, pak R je binárńı relaćı na A.

Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5}.

Proto kartézským součinem množin A a B je množina taková, že

A×B = {(1; 2); (1; 5); (2; 2); (2; 5); (3; 2); (3; 5); (4; 2); (4; 5)}.

Definujeme relaci R. Řekněme, že plat́ı (a; b) ∈ R, pokud tyto prvky

splňuj́ı podmı́nku a+ b < ab, tedy

R = {(a; b) | a ∈ A∧b ∈ B; a+b < ab} = {(2; 5); (3; 2); (3; 5); (4; 2); (4; 5)}.

Definice 1.8

Inverzńı relaćı k binárńı relaci R ⊆ A×B, je taková množina uspořádaných

dvojic (b; a), které nálež́ı R−1 tehdy a jen tehdy, jestliže (a; b) ∈ R.
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Př́ıklad

• Mějme množiny A a B takové, že

A = {a ∈ N | a ≤ 4} = {1; 2; 3; 4} B = {b ∈ R | b2−7b+10 = 0} = {2; 5},

a relaci R takovou, že

R = {(a; b) | a ∈ A∧ b ∈ B; a+b < ab} = {(2; 5); (3; 2); (3; 5); (4; 2); (4; 5)},

pak relaćı R−1 je relace taková, že

R−1 = {(5; 2); (2; 3); (5; 3); (2; 4); (5; 4)}.

Definice 1.9

Binárńı relace f mezi množinami A a B se nazývá zobrazeńım množiny A

do B, znač́ı se f : A→ B, plat́ı-li, že pro každé a ∈ A existuje jediný obraz

b ∈ B takový, že (a; b) ∈ f . Takovýto obraz obvykle znač́ıme b = f(a). 5

Definice 1.10

Zobrazeńı f : A→ B se nazývá:

1. injektivńı, tj. prosté, plat́ı-li, f(a) = f(b)⇒ a = b,

2. surjektivńı, plat́ı-li, že ke každému b ∈ B existuje nějaké a ∈ A takové,

že f(a) = b,

3. bijektivńı, plat́ı-li, že je zároveň injektivńı a surjektivńı.

5Nejlepš́ım př́ıkladem zobrazeńı je funkce. Skutečnost, že že pro každé a ∈ A existuje
jen jedno f(a) ∈ B, tedy že existuje jen jedna funkčńı hodnota každého prvku, je možno
ilustrovat na grafu funkce v souřadnicové soustavě Oxy, kde každá rovnoběžka s osou y
protne graf funkce nejvýše jednou.
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Obrázek 4: Př́ıklady relaćı a zobrazeńı

Popis obrázku

• Relace na obrázku a) neńı zobrazeńı.

• Relace na obrázku b) je injektivńı zobrazeńı, ale neńı surjektivńı, protože

neexistuje žádné x ∈ A takové, že f(x) = u.

• Relace na obrázku c) je bijektivńı zobrazeńı.

• Relace na obrázku d) je zobrazeńı, ale neńı injektivńı ani surjektivńı,

protože neexistuje žádné x ∈ A takové, že f(x) = z a jelikož f(c) =

f(d), ale c 6= d.

Př́ıklad

• Zobrazeńı f1 : R → R+ takové, že f1 : y = |x|, je zjevně surjektivńı,

ale neńı injektivńı, protože plat́ı, že |x| = | − x|, ale obecně neplat́ı, že

−x = x.

• Zobrazeńı f2 : R+ → R takové, že f2 : y = log x, je zjevně bijektivńı.
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• Zobrazeńı f3 : N → N takové, že f3 : y = x2 je injektivńı, ale neńı

surjektivńı, protože neexistuje např́ıklad žádné n ∈ N takové, že by

platilo n2 = 2.

Definice 1.11

Binárńı relace R ⊆ A2 se nazývá 6

1. reflexivńı, plat́ı-li

∀x ∈ A : (x;x) ∈ R,

2. symetrická, plat́ı-li

∀x, y ∈ A : (x; y) ∈ R⇒ (y;x) ∈ R,

3. antisymetrická, plat́ı-li

∀x, y ∈ A : (x; y) ∈ R ∧ (y;x) ∈ R⇒ x = y,

4. tranzitivńı, plat́ı-li

∀x, y, z ∈ A : (x; y) ∈ R ∧ (y; z) ∈ R⇒ (x; z),∈ R

5. úplná, plat́ı-li

∀x, y ∈ A : (x; y) ∈ R ∨ (y;x) ∈ R.

Definice 1.12

Relace ekvivalence je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı binárńı relace. Znač́ı

se xEy.

Mějme množinu A a ekvivalenci E ⊆ A2, pak se množina x/E = {y ∈
A | yEx} nazývá tř́ıdou ekvivalence E s reprezentantem x, přičemž ∀y ∈

6Některé tyto vlastnosti jsou navzájem disjunktńı. Libovolná binárńı relace nemuśı
splňovat ani jednu z těchto vlastnost́ı. Zápis (x; y) ∈ R je ekvivalentńı se zápisem xRy,
který se použ́ıvá dále.
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x/E : x/E = y/E . Tř́ıdy ekvivalence jsou disjunktńı. Množinu všech tř́ıd

ekvivalence, tedy {x/E | x ∈ A} nazváme faktormnožinou podle ekvivalence

E a znač́ıme A/E .
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Kapitola 2

Relačńı struktury

V této kapitole budou pomoćı poznatk̊u z minulé kapitoly definovány po-

jmy relačńı struktura, pravé a levé okoĺı prvku a kongruence na relačńıch

strukturách.

2.1 Obecné vlastnosti

Definice 2.1

Mějme libovolnou množinu A a libovolnou n-árńı relaci R takovou, že plat́ı

R ⊆ An a R 6= ∅, pak struktura S = (A;R) je relačńı struktura.

Definice 2.2

Je dána relačńı struktura S = (A;R), kde R ⊆ A2.

1. Množina PR(x) se nazývá pravým okoĺım prvku x. PR(x) je množina

obsahuj́ıćı prvky, s nimiž je x v relaci na pravém mı́stě, formálně

PR(x) = {y ∈ A | xRy}.

2. Množina LR(x) se nazývá levým okoĺım prvku x. LR(x) je množina
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obsahuj́ıćı prvky, s nimiž je x v relaci na levém mı́stě, formálně

LR(x) = {y ∈M | yRx}.

T́ımto zp̊usobem můžeme okoĺı definovat pouze d́ıky binárnosti relace R.

2.2 Kongruence na relačńıch strukturách

Definice 2.3

Kongrunce na relačńı struktuře s libovolnou binárńı relaćı, obvykle značená

θ, je ekvivalence. Pro tř́ıdy této ekvivalence plat́ı, že všechny prvky y libolné

tř́ıdy x/θ maj́ı ke všech ostatńım prvk̊um stejný vztah jako reprezentant

tř́ıdy, tedy formálně

∀y ∈ x/θ : (xRz ⇒ yRz)∧(zRx⇒ zRy)∧((x; z), (z;x) /∈ R⇒ (y; z), (z; y) /∈ R).

Relačńı struktura S = (A;R) faktorizovaná kongruenćı θ se znač́ı S/θ =

(A/θ;R/θ). A/θ je množina všech tř́ıd kongruence a relace R/θ ukazuje

vztahy mezi jednotlivými tř́ıdami. Plat́ı pro ni

∀x, y ∈ A : xRy ⇒ x/θ(R/θ)y/θ,

tř́ıdy kongruence maj́ı tedy mezi sebou stejný vztah jako jejich prvky, což

odpov́ıdá prvńı části definice.

Ekvivalence θ je tedy kongruenćı na relačńı struktuře S tehdy a jen tehdy,

je-li S/θ relačńı struktura.

Definice 2.4

Mějme relačńı strukturu S = (A;R), kde R ⊆ A2. Kongruence, kde je

tř́ıdou kongruence celá množina A, anebo jsou tř́ıdami kongruence jen sa-

motné prvky z A, se nazývaj́ı triviálńı kongruence.
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Př́ıklad

• Mějme relačńı strukturu J = (A; J), kde |A| = 3 a J je reflexivńı,

tranzitivńı a úplná.

Obrázek 5: Faktorizace J netriviálńımi kongruencemi
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Kapitola 3

Turnaje a jejich vlastnosti

V této kapitole jsou definovány turnaje a jsou zavedeny cyklické a tran-

zitivńı turnaje a jsou popsány jejich vlastnosti.

3.1 Obecné vlastnosti turnaj̊u

Definice 3.1

Je dána relačńı struktura T = (A;T ). Je-li T reflexivńı, antisymetrická

a úplná (Definice 1.11), pak relačńı struktura T = (A;T ) je turnaj.

Věta 3.1

Mějme turnaj T = (A;T ), kde |A| = n. Rozděĺıme-li relaci T na podmnožinu

T1 ⊆ T takovou, že plat́ı T1 = {(x;x) | x ∈ A} (existence této množiny plyne

z reflexivity T ), a podmnožinu T2 ⊆ T takovou, že T2 = T\T1, která tedy

obsahuje všechny ostatńı uspořádané dvojice. Pak |T2| = n2−n
2

. Také můžeme

ř́ıct, že jakýkoliv turnaj lze korektně definovat pomoćı T2.

D̊ukaz. Existuj́ı nejméně tři vysvětleńı: algebraické, geometrické a kombi-

natorické. Uvedeme je v tomto pořad́ı.

Pro každou n-prvkouvou množinu existuje právě n2 uspořádaných dvojic.
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Vı́me, že relace T je reflexivńı, nemuśıme tedy uvádět uspořádané dvojice

tvaru xTx (∀x ∈ A) (tyto uspořádané dvojice nálež́ı do T1), t́ım se počet

uspořádaných dvojic sńıž́ı na n2−n. Vı́me, že relace je antisymetrická, tedy,

že plat́ı ∀x, y ∈ A, x 6= y : xTy ∨ yTx, t́ım pádem se počet uspořádaných

dvojic sńıž́ı o polovinu na n2−n
2

.

Představ́ıme-li si, turnaj definovaný relaćı T na n-prvkové množině jako

n-úhelńık pro n ≥ 3 (bod pro n = 1, nebo úsečku pro n = 2). Vı́me, že podle

úplnosti relace T muśı doj́ıt ke spojeńı všech bod̊u. Pak počet uspořádaných

dvojic je roven součtu úhlopř́ıček a stran, tedy n+ n(n−3)
2

= n2−n
2

.

Uspořádanou dvojici je možno si představit jako dvouprvkovou podmnoži-

nu n-prvkové množiny A, kterých je právě
(
n
2

)
.7

�

Věta 3.2

Mějme turnaj T = (A;T ), pak pro všechna x ∈ A plat́ı

PT (x) ∩ LT (x) = {x}

PT (x) ∪ LT (x) = A.

D̊ukaz. Z reflexivity relace T vyplývá, že plat́ı ∀x ∈ A : xTx, d̊usledkem

toho je, že plat́ı ∀x ∈ A : x ∈ PT (x) ∧ LT (x). Z antisymetričnosti plyne, že

neexistuje takové y 6= x, že plat́ı xTy ∧ yTx. Tvrzeńı PT (x) ∩ LT (x) = {x}
je tedy pravdivé.

V předchoźı části jsme dokázali, že ∀x ∈ A : x ∈ PT (x) ∧ LT (x). Relace

T je antisymetrická a úplná, muśı tedy platit ∀x, y ∈ A, y 6= x : xTy nebo

7Ověřeńı rovnosti: (
n

2

)
=
n(n− 1)(n− 2)!

2!(n− 2)!
=
n2 − n

2
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yTx, z toho plyne, že plat́ı ∀x, y ∈ A, y 6= x : y ∈ PT (x), nebo y ∈ LT (x). Z

toho plyne platnost PT (x) ∪ LT (x) = A.

�

3.2 Struktura turnaj̊u

Definice 3.2

Cyklický turnaj je takový turnaj C = (A;T ), kde plat́ı

∀x ∈ A ∃y ∈ A : LT (x)\{x} = PT (y)\{y}.

Obrázek 6: Cyklická trojice

Před t́ım, než vyslov́ıme daľśı věty, zejdnodušme značeńı tak, že LT (x)\{x}
a PT (x)\{x} označ́ıme LT (x) a P T (x).

Věta 3.3

Máme-li cyklický turnaj C = (A;T ), kde A je konečná, pak A má lichý počet

prvk̊u.

D̊ukaz. Vı́me, že máme-li cyklický turnaj C = (A;T ) pak muśı být splněno,

že ∀x ∈ A ∃y ∈ A : LT (x) = P T (y) (Definice 3.3). Dokážeme, že existuje

jen jedno takové y. Uvažujme, že LT (x) = P T (y) = P T (z). Ovšem podle

antisymetričnosti a úplnosti relace T muśı platit, že yTz ∨ zTy, proto muśı

platit, že y ∈ P T (z)∨z ∈ P T (y), předpokládali jsme ale, že y /∈ P T (y) a také

z ∈ P T (z), docháźıme tedy ke sporu.

23



Definujme tedy jednoznačné zobrazeńı s : A −→ A takové, že ∀x, y ∈ A :

s(x) = y ⇔ LT (x) = P T (y). Z výše dokázaného faktu můžeme vyvodit daľśı

vlastnost tohoto zobrazeńı s(x) = s(y)⇒ x = y.

Pomoćı zobrazeńı s můžeme tedy definovat množinu

{s0(x), s1(x), . . . , sn(x)},

kde s0 = x, s1(x) = s(x), s2(x) = s(s(x)) . . . sn(x), také plat́ı, že

∀i, j ∈ {0, 1, . . . , n} : si(x) = sj(x)⇔ i = j.

Protože A je konečná množina, muśı tedy takové n ∈ N existovat. Dokážeme,

že výše definovaná množina je cyklus, proto muśı platit, že s(x)n+1 = s0(x).

Předpokládejme, že s(x)n+1 = si(x), kde i ∈ {1, . . . , n}. Potom ale z výše

dokázaných skutečnost́ı plyne, že s(x)n = si−1(x), což je ale spor s t́ım, že

s(x)n, si−1(x) ∈ {s0(x), s1(x), . . . , sn(x)}.

Proto i /∈ {1, . . . , n}, ale i = 0.

Dokážeme, že máme-li množinu {s0(x), s1(x), . . . , sn(x)}, pak n je sudé.

Z definice zobrazeńı s plyne, že x /∈ LT (x) = P T (s(x)), proto muśı platit, že

x ∈ LT (s(x)) = P T (s2(x)) (Věta 3.2). Důsledkem toho je, že x /∈ LT (s2(x)) =

P T (s3(x)), a tedy x ∈ LT (s3(x)) = P T (s4(x)) atd. Toto můžeme zobecnit

• pro i liché plat́ı, že

x ∈ LT (si(x)) = P T (si+1(x)),

• pro i sudé plat́ı, že

x /∈ LT (si(x)) = P T (si+1(x)).

Muśı tedy platit, že předpokládané n muśı být sudé, protože pokud by n bylo
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liché, pak by platilo, že x ∈ LT (sn(x)) = P T , toto je spor s x /∈ P T (x).

Je nutné dokázat, že neexistuje žádné y takové, že y ∈ A, ale y /∈
{s0(x), s1(x), . . . , sn(x)}, tedy takové které by bylo v množině A, ale bylo

by mimo cyklus. Předpokládejme, že y ∈ LT (x) = P T (s(x)), můžeme použ́ıt

zobecněńı výše

• pro i sudé plat́ı, že

y ∈ LT (si(x)) = P T (si+1(x)),

• pro i liché plat́ı, že

y /∈ LT (si(x)) = P T (si+1(x)).

Protože n je sudé, pak muśı platit, že y ∈ P T (x), toto je ale spor s předpokladem

(Věta 3.2).

�

Věta 3.4

Pro každý cyklický turnaj C = (A;T ), kde |A| = n, plat́ı, že pravá i levá

okoĺı všech prvk̊u maj́ı stejný počet prvk̊u, kterých je právě n−1
2

.

D̊ukaz. Uvažujme zobrazeńı s : A −→ A takové, že ∀x, y ∈ A : s(x) = y ⇔
LT (x) = P T (y), kde, pro každé i ∈ {0, 1, . . . ,m} je LT (si(x)) = P T (si+1(x))

(Věta 3.3). Z toho však plyne, že |P T (si(x))| = |LT (si+1(x))|, protože plat́ı,

že ∀x ∈ A : LT (x) = (A\{x})\(P T (x)) (Věta 3.2). Můžeme ř́ıct, že pro každé

i plat́ı, že

. . . |LT (si(x))| = |P T (si+1(x))| = |LT (si+2(x))| . . .

. . . |P T (si(x))| = |LT (si+1(x))| = |P T (si+2(x))| . . .

Uvažujme, že i = 0, potom pro n, které je sudé (Věta 3.3), muśı platit, že

|LT (si(x))| = · · · = |LT (sn(x))|, pro které ale plat́ı, že LT (sn(x)) = P T (x)
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(Definice 3.3; Věta 3.3). Ovšem P T (x) nálež́ı do druhé řady okoĺı se stejným

počtem prvk̊u, muśı tedy platit, že všechna okoĺı maj́ı stejný počet prvk̊u.

Protože je turnaj C = (A;T ) cyklický, pak |A| = n je liché (Věta 3.3).

Pravá i levá okoĺı všech prkv̊u v A maj́ı stejný počet prvk̊u. Vı́me, že LT (x)∪
P T (y) = A\{x}, kde |A\{x}| = n− 1 (Věta 3.2). Plat́ı tedy, že počet prvk̊u

pravých i levých okoĺı v A je roven n−1
2

.

�

Věta 3.5

Pro každou množinu A, kde |A| = n existuje právě(
n−4∏
i=0

(
n− 2i− 1

2

)2
)(

n− 1
n−1
2

)

cyklických turnaj̊u C = (A;T ).

D̊ukaz. Každý cyklický turnaj C = (A;T ) muśı splňovat ∀x ∈ A ∃y ∈ A :

LT (x) = P T (y) (Definice 3.2). Všechna okoĺı muśı mı́t stejný počet prvk̊u,

kterých je právě n−1
2

(Věta 3.4). Z čehož plyne, že pravé okoĺı tvoř́ı libo-

volná kombinace
(
n−1
n−1
2

)
prvk̊u. Plat́ı, že ke každé kombinaci z

(
n−1
n−1
2

)
existuje

právě jedna daľśı kombinace, které dohromady dávaj́ı n − 1, z čehož plyne,

že polovina takovéto dvojice tvoř́ı levé, nebo pravé okoĺı tedy existuje právě(
n−1
n−1
2

)
možnost́ı vytvořeńı pravého a levého okoĺı, t́ım pádem je jich je právě

polovina. Nezáviśı ale na pořad́ı tedy existuje dvojnásobek této poloviny, což

je právě
(
n−1
n−1
2

)
možnost́ı uspořádáńı okoĺı prvku v cyklickém turnaji.

Vı́me, že ∀x ∈ A ∃y ∈ A : LT (x) = P T (y) (Definice 3.2). Uvažujme tedy,

že máme prvek x ∈ A, protože |LT (x)| = n−1
2

, pak muśı existovat právě
n−1
2

možnost́ı pro s1(x). Předpokládejme, že jsme LT (x) přǐradi jako pravé

okoĺı k s1(x), plat́ı, že |LT (s1(x))| = n−1
2

a že neexistuje žádné zaplněné

pravé okoĺı kromě s1(x), muśı tedy existovat právě n−1
2

možnost́ı pro s2(x).

Předpokládejme, že jsme LT (s1(x)) přǐradi jako pravé okoĺı k s2(x), plat́ı, že

|LT (s2(x))| = n−1
2

, ale už existuje jedno zaplněné pravé okoĺı s1(x), muśı tedy
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existovat právě n−1
2
− 1 možnost́ı pro s3(x). Můžeme tedy ř́ıct, že možnost́ı

je (
n− 1

2

)2(
n− 3

2

)2(
n− 5

2

)2

. . . 12,

což můžeme zobecnit na
(∏n−4

i=0

(
n−2i−1

2

)2)
.

Tato uspořádáńı jsou, pro stjené mohutnosti, izomorfńı, protože je můžeme

navzájem na sebe bijektivně zobrazit přes cyklus {s0(x), s1(x), . . . , sn(x)}, li-

bovolnou volbou s0(x) a pro odpov́ıdaj́ıćı n.

�

Věta 3.6

Mějme cyklický turnaj C = (A;T ), kde |A| = n, existuje-li podmnožina

M ⊆ LT (x), nebo M ⊆ P T (x), kde |M | = m, pak existuje právě

n− 2m+ 1

2

prvk̊u, v jejichž stejném okoĺı se nacháźı podmnožina M .

D̊ukaz. Turnaj C = (A;T ), kde |A| = n, má 2n okoĺı. Podmnožina M

se nemůže nacházet v žádném okoĺı nějakého prvku z M , protože z okoĺı

vylučujeme samotné prvky, tedy okoĺı je 2n−2m, podmnožina M se nemůže

nacházet v obou okoĺıch jednoho prvku zároveň, tedy 2n−2m
2

= n−m. Protože

ve sjednoceńı okoĺı prvk̊u z M se podmnožina M nacháźı právě m − 1 krát

(Věta 3.2). Podle definice cyklického turnaje bude existovat právě m − 1

prvk̊u, pro které bude pouze platit, že M ⊆ LT (x) ∪ P T (x), ne však jen

v jednom z okoĺı. Plat́ı tedy, že počet okoĺı, ve kterých je M podmnožinou,

je n− (m−1)−m = n−2m+1. Jelikož poč́ıtáme jen pravá, nebo levá okoĺı,

proto z definice cyklického turnaje plyne, že počet takovýchto okoĺı je právě
n−2m+1

2
(Věta 3.4).

�
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Definice 3.2

Tranzitivńı turnaj je takový turnaj T = (A;T ), kde plat́ı

∀x, y, z ∈ A : xTy ∧ yTz ⇒ xTz.

Obrázek 7: Tranzitivńı trojice

Definice 3.4

Mějme turnaj T = (A;T ).

1. Prvek x se nazývá nejvěťśı prvek turnaje, jestliže

∃x ∈ A, ∀y ∈ A : xTy.

2. Prvek z se nazývá nejmenš́ı prvek 8turnaje, jestliže

∃z ∈ A ∀y ∈ A, y 6= z : yTz.

Věta 3.7

Konečný turnaj, do kterého nelze vnořit cyklický turnaj, obsahuje největš́ı

a nejmenš́ı prvek a je tranzitivńı. 9

D̊ukaz. Pokud by existoval turnaj, kde by neexistoval největš́ı a nejmenš́ı

prvek a nebylo by možné do něj vnořit cyklický turnaj, pak by muselo pla-

tit, že existuj́ı skupiny/a nesrovnatelných prvk̊u, což by ale znamenalo, že

8Z úplnosti relace T vyplývá možnost existence pouze jednoho největš́ıho nebo
nejmenš́ıho prvku.
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prvky těchto skupin/y tvoř́ı cyklické/ý turnaj/e, což ale vede ke sporu, je-

likož předpokládáme, že nelze do turnaje vnořit cyklycký turnaj.

Pokud do nějakého turnaje nelze vnořit cyklický turnaj C, pak muśı platit,

že všechny trojice jsou tranzitivńı, a tedy je celý turnaj tranzitivńı.

�

Věta 3.8

Tranzitivńı turnaje jsou lineárńımi svazy.

D̊ukaz. Nelze-li do turnaje vnořit cylický turnaj, pak obsahuje pouze tranzi-

tivńı trojice, t́ım pádem je relace T tranzitivńı. Z definice relace T vyplývá,

že je reflexivńı a antisymetrická. Relace T je tedy relaćı uspořádáńı. Protože

je relace T úplná, uspořádáńı je lineárńı. Z předchoźı věty plyne, že takový

turnaj má největš́ı a nejmenš́ı prvek, je tedy svazem.

�

9Existuj́ı ovšem i turnaje s největš́ım a nejmenš́ım prvkem, do kterých lze vnořit cyk-
lický turnaj, a proto tato věta neplat́ı opačně.
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Kapitola 4

Kongruence na turnaj́ıch

Tato kapitola se věnuje zavedeńı kongruenćı na turnaj́ıch, jejich vlastnos-

tem a simple turnaj̊um a jejich vlastnostem. V této kapitole jsou využity

výsledky vět z předchoźı kapitoly k d̊ukazu vět týkaj́ıćıch se kongruenćı, je-

jich konstrukce a simple turnaj̊u.

4.1 Vlastnosti kongruenćı

Definice 4.1

Mějme turnaj T = (A;T ), pak θ ∈ EqA je kongruence, jestliže T /θ =

(A/θ;T/θ) je turnaj (Definice 2.3).

Věta 4.1

θ je kongruence jen tehdy, když pro všechna x/θ 6= y/θ, taková, že xTy, plat́ı

∀a ∈ x/θ ∀b ∈ y/θ : aTb.

D̊ukaz. Předpokládejme, že θ je kongruence, pak T /θ je turnaj a zároveň

xTy, muśı tedy platit, že x/θ (T/θ) y/θ, a nemůže platit y/θ (T/θ) x/θ,

protože T /θ je turnaj a zároveň x/θ 6= y/θ (Definice 2.3). Tedy pro žádné

a ∈ x/θ, b ∈ y/θ neplat́ı, že bTa, protože potom b/θ = y/θ (T/θ) a/θ = x/θ,
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pak tedy nutně aTb.

Dokážeme, že T/θ je reflexivńı. Jelikož xTx, pak muśı platit, že ∀x/θ ∈
T /θ : x/θ(T/θ)x/θ, protože T /θ je turnaj.

Dokážeme, že T/θ je antisymetrická. Pokud by platilo, že x/θ (T/θ) y/θ∧
y/θ (T/θ) x/θ, pak by ∃a1 ∈ x/θ ∃b1 ∈ y/θ : a1Tb1, ale také ∃a2 ∈ x/θ ∃b2 ∈
y/θ : b2Ta2. Předpokládáme-li ale, že x/θ 6= y/θ a že xTy, pak plat́ı pouze

∃a1 ∈ x/θ ∃b1 ∈ y/θ : a1Tb1, což vede ke sporu.

Dokážeme, že T/θ je úplná. Mějme x/θ, y/θ ∈ T /θ, protože T je turnaj,

pak muśı platit, že xTy, nebo yTx, a protože T /θ je turnaj pak, x/θ (T/θ) y/θ,

nebo y/θ (T/θ) x/θ.

�

Věta 4.2

Množina všech kongruenćı na T , obvykle značená ConT , při uspořádáńı

množinovou inkluźı tvoř́ı svaz (ConT ;⊆) (Definice P2.5).

D̊ukaz. Z definice kongruence vyplývá, že je to taková ekvivalence na relačńı

struktuře, že T /θ = (A/θ;T/θ) je turnaj. Pokud je kongruence ekviva-

lence, pak plat́ı, že prvky jsou ekvivalentńı, nálež́ı-li do stejné tř́ıdy (Defi-

nice 1.12). Kongruence je tedy množina uspořádaných dvojic. Můžeme tedy

předpokládat, že kongruence jsou uspořádány množinovou inkluźı, která je

relaćı uspořádáńı.

Z definice ekvivalence plyne, že mezi počtem tř́ıd a počtem uspořádaných

dvojic v ekvivalenci je nepř́ımá úměra. Tedy, můžeme ř́ıct, že největš́ım a

nejmenš́ım prvkem svazu kongruenćı jsou triviálńı kongruence (Definice 2.4).

�
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Věta 4.3

Mějme turnaj T = (A;T ) a množinu M takovou, že M ⊆ A, pak plat́ı

LT (M) ∪ P T (M) = A\M ⇔ ∃θi ∈ ConT ∀x ∈M : M = x/θi,

kde LT (M) =
⋂

x∈M(LT (x)) a P T (M) =
⋂

x∈M(P T (x)).

D̊ukaz. Pokud existuje M ⊆ A taková, že ∃θi ∈ ConT ∀x ∈ M : M = x/θi,

pak plat́ı (Věta 4.1), že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : xTa ∨ aTx,

tedy plat́ı, že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : a ∈ PT (x) ∨ a ∈ LT (x),

z toho plyne, že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : a ∈
⋂
x∈M

PT (x) ∨ a ∈
⋂
x∈M

LT (x).

Plat́ı, že x ∈M ⇒ x /∈ A\M , proto plat́ı, že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : a ∈
⋂
x∈M

(P T (x)) ∨ a ∈
⋂
x∈M

(LT (x)),

proto plat́ı, že ⋂
x∈M

(P T (x)) ∪
⋂
x∈M

(LT (x)) = A\M.

Muśıme dokázat i druhou stranu ekvivalence. Protože plat́ı⋂
x∈M

(P T (x)) ∪
⋂
x∈M

(LT (x)) = A\M,
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pak plat́ı, že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : a ∈
⋂
x∈M

(P T (x)) ∪
⋂
x∈M

(LT (x)).

Z čehož plyne, že

∀x ∈M ∀a ∈ A\M : a ∈ PT (x) ∨ a ∈ LT (x),

tedy, že ∀x ∈M ∀a ∈ A\M : xTa ∨ aTx. Můžeme tedy předpokládat, že

∃θi ∈ ConT ∀x ∈M : M = x/θi,

ovšem je nutné dokázat, že θi je kongruence (podle Definice 4.1). Pokud je

θi kongruence, pak T /θ je turnaj, což je splněno jen tehdy, plat́ı-li

∀a ∈ x/θi ∀b ∈ A\x/θi : aTb ∨ bTa

(Věta 4.1). Protože ∀x ∈ M ∀a ∈ A\M : xTa ∨ aTx, pak plat́ı, že ∃θi ∈
ConT ∀x ∈M : M = x/θi.

�

4.2 Simple turnaje

Definice 4.2

Turnaj S = (A;T ) se nazývá simple, obsahuje-li ConT jen triviálńı kongru-

ence (Definice 2.4).

Věta 4.4

Každý cyklický turnaj C = (A;T ) je simple.

D̊ukaz. Plat́ı, že máme-li cyklický turnaj C = (A;T ), kde |A| = n, existuje-li

m-prvková podmnožina M ⊆ LT (x), nebo M ⊆ P T (x), pak existuje právě

n− 2m+ 1

2
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prvk̊u v jejichž pravých, nebo levých okoĺı je množina M (Věta 3.6). Mějme

turnaj T = (A;T ) a množinu M takovou, že M ⊆ A, pak plat́ı

LT (M) ∪ P T (M) = A\M ⇔ ∃θi ∈ ConT ∀x ∈M : M = x/θi,

kde LT (M) =
⋂

x∈M(LT (x)) a P T (M) =
⋂

x∈M(P T (x)) (Věta 4.3).

Muśı tedy, platit, že existuje-li kongruence na cyklickém turnaji, pak muśı

n− 2m+ 1

2
+
n− 2m+ 1

2
= n−m

Plat́ı, že n−2m+1
2

prvk̊u má podmnožinu M o mohutnosti m ve stejných

okoĺıch (Věta 3.6), podle věty o konstrukci kongruenćı (Věta 4.3) by tedy

muselo platit, že by tato mohutnost musela být rovna n−m, aby existovala

kongruence, kde M je tř́ıda kongruence. Úpravou rovnice źıskáme

n− 2m+ 1 = n−m,

což vede k výsledku

m = 1

Má-li ovšem tř́ıda takovéto kongruence mohutnost rovnu 1, pak se také jedná

o triviálńı kongruenci.

Z tohoto plyne, že na libovolném cyklickém turnaji nelze zkonstruovat

jinou než triviálńı kongruenci, přičemž tento fakt odpov́ıdá definici simple

turnaje (Definice 4.2). Každý cyklický turnaj C = (A;T ) je tedy simple.

�

Věta 4.5

Mějme turnaj T = (A;T ), kde A = |n|, pokud do něj nelze vnořit cyklický

turnaj, pak plat́ı, že nemůže být simple pro n > 2.

D̊ukaz. Podle výše dokázané věty plat́ı, že každý turnaj T = (A;T ), do

kterého nelze vnořit cyklický turnaj, obsahuje největš́ı prvek, nazvěme ho a,
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a nejmenš́ı prvek, nazvěme ho z (Věta 3.7). Podle jejich definice (Definice

3.4) a věty o konstrukci kongruenćı (Věta 4.3) plat́ı, že existuj́ı kongruence

θi, θj ∈ ConT takové, že A\(z/θi) a A\(a/θj), protože plat́ı ∀x ∈ A\{a} :

a ∈ LT (x) a také ∀y ∈ A\{z} : z ∈ P T (y). Tyto kongruence jsou netriviálńı

pro množinu A s mohutnost́ı n > 2.10

�

Z této věty také plyne, že největš́ı možná mohutnost pravého, nebo levého

okoĺı každého prvku v simple turnaji je právě n− 2, pokud by to tak nebylo,

pak by nebyl simple, což vyplývá z vět výše (Věta 4.3, Věta 4.5). V kontextu

tohoto můžeme tedy definovat podmı́nku pro simple turnaje.

Věta 4.6

Pro každý simple turnaj S = (A;T ), kde |A| = n, a libovolnou netriviálńı

(toto označeńı vycháźı z definice triviálńıch kongruenćı - Definice 2.4) podmno-

žinu M ⊂ A, kde |M | = m, pak muśı platit, že

m+mP +mL ≤ n− 1,

označ́ıme-li |P T (M)| = mP a analogicky |LT (M)| = mL (Věta 4.3).

D̊ukaz. Platilo-li by, že m + mP + mL > n − 1, pak by existovala jediná

možnost, tedy m + mP + mL = n, což by ale znamenalo, že M podle věty

o konstrukci kongruenćı (Věta 4.3) by existovala netriviálńı kongruence, kde

by byla podmnožina M tř́ıdou kongruence, a turnaj by tedy nebyl simple

(Definice 4.2), což je spor.

�

10Tato věta plat́ı, i pro turnaje s největš́ım a nejmenš́ım prvkem, i když do nich lze
vnořit cyklický turnaj, protože se v d̊ukazu nepředpokládá tranzitivita, kterou maj́ı jen
turnaje, do kterých nelze vnožit cyklický turnaj (Věta 3.8), ale pouze existence největš́ıho
a nejmenš́ıho prvku.
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Kapitola 5

Aplikace výsledk̊u

Z definice relačńı struktury plyne, že k jej́ı konstrukci je nutná množina

a neprázdná relace na ńı, pro turnaje plat́ı, že tato relace muśı být refle-

xivńı, antisymetrická a úplná. Pomoćı matematického aparátu popsaného

v předcházej́ıćıch kapitolách je možné tyto systémy analyzovat. Výpočtová

část prezentovaných výsledk̊u asi neńı účiněji aplikovatelná, proto se nej-

slibněji jev́ı aplikace vlastnost́ı kongruenćı na turnaj́ıch. Turnaje mohou sloužit

k modelováńı struktur s nekvantifikovatelnými vlastnostmi, kvantifikovatelné

vlastnosti se kv̊uli tranzitivnosti lépe vyjadřuj́ı uspořádanými množinami.

Jednou z nejslibněǰśıch aplikaćı turnaj̊u je modelováńı hierarchických

vztah̊u v sociálńıch skupinách a z nich vycházej́ıćıch sociálńıch kongruenćı

tzn. rozděleńı sociálńı skupiny na r̊uzné skupiny podle r̊uzných kongruenćı,

nebo i jiných vlastnost́ı. Pomoćı turnaj̊u lze také vyjadřovat vztahy ve zv́ı̌rećıch

sociálńıch skupinách, t́ımto se zabývá [Lan]. Kromě jiných existuj́ı i aplikace

cyklických turnaj̊u v teorii volby a teorii výběru. Jako př́ıklad může sloužit

[Lit].

5.1 Śıtě a jejich vlastnosti

Abychom mohli modelovat složitěǰśı struktury muśıme zavést pojem śıtě,
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tedy relačńı struktury, u které se nepředpokládá úplnost relace a která je

logickým zobecněńım turnaje.

Definice 5.1

Je dána relačńı struktura N = (A;R). Je-li R reflexivńı a antisymetrická

(Definice 1.11) a splňuje podmı́nky

1. neexistence nesrovnatelného prvku

∀x ∈ A ∃y ∈ A : xRy ∨ yRx,

2. kompaktnosti

Pro libovolné disjunktńı podmnožiny X ⊂ A a Y ⊂ A takové, že

X ∪ Y = A, plat́ı

∃x ∈ X ∃y ∈ Y : xRy ∨ yRx

pak relačńı struktura N = (A;R) je śıt’.

Př́ımou souvislost śıt́ı a turnaj̊u můžeme ukázat následuj́ıćı větou.

Věta 5.1

Pro každou śıt’ N = (A;R), kde |A| > 1, existuje množina T taková, že

je množinou indexovaných turnaj̊u T = {Ti = (Ai, Ti) | i ∈ I} (Defi-

nice 3.1), kde I je libovolná indexová množina, takových, že
⋃
Ti∈T Ti = N

a ∀i, j ∈ I, i 6= j : |Ai ∩ Aj| ≤ 1.

D̊ukaz. Uvažujeme-li rozděleńı śıtě N = (A;R) na dvouprvkové turnaje.

Uvažujme tedy množiny |Ai| = 2 a |Aj| = 2, pokud by jejich pr̊unikem

byla dvouprvková množina, pak by nutně muselo platit, že i = j, protože

v opačném př́ıpadě bychom došli ke sporu. Dokázali jsme prvńı podmı́nku.

Muśıme ještě dokázat, že každou śıt’ N = (A;R) je možné rozdělit na

dvouprvkové turnaje. Plat́ı ∀x ∈ A ∃y ∈ A : xRy∨yRx (Definice 5.1), každý
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prvek je tedy alespoň v jednom dvouprvkovém turnaji. Můžeme tedy ř́ıct, že

každou śıt’ lze rozdělit na dvouprvkové turnaje, proto existuje alespoň jedno

každé śıtě na turnaje, věta tedy plat́ı. 11

�

Abychom mohli zavést kongruence na śıt́ıch, muśıme zavedńım neutrálńıch

okoĺı zohlednit možnou neúplnost relace.

Definice 5.2

Je dána śıt’ N = (A;R). Množina NR(x) se nazývá neutrálńım okoĺım prvku

x. NR(x) je množina obsahuj́ıćı prvky, s nimiž neńı x v relaci, formálně

NR(x) = {y ∈ A | (x; y) /∈ R ∧ (y;x) /∈ R}.

Můžeme tedy podobně jako u turnaj̊u (Věta 4.3) ukázat konstrukci kon-

gruenćı na śıt́ıch.

Věta 5.2

Mějme śıt’ N = (A;R) a množinu M takovou, že M ⊆ A, pak plat́ı

LR(M) ∪ PR(M) ∪NR(M) = A\M ⇔ ∃θi ∈ ConN ∀x ∈M : M = x/θi,

kde LR(M) =
⋂

x∈M(LR(x)) a PR(M) =
⋂

x∈M(PR(x)), d̊uvodem př́ıtomnosti

NR(M) =
⋂

x∈M(NR(x)) je výše zmı́něná možná neúplnost relace R.

D̊ukaz. Je analogický d̊ukazu věty o konstrukci kongruenćı na turnaj́ıch (Věta

4.3), pouze se v tomto d̊ukazu muśı uvažovat jedna možnost nav́ıc tedy možná

neexistence relace mezi dvěma prvky.

�

11Z podmı́nky kompaktnosti śıtě (Definice 5.1) plyne existence alespoň jedné dvojice
i, j ∈ I, i 6= j takové, že |Ai ∩Aj | = 1.
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Neexistuje jediná oblast matematiky, a to jakkoli abstraktńı, která by se

jednou nedala aplikovat na jevy reálného světa.

Nikolaj Ivanovič Lobačevskij12

12Nikolaj Ivanovič Lobačevskij (1792 – 1856), významný ruský matematik, který
dokázal nedokazetelnost pátého Euklidova postulátu z předchoźıch čtyř a objevil hyper-
bolickou neeuklidovskou geometrii.
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Závěr a diskuse

Jak bylo již nazančeno v úvodu práce, literatura zkoumaj́ıćı turnaje z hle-

diska algebry téměř neexistuje, neńı tedy prakticky s č́ım výsledky práce po-

rovnávat. Pokuśım se tedy alespoň dosažené výsledky objektivně zhodnotit,

jelikož se jedná o dokázané věty, neńı tedy nutné mluvit o jejich pravdivosti

jako sṕı̌se o jejich významu.

Kapitoly 1 a 2 poskytuj́ı obecný úvod do problematiky. Kapitola 1 je

úvodem do algebry, vysvětluje pojmy jako množina, relace a relace ekvi-

valence. Kapitola 2 potom stručně představuje relačńı systémy a koncept

kongruenćı na nich.

Kapitola 3 se turnaj̊um věnuje obecně. Věta 3.2 ukazuje obecné vlatsnosti

relace T , později je využita v d̊ukazech několika daľśıch vět. Je možno ř́ıct, že

nejvýznamněǰśım výsledkem Kapitoly 3, neńı ani tak věta, ale zavedeńı cyk-

lických turanj̊u, a ze kterého jsou postupně vyvozeny věty 3.3 - 3.6 popisuj́ıćı

vlastnosti cyklických turnaj̊u. Věty 3.3 a 3.4 jsou použity k d̊ukazu vět 3.5

a 3.6. Nejd̊uležitěǰśım z nich je asi věta 3.6 aplikovaná v d̊ukazu věty 4.4 v Ka-

pitole 4. Tranzitivńı turnaje byly v Kapitole 3 definovány a byla dokázána

jejich souvislost s cyklickými turnaji. Věta 3.8 ukazuje rovnost tranzitivńıch

turnaj̊u a lineárńıch svaz̊u.

Kapitola 4 se zabývá kongruencemi na turnaj́ıch a simple turnaji. Věta

4.1 definuje kongruence na turnaj́ıch a ukazuje, že vlastnosti kongruenćı na

turnaj́ıch odpov́ıdaj́ı vlastnostem kongruenćı na relačńıch strukturách z de-

finice 2.3. Věta 4.2 definuje svaz kongruenćı na turnaji. Věta 4.3 je asi

nejd̊uležitěǰśım výsledkem celé práce, ukazuje souvislost okoĺı s kongruen-

cemi a konstrukci kongruenćı na turnaji, je nezbytná pro d̊ukaz všech daľśıch

vět. Věta 4.4 je významným výsledkem celé práce, d̊ukazem, že všechny cyk-

lické turnaje jsou simple, završuje významnou část práce, která se věnuje

cyklickým turnaj̊um. Věta 4.5 ukazuje předv́ıdatelnou skutečnost, že tranzi-
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tivńı turnaje nejsou simple za určitých podmı́nek. Výsledek věty 4.6 vyplývá

z definice simple turnaj̊u a ukazuje základńı podmńınku simple turnaj̊u po-

moćı věty 4.3.

Kapitola 5 se stručně zabývá aplikacemi turnaj̊u a výsledk̊u této práce.

Důležité v této kaplitole je tvrzeńı, že turnaje mohou nejlépe sloužit k mode-

lováńı struktur s nekvantifikovatelnými vlastnostmi. Dále se v této kapitole

nacháźı úvod od problematiky śıt́ı, je uveden jejich vztah s turnaji, dále se

tomuto tématu věnuje prostor v př́ıloze práce.

Práce přináš́ı nové výsledky a konstrukce v tématu. Nejd̊uležitěǰśımi mezi

nimi jsou definice 3.3 a věty 3.6, 3.8, 4.3 a 4.4 popř́ıpadě ještě 5.1, 5.2 o vlast-

nostech śıt́ı a kongruenćıch na nich, většina ostatńıch vět je uvedena jako

podklad pro d̊ukazy těchto vět nebo jejich d̊usledky.

O množině ćılových výsledk̊u práce C a množině všech výsledk̊u práce V
m̊užeme ř́ıct, že C ⊂ V.
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Seznam použitého značeńı

∧ a zároveň (konjunkce)

∨ a nebo (disjunkce)

⇒ a proto (implikace)

⇔ tehdy a jen tehdy (ekvivalece)

∀ pro všechna (obecný kvantifikátor)

∃ pro alespoň jedno (existenčńı kvantifikátor)

A množina A

a ∈ A prvek a nálež́ı do množiny A

b /∈ A prvek b nenálež́ı do množiny A

∅ prázdná množina

|A| mohutnost množiny A

A ∩B pr̊unik množin A a B

A ∪B sjednoceńı množin A a B

A\B rozd́ıl množin A a B (v tomto pořad́ı)

A×B kartézský součin množin A a B (v tomto pořad́ı)

A ⊂ B množina A je vlastńı podmnožinou B

A ⊆ B množina A je podmnožinou B

R ⊆ A2 binárńı relace R na množině A

R−1 inverzńı relace k binárńı relaci R

f(a) obraz prvku a v zobrazeńı f

E relace ekvivalence

x/E tř́ıda ekvivalece E s reprezentantem x

PR(x) pravé okoĺı prvku x v relaci R

LR(x) levé okoĺı prvku x v relaci R

S/θ relačńı struktura S faktorizovaná kongruenćı θ

x/θ tř́ıda kongruence θ s reprezentantem x

ConA množina všech kongruenćı na A

P T (x) totéž jako PT (x)\{x}
LT (x) totéž jako LT (x)\{x}
P T (M) totéž jako

⋂
x∈M P T (x)

LT (M) totéž jako
⋂

x∈M LT (x)

NR(x) neutrálńı okoĺı prvku x v relaci R

NR(M) totéž jako
⋂

x∈M NR(x)
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Doporučená literatura

[Lan] Landau, H.G. (1953), ”On dominance relations and the structure of

animal societies. III. The condition for a score structure”, Bulletin of Mathe-

matical Biophysics 15 (2): 143–148, doi:10.1007/BF02476378.

[Lit] Litvakov, Boris M.; Vol’skiy, Vladimir I., 1985. ”Tournament Methods

in Choice Theory,”Working Papers 558, California Institute of Technology,

Division of the Humanities and Social Sciences.
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Dostupné z WWW: http://mathworld.wolfram.com/Tournament.html
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Wikimedia Commons: [převzato: 1. ledna 2011].
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Dostupné z WWW: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Venn-or.svg
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Wikimedia Commons: [převzato: 1. ledna 2011].

Dostupné z WWW: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zobrazeni druhy.svg

Obrázek 5: Faktorizace J bez triviálńıch kongruenćı

Vlastńı tvorba. Vytovořeno dne 31. ledna 2011.

Obrázek 6: Cyklická trojice
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Wolfram MathWorld : Cyclic Triple [online]. [převzato: 1. ledna 2011].

Dostupné z WWW: http://mathworld.wolfram.com/CyclicTriple.html

Obrázek 7: Tranzitivńı trojice

Wolfram MathWorld : Transitive Triple [online]. [převzato: 1. ledna 2011].

Dostupné z WWW: http://mathworld.wolfram.com/TransitiveTriple.html

Obrázek 8: Śıt’ D4 tzv. diamant schématicky

Vlastńı tvorba. Vytovořeno dne 7. února 2011.

Použitý software

TeXShop

Version 2.40; LATEX Editor for Mac OS X.

Dostupné z WWW: http://pages.uoregon.edu/koch/texshop/

Kile

Version 2.0.85; KDE Integrated LATEX Environment.

Dostupné z WWW: http://kile.sourceforge.net/

Inkscape

Verze 0.48.0 r9654; Editor vektorové grafiky.

Dostupné z WWW: http://www.inkscape.org/

GIMP

Version 2.6.10; GNU Image Manipulation Program.

Dostupné z WWW: http://www.gimp.org/

Ostatńı

Citáty jsou převzaty z WWW: http://mathes.cz/citaty.aspx a biogra-

fické informace z WWW: http://cs.wikipedia.org/wiki/.
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Př́ıloha #1

Algoritmus pro rozdělováńı
jednoduchých śıt́ı na nejvěťśı turnaje
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Definice P.1

Mějme śıt’ N = (A;R), lze-li do ńı vnořit śıt’ D4 = (B;D), kde |B| =

4 ∧ |D| = 9 tzv. diamant a přitom neexistuje žádný turnaj Ti = (Ai, Ti)

takový, že je možné D4 = (B; J) do něj vnořit, pak tato śıt’ neńı jednoduchá.

Obrázek 8: Śıt’ D4 tzv. diamant schématicky

Po definici jednoduché śıtě můžeme přej́ıt k samotnému vytvořeńı a zd̊uvod-

něńı algoritmu.

Algoritmus
Uvažujme śıt’ N = (A;R), rozdělme relaci R na dvě disjunktńı podmnožiny

R1 ∪ R2, kde R1 = {(x;x) ∈ R | x ∈ A}, tedy reflexivńı část relace R a část

R2 = R\R1 (podobně Věta 3.1). Tento algoritmus má dva kroky.

1. Předpokládejme, že z množiny R2 vznikne n použit́ımi tohoto kroku

množina Rn
2 . Množinu Rn

2 vytvoř́ıme jako Rn
2 = Rn−1

2 \P , kde P =

{(x; y) ∈ Rn−1
2 | @z ∈ A : [(x; z) ∈ Rn−1

2 ∨ (z;x) ∈ Rn−1
2 ] ∨ [(y; z) ∈

Rn−1
2 ∨(z; y) ∈ Rn−1

2 ]}, tedy že z množiny Rn−1
2 odstrańıme uspořádané

dvojice takové, že obsahuj́ı prvek, který už se nevyskytuje v žádné

jiné uspořádané dvojici. Tento krok pokračuje až do okamžiku, kdy

Rn−1
2 = Rn

2 . Všechny takto odstraněné dvojice pak tvoř́ı dvouprvkové

turnaje. 13

13Tento krok vycháźı z předpokladu, že pro jednouché turnaje existuj́ı jen tři druhy
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2. Předpokládejme, že z množiny Rn−1
2 = Rn

2 , která vznikne n použit́ımi

prvńıho kroku na množinu R2, množina Rn
2 . Množinu Rn

2 vytvoř́ıme

jako Rn
2 = Rn

2\Q, kde Q = {(x; y) ∈ Rn
2 | @z ∈ A : [(x; z) ∈

Rn
2 ∨ (z;x) ∈ Rn

2 ] ∧ [(y; z) ∈ Rn
2 ∨ (z; y) ∈ Rn

2 ]}, tedy že z množiny

Rn−1
2 odstrańıme uspořádané dvojice takové, které netvoř́ı trojprvkové

turnaje (ty lze vnořit do v́ıceprvkových turnaj̊u). Tento krok je vy-

konán jednou, poté je znovu vykonán n-krát prvńı krok. Všechny takto

odstraněné dvojice pak tvoř́ı dvouprvkové turnaje. 14

Algoritumus konč́ı v př́ıpadě, že Rn
2 = Rn+1

2 , pak už jsou v Rn+1
2

jen uspořádané dvojice prvk̊u, které tvoř́ı turnaje Ti = (Ai, Ti), kde

|Ai| > 2. 15

jejich základńıch struktur - turnaje Ti = (Ai, Ti), kde |Ai| > 2, větve, složené ze za sebou
poskládaných dvouprvkových turnaj̊u, a spoje mezi nimi, také z dvouprvkových turnaj̊u.
Tento krok algoritmu odstraňuje větve.

14Pomoćı tohoto kroku se odstraňuj́ı spoje mezi jednotlivými turnaji Ti = (Ai, Ti), kde
|Ai| > 2, a větvemi. Mohl by aplikovat pouze tento krok, ovšem jeho použit́ı v kombinaci
s prvńım krokem je výhodněǰśı.

15Rozděleńı diamantu tzv. D4 = (B;D), kde |B| = 4 ∧ |D| = 9, je t́ımto algoritmem
nemožné, protože je nerozhodnutelné (diamant je možné rozdělit na dva r̊uzné trojprv-
kové turnaje se dvěma společnými prvky, ovšem předpokládané rozděleńı je na turnaje
s maximálně jedńım společným prvkem).
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Př́ıloha #2

Axiomatizace svaz̊u
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Definice P2.1

Mějme množinu A a binárńı relaci R takovou, že R ⊆ A2, relace R se nazývá

relaćı uspořádáńı, jestliže je

1. reflexivńı

∀x ∈ A : xRx,

2. antisymetrická

∀x, y ∈ A : xRy ∧ yRx⇒ x = y,

3. tranzitivńı

∀x, y, z ∈ A : (xRy ∧ yRz)⇒ xRz

Pro rozlǐseńı budeme relaci uspořádáńı značit ≤. Množina s relaćı uspořádáńı

se nazývá uspořádaná množina a budeme ji značit A = (A;≤).

Definice P2.2

Mějme uspořádanou množinu A = (A;≤), pak se a ∈ A nazývá

• nejvěťśı prvek, jestliže

∀x ∈ A : x ≤ a

• nejmenš́ı prvek, jestliže

∀x ∈ A : a ≤ x

• maximálńı prvek, jestliže

∀x ∈ A : a ≤ x⇒ a = x

• textitminimálńı prvek, jestliže

∀x ∈ A : x ≤ A⇒ a = x
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Definice P2.3

Mějme uspořádanou množinu A = (A;≤) a B ⊆ A, pak

• se c ∈ A nazývá horńı hranice množiny B v A, jestliže

∀b ∈ B : b ≤ c

• se d ∈ A nazývá dolńı hranice množiny B v A, jestliže

∀b ∈ B : d ≤ b

Definice P2.4

• Supremem množiny B rozumı́me nejmenš́ı prvek c v množině všech

horńıch hranic B v A. Znač́ıme supB = c.

• Infimem množiny B rozumı́me největš́ı prvek d v množině všech dolńıch

hranic B v A. Znač́ıme supB = d.

Definice P2.5

Mějme uspořádanou množinu A = (A;≤), pak

• se nazývá horńı polosvaz, jestliže má každá jej́ı dvouprvková množina

supremum.

• se nazývá dolńı polosvaz, jestliže má každá jej́ı dvouprvková množina

infimum.

• se nazývá svaz, jestliže je zároveň horńım i dolńım polosvazem.

Máme-li svaz A = (A;≤), pak tento svaz (Definice P2.5) je také algebrou

se dvěma binárńımi operacemi ∧, ∨ : A × A −→ A takovými že a ∧ b =

inf{a, b} a a ∨ b = sup{a, b}, tato skutečnost se znač́ı A = (A;∧,∨). [Rach]
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